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Résumé

Nous présentons un nouveau paradigme de programma-

tion logique qui étend la programmation par ensembles

réponses propositionnelle en lui ajoutant la possibilité de

quantifier universellement certains atomes. Ce nouveau

paradigme permet de coder de manière plus compacte des

problèmes PSPACE sans avoir recours à la programmation

logique par ensembles réponses au premier ordre. Nous

montrons que les formules booléennes quantifiées peuvent

être très simplement codées en ce nouveau formalisme.

Mots Clef

Programmation par ensembles réponses, quantification,

ASP, formules booléennes quantifiées, QBF.

Abstract

We present in this article a new logical programming para-

digm which extends propositional ASP by adding quantifi-

cations on atoms. This new paradigm allows to encode in

a compact way PSPACE problems without resorting to first

order ASP. We show that quantified Boolean formulas can

be encoded easily with this new formalism.
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1 Introduction

Le terme de programmation par ensembles (de) réponses

correspond au paradigme de l’Answer Set Programming

(ASP), qui est un formalisme approprié pour représenter de

nombreux problèmes issus de l’intelligence artificielle dans

lesquels l’information disponible est incomplète comme

dans le raisonnement non-monotone, la planification, le

diagnostic, etc. D’un point de vue général, l’ASP est un

cadre couvrant plusieurs sémantiques déclaratives pour dif-

férentes sortes de programmes logiques. En ASP, l’infor-

mation est codée par des règles logiques et les solutions

sont obtenues par des ensembles d’information appelés

modèles stables. Chaque modèle est un ensemble minimal

d’atomes (ou littéraux) contenant des informations sûres

(des faits) et les déductions sont obtenues en appliquant

∗Ce travail a bénéficié de l’aide de l’Agence Nationale de la Re-

cherche, projet ASPIQ portant la référence ANR-12-BS02-0003.

certaines des règles par défaut. Ainsi, les conclusions dé-

pendant des informations présentes et absentes, forment un

ensemble cohérent d’hypothèses et représentent un point

de vue rationnel du monde décrit par les règles. Derrière

le terme générique d’ASP, il existe plusieurs variantes syn-

taxiques et sémantiques, mais dans ce travail nous utilise-

rons la sémantique originelle des modèles stables [7] pour

les programmes logiques normaux.

L’ASP offre à la fois un modèle formel valide et des sys-

tèmes opérationnels. C’est aussi un cadre commode pour

coder et résoudre des problèmes combinatoires. Plusieurs

systèmes opérationnels sont disponibles aujourd’hui pour

traiter l’ASP. Smodels [15], Clasp [6] et DLV [12] sont

les plus connus d’entre eux. Cependant, ces solveurs tra-

vaillent sur des règles propositionnelles après une étape

préalable d’instanciation des variables. D’un autre côté,

certains solveurs traitent le programme avec variables en

travaillant directement sur les règles qui ne sont pas propo-

sitionnelles et en limitant l’instanciation [10, 8, 5].

L’utilisation de l’ASP est contrastée du moment où le pro-

blème à résoudre est d’une complexité non déterministi-

quement polynomiale (NP) ou au-delà. Dans le premier

cas, le codage du problème est généralement réalisé en

fait en ASP propositionnel alors que dans le second cas

le codage du problème est généralement réalisé au premier

ordre avec une explosion possiblement exponentielle de la

taille du problème propositionnel réellement traité in fine

(sauf pour les solveurs qui travaillent directement au pre-

mier ordre). En particulier, les problèmes de la classe de

complexité spatiale polynomiale (PSPACE) ne font pas ex-

ception à cette règle. Dans le cadre du problème de satisfia-

bilité d’une formule propositionnelle (SAT) qui est de com-

plexité NP, ce n’est pas le cas, il existe une extension de

SAT à la classe PSPACE : les formules booléennes quanti-

fiées (QBF) [14, 3]. Le formalisme QBF est une extension

du formalisme de la logique propositionnelle dans laquelle

les symboles propositionnels peuvent être non seulement

quantifiés existentiellement (comme en logique proposi-

tionnelle pour le problème de satisfiabilité) mais aussi uni-

versellement. De l’outil théorique [14], il est devenu un do-

maine de recherche appliqué [3] avec de nombreuses pro-

cédures de décision et de nombreuses utilisations en intel-

ligence artificielle pour sa capacité à décrire de manière

plus compacte la connaissance (voir [1] pour un florilège).



Nous nous proposons dans cet article d’étendre l’ASP en

lui ajoutant une possibilité de quantification sur les atomes

pour pouvoir exprimer simplement et de manière compacte

des problèmes dont la complexité se situe dans PSPACE.

Nous montrons alors comment les QBF peuvent être co-

dées dans ce nouveau paradigme appelé « programmation

par ensembles réponses quantifiée » (ou QASP pour Quan-

tified Answer Set Programming).

2 Préliminaires
Un programme logique normal est un ensemble fini de

règles de la forme

(c a1, . . . , an, not b1, . . . , not bm.)
n > 0,m > 0 où c, a1, . . . , an, b1, . . . bm sont des atomes

qui constituent l’ensemble A et P désigne l’ensemble des

programmes logiques normaux. Une telle règle peut se lire

« si tous les ai appartiennent à un ensemble réponse et si

aucun des bj n’y appartient, alors c doit appartenir à cet

ensemble réponse ». Le « not » étant une négation par dé-

faut, un tel programme peut-être vu comme un sous cas

d’une théorie de défauts de Reiter [11]. Pour une règle r,

on note tête(r) = c sa tête, corps+(r) = {a1, . . . , an}
son corps positif et corps−(r) = {b1, . . . , bm} son corps

négatif. Le réduit (dit de Gelfond et Lifschitz) d’un pro-

gramme P par un ensemble d’atomes X est le programme

PX = {tête(r) corps+(r). | r 2 P, corps−(r) \X =
;}. Un tel programme est dit défini puisqu’il ne possède

pas de négation par défaut et il admet un unique modèle

de Herbrand minimal noté Cn(P ). Par définition, un mo-

dèle stable de P est un ensemble d’atomes S ✓ A tel que

S = Cn(PS). Notons qu’un programme peut avoir aucun,

un ou plusieurs modèles stables. Par exemple, {a., b  
a, not d., c  a, not b.} possède l’unique modèle stable

{a, b}, {a  not b. , b  not a.} possède deux modèles

stables {a} et {b} et {a., b  a, not d., d  b.} n’en

possède aucun.

3 Programmation par ensembles ré-

ponses quantifiée
Nous présentons la syntaxe de la programmation par en-

sembles réponses quantifiée comme une extension directe

de la programmation par ensembles réponses à laquelle

sont ajoutés des quantifications sur les atomes.

Définition 3.1 (programme normal quantifié) Le sym-

bole 9 est utilisé pour la quantification existentielle et 8
pour la quantification universelle (q est utilisé pour noter

un quantificateur quelconque). Par convention, des quan-

tificateurs différents lient des atomes différents. Un lieur

est une chaîne de caractère q1x1 . . . qnxn avec x1, . . . , xn

des atomes distincts et q1 . . . qn des quantificateurs.

L’ensemble des lieurs est noté LIEUR. Un programme

normal quantifié QP est la donnée d’un lieur Q et d’un

programme normal P dont tous les atomes sont présents

dans le lieur Q. L’ensemble des programmes normaux

quantifiés est noté QP .

Exemple 3.1 L’expression suivante est un programme

normal quantifié : 9e8a9na9b9nb9sP1 avec

P1 = { e not e, not s., b not nb.,

nb not b., a not na., na not a.,

s a, nb., s not a, not nb.}

Un programme normal quantifié peut être vu comme un jeu

à deux joueurs. Le résultat est donc un arbre qui dicte au

joueur existentiel comment il doit jouer selon les coups du

joueur universel pour gagner de manière certaine. Cet arbre

est ici un ensemble de fonctions d’appartenance.

Définition 3.2 (fonction d’appartenance) Les symboles

in et out sont les marqueurs d’appartenance. Une fonc-

tion partielle φ de l’ensemble des atomes dans l’ensemble

des fonctions de {in, out}n dans {in, out} est une fonction

d’appartenance pour un lieur si pour tout atome existentiel-

lement quantifié x il existe un unique couple (x 7! x) 2 φ

tel que la fonction x a pour arité le nombre d’atomes uni-

versellement quantifiés qui précèdent x dans ce lieur. La

fonction set associe à un atome x et un marqueur d’appar-

tenance un ensemble d’atomes ainsi : setx(in) = {x} et

setx(out) = ;.

Les fonctions d’appartenance sont à rapprocher des fonc-

tions de Skolem dont elles s’inspirent. La fonction set

est étendue naturellement aux nuplets et ensembles ; les

atomes en sont omis lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté.

Exemple 3.2 L’ensemble φ1 ci-dessous est une fonction

d’appartenance pour le lieur 9e8a9na9b9nb9s :

{naa = {(in 7! out), (out 7! in)},
ba = {(in 7! out), (out 7! in)},
nba = {(in 7! in), (out 7! out)},
sa = {(in 7! in), (out 7! in)}, e = out}

φ1(in) = {na = out, b = out, nb = in, s = in, e = out}
et seta(φ1(in)) = {nb, s}.
φ1(out) = {na = in, b = in, nb = out, s = in, e = out}
et seta(φ1(out)) = {na, b, s}.

La sémantique de la programmation par ensembles ré-

ponses quantifiée est définie alors comme une extension

naturelle de celle des programmes logiques normaux.

Définition 3.3 (ensemble réponse quantifié) Une fonc-

tion d’appartenance φ est un ensemble réponse quantifié

(ou modèle stable quantifié) pour un programme normal

quantifié QP dont le nombre d’atomes universellement

quantifiés de Q est n si pour tout n-uplet x 2 {in, out}n,

Cn((P [ fait(set(x)))set(x)∪set(φ(x))) =
set(x) [ set(φ(x))

avec la fonction fait qui associe à un ensemble d’atomes

X un ensemble de faits {x.}x∈X .

Exemple 3.3 Le programme normal quantifié 8a9bP2

avec P2 = {b  a., b  not a.} admet pour unique en-

semble réponse quantifié la fonction d’appartenance φ2 =
{b = {(in 7! in), (out 7! in)}. En effet :



– seta(in) = {a}, φ2(in) = {b = in}, seta(φ2(in)) =
{b}, P2 [ {fait({a})} = {b  a., b  not a., a.} et

Cn({b a., b not a., a.}{a}∪{b}) = {a, b} ;

– seta(out) = ;, φ2(out) = {b = in}, seta(φ2(out)) =
{b}, P2 [ {fait(;)} = {b  a., b  not a.} et

Cn({b a., b not a.}∅∪{b}) = {b}
Le programme normal quantifié de l’exemple 3.1

9e8a9na9b9nb9sP1 admet pour unique ensemble réponse

quantifié la fonction d’appartenance de l’exemple 3.2. En

effet :

– set(in) = {a}, set(φ1(in)) = {nb, s},

(P1 [ {a.})
set(in)∪set(φ1(in)) =

(P1 [ {a.})
{a,nb,s} = {a., nb., s a, nb.}

Cn((P1[{a.})
set(in)∪set(φ1(in))) = set(in)[set(φ1(in))

– set(out) = ;, set(φ1(out)) = {na, b, s},

P
set(out)∪set(φ1(out))
1 = P

{na,b,s}
1 =

{na., b., s., s a, nb.}

Cn(P
set(out)∪set(φ1(out))
1 ) = set(out) [ set(φ1(out))

Le programme normal quantifié (dont on a in-

versé les quantificateurs du précédent programme)

9e9b9nb8a9na9sP1 n’admet pas d’ensemble réponse

quantifié.

Le théorème qui suit exprime qu’un programme normal

quantifié ne contenant que des quantificateurs existentiels

est en fait un programme par ensembles réponses classique.

Théoreme 3.1 Une fonction d’appartenance φ est un en-

semble réponse quantifié pour un programme normal

quantifié ne contenant que des quantificateurs existentiels

si et seulement si set(φ) est un modèle stable du pro-

gramme sans les quantificateurs.

Le théorème qui suit démontre l’appartenance du problème

de décision pour les programmes par ensembles quantifiés

à la classe de complexité PSPACE-complet.

Théoreme 3.2 Le problème de décision de l’existence

d’un ensemble réponse quantifié pour un programme nor-

mal quantifié est un problème dont la classe de complexité

est PSPACE-complet.

L’appartenance à PSPACE du problème de décision de

l’existence d’un ensemble réponse quantifié pour un pro-

gramme normal quantifié est immédiate de part la nature

de la définition 3.3. Le caractère complet est une consé-

quence du théorème 4.1 de la section suivante qui montre

comment tout problème de décision sur la validité d’une

QBF peut être ramené à un problème de décision sur l’exis-

tence d’un ensemble réponse quantifié pour un programme

normal quantifié.

4 QBF en QASP
Déterminer si un programme possède ou non un mo-

dèle stable est un problème NP-complet et donc le lien

avec le problème NP-complet canonique a été introduit

dans [9] dans le cas où l’on s’intéresse à une formule pro-

positionnelle donnée sous forme normale conjonctive (i.e.

une conjonction de disjonctions de littéraux). Nous rap-

pelons ici l’approche proposée. Soit Σ un ensemble de

clauses. Le processus consiste à fabriquer un programme

ΠSATFNC→ASP (Σ) contenant les règles na  not a.

et a  not na. pour tout atome a apparaissant dans

Σ. Pour toute clause dans Σ, on crée un nouvel atome

c et pour tout littéral l de cette clause, on ajoute dans

ΠSATFNC→ASP (Σ) la règle c a. si l est un atome a et

la règle c na. si l est la négation d’un atome a. Enfin, on

ajoute à ΠSATFNC→ASP (Σ) la règle not c. 1. De cette

manière Σ possède un modèle propositionnel si et seule-

ment si ΠSATFNC→ASP (Σ) possède un modèle stable.

On remarque aisément que les premières paires de règles

de ΠSATFNC→ASP (Σ) permettent de générer toutes les

interprétations possibles pour Σ, les règles dont la tête est

c permettent d’inférer c si l’interprétation satisfait la clause

correspondante et les contraintes finales écartent des en-

sembles de réponses possibles tous ceux qui ne contiennent

pas c. C’est-à-dire tous ceux qui ne correspondent pas à des

modèles propositionnels de Σ.

Nous présentons d’abord des préliminaires nécessaires sur

les formules booléennes quantifiées puis nous en décrivons

notre traduction vers les programmes par ensembles ré-

ponses quantifiés.

4.1 Formules propositionnelles et booléen-

nes quantifiées

L’ensemble des valeurs booléennes vrai et faux est noté

B. L’ensemble des symboles propositionnels est noté SP .

Les constantes > et ? sont des symboles tels que > est

toujours interprété à vrai et ? est toujours interprété à

faux. Le symbole ^ est utilisé pour la conjonction, _
pour la disjonction, ¬ pour la négation, ! pour l’impli-

cation et $ pour l’équivalence. L’ensemble des opéra-

teurs {^,_,!,$} est notéO. L’ensemble PROP des for-

mules propositionnelles est défini inductivement ainsi : tout

symbole propositionnel (ainsi que > et ?) est élément de

PROP ; si F est élément de PROP alors ¬F est élément

de PROP ; si F et G sont éléments de PROP et ◦ est élé-

ment de O alors (F◦G) est élément de PROP. La défi-

nition des notions de « quantificateur » et de « lieur » re-

joint celles des QBF en remplaçant simplement l’atome

par le symbole propositionnel. L’ensemble des lieurs QBF

est aussi noté LIEUR pas abus de langage. Une QBF QF

est formée d’un lieur Q et d’une formule propositionnelle

F (parfois appelée « matrice »). Soient Σ et σ deux for-

mules telles que σ soit une sous formule de Σ, la fonc-

tion o : PROP ⇥ PROP ! {0, 1}∗ est telle que o(σ,Σ)

1. Une telle règle sans tête est appelée contrainte et est un raccourci

pour la règle e ← not c, not e. où e est un nouveau symbole.



calcule l’occurrence de σ dans Σ ainsi : o(Σ,Σ) = ✏ ;

o(σ,Σ) = 0o(σ,Σ0) si Σ = ¬Σ0 ; o(σ,Σ) = 0o(σ,Σ0)
si Σ = (Σ0◦Σ1), ◦ 2 O et σ est une sous formule de Σ0 ;

o(σ,Σ) = 1o(σ,Σ1) si Σ = (Σ0◦Σ1), ◦ 2 O et σ est une

sous formule de Σ1
2.

La sémantique des symboles booléens est définie de ma-

nière habituelle. Une valuation est une fonction de l’en-

semble des symboles propositionnels dans B ; elle satis-

fait une formule si appliquée à celle-ci elle vaut vrai

sinon elle la falsifie. Un modèle (i.e. une valuation qui

satisfait la formule) est décrit par un ensemble de litté-

raux ; par exemple, pour la valuation ⌫ qui est telle que

⌫(x) = vrai, ⌫(y) = faux et ⌫(z) = vrai qui sa-

tisfait la formule ((x _ y) $ z), ce modèle est noté

{x,¬y, z}. La sémantique des quantificateurs est la sui-

vante : pour tout symbole propositionnel y et QBF F ,

9yF = (F [y  >] _ F [y  ?])
et

8yF = (F [y  >] ^ F [y  ?]).
Une QBF F est valide si F ⌘ >. Si y est un sym-

bole propositionnel quantifié existentiellement précédé par

les symboles propositionnels quantifiés universellement

x1, . . . , xn, nous notons ŷx1,...,xn
sa fonction de Skolem de

Bn dans B. Un modèle pour une QBF F est un ensemble de

fonctions de Skolem qui satisfont la formule. Par exemple,

la QBF 9y9x8z((x _ y) $ z) n’est pas valide tandis que

8z9y9x((x_y)$ z) l’est avec pour ensemble possible de

fonctions de Skolem {ŷz, x̂z}
3 tel que ŷz(vrai) = vrai,

ŷz(faux) = faux, x̂z(vrai) = faux et x̂z(faux) =
faux. Les fonctions de Skolem sont parfois représentées

par des politiques [4] ou des stratégies [2] qui les expli-

citent en terme d’arbre. Un modèle (booléen) pour une for-

mule booléenne non quantifiée correspond exactement au

modèle (QBF) de sa clôture existentielle ; par exemple pour

la QBF 9y9x9z((x _ y) $ z), les fonctions de Skolem

x̂ = vrai, ŷ = faux et ẑ = vrai correspondent au mo-

dèle booléen ⌫(x) = vrai, ⌫(y) = faux et ⌫(z) = vrai

pour la formule propositionnelle ((x _ y)$ z). Une QBF

est valide si et seulement s’il existe un ensemble de fonc-

tions de Skolem qui la satisfait.

Enfin, rappelons que le problème (SAT) consistant à dé-

cider si une formule booléenne est satisfiable ou non est

le problème canonique de la classe NP-complet. De son

côté, le problème (QBF) consistant à décider si une for-

mule booléenne quantifiée est valide ou non est le problème

PSPACE-complet canonique.

4.2 Traduction d’une QBF en un pro-

gramme normal quantifié

Dans [13] est présentée une traduction des QBF vers les

ASP au premier ordre. Nous présentons ci-dessous la fonc-

tion qui en est issue et qui traduit une formule proposition-

nelle en règles :

2. Comme de coutume, ✏o sera simplement noté o.

3. Pour tout b ∈ B, la valuation ⌫(z) = b, ⌫(x) = x̂z(b), ⌫(y) =
ŷz(b) est un modèle de ((x ∨ y) ↔ z).

Soient Σ, Σ0 et Σ1 trois formules propositionnelles, x un

symbole propositionnel et o une occurrence, les fonctions

ΠP→R : PROP ! P et ⇡P→R : PROP ⇥ {0, 1}∗ ! P
sont définies par :

ΠP→R(Σ) = ⇡P→R(Σ, ✏)

si Σ = x alors ⇡P→R(Σ, o) =
{so  x.}

si Σ = ¬Σ0 alors ⇡P→R(Σ, o) =
{so  not so0.} [ ⇡P→R(Σ0, o0)

si Σ = (Σ0 ^ Σ1) alors ⇡P→R(Σ, o) =
{

so  so0, so1.
 

[
⇡P→R(Σ0, o0) [ ⇡P→R(Σ1, o1)

si Σ = (Σ0 _ Σ1) alors ⇡P→R(Σ, o) =
⇢

so  so0.,

so  so1.

}

[

⇡P→R(Σ0, o0) [ ⇡P→R(Σ1, o1)
si Σ = (Σ0 ! Σ1) alors ⇡P→R(Σ, o) =

⇢

so  not so0.,

so  so1.

}

[

⇡P→R(Σ0, o0) [ ⇡P→R(Σ1, o1)
si Σ = (Σ0 $ Σ1) alors ⇡P→R(Σ, o) =

⇢

so  so0, so1.,

so  not so0, not so1.

}

[

⇡P→R(Σ0, o0) [ ⇡P→R(Σ1, o1)

Dans [13] les atomes représentant des symboles proposi-

tionnels existentiellement quantifiés ainsi que les atomes

intermédiaires sont transformés en symbole de prédicat

dont les arguments sont les combinaisons sur les symboles

propositionnels universellement quantifiés.

Cette fonction ΠP→R est utilisée dans la définition ci-

dessous qui traduit une QBF en un programme par en-

sembles réponses quantifiés. L’idée essentielle et apport

de cette traduction est de coder les symboles proposition-

nels quantifiés existentiellement en deux atomes quantifiés

existentiellement mais de coder les symboles proposition-

nels quantifiés universellement en deux atomes l’un quan-

tifié universellement et l’autre existentiellement, dépendant

fonctionnellement du premier.

Définition 4.1 Soit la fonction ΠQ→Q : LIEUR !
LIEUR qui traduit un lieur QBF en un lieur QASP.

ΠQ→Q(Q) = 9bug⇡Q→Q(Q)
⇡Q→Q(9xQ) = 9x9nx⇡Q→Q(Q)
⇡Q→Q(8xQ) = 8x9nx⇡Q→Q(Q)

Soit la fonction ΠQ→R : LIEUR! P qui traduit un lieur

QBF en une paire de règles qui lie les littéraux positif et né-

gatif d’un même atome quantifié (q un quantificateur quel-

conque).

ΠQ→R(Q) = {bug  not s✏, not bug.} [ ⇡Q→R(Q)
⇡Q→R(qxQ) =
{x not nx., nx not x.} [ ⇡Q→R(Q)



Soit la fonction ⇡QBF→QASP : QBF ! QP qui traduit

une QBF en un programme normal quantifié.

⇡QBF→QASP (QM) =
ΠQ→Q(Q)(ΠQ→R(Q) [ΠP→R(M))

La définition suivante spécifie un ensemble de fonctions

pour traduire les ensembles réponses quantifiés en modèle

QBF et, pour partie, réciproquement.

Définition 4.2 La fonction de traduction ⇡ : B !
{in, out} associe à chaque valeur booléenne un marqueur

d’appartenance à un ensemble réponse.

⇡(vrai) = in, ⇡(faux) = out

⇡−1(in) = vrai, ⇡−1(out) = faux

La fonction ⇡ et sa réciproque sont étendues aux fonctions :

⇡ : (Bn ! B) ! ({in, out}n ! {in, out}) et ⇡−1 :
({in, out}n ! {in, out})! (Bn ! B).

⇡(sk) =
{((⇡(b1), . . . , ⇡(bn)) 7! ⇡(b)) |
((b1, . . . , bn) 7! b) 2 sk, b1, . . . , bn, b 2 B}

⇡−1(φ) =
{((⇡−1(t1), . . . , ⇡

−1(tn)) 7! ⇡−1(t)) |
((t1, . . . , tn) 7! t) 2 φ, t1, . . . , tn, t 2 {in, out}.}

Enfin, la fonction ⇡ : (Bn ! B)∗ ! ({in, out}n !
{in, out})∗ traduit un ensemble de fonctions de Skolem

QBF en un ensemble de fonctions d’appartenance :

⇡(m) = {⇡(x̂) | x̂ 2 m}

La « réciproque » ⇡−1 : (Bn ! B)∗ ⇥ LIEUR !
({in, out}n ! {in, out})∗ nécessite la présence d’un

lieur en paramètre pour sélectionner les atomes existen-

tiellement quantifés :

⇡−1(φ,Q) = {⇡−1(x) | ”9x” 2 Q, x 2 φ}

Exemple 4.1 Soit la QBF F = 8a9b8c9dM avec M =
((c _ b) ^ (b! ((c! d) ^ (c _ (a$ ¬d)))))
Le lieur de la QBF est traduit en un lieur de programme

normal quantifié

ΠQ→Q(8a9b8c9d) =
9bug8a9na9b9nb8c9nc9d9nd
9s✏9s09s19s119s1109s1119s1111

et en l’ensemble des règles

ΠQ→R(8a9b8c9d)
= {b not nb., nb not b.,

a not na., na not a.,

c not nc., nc not c.,

d not nd., nd not d.}

La formule propositionnelle est traduite en l’ensemble des

règles 4

ΠP→R(M)
= {bug  not bug, not s✏., s✏  s0, s1.,

s0  c., s0  b.,

s1  b., s1  s11.,

s11  s110, s111.,

s110  not c., s110  d.,

s111  c., s111  s1111.,

s1111  a, nd., s1111  not a, not nd.}

Ainsi la QBF est traduite en le programme normal quantifié

⇡QBF→QASP (8a9b8c9d M)
= ΠQ→Q(8a9b8c9d)P

avec

P = ΠQ→R(8a9b8c9d) [ΠP→R(M)

L’unique ensemble réponse quantifié φ de ce programme

normal quantifié est

φ =

{naa, ba, nba, ncac, dac, ndac, s✏ac, s0ac, s1ac,
s11ac, s110ac, s111ac, s1111ac}

avec :

naa = {(in 7! out), (out 7! in)}
ba = {(in 7! in), (out 7! in)}
nba = {(in 7! out), (out 7! out)}
ncac = {((in, in) 7! out), ((in, out) 7! in),

((out, in) 7! out), ((out, out) 7! in)}
dac = {((in, in) 7! in), ((in, out) 7! out),

((out, in) 7! in), ((out, out) 7! in)}
ndac = {((in, in) 7! out), ((in, out) 7! in),

((out, in) 7! out), ((out, out) 7! out)}
s✏ac = {((in, in) 7! in), ((in, out) 7! in),

((out, in) 7! in), ((out, out) 7! in)}

Pour tout so avec o 2 {s0, s1, s11, s110, s111},
soac =

{((in, in) 7! in), ((out, out) 7! in),
((in, out) 7! in), ((out, in) 7! in)}

s1111ac =
{((in, in) 7! out), ((in, out) 7! in),
((out, in) 7! in), ((out, out) 7! in)}

En effet, par exemple,

φ(in, in) =

{naa(in, in) = out, ba(in, in) = in,

nba(in, in) = out, ncac(in, in) = out,

dac(in, in) = in, ndac(in, in) = out,

s✏ac(in, in) = in, s0ac(in, in) = in,

s1ac(in, in) = in, s11ac(in, in) = in,

s110ac(in, in) = in, s111ac(in, in) = in,

s1111ac(in, in) = out}

4. Les règles du type so ← x. avec so un atome intermédiaire et x

un atome issu d’un symbole propositionnel sont omises et les atomes so
substitués par les atomes x dans le reste des règles.



et

set(φ(in, in)) =
{b, d, s✏, s0, s1, s11, s110, s111}

et (set((in, in)) = {a, c})

Cn((P[{a., c.}){a,c}∪set(φ(in,in))) = {a, c}[set(φ(in, in))

Enfin, on extrait aisément l’unique modèle QBF

⇡−1(φ, 8a9b8c9d) = {b̂a, d̂ac} avec

b̂a = ⇡−1(ba) =
{(vrai 7! vrai), (faux 7! vrai))}

d̂ac = ⇡−1(dac) =
{((vrai, vrai) 7! vrai), ((vrai, faux) 7! faux),
(((faux, vrai) 7! vrai), ((faux, faux) 7! vrai)}

Le théorème suivant assure la correction et complétude de

la traduction.

Théoreme 4.1 (correction et complétude) Soit une QBF

QF .

Si m est un modèle QBF de QF alors il existe un en-

semble F de fonctions {in, out}n ! {in, out} telles

que ⇡(m) [ F est un ensemble réponse quantifié de

⇡QBF→QASP (QF ).

Si φ est un ensemble réponse quantifié de

⇡QBF→QASP (QF ) alors ⇡−1(φ,Q) est un modèle

QBF de QF .

5 Conclusion

Nous avons présenté un nouveau paradigme de program-

mation logique qui étend la programmation par ensembles

réponses propositionnelle en lui ajoutant la possibilité de

quantifier universellement ou existentiellement les atomes.

Nous avons codé notre traduction en Prolog et le pro-

gramme est librement disponible 5. La description de la sé-

mantique et le programme Prolog laisse présager une ex-

tension aisée des procédures de décision orientées atome.

Nous envisageons d’explorer l’algorithmique pour des pro-

cédures de décision orientées règle. Nous envisageons

aussi de faire une plus large étude des applications de la

programmation par ensembles réponses pour voir celles qui

peuvent obtenir un codage plus compact grâce à l’introduc-

tion des quantificateurs. Nous nous intéresserons particu-

lièrement aux jeux à deux jours à horizon fini où la descrip-

tion sous la forme de règles ASP des règles du jeu semble

prometteuse.
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