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V7-QUANTIFICATION DES MESURES PHYSIQUES

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. We will quantify the (p, ¢)-tensors of the universe using the V7-
quantification process. This method can be generalised for all the states of a
physical system.

1. LE PRINCIPE DE QUANTIFICATION

I)Le principe de superposition

A chaque systéme physique de l'univers Q est associé un fibré ( = (E,Q,p,H)
muni d’une connexion V et de fibre hilbertienne. L’état du systeme est défini par
une section locale du fibré T (C).

Toute superposition linéaire d’états s =), ¢;s; , avec ¢; appartenant a C> (€2, C)
et >, les|® < 1 est un état accessible si les {s; (w)} forment une base hilbertienne
de E, en chaque événement w de l'univers Q. Un état est défini a un facteur de
phase exp (i0), il est impossible de distinguer en norme, s et exp (i0) s dans une
mesure d’état, ou 6 est une application C'*° de € a valeurs dans R.

IT)La mesure des grandeurs physiques

a) L’évolution d’un systéme physique sur un ouvert U C Q, est la donnée d’une
section hermitienne i® du fibré E* @ E sur U.

b) Soit s(w) Uétat dans lequel se trouve le systéme en w € Q ot on effectue la
mesure, les seuls résultats possibles sont les valeurs propres A, (w) de observable
D (w).

¢) Notons ’ﬁa (w) : E, — E,, le projecteur sur le sous-espace propre associé a la

valeur propre Ay (w). La probabilité de trouver la valeur A, (w) lors d’une mesure

, 2 A
D (w) est po = %, 0l S (W) = Pq (W) (s (w)).
d) Aprés une mesure en w donnant A, (w), le nouvel état du systéme est s, (w).
IIT)L’équation d’évolution
Si s est l’état d’un systéme, tant que le systeme n’est soumis a aucune observa-
tion, s vérifie l’équation d’évolution

D (s) = —ils, (1.1)
A est une fonction propre de 1® définie localement sur U, ® est l'opérateur d’évolution
du systeme.
2. LA V7-QUANTIFICATION
Dans ce qui suit (E, 7, 2, F') est un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension

finie, de fibre F', dont la base est I'univers {2 qui est une C'°°-variété de dimension
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quatre. On note A"Q = A"T*Q, le fibré des n-formes différentielles sur 2. L’espace
des (p, q)-tenseurs, p fois covariant et ¢ fois contravariant, est noté

TP = (QPT*Q) @ (R1TQ), (2.1)
et I’espace total E du fibré est ’espace des états, il est muni d’une connexion
V:T'(E)->T(AMQeE). (2.2)

Definition 1. 1)Une section v du fibré L (Alﬂ ® E,E) est une section de Dirac
du fibré des états F.
2)On définit la section V7 de End (E) par

Vis=~(Vs),sel'(E). (2.3)

Les endomorphismes de Dirac sont définis par,

Y (s) =y (d®s),de A'Qet s €T (E). (2.4)
Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac {'yd”} est
1 2 n s(1) 5(2) s(n—1) s(n)
[vd,vd,---md}= S g9y oy ooy o™ (25)

s€Perm{1,2,--- ,n}
et 'anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
FLE dr FEIEH) 452 FEICES)! FEICO)
{7 Ay }= > Y oyt ooy oy® . (26)
s€Perm{1,2,---,n}

Le commutateur définit une section de L (A"Q ® E, E). On définit 'extension
de rang n d’une section v, par la section «, € I' (L (A" (Q) ® E, E)) ol

Y ((dl ANd2A--. /\d”) ®s) = [ydlﬁdi ... ,ydn} (s), (2.7)
et on prolonge 7, par C* (Q,R)-linéarité sur A () ® E.

Toute connexion sur V a une extension dy : I' (A" (Q) ® E) — ' (A" (Q) ® E)
avec,dy =V, A\°(Q)@E=FEetdy (v®s)=dp®@s+(-1)"9pAVs, € A" (Q).
L’équation de Dirac-Einstein au rang n est

Yo (Vn—18) = As, Vo1 =dy_y 0---0dy . (2.8)

Definition 2. Une équation d’évolution d’ordre n, des états du fibré E sur un
ouvert U C Q, est une équation de la forme 2.8. On note, E(V,vy,\,n) cette
équation.

Pour un ” local frame” sur E (U), les matrices associées v¢ sont les matrices
de Dirac. Si I’équation d’évolution d’un systéme quantique est & = ~,, o V,,_1 si
(E,7,Q, F) est un fibré vectoriel réel et i® = ~,, 0 V,,_1 si le fibré est complexe, le
principe de quantification devient le principe de V7-quantification au rang n.

Example 1. L’équation E(V,~v,\ 1) est une équation d’évolution qui généralise
Uéquation de Dirac dans les espaces courbes [1] lorsque I'on pose, X = B¢, Le fibré
E est l'un des deuz fibrés E = Qx C* ou E = Tc) et les endomorphismes de Dirac
Y =y (d") dans la base duale {d"} de {0,}, vérifient la relation d’anticommutation

{7} =2¢" 1, (2.9)
avec (guy) est la matrice de la métrique de Lorentz g sur Q2 dans la base {0,,}.
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Definition 3. Une équation relativiste quantique est une équation qui lie la con-
nexion V a la section de Dirac v. Une relation de ce type sera notée R (V,~v). Si
cette équation dépend de I'équation d’évolution E (V,~,A\,n), on note R(V,~,\,n).

Dauns le cas des champs I’équation relativiste R (V, ) a été établie dans ’équation
4.7 et Péquation d’évolution E (V,v,A, 1) a été démontrée en 3.28. L’équation
R(V,v,\ 1), qui fait intervenir 1’équation d’évolution des métriques, est donnée
en 5.3 et 5.4. Pour généraliser cette équation a tous les états de 'univers, il faut
déterminer un tenseur qui joue un role analogue au tenseur de Ricci pour la con-
nexion V sur le fibré des états E.

3. REPRESENTATION DANS DES CARTES DE TRIVIALISATION DES FIBRES

Dans ce qui suit, (ml, 22, 23, 1134) est une carte U de I'univers 2. Soit
{auzi,1<u<4} (3.1)
ozt
les champs de vecteurs sur U linéairement indépendants associés et
{d" =dz",1 <v <4}, (3.2)

la base duale. Sur E (U) il existe un "local frame”, noté {e,, 1 < a < n},n=dim FE

3.0.1. Ecriture locale de l’équation de Dirac-Einstein E (V,~v, )\, 1). Soit s = 5%,
alors Vs = V (s%,) = ds®* ®@ eq + s*Ve, = ds* Q@ eq + so‘F’gjdj ®eg. Sur U la
connexion peut s’écrit

Vea =T2,d" @ ep, (3.3)
avec des C* fonctions I'?, définies sur U & valeurs complexes ou réelles, I'2 , sont
les symboles de Christoffel associés a la connexion V et ds® = 9,s*d”, Vs =

Dys?d” @ eq + s°T8,d" ® eg = (0,5° +5°T5 ) d” ® ep. La section de Dirac 7 de
E a pour représentation
v (d" ® ep) = 15 €q, (3.4)
et si v = (d”) alors (v")5 = 75
Vs =7 (0,8 +5°T5,) d” @ eg) = (8,s” + s°T5,) v (d” @ ep)
Vs =57 (0ys” + 5°T% ) e,. L’équation de Dirac-Einstein E (V,v, A, 1) s’écrit
localement,

V5 (&,sﬁ + sngl,) = —iAs? pour tout 0, 1 <o < n. (3.5)

Les matrices de Dirac v, 1 < p < 4, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C'*° sur U, a valeurs réelles ou complexes. On
note

(Dys)’ = 8,5" + s°T%,, (3.6)
D, est la section locale de End (E) définie par, D, = L, 4T, ou I',, est la section
locale de End (F) dont la matrice, dans le ”local frame”, est (Fl,)g =T8, et L,
est 'endomorphisme de Lie le long du champ 9, = % défini par, L, s = (9,8%) eq.

V5 (D, s)? = —iAs”, (3.7)
I’équation précédente s’écrit

¥'D, (s) = —ils. (3.8)
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L’opérateur de I’équation d’évolution est,

On a une équation d’évolution au sens de la V7-quantification si ® est une section
localement hermitienne.

Definition 4. ® est lopérateur de I’équation d’évolution du premier ordre des
états.

L’application aux champs est immédiate si on pose E' = T¢{2, I’équation d’évolution

des champs s’écrit

D, X =—idX, (3.10)
X € Specy; (@) et D, = L, +T',. Le principe de quantification des champs s’énonce
ainsi:

7 Si aucune mesure n'est faite dans la carte U, le champ X évolue suivant
UVéquation ®X = —iAX, oo A € Specy (i®). Le champ X est un champ pro-
pre de lopérateur d’évolution ®. Si une mesure en w € U C Q est a = a(w),
alors a est une valeur propre de ®(w). Le champ prend la valeur X, (w) ot

Xo (w) = 7/5,1 (w) (X (w)), 7/5a (w) est le projecteur sur le sous-espace propre as-
socié a la valeur propre a. La probabilité de trouver la valeur a lors de la mesure
est
_ X @l
IX @)I12
et l’équation d’évolution du champ est ®X = —idX pour un A € Specy (1D),
vérifiant A (w) = a et un champ X (w) = X, (w).”
On a donc fixé en ’évenement w, de nouvelles conditions a I’évolution du systeme.
On a perturbé I’évolution du champ X en faisant une mesure sur ce champ.

a

(3.11)

3.0.2. Quantification des métriques. A partir d’une connexion V sur les champs,
on peut étendre I'endomorphisme Vx aux tenseurs de facon unique avec deux
conditions sur Vx, Vx commute avec les contractions, c’est-a-dire, Vx (¢(9)) =
c(Vx(9) et Vx (S®T)=Vx (S)®T+S®Vx (T).

La connexion sur les (2,0)-tenseurs est définie & partir de la connexion initiale
V sur les champs en posant, V (d1 ®d2) =V (dl) Rd>+d' @V (d2) et si on
se restreint aux sections définies sur une carte U de l'univers, dans la base {0},
I'isomorphisme de dualisation, © (d") = 0, permet de définir la connexion duale,
notée encore Vx (d), par

Vx (d)=0"'Vx0 (d). (3.12)
On peut étendre cette connexion sur l’ensemble de l'univers (2, en prenant un
recouvrement localement fini par des cartes {U} et une partition de 1'unité {(pU}

subordonnée & ce recouvrement, ¢V Vi est la connexion cherchée, c’est la connexion
duale sur U. En particulier,

Vo, (d7) =TGrd" = 07'V,,0 (d7) (3.13)
Vo, (d7) = ©7'Vy, (0,) = O~ (rgﬁaﬂ) =TV dh et TG, =T, (3.14)
Vo, (7 @d™) =V (d° @d") (05) = (T,d" @ d ® d°) (9p) (3.15)

Vo, (d7 @ d") =T975d" (05) A" @ d° =T sd" @ d’. (3.16)

Y
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Vo, (d° @d") =T%sd’ @ d” +Thpd” @ d* =T%,d° @ d” +T%.d° ®d°, (3.17)

Vo, (@ @ d7) = (T),67 + 5,07 ) & @ " (318)
et,
o, =T7, 67 + 15,67, (3.19)

d;, et 07 sont les symboles de Kronecker.

Il y a une fagon naturelle de décrire les endomorphismes de Dirac sur les (2, 0)-
tenseurs, si v est une section de Dirac du fibré des champs, c’est également une
section du fibré dual

FyeD(TART QARTA) =T (TARTAR T*NQ) (3.20)
et,
v eI (L(A'Q,End(TQ))) ~T (L (A'Q,End (A'Q))). (3.21)
On a
(YD) () =Con? (et d € A'QQ. (3.22)
Ensuite, pour obtenir la section de Dirac sur les (2, 0)-tenseurs,on pose
=06 e ()" (3.23)

(A @dT) = yTdP @ d7 = (v*)" (d”) @ (v*)" (d7),
(7")" (@) (8,) = d” oy (8y) = d¥ (V470s) = ¥ et (y*)™ (d¥) = v+ dP,
] (@ ® d7) = YRryETde @ d°, il suit

Yoo =Vp Vo - (3.24)
On remplace les résultats précédents dans I’équation,
V%T (auawr + aaﬁrzfr) = )\apa, (3.25)
on obtient
VAT (Duar + aap (T4007 +T7562)) = Ao, (3.26)
oot (@Law + ar L + al,lgl";ﬁ) = Xapo (3.27)
L’écriture matricielle de I’équation est
by (L# A+T, A+ A“F#) = AA, (3.28)

= ((7“):) avec, (7“): =, (Ly A)) = duar, (A)g = ag, (Fu)g =T% et
ok T, sont les transposées des matrices v et T'y,.

Theorem 1. Si une pseudo-métrique riemannienne g suit une équation d’évolution
de Dirac-FEinstein alors dans toute carte U sa matrice G = (g;;) vérifie I’équation
J

Uyt (L, G+ T,G+ (T,G)) " = AG, (3.29)

ou Ty, avec (Fu)i =T8 | sont les matrices de Christoffel de la connezion et y* =

av?’
v (d*) sont les matrices de Dirac associées a l'équation d’évolution. L’opérateur

d’évolution est noté A,
A(g) (X,Y) =" (1) (L, G + TG+ (T,G)) 1Y, (3.30)

ou X etY sont les matrices unicolonnes associées aux champs X etY dans la base

{Ou}-



6 JONOT JEAN LOUIS

4. EQUATION RELATIVISTE QUANTIQUE

On rappelle que I’équation relativiste quantique est I’équation qui lie la connexion
V ala section de Dirac v définie sur les états. On part du principe physique que tout
systeme physique peut étre quantifié par le procédé de quantification énoncé plus
haut. L’équation relativiste d’Einstein est obtenue pour une connexion V qui est
la connexion de Levi-Civita d’une métrique g. La connexion V ne permet pas, en
général, de définir une métrique sur 'univers 2, il faut donc trouver un tenseur qui
joue le role du tenseur métrique. La section de Dirac v nous permet de construire
ce tenseur si le fibré est £ = T¢{).

Definition 5. Le tenseur de Poisson v*? est défini par,
1 1
OB = S Trace ({fya,fyﬂ}) =1 Trace (’ya'yﬁ) . (4.1)

Remark 1. Lorsque v*? est régulier, Yap joue le réle d'un tenseur métrique. Le
tenseur de Poisson mesure [’anticommutativité des endomorphismes de Dirac.

Pour le tenseur de courbure les notations standards sont,

RY(X,Y)(2)=VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ, (4.2)
RY (8a, 03) (05) = Vo, Va,05 — V,Va,0, = Rl 04, (4.3)
et le tenseur de Ricci s’écrit
Ricop = Ry, - (4.4)
La courbure scalaire de V est,
R =P Ricyp. (4.5)

Theorem 2. Sile tenseur de Poisson est régulier, I’équation relativiste d’Einstein
est
. 1 881G
Rlcaﬂ — §R’YQB = c—4Taﬂ, (46)
avec Tog = %YBTO"&, TP est le tenseur énergie-impulsion. Si le tenseur de Poisson
n’est pas régulier
8rG

4

1
Ric™? — ERwﬂ =
C

T°P, Ric®® = Ricpy"y". (4.7)
L’équation d’évolution des champs est donnée par
PX = —idX, (4.8)
et ’équation d’évolution des métriques

Ag = Ag. (4.9)

Proof. On contracte deux fois I’équation relativiste d’Einstein et on utilise ’égalité
fondamentale 2.9 car dans le cas de l'existence d’une métrique g on a, g®% = 5,
Les équations d’évolution ont été démontrées plus haut. ([
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5. CONCLUSION

Tout (p, q)-tenseur évolue suivant une équation E (V,~,\, 1) ou V est 'unique
extension a TP} de la connexion initiale V sur les champs et vy est 'unique exten-
sion a T4} de la section v de Dirac des champs. L’équation relativiste quantique

associée est,
Ric®® — R af — SZG . (5.1)

La quantification d’ordre n > 1 est donnee par I’équation d’évolution E (V,~, A\, n).
On peut généraliser ce procédé de quantification a tous les fibrés hermitiens et
établir les équations d’évolution F (V,~, A, n) dans une carte, la seule difficulté est
la généralisation de la notion de tenseur de Ricci dans un fibré quelconque. Si cette
construction est possible on pourra définir a chaque équation d’évolution d’un état
de l'univers une équation relativiste liant la connexion V a la section de Dirac y
du fibré. Le choix de la connexion V est imposé, naturellement, par la nature
hermitienne du fibré des états E.

On veut généraliser I’équation quantique relativiste d’Einstein introduisant la
constante cosmologique dans cette équation. Si la métrique de I'univers suit une
équation d’évolution

A(g) = Ag, (5.2)
I’équation quantique relativiste se généralise de deux fagons différentes
1 8 G
Ric*? — SRy = e (5.3)
o 1 snG
Ric*? — 2Ry = ST poB 1 Agos. (5.4)

On peut supposer que A = Ay ou Ay represente la constante cosmologique de
I'univers, on retombe sur I'équation relativiste si v*% = ¢®2. On fait 'hypothese,
dorénavant, que la constante cosmologique n’est plus constante mais est propor-
tionnelle & la fonction propre A donnée par I’équation d’évolution A (g) = Ag, donc
s’écrit, A = A, ol g est la métrique de 'univers. On fait deux mesures dans U en
w1, we, les valeurs trouvées sont a1 et as. Notons A1 et Ay les fonctions propres de
A restreintes & U, vérifiant \; (w;) = a; et g; les métriques propres associées aux

fonctions propres telles que g; (w;) = 7A3ai (wi) (g (wi))-

Dans I’équation 5.3 les fonctions propres A1 et Ay sont égales, seule la métrique g
varie dans le sous-espace propre associé a la fonction propre A = A\; = Aq, ’équation
5.3 devient

8 G
ST pap + AU avec TP = \yo8, (5.5)

1

Ric®? — §R7a5

Dans I'équation 5.4 les fonctlons propres A1 et g sont distinctes, ainsi que les

o , . A ; 1e 2 . aff af

métriques g1 et go, cette équation ne peut étre réalisée que si A\1g;~ = Aagy

c’est-a-dire,

A1g2 = A2g1- (5.6)

Cette équation 5.4 permet de définir localement une métrique universelle, sur la

carte U, n = |A1] g2 = |A2| g1, dite métrique d’Einstein-Dirac, si les fonctions pro-
pres \; sont non nulles sur U et I’équation 5.4 devient

87TG

1
Ric®P — §Rwﬂ ——— TP L A,GP GOP = \g*P. (5.7)
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On retrouve ’équation d’Einstein généralisée, en introduisant les tenseurs ¥# =
AP et G = \g®P et pour constante cosmologique, la constante A,.
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