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BUCKLING AND SCALE EFFECTSIN SANDWICH STRUCTURES
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Département Mécanique et Matériaux - Centre SMS
Ecole National e Supérieure des Mines de Saint-Etienne
42023 Saint-Etienne Cedex 02, France
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RESUME

L’ hétérogénéité intrinseque des structures sandwich pose de réelles difficultés dans
I’évaluation et la prédiction de leur réponse en compression plane, ce qui restreint leur
application dans la conception d ééments structuraux. Dans cet article, un nouveau
modele unifié est présenté dont la premiere application sera de déterminer des solutions
analytiques pour le flambage global et local de poutres sandwich. Des expressions pour les
charges critiques sont obtenues pour une poutre sur appuis simples, dans un cadre parfait,
grace au calcul de deux valeurs propres: il s'avére que la valeur propre correspondant au
mode antisymétrique peut étre associée soit a un mode global ou soit & un mode local de
flambage (wrinkling). On montre ensuite que ces charges locales et globale donnent des
prévisions trés proches de celles obtenues par des formules plus classiques extraites de la
littérature et établies a partir de modéles spécifiques. Ainsi, dans un cadre simplifié, on
demontre que des conclusions riches peuvent étre extraites a partir de notre modéle unifié
capable de modéliser correctement les phénomenes aux deux échelles.

ABSTRACT

Due to the intrinsic heterogeneity of sandwich structures, there exists area difficulty in
assessing and predicting their in-plane compressive response which isamajor restriction in
designing structural applications. In the present paper is presented the first application of a
novel unified model for sandwiches, used here to determine closed-form solutionsfor both
global and local buckling. In a perfect framework, analytical critical |oads are extracted for
a simply supported beam, through the calculation of two eigenvalues : it appears that the
antisymmetrical eigenvalue can correspond to the occurrence of global and local buckling
(wrinkling). Then local and global 1oads from the model are shown to compare very well
with predictions of classical formulae from the literature, established through dedicated
models. It isthus demonstrated, in this simplified framework, that rich conclusions can be
drawn from our unified model capableof properly predicting the phenomenaat both scales.

MOTS CLES : MATERIAUX SANDWICH, FLAMBAGE, EFFETS
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INTRODUCTION

Depuis pres de 50 ans, les structures sandwich ont été largement utilisées et
plus particulierement dans |e domaine des transports, notamment en aéronautique, ou leur
rigiditéspécifique élevée en flexion conduit & des gains de poids considérables. Depuisune
vingtaine d’ années, les structures sandwich ont pénétré de nouveaux domaines, ceci grace
alafois aune meilleure connaissance de leur comportement, mais aussi a l’ apparition de
nouveaux procédesindustrielsqui permettent aujourd’ hui leur intégration commeé& éments
structurels. Cependant, bien quele comportement en traction ou en flexion de cesmatériaux
soit maltrisg, il est plus délicat de caractériser la réponse des sandwichs lorsqu'’ils sont
soumis a des charges déstabilisantes. Par conségquent, en concevant de tel's & éments struc-
turaux, la réponse en compression plane peut s avérer critique et conduit parfois a des di-
mensionnements trés conservateurs.

Depuislespremiéres utilisations des matériaux sandwich, un nombre considérable
d’ études théoriques portant sur les instabilités géométriques des poutres, panneaux et
coques sandwich ont &é menees ([Williamset al., 1941], [Benson and Mayers, 1967],
[Allen, 1969], [Huntetal., 1988], [Starlinger, 1990]). Le nombre restreint d'&tudes
expérimentales concernant la mesure des charges de flambage ([ Teti and Caprino, 1989]
par exemple), ainsi que lagrande diversité des approches théoriques sur le sujet soulignent
les difficultés liées a la compréhension des phenomenes de flambage dans ces matériaux
"stratifies’. Ces difficultés résident dans I” hétérogénéité geométrique et matérielle de ces
matériaux composés de trois &léments trés différents : deux peaux fines et rigides séparées
par une ame épaisse et possedant des caractéristiques méecaniques plus faibles. La nature
méme de cet assemblage est a |’ origine de la coexistence de phénomenes a des échelles
différentes, et plus spécialement sous I’ effet d' efforts de compression ou ces derniers
peuvent se combiner. Si on néeglige les possiblesinstabilitésal’ échelle de lafibre dans les
sandwichs dont les peaux sont en composites, les modes de flambage sont susceptibles
d apparaitre adeux échelles différentes: leflambage global (Fig. 1-a) assimiléau flambage
d Euler dansles poutres, et des formes locales comme le flambage local des peaux appelé
wrinkling (Fig. 1-b,c).

Figurel: Leflambage dessandwichsaux deux échelles: (a) flambage global (detypeEuler)
(b) wrinkling symétrique des peaux (c) wrinkling anti symétrique des peaux.
Sandwich buckling at two scales: (a) global buckling (Euler’stype) (b) symmetrical
wrinkling of the skins (c) antisymmetrical wrinkling of the skins.

L' approche classique concernant le flambage des sandwichs est une approche



déecouplée ([Williamset al., 1941], [Allen, 1969]), dans laquelle deux différents types de
modeles sont proposés pour modéliser les instabilités a chacune des échelles. Le flam-
bage global est généralement étudié par I'intermédiaire d’ un modéle de poutre homogene
équivalente dans laquelle I’ effet du cisaillement transverse est pris en compte. Pour une
poutre sandwich simplement appuyée, de longueur L, de largeur b et d épaisseur totale
h, la charge crititique Aggp est donnée par I'équation (1). La premiére partie de cette
équation est constituée de la charge classique d'Euler alors que la seconde représente la
charge lorsque seul le cisaillement transverse est considéré.
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E, estlemoduled’ Young despeaux, h,, €t h, sont respectivement |es épai sseursdes peaux
et del’ame, et G, est lemodule de cisaillement transverse del’ ame. Le flambage local des
peaux est généralement appréhendé a I’ aide d’ un modéle différent dans lequel I'une des
peaux est modélisée par une poutre sur fondation & astique qui représente I’ ame. Ainsi, la
difficulté principal e de cette approche locale réside dans la capacité de la fondation a re-
produirele plusfidelement possible le comportement mécaniqueréel del’ ame. Laformule
classique pour le wrinkling des peaux est donnée par I’ équation (2), dans laquelle E, est
le module normal transverse de I’ame et () est une constante. Selon les auteurs et les cas
étudiés, lavaleur de ) variede 0,4 a0, 9 et trés souvent, lavaleur de 0, 5 lui est affectee
afin de fournir un critere conservateur pour les concepteurs. Des résultats expérimentaux
montrent que () N’ est pas constant [ Teti and Caprino, 1989].

OCR = Q \3/ EpEaGa (2)

Si lacharge globale (Eq. 1) donne de bonnes estimations, il N’ en est pas de méme
pour le critere local (Eq. 2) qui offre une certaine dispersion pour le mode symétrique,
et d’ autant plus pour le mode antisymétrique trés rarement décrit. Ainsi, depuis quelques
années, des auteurs ont soulevé la nécessite de développer des modeles plus complexes,
capables de tenir compte des effets de I’ interaction entre les différentes échelles. Cepen-
dant, ces model es sont peu nombreux et présentent pour chacun d’ eux deslimites majeures
([Hunt et al., 1988], [Frostig and Baruch, 1993], [ Starlinger, 1990]).

Cetteintroduction montre clairement qu'il existe un réel besoin de caractérisation
du flambage dans les matériaux sandwich ne pouvant venir que d’un modele unifié, par
nature capable de modéliser les intéractions entre les différentes échelles. Notre but ul-
time est de proposer un outil simple de calcul pour le pré-dimensionnement de structures
sandwich. La premiére étape de cette approche, déeveloppée dans cet communication, est
de proposer un modél e unifié dans un cadre parfait, sans aucune imperfection géométrique
et en considérant des matériaux linéaires é astiques. Nous soulignons la capacité de notre
modele a donner des formes simples et pratiques pour les charges critiques associées aux
modes linéaires élastiques de flambage des deux échelles pour une poutre sandwich. Ces
formules simples sont ensuite comparées ades formules plus classiquesissues d’ approches
découplées. Lecalcul delasensibilitéde chacune deschargesvis-a-visde chague paramétre
geométrique et matériel livre de précieusesindications pour le dimensionnement de struc-
tures sandwich.



PRESENTATION DU MODELE UNIFIE

Un modéle bidimensionnel est considéré dans lequel Ia position de chague point
par rapport au bas delapoutreest donnéepar x = x1e1+ases dans = [0, L] x[0, h](Fig.
1). Les composantes des champs de déplacement sont respectivement «; (x) selon eq et
uz(x) selonez. Lescontraintes sont représentées par e second tenseur de Piola-Kirchhoff,
noté S, et lesdéformations sont cellesdu tenseur v de Green-L agrange. Les matériaux con-
sidérés sont isotropeset lesloisde comportement associées sont simplement écritesal’ aide
des modules & astiques précédemment introduits.

Champs de déplacement

Pour simplifier I’ approche, une formulation en déplacement est adoptée. La dif-
ficulté principale réside dans le choix de la cinematique qui doit &re a la fois suffisam-
ment riche pour pouvoir décrire I’ ensemble des phénomeénes mais aussi assez ssimple afin
d’ obtenir des expressions analytiques utilisables. Des auteurs [Lo et al., 1977] ont mis en
évidencelanécessité d'introduire unethéorie d’ ordre supérieur dans des problemesdont le
chargement extérieur peut varier sur une longueur caractéristique de |’ ordre de I’ &pai sseur
delapoutre. Or cette configuration est tout afait reproduitelorsdel’ apparition duwrinkling
dont lalongueur d’ onde est de |’ ordre de .. Par consequent, une théorie d’ ordre supérieur
serachoisiedans!’ @ame étant donné son role prédominant dans|’ apparition desphénomenes
locaux. Ce choix est confirmé par des calculs Elements Finis qui montrent une évolution
cubique du déplacement transverse dans I’ épaisseur de la poutre pour un mode local anti-
symétrique a courte longueur d’ onde. De telles théories ont dé&ja été mises en oeuvre dans
des sandwichs ([Benson and Mayers, 1967], [Frostig and Baruch, 1993]). Pour les peau,
les déplacements sont choisis linéairesen x5 pour 4 (x) €t constants en 3 pour us(x).

Le nombre d’inconnus intervenant dans I’ expression des champs de déplacement
peut &treréduit en considérant desinterfaces peaux/ameparfaites et donc en assurant lacon-
tinuitédes champs de déplacement. Deux inconnues suppl émentaires sont &liminéesen as-
surant lavaliditédelapremiere équation d’ équilibrestatique dansladirectione; . Ainsi, les
champs de déplacement sont exprimés al’ aide de 5 fonctionsinconnues : les déplacements
u,(x1) despeaux et un gradient derotation ¢ (1) del’@me (Eq. 3) (La dérivée premiére
de X par rapport az; est notée X ;). Lessuffixes® et * sont respectivement associés aux
données concernant la peau du bas et du haut de la poutre, ils seront par la suite remplacés
par le suffixer (o = b, h).

0< r3 < hp
ui(zy,v3) = U?(l’l) - x3ug,1(l°1)
ug(xy, x3) = ui(er)

ha+hp <z3<h

U1(l‘1,l‘3) = u

h
1
ug(®y, x3) = Ug(l’l)



hy < 23 < ho +

up(z1,23) = %UT(M) + (1 — 7(363];]1”) ub (21)
(Ll et ) oy
3 — hp)(z3 —hp + £ b
+ <_hp t ( )(Qha th) ug (1) A3)
+é(2x3 —t)(x3 + hp — h)(x3 — hy)o 1 (1)
u(z1,23) = %Ué(l‘lﬂ- 1—7(363];]1”) b (x1)
+ (ha(es = hy) = (23 = hp)*) $(x1)

Equations d’équilibre

L eséquationsd’ équilibredu probl émesont obtenues grace au principe destravauix
virtuels formul & en déplacement. L’ équilibre de la poutre sandwich est exprimé comme la
somme des travaux virtuels qui se devel oppent dans €2 et aux bords, sous|’ effet du champ
de déplacement virtuel Ju(x).

Les composantes du tenseur des contraintes dont les contributions énergétiques
sont faibles sont négligées. Ainsi, dans les peaux, seulela contrainte longitudinaleest con-
servée: S = St e1@eq. Dansl’@me, lacontraintenormale transverseet celle de cisaille-
ment transverse sont prises en compte: S = Sises ® ez + S{ze1 ® es. Letenseur des
déeformations est exprimé a |’ aide des 5 inconnues du probleme, sous I’ hypothése des pe-
tits deplacements et rotations modérées dansles peaux, et des petits deplacementset petites
rotations dans I’ @ame. Les composantes considérées sont données par I’ équation (4), avec
Nw=18a=bet—1da=nh.

Mi(x) = U%,1($1)+ %(US 1(951)) - <x3+h%%) Ug,n(l’l)
Yo (x) = %@%(1‘1) 4 (% + Z—Z) (ugyl(l‘l) + ugyl(xl)) + %(/)71(931)
) = SELEIED o) hajo(e)

(4)
Ainsi, le travail des efforts internes est simplement donné par les deux intégrales de
I" equation (5) et letravail des efforts extérieurs (Fig. 1) constitue la seconde partie de (5).

/ ST10771 () dQ + / (530933 (0) + 5750713 (u)) d2,
B b o ®
-5 ((M?(L) — féugyl(L)) =0 You(x) C.A.



Probleme aux valeurspropreslinéarise

Aprés un nombre suffisant d' intégrations par parties, les équations d’ équilibre a
I"intérieur et aux bords de la poutre sont &tablies. La nature non-linéaire des mécanismes
liés au flambage induit un couplage au niveau de ces équations. L' hypothése classique du
préflambage linéaire permet de linéariser la plupart de ces problémes. Elle consiste a sup-
poser que lors de I’ apparition de la premiére instabilité geométrique, les efforts internes
sont encore strictement proportionnels aux efforts appliqués . Ainsi, grace aux équations
d équilibre aux bordsen «y = L, larésultante interne de compression dans les peaux est
identifiéea \/2 et le systemelinéarise (6) en est déduit (£ = 1/2 + h,/hy).

[out t mapEpbhpuf iy + Ep;)hp ug 119
h

ul — b h?2
+bG, ( 1h L +£(u’§71 + ugyl) + ﬁf#l) =0

o A o prh2 o prhB o bEa
Joug 5“3,11 - Uaprul,nl + Tpu3,111 - Uabh—(ug - Ug) (6)
3 a

ha
—bG o€ (Uiﬂ - U(f,l + hag(ug,n + Ug,n) + qu’,ll =0

Gl h;
[0¢:  hoE.¢— > (Uh - U?,l + hag(ug,n + Ug,n) + F‘/’”) =0

Les champs de déplacement, solutions de I’ équation (6), sont posés sous forme de séries
trigonométriques vérifiant les conditions d' appuis simples (Eq. 7), avec (3, = nx/L).

u(zy) = ZUf‘" cos Bpx, ug(xy) = ZUP?‘" sin Bz, ¢(z) = Zq)" sin B, (7)

L'introduction de ces formes trigonomeétriques dans le systeme (6) permet la formulation
d'un probléme aux valeurs propres (Eq. 8) dont le paramétre est la charge extérieure A et
levecteur inconnuest Y =t< U Ubn gin Ubn on >,

(A= AB){Y} = {0} (8)

La résolution formelle du probléme (8) conduit a la détermination de deux valeurs pro-
pres 7" et A respectivement associées a un mode antisymétrique (Eq. 9) et aun mode
symétrique (Eg. 10).

712G o Eq(ha + hp)?

P BB, Gahyh® + 1202, Eqhpha + 24E,G,

B2 E, hf;b 4F,b
6 Brha
L es courbes de stabilité neutre correspondant a ces deux charges sont tracées sur lafigure

2 pour une poutre sandwich donnée (E, = 50000 MPa, E, = 70 MPa, G, = 25 MPa,
hy, =1 mm, L =600 mm, b = 40 mm) et pour deux épaisseurs d’ ame différentes.

AP = (10)
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Figure 2: Tracé de ;™ et A7 pour deux épaisseurs d’ ame différentes.
Plots of A" and A% for two different thicknesses of the core.

Comme le montre la figure 2, la valeur du nombre d’ onde critique de la charge
antisymétrique depend notamment de I’ épaisseur de I'ame. Ainsi, selon la configuration
geométrique et matérielle delapoutre, le mode criti que antisymétrique peut &tre soit global
(n = 1) ou soit local (n >>> 1). Cette application numérique simple demontre |a capacité
de notre modéle aprévoir les deux formes d' instabiliteliées a ce mode.

ANALY SE DESCHARGESCRITIQUESDE FLAMBAGE

M odes antisymétriques

Deux charges critiques sont donc associées a la valeur propre correspondant au
mode antisymeétrique. La charge globale est simplement obtenue a partir de I’ équation (9)
enprenantn = 1. Lachargelocal e antisymétrique est determinée grace aune minimisation
de(9) par rapport an, pour n > 1. Ladifficultéde cette opération réside dansla complexité
delacharge obtenue qui peut &tre simplifiée sousles hypothesessuivantes: ((hq/hy)? >>
1 et (hp/ha)(Ep/Es) >> 0,25) et qui sont pleinement satisfaites pour des sandwichs
classiques (h,/h, > 10 et E,/E, > 100). L'expression simple obtenue (Eq. 11) est en
parfait accord avec la solution exacte pour les nombreuses configurationstestées (< 0.1%).

wm _ 2bhy h,* E,E,
AL — w (\/thEpEa(ha + th) - hy G—a (11)

Cette instabilitélocale existe seulement lorsque |’ expression (9) présente un min-
imum pour n > 1, ce qui correspond a la condition suivante (Eq. 12).
2h,° B, E,
TR
Ga he”(ha + 2hy)

(12)



Wrinkling symétrique

Une procédure identique de minimisation est appliquée a la charge symétrique
(Eqg. 10) et conduit a |’ expression (13). Cette expression a déja été présentée par des au-
teurs comme [Frostig and Baruch, 1993], ce qui conforte la validité de notre moddle.

um _ 2\/617 EaEphPS
SL 3 ha

(13)

Cette expression semble offrir une meilleure précision que laformule classique (Eqg. 2) de
par sadépendance vis-a-visdel’ épaisseur del’ amedont le rdle dans |’ apparition desinsta-
bilitéslocales parait indéniable.

Compar aison avec des modéles existants

Danslebut d évaluer la précision de ces formules, les prévisions de notre modéle
sont comparées aux prévisions de modeles éaborés pour étudier une forme d'instabilité
bien précise. Pour la charge globale, la comparaion effectuée avec la charge classique
d Allen (Eq. 1) montre un écart relatif qui ne dépasse jamais 1% pour les nombreux cas
testés.

Charges critiques / Charge globale
w

Figure 3: Tracé des charges critiques locales en fonction de I’ épaisseur de I’ ame..
Plot of the local critical loads for varying core thickness.

La figure 3 propose une comparaison de charges critiques associées aux formes
locales d’instabilité. Les charges suivantes sont représentées : les charges locales A7} et
AZ# du modéle présenté, lacharge classique Aciqss = 2bhy0cr (EQ. 2) €t lacharge anti-
symétrique Ay ¢ [Niu and Tareja, 1999]. Lecaractere conservatif delaformuleclassique
est bien vérifié pour les deux formes d'instabilité. L’ expression (2) donne une bonne ap-
proximation delachargelocal e symétri que excepté pour desames defaibl e épaisseur. Cette
divergence est due alaformetrop simpliste de (2) qui netient pas compte de ce parametre
géométrique qui conditionne directement une possible intéraction entre les peaux. Concer-
nant lacharge local eantisymétrique, on note unetrés bonne corrél ation avec lacharge com-
plexe proposée par Niu et Talreja[Niu and Tareja, 1999]. Letracé incomplet delacharge



A1 est lie alavalidité de la condition (12) que I’ on retrouve pour la détermination de
AneT, Mémesi celle-ci n’ est pas mentionnéepar cesauteurs. Lescourbestracées sur lafig-
ure 3 sont normalisées par rapport alacharge globale et montrent qu’il existe une &pai sseur
d amelimite apartir de laquelle les phénomenes locaux sont préedominants devant le flam-
bage global.

Etude de sensibilité

L es expressions obtenues pour les trois formes d' instabilité présentent des com-
binaisons complexes des parametres géométriques et matériels qui rendent difficiles
I’ estimation de I’ influence de chacun d'eux sur ces charges critiques. Afin de mesurer le
"poids’ de ces divers parametres, un calcul de sensibilité, valable sur une configuration C;
donnée et pour un paramétre p quelcongue, est presenté (Eq. 14).

_ 2
o

CiPvren (14)

Sp

La configuration choisie pour la poutre sandwich correspond a celle donnée fig-
ure 2 avec h, = 60 mm. La figure 4 montre clairement que pour le flambage global, le
parameétre prépondérant est |’ épaisseur de I’ ame alors que pour les phénoménes de wrin-
kling, I épaisseur des peaux est essentielle. De plus, le caractere local des deux formes de
wrinkling est souligné par la total e indépendance vis-a-vis de lalongueur de la poutre.
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Figure 4: Sensibilités évaluées pour les expressions des trois charges critiques.
Sensitivities calculated for the three critical load expressions.

Ces sensibilités evaluées sur des configurations complémentaires permettent
d affirmer que lorsque I’ épaisseur de I’ ame augmente, les sensibilités des deux formes lo-
calestendent versdesvaleursidentiques. Dans ces configurations extrémes, les deux peaux
ont tendance a agir indépendamment d’ ou la confusion des deux formes locales.



CONCLUSION

Un modél e unifié a &té présenté, nous avons démontré, dans un cadrelinéaire par-
fait, ses capacités a atteindre a la fois les formes d' instabilitélocales, mais aussi le flam-
bage globale. Les charges critiques calculées a partir de la formulation d’'un probléme
aux valeurs propres ont &té comparées aux charges classiques généralement retenues lors
de la conception de structures sandwich. Une bonne corrélation avec ces modél es locauix
et globaux a éé montrée, et de plus on a pu mettre en évidence les limites de la for-
mule classique de wrinkling pour des ames peu épaisses. L' évaluation de la sensibilité
des trois formules obtenues, vis-a-vis des différents paramétres du sandwich, montrent re-
spectivement I'influence majeure de I’ épaisseur de I’ ame pour le flambage globale et de
I épaisseur des peaux pour les phénomenes locaux. A présent, ce modéle doit étre étendu
au cadre plus général des probl emes non-linéaires de post-flambage dans lesquel s une pos-
sible intéraction des phenomenes locauix et globauix sera considérée.
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