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L. Léotoing, S. Drapier et A. Vautrin
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RÉSUMÉ

L’hétérogénéité intrinsèque des structures sandwich pose de réelles difficultés dans
l’évaluation et la prédiction de leur réponse en compression plane, ce qui restreint leur
application dans la conception d’éléments structuraux. Dans cet article, un nouveau
modèle unifié est présenté dont la première application sera de déterminer des solutions
analytiques pour le flambage global et local de poutres sandwich. Des expressions pour les
charges critiques sont obtenues pour une poutre sur appuis simples, dans un cadre parfait,
grâce au calcul de deux valeurs propres : il s’avère que la valeur propre correspondant au
mode antisymétrique peut être associée soit à un mode global ou soit à un mode local de
flambage (wrinkling). On montre ensuite que ces charges locales et globale donnent des
prévisions trés proches de celles obtenues par des formules plus classiques extraites de la
littérature et établies à partir de modèles spécifiques. Ainsi, dans un cadre simplifié, on
démontre que des conclusions riches peuvent être extraites à partir de notre modèle unifié
capable de modéliser correctement les phénomènes aux deux échelles.

ABSTRACT

Due to the intrinsic heterogeneity of sandwich structures, there exists a real difficulty in
assessing and predicting their in-plane compressive response which is a major restriction in
designing structural applications. In the present paper is presented the first application of a
novel unified model for sandwiches, used here to determine closed-form solutions for both
global and local buckling. In a perfect framework, analytical critical loads are extracted for
a simply supported beam, through the calculation of two eigenvalues : it appears that the
antisymmetrical eigenvalue can correspond to the occurrence of global and local buckling
(wrinkling). Then local and global loads from the model are shown to compare very well
with predictions of classical formulae from the literature, established through dedicated
models. It is thus demonstrated, in this simplified framework, that rich conclusions can be
drawn from our unified model capable of properly predicting the phenomena at both scales.

MOTS CLÉS : MATERIAUX SANDWICH, FLAMBAGE, EFFETS
D’ECHELLE
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INTRODUCTION

Depuis près de 50 ans, les structures sandwich ont été largement utilisées et
plus particulièrement dans le domaine des transports, notamment en aéronautique, où leur
rigidité spécifique élevée en flexion conduit à des gains de poids considérables. Depuis une
vingtaine d’années, les structures sandwich ont pénétré de nouveaux domaines, ceci grâce
à la fois à une meilleure connaissance de leur comportement, mais aussi à l’apparition de
nouveaux procédés industriels qui permettent aujourd’hui leur intégration comme éléments
structurels. Cependant, bien que le comportement en traction ou en flexion de ces matériaux
soit maı̂trisé, il est plus délicat de caractériser la réponse des sandwichs lorsqu’ils sont
soumis à des charges déstabilisantes. Par conséquent, en concevant de tels éléments struc-
turaux, la réponse en compression plane peut s’avérer critique et conduit parfois à des di-
mensionnements trés conservateurs.

Depuis les premières utilisations des matériaux sandwich, un nombre considérable
d’études théoriques portant sur les instabilités géométriques des poutres, panneaux et
coques sandwich ont été menées ([Williams et al., 1941], [Benson and Mayers, 1967],
[Allen, 1969], [Hunt et al., 1988], [Starlinger, 1990]). Le nombre restreint d’études
expérimentales concernant la mesure des charges de flambage ([Teti and Caprino, 1989]
par exemple), ainsi que la grande diversité des approches théoriques sur le sujet soulignent
les difficultés liées à la compréhension des phénomènes de flambage dans ces matériaux
”stratifiés”. Ces difficultés résident dans l’hétérogénéité géométrique et matérielle de ces
matériaux composés de trois éléments trés différents : deux peaux fines et rigides séparées
par une âme épaisse et possédant des caractéristiques mécaniques plus faibles. La nature
même de cet assemblage est à l’origine de la coexistence de phénomènes à des échelles
différentes, et plus spécialement sous l’effet d’efforts de compression où ces derniers
peuvent se combiner. Si on néglige les possibles instabilités à l’échelle de la fibre dans les
sandwichs dont les peaux sont en composites, les modes de flambage sont susceptibles
d’apparaı̂tre à deux échelles différentes : le flambage global (Fig. 1-a) assimilé au flambage
d’Euler dans les poutres, et des formes locales comme le flambage local des peaux appelé
wrinkling (Fig. 1-b,c).

Figure 1: Le flambage des sandwichs aux deux échelles : (a) flambage global (de type Euler)
(b) wrinkling symétrique des peaux (c) wrinkling antisymétrique des peaux.

Sandwich buckling at two scales : (a) global buckling (Euler’s type) (b) symmetrical
wrinkling of the skins (c) antisymmetrical wrinkling of the skins.

L’approche classique concernant le flambage des sandwichs est une approche



découplée ([Williams et al., 1941], [Allen, 1969]), dans laquelle deux différents types de
modèles sont proposés pour modéliser les instabilités à chacune des échelles. Le flam-
bage global est généralement étudié par l’intermédiaire d’un modèle de poutre homogène
équivalente dans laquelle l’effet du cisaillement transverse est pris en compte. Pour une
poutre sandwich simplement appuyée, de longueur

�
, de largeur ✁ et d’épaisseur totale✂

, la charge crititique ✄ ☎✝✆✟✞ est donnée par l’équation (1). La première partie de cette
équation est constituée de la charge classique d’Euler alors que la seconde représente la
charge lorsque seul le cisaillement transverse est considéré.✠✄ ☎✝✆✟✞ ✡ ☛ �✌☞✍ ☞ ✎✌✏ ✁ ✂ ✏✒✑ ✂ ✏✔✓ ✂✒✕ ✖ ☞ ✓ ✂ ✏✗✘✕ ✁ ✑ ✂ ✏✔✓ ✂✒✕ ✖ ☞ (1)✎✌✏

est le module d’Young des peaux,
✂ ✏

et
✂✒✕

sont respectivement les épaisseurs des peaux
et de l’âme, et

✗✘✕
est le module de cisaillement transverse de l’âme. Le flambage local des

peaux est généralement appréhendé à l’aide d’un modèle différent dans lequel l’une des
peaux est modélisée par une poutre sur fondation élastique qui représente l’âme. Ainsi, la
difficulté principale de cette approche locale réside dans la capacité de la fondation à re-
produire le plus fidèlement possible le comportement mécanique réel de l’âme. La formule
classique pour le wrinkling des peaux est donnée par l’équation (2), dans laquelle

✎ ✕
est

le module normal transverse de l’âme et ✙ est une constante. Selon les auteurs et les cas
étudiés, la valeur de ✙ varie de ✚ ✛ ✜ à ✚ ✛ ✢ et trés souvent, la valeur de ✚ ✛ ✣ lui est affectée
afin de fournir un critère conservateur pour les concepteurs. Des résultats expérimentaux
montrent que ✙ n’est pas constant [Teti and Caprino, 1989].✤✒✥✧✦ ✡ ✙✩★✪ ✎✌✏ ✎ ✕ ✗✘✕ (2)

Si la charge globale (Eq. 1) donne de bonnes estimations, il n’en est pas de même
pour le critère local (Eq. 2) qui offre une certaine dispersion pour le mode symétrique,
et d’autant plus pour le mode antisymétrique trés rarement décrit. Ainsi, depuis quelques
années, des auteurs ont soulevé la nécessité de développer des modèles plus complexes,
capables de tenir compte des effets de l’interaction entre les différentes échelles. Cepen-
dant, ces modèles sont peu nombreux et présentent pour chacun d’eux des limites majeures
([Hunt et al., 1988], [Frostig and Baruch, 1993], [Starlinger, 1990]).

Cette introduction montre clairement qu’il existe un réel besoin de caractérisation
du flambage dans les matériaux sandwich ne pouvant venir que d’un modèle unifié, par
nature capable de modéliser les intéractions entre les différentes échelles. Notre but ul-
time est de proposer un outil simple de calcul pour le pré-dimensionnement de structures
sandwich. La première étape de cette approche, développée dans cet communication, est
de proposer un modèle unifié dans un cadre parfait, sans aucune imperfection géométrique
et en considérant des matériaux linéaires élastiques. Nous soulignons la capacité de notre
modèle à donner des formes simples et pratiques pour les charges critiques associées aux
modes linéaires élastiques de flambage des deux échelles pour une poutre sandwich. Ces
formules simples sont ensuite comparées à des formules plus classiques issues d’approches
découplées. Le calcul de la sensibilitéde chacune des charges vis-à-vis de chaque paramètre
géométrique et matériel livre de précieuses indications pour le dimensionnement de struc-
tures sandwich.



PRÉSENTATION DU MODÈLE UNIFIÉ

Un modèle bidimensionnel est considéré dans lequel la position de chaque point
par rapport au bas de la poutre est donnée par ✫✭✬✩✮✧✯ ✰✒✱ ✲✳✮ ✴ ✰ ✵ dans ✶✷✬✹✸ ✺ ✻ ✼✝✽ ✾✿✸ ✺ ✻ ❀ ✽ (Fig.
1). Les composantes des champs de déplacement sont respectivement ❁✧✯ ❂ ✫✝❃ selon ✰✒✱ et❁ ✴ ❂ ✫✝❃ selon ✰ ✵ . Les contraintes sont représentées par le second tenseur de Piola-Kirchhoff,
noté ❄ , et les déformations sont celles du tenseur ❅ de Green-Lagrange. Les matériaux con-
sidérés sont isotropes et les lois de comportement associées sont simplement écrites à l’aide
des modules élastiques précédemment introduits.

Champs de déplacement

Pour simplifier l’approche, une formulation en déplacement est adoptée. La dif-
ficulté principale réside dans le choix de la cinématique qui doit être à la fois suffisam-
ment riche pour pouvoir décrire l’ensemble des phénomènes mais aussi assez simple afin
d’obtenir des expressions analytiques utilisables. Des auteurs [Lo et al., 1977] ont mis en
évidence la nécessité d’introduire une théorie d’ordre supérieur dans des problèmes dont le
chargement extérieur peut varier sur une longueur caractéristique de l’ordre de l’épaisseur
de la poutre. Or cette configuration est tout à fait reproduite lors de l’apparition du wrinkling
dont la longueur d’onde est de l’ordre de ❀ . Par conséquent, une théorie d’ordre supérieur
sera choisie dans l’âme étant donné son rôle prédominant dans l’apparition des phénomènes
locaux. Ce choix est confirmé par des calculs Elements Finis qui montrent une évolution
cubique du déplacement transverse dans l’épaisseur de la poutre pour un mode local anti-
symétrique à courte longueur d’onde. De telles théories ont déjà été mises en oeuvre dans
des sandwichs ([Benson and Mayers, 1967], [Frostig and Baruch, 1993]). Pour les peaux,
les déplacements sont choisis linéaires en ✮ ✴ pour ❁✧✯ ❂ ✫✝❃ et constants en ✮ ✴ pour ❁ ✴ ❂ ✫✝❃ .

Le nombre d’inconnus intervenant dans l’expression des champs de déplacement
peut être réduit en considérant des interfaces peaux/âme parfaites et donc en assurant la con-
tinuité des champs de déplacement. Deux inconnues supplémentaires sont éliminées en as-
surant la validité de la première équation d’équilibre statique dans la direction ✰✒✱ . Ainsi, les
champs de déplacement sont exprimés à l’aide de 5 fonctions inconnues : les déplacements❆✌❇ ❂ ✮✧✯ ❃ des peaux et un gradient de rotation ❈❉❂ ✮✧✯ ❃ de l’âme (Eq. 3) (La dérivée première
de ❊ par rapport à ✮✧✯ est notée ❊●❋ ✯ ). Les suffixes ❍ et ■ sont respectivement associés aux
données concernant la peau du bas et du haut de la poutre, ils seront par la suite remplacés
par le suffixe ❏❑❂ ❏❑✬▼▲ ✻ ❀✒❃ .✺✘◆▼✮ ✴✳◆✷❀ ❖❁✧✯ ❂ ✮✧✯ ✻ ✮ ✴ ❃P✬◗❁ ❍ ✯ ❂ ✮✧✯ ❃✝❘❙✮ ✴ ❁ ❍✴ ❋ ✯ ❂ ✮✧✯ ❃❁ ✴ ❂ ✮✧✯ ✻ ✮ ✴ ❃P✬◗❁ ❍✴ ❂ ✮✧✯ ❃❀✒❚✟✲❙❀ ❖❯◆▼✮ ✴✳◆▼❀❁✧✯ ❂ ✮✧✯ ✻ ✮ ✴ ❃P✬◗❁✒■✯ ❂ ✮✧✯ ❃✝❘✷❂ ✮ ✴✿❘❙❀✒❃ ❁✒■✴ ❋ ✯ ❂ ✮✧✯ ❃❁ ✴ ❂ ✮✧✯ ✻ ✮ ✴ ❃P✬◗❁✒■✴ ❂ ✮✧✯ ❃



❱ ❲❯❳▼❨ ❩✔❳▼❱✒❬✿❭❙❱ ❲❪✧❫ ❴ ❨ ❫ ❵ ❨ ❩ ❛❝❜ ❴ ❨ ❩✿❞❡❱ ❲ ❛❱✒❬ ❪✒❢❫ ❴ ❨ ❫ ❛✝❭❤❣✝✐✟❞ ❴ ❨ ❩✿❞❙❱ ❲ ❛❱✒❬❦❥ ❪ ❧ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❭✹❣ ❴ ❨ ❩✿❞❡❱ ❲ ❛ ❴ ❞✔❨ ❩✟❭✷❱ ❲✔❭✷❱✒❛♠ ❱✒❬ ❥ ❪ ❢❩ ♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❭ ❣ ❞✔❱ ❲✳❭ ❴ ❨ ❩✿❞❡❱ ❲ ❛ ❴ ❨ ❩✿❞❙❱ ❲✔❭✷❱✒❛♠ ❱✒❬ ❥ ❪ ❧❩ ♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❭ ✐♦ ❴ ♠ ❨ ❩✿❞✭♣ ❛ ❴ ❨ ❩✟❭✷❱ ❲✳❞❡❱✒❛ ❴ ❨ ❩✿❞❙❱ ❲ ❛ q✝♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❪ ❩ ❴ ❨ ❫ ❵ ❨ ❩ ❛❝❜ ❴ ❨ ❩✿❞❡❱ ❲ ❛❱✒❬ ❪ r❩ ❴ ❨ ❫ ❛✧❭ ❣ ✐✟❞ ❴ ❨ ❩✿❞❙❱ ❲ ❛❱✒❬❦❥ ❪ ❧❩ ❴ ❨ ❫ ❛❭▼s ❱✒❬ ❴ ❨ ❩✿❞❙❱ ❲ ❛✝❞ ❴ ❨ ❩✟❞❙❱ ❲ ❛ t ✉❉q ❴ ❨ ❫ ❛
(3)

Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre du problème sont obtenues grâce au principe des travaux
virtuels formulé en déplacement. L’équilibre de la poutre sandwich est exprimé comme la
somme des travaux virtuels qui se développent dans ✈ et aux bords, sous l’effet du champ
de déplacement virtuel ✇ ① ❴ ② ❛ .

Les composantes du tenseur des contraintes dont les contributions énergétiques
sont faibles sont négligées. Ainsi, dans les peaux, seule la contrainte longitudinale est con-
servée : ③✝④ ❜▼⑤ ④❫ ❫ ⑥✒⑦ ⑧❯⑥✒⑦ . Dans l’âme, la contrainte normale transverse et celle de cisaille-
ment transverse sont prises en compte : ③ ❬ ❜⑨⑤ ❬❩ ❩ ⑥ ⑩✳⑧✷⑥ ⑩ ❭✷⑤ ❬❫ ❩ ⑥✒⑦✿⑧❙⑥ ⑩ . Le tenseur des
déformations est exprimé à l’aide des 5 inconnues du problème, sous l’hypothèse des pe-
tits déplacements et rotations modérées dans les peaux, et des petits déplacements et petites
rotations dans l’âme. Les composantes considérées sont données par l’équation (4), avec❶ ④ ❧ ❜✹✐ si ❷ ❜✩❸ et

❞✘✐
si ❷ ❜▼❱ .❹ ④❫ ❫ ❴ ② ❛P❜ ❪ ④ ❫ ♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛✧❭ ✐♠ s ❪ ④❩ ♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛ ✉ t ❞ ❣ ❨ ❩✌❭✷❱ ❶ ④ ❧ ❞✷✐♠ ❥ ❪ ④❩ ♥ ❫ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❹ ❬❫ ❩ ❴ ② ❛P❜ ❪ ❢ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❉❞ ❪ ❧ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❱✒❬ ❭❺❣ ✐♠ ❭ ❱ ❲❱✒❬✒❥ s ❪ ❢❩ ♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛✧❭ ❪ ❧❩ ♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛ ✉ ❭ ❱✒t❬♦ q✝♥ ❫ ❴ ❨ ❫ ❛❹ ❬❩ ❩ ❴ ② ❛P❜ ❪ ❢❩ ❴ ❨ ❫ ❛❉❞ ❪ ❧❩ ❴ ❨ ❫ ❛❱✒❬ ❞ ❴ ♠ ❴ ❨ ❩✿❞❡❱ ❲ ❛❉❞❡❱✒❬ ❛ q ❴ ❨ ❫ ❛

(4)
Ainsi, le travail des efforts internes est simplement donné par les deux intégrales de
l’équation (5) et le travail des efforts extérieurs (Fig. 1) constitue la seconde partie de (5).❻ ❼✧❽ ⑤ ④❫ ❫ ✇ ❹ ④❫ ❫ ❴ ① ❛ ❾ ✈ ④ ❭ ❻ ❼✧❿ ❴ ⑤ ❬❩ ❩ ✇ ❹ ❬❩ ❩ ❴ ① ❛✧❭❙⑤ ❬❫ ❩ ✇ ❹ ❬❫ ❩ ❴ ① ❛ ❛ ❾ ✈ ❬❞●➀ ♠ ❣ ✇ ❪ ④ ❫ ❴ ➁ ❛❉❞ ❱ ❲♠ ✇ ❪ ④❩ ♥ ❫ ❴ ➁ ❛ ❥ ❜✩➂❺➃ ✇ ① ❴ ② ❛❉➄✘➅ ➆➇➅ (5)



Problème aux valeurs propres linéarisé

Après un nombre suffisant d’intégrations par parties, les équations d’équilibre à
l’intérieur et aux bords de la poutre sont établies. La nature non-linéaire des mécanismes
liés au flambage induit un couplage au niveau de ces équations. L’hypothèse classique du
préflambage linéaire permet de linéariser la plupart de ces problèmes. Elle consiste à sup-
poser que lors de l’apparition de la première instabilité géométrique, les efforts internes
sont encore strictement proportionnels aux efforts appliqués . Ainsi, grâce aux équations
d’équilibre aux bords en ➈✧➉✳➊❤➋ , la résultante interne de compression dans les peaux est
identifiée à ➌✒➍ ➎ et le système linéarisé (6) en est déduit ( ➏➇➊✹➐ ➍ ➎✟➑✷➒ ➓ ➍ ➒✒➔ ).➍ → ➣✒↔ ➉●↕➛➙ ↔ ➜ ➝ ➓ ➞ ➒ ➓ ➣✒↔ ➉ ➟ ➉ ➉ ➑ ➝ ➓ ➞ ➒ ➓➎ ➣ ↔➠ ➟ ➉ ➉ ➉➑✳➞ ➡✘➔➇➢ ➣✒➤➉✔➥ ➣ ➜ ➉➒✒➔ ➑❑➏✒➦ ➣ ➤➠ ➟ ➉ ➑❙➣ ➜➠ ➟ ➉ ➧ ➑ ➒✒➨➔➩✭➫ ➟ ➉ ➭▼➊✩➯

➍ → ➣ ↔➠ ↕ ➌ ➎ ➣ ↔➠ ➟ ➉ ➉ ➥ ➙ ↔ ➜ ➝ ➓ ➞ ➒✒➨➓➎ ➣ ↔ ➉ ➟ ➉ ➉ ➉ ➑ ➝ ➓ ➞ ➒ ➠➓➲➳➣ ↔➠ ➟ ➉ ➉ ➉ ➥ ➙ ↔ ➜ ➞ ➝ ➔➒✒➔ ➦ ➣ ➤➠ ➥ ➣ ➜➠ ➧➥ ➞ ➡✘➔ ➏ ➢ ➣✒➤ ➉ ➟ ➉ ➥ ➣ ➜ ➉ ➟ ➉ ➑❙➒✒➔ ➏✒➦ ➣✒➤➠ ➟ ➉ ➉ ➑✷➣ ➜➠ ➟ ➉ ➉ ➧ ➑ ➒✒➔ ➠➩ ➫ ➟ ➉ ➉ ➭ ➊✩➯
➍ → ➫ ↕ ➒✒➔ ➝ ➔ ➫ ➥ ➡✘➔➎ ➢ ➣ ➤ ➉ ➟ ➉ ➥ ➣ ➜ ➉ ➟ ➉ ➑❙➒✒➔ ➏✒➦ ➣ ➤➠ ➟ ➉ ➉ ➑✷➣ ➜➠ ➟ ➉ ➉ ➧ ➑ ➒ ➠ ➔➩ ➫ ➟ ➉ ➉ ➭ ➊▼➯

(6)

Les champs de déplacement, solutions de l’équation (6), sont posés sous forme de séries
trigonométriques vérifiant les conditions d’appuis simples (Eq. 7), avec ( ➵ ➸●➊✩➺✧➻✧➍ ➋ ).➣ ↔ ➉ ➦ ➈✧➉ ➧ ➊✩➼ ➸❺➽ ↔ ➸➉➚➾ ➪ ➶ ➵ ➸✒➈✝➹❉➣ ↔➠ ➦ ➈✧➉ ➧ ➊✩➼ ➸❺➽ ↔ ➸➠ ➶ ➘ ➴ ➵ ➸✒➈✝➹ ➫ ➦ ➈ ➧ ➊✩➼ ➸❺➷ ➸ ➶ ➘ ➴ ➵ ➸✒➈ (7)

L’introduction de ces formes trigonométriques dans le système (6) permet la formulation
d’un problème aux valeurs propres (Eq. 8) dont le paramètre est la charge extérieure ➌ et
le vecteur inconnu est ➬✹➊✔➮ ➱ ➽ ➤ ➸➉ ➹ ➽ ➜ ➸➉ ➹ ➽ ➤ ➸➠ ➹ ➽ ➜ ➸➠ ➹ ➷ ➸●✃ .➦ ❐ ❒✿❮ ➥ ➌✘❐ ❰✔❮ ➧✒Ï ➬●Ð✔➊ Ï ➯ Ð (8)

La résolution formelle du problème (8) conduit à la détermination de deux valeurs pro-
pres ➌ Ñ✟ÒÓ et ➌ Ñ✟ÒÔ respectivement associées à un mode antisymétrique (Eq. 9) et à un mode
symétrique (Eq. 10).➌ Ñ✟ÒÓ ➊ ➵✝➨➸ ➝ ➓ ➒ ➓ ➞➩ ➢ ➒ ➨➓ ➑ Õ ➎ ➡✘➔ ➝ ➔ ➦ ➒✒➔✟➑✷➒ ➓ ➧ ➨➵✧Ö➸ ➝ ➓ ➡✘➔ ➒ ➓ ➒ ➠ ➔ ➑✩➐ ➎ ➵ ➨➸ ➝ ➓ ➝ ➔ ➒ ➓ ➒✒➔✟➑✷➎ × ➝ ➔ ➡✘➔ ➭ (9)

➌ Ñ✟ÒÔ ➊ ➵ ➨➸ ➝ ➓ ➒ ➠➓ ➞➩Ø➑ × ➝ ➔ ➞➵ ➨➸ ➒✒➔ (10)

Les courbes de stabilité neutre correspondant à ces deux charges sont tracées sur la figure
2 pour une poutre sandwich donnée ( ➝ ➓✭➊❺Ù ➯ ➯ ➯ ➯ MPa, ➝ ➔●➊ Õ ➯ MPa, ➡✘➔Ú➊❺➎ Ù MPa,➒ ➓✘➊✹➐ mm, ➋❑➊ ➩ ➯ ➯ mm, ➞✿➊✷× ➯ mm) et pour deux épaisseurs d’âme différentes.



Figure 2: Tracé de Û Ü✟ÝÞ et Û Ü✟Ýß pour deux épaisseurs d’âme différentes.
Plots of Û Ü✟ÝÞ and Û Ü✟Ýß for two different thicknesses of the core.

Comme le montre la figure 2, la valeur du nombre d’onde critique de la charge
antisymétrique dépend notamment de l’épaisseur de l’âme. Ainsi, selon la configuration
géométrique et matérielle de la poutre, le mode critique antisymétrique peut être soit global
( àÚá⑨â ) ou soit local ( à✭ã✳ã⑨â ). Cette application numérique simple démontre la capacité
de notre modèle à prévoir les deux formes d’instabilité liées à ce mode.

ANALYSE DES CHARGES CRITIQUES DE FLAMBAGE

Modes antisymétriques

Deux charges critiques sont donc associées à la valeur propre correspondant au
mode antisymétrique. La charge globale est simplement obtenue à partir de l’équation (9)
en prenant àÚá✹â . La charge locale antisymétrique est déterminée grâce à une minimisation
de (9) par rapport à à , pour àÚãäâ . La difficulté de cette opération réside dans la complexité
de la charge obtenue qui peut être simplifiée sous les hypothèses suivantes : ( å æ✒ç è æ é ê ë✔ã✳ãâ et å æ é è æ✒ç ê å ì✌é è ì✔ç ê❡ã✳ãîí ï ð ñ ) et qui sont pleinement satisfaites pour des sandwichs
classiques ( æ✒ç è æ é❡ã➛â í et ì✌é è ì✔ç✭ãòâ í í ). L’expression simple obtenue (Eq. 11) est en
parfait accord avec la solution exacte pour les nombreuses configurations testées ( ó✷í ô â õ ).Û Ý ÜÞ✧ö á ð ÷ æ éæ✒çPø✝ù ð æ é ì✌é ì✔ç å æ✒ç✟ú❙ð æ é ê❉û æ é ëæ✒ç ì✌é ì✔çü ç⑨ý (11)

Cette instabilité locale existe seulement lorsque l’expression (9) présente un min-
imum pour àÚãäâ , ce qui correspond à la condition suivante (Eq. 12).ð æ é þ ì✌é ì✔çü ç ë æ✒ç ë å æ✒ç✿ú❙ð æ é ê óäâ (12)



Wrinkling symétrique

Une procédure identique de minimisation est appliquée à la charge symétrique
(Eq. 10) et conduit à l’expression (13). Cette expression a déjà été présentée par des au-
teurs comme [Frostig and Baruch, 1993], ce qui conforte la validité de notre modèle.ÿ � ✁✂ ✄✆☎ ✝ ✞ ✟✠☛✡ ☞ ✌✎✍ ✌✑✏ ✒ ✏ ✓✒✔✍

(13)

Cette expression semble offrir une meilleure précision que la formule classique (Eq. 2) de
par sa dépendance vis-à-vis de l’épaisseur de l’âme dont le rôle dans l’apparition des insta-
bilités locales parait indéniable.

Comparaison avec des modèles existants

Dans le but d’évaluer la précision de ces formules, les prévisions de notre modèle
sont comparées aux prévisions de modèles élaborés pour étudier une forme d’instabilité
bien précise. Pour la charge globale, la comparaion effectuée avec la charge classique
d’Allen (Eq. 1) montre un écart relatif qui ne dépasse jamais ✕ ✖ pour les nombreux cas
testés.

Figure 3: Tracé des charges critiques locales en fonction de l’épaisseur de l’âme..
Plot of the local critical loads for varying core thickness.

La figure 3 propose une comparaison de charges critiques associées aux formes
locales d’instabilité. Les charges suivantes sont représentées : les charges locales

ÿ ✁✗�✘✙✄ etÿ ✁✗�✂ ✄ du modèle présenté, la charge classique
ÿ ✚ ✛ ✍ ✜ ✜ ☎ ✝ ✡ ✒ ✏ ✢✔✣✙✤ (Eq. 2) et la charge anti-

symétrique
ÿ ✥✗✦✔✧

[Niu and Talreja, 1999]. Le caractère conservatif de la formule classique
est bien vérifié pour les deux formes d’instabilité. L’expression (2) donne une bonne ap-
proximation de la charge locale symétrique excepté pour des âmes de faible épaisseur. Cette
divergence est due à la forme trop simpliste de (2) qui ne tient pas compte de ce paramètre
géométrique qui conditionne directement une possible intéraction entre les peaux. Concer-
nant la charge locale antisymétrique, on note une trés bonne corrélation avec la charge com-
plexe proposée par Niu et Talreja [Niu and Talreja, 1999]. Le tracé incomplet de la charge



★ ✩✗✪✫✙✬ est lié à la validité de la condition (12) que l’on retrouve pour la détermination de★ ✭✗✮✔✯
, même si celle-ci n’est pas mentionnée par ces auteurs. Les courbes tracées sur la fig-

ure 3 sont normalisées par rapport à la charge globale et montrent qu’il existe une épaisseur
d’âme limite à partir de laquelle les phénomènes locaux sont prédominants devant le flam-
bage global.

Etude de sensibilité

Les expressions obtenues pour les trois formes d’instabilité présentent des com-
binaisons complexes des paramètres géométriques et matériels qui rendent difficiles
l’estimation de l’influence de chacun d’eux sur ces charges critiques. Afin de mesurer le
”poids” de ces divers paramètres, un calcul de sensibilité, valable sur une configuration ✰✗✱
donnée et pour un paramètre ✲ quelconque, est présenté (Eq. 14).

✳ ✴✎✵✷✶ ★✶ ✲✎✸ ✰✗✱ ✹ ✲★ ✸ ✰✗✱ ✹ (14)

La configuration choisie pour la poutre sandwich correspond à celle donnée fig-
ure 2 avec ✺✔✻ ✵✽✼ ✾ mm. La figure 4 montre clairement que pour le flambage global, le
paramètre prépondérant est l’épaisseur de l’âme alors que pour les phénomènes de wrin-
kling, l’épaisseur des peaux est essentielle. De plus, le caractère local des deux formes de
wrinkling est souligné par la totale indépendance vis-à-vis de la longueur de la poutre.

Figure 4: Sensibilités évaluées pour les expressions des trois charges critiques.
Sensitivities calculated for the three critical load expressions.

Ces sensibilités évaluées sur des configurations complémentaires permettent
d’affirmer que lorsque l’épaisseur de l’âme augmente, les sensibilités des deux formes lo-
cales tendent vers des valeurs identiques. Dans ces configurations extrèmes, les deux peaux
ont tendance à agir indépendamment d’où la confusion des deux formes locales.



CONCLUSION

Un modèle unifié a été présenté, nous avons démontré, dans un cadre linéaire par-
fait, ses capacités à atteindre à la fois les formes d’instabilité locales, mais aussi le flam-
bage globale. Les charges critiques calculées à partir de la formulation d’un problème
aux valeurs propres ont été comparées aux charges classiques généralement retenues lors
de la conception de structures sandwich. Une bonne corrélation avec ces modèles locaux
et globaux a été montrée, et de plus on a pu mettre en évidence les limites de la for-
mule classique de wrinkling pour des âmes peu épaisses. L’évaluation de la sensibilité
des trois formules obtenues, vis-à-vis des différents paramètres du sandwich, montrent re-
spectivement l’influence majeure de l’épaisseur de l’âme pour le flambage globale et de
l’épaisseur des peaux pour les phénomènes locaux. A présent, ce modèle doit être étendu
au cadre plus général des problèmes non-linéaires de post-flambage dans lesquels une pos-
sible intéraction des phénomènes locaux et globaux sera considérée.
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