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Lucas Gerin
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Résumé

Nous présentons quelques propriétés, plus ou moins bien connues, de
'automate cellulaire probabiliste Epidémie sur une grille finie, et de son
analogue sur la grille infinie : le modéle d’Eden en temps discret.

Mots-clés : Automates Cellulaires Probabilistes, Modéle d’Eden, Epidémie, mo-
déle de croissance

1 Introduction

Pour totalement comprendre un systéme dynamique, il faut étre capable
de décrire son comportement lorsqu’il est soumis a différents types de pertur-
bations : on peut penser a des modifications des conditions initiales ou des
erreurs (de différentes natures) lors de la mise a jour du systéme. Du point
de vue de I'informatique, que ces perturbations soient destructrices ou tout a
fait positives, il faut savoir les analyser pour comprendre ce que le systéme
"calcule".

Nous discutons ici de différents types de perturbations aléatoires d’un mo-
déle particuler d’automate cellulaire : I'Epidémie. 11 s’agit d'un "modéle jouet"
trés simple, décrivant la propagation d’une épidémie sans guérison dans un
graphe. L’objectif de cet article est de présenter le comportement d’Epidémie
vis-a-vis de plusieurs sources d’aléatoire et d’irrégularité :

— aléatoire dans le schéma de mise a jour,

— irrégularité de la condition initiale,

— irrégularité, ou défauts, du réseau.

Nous allons étudier ces aspects sur deux variantes d’Epidémie : une version
sur une grille carrée finie (dans la section suivante), et a la fin de Darticle
I'analogue sur tout le réseau Z2. Cette derniére version est souvent appelée
modeéle d’Eden par les probabilistes.

L’automate Epidémie nous parait un bon candidat pour I'étude de I'irré-
gularité des automates cellulaires. Il est a la fois suffisamment riche pour faire
apparaitre des phénomeénes intéressants et suffisamment simples pour qu’on



soit capable de démontrer des choses rigoureusement. Les résultats présentés
ici sont tous plus ou moins connus, parfois écrits d’une autre maniére. Ils ne
sont toutefois pas si faciles a identifier dans la littérature. L’objectif ici est de
présenter certains résultats de fagon autonome, quitte a ne pas toujours donner
les énoncés optimaux. Les résultats sur ’'Epidémie sur une grille finie sont tous
démontrés, la section sur le modéle d’Eden est plutot un guide de lecture dans
la littérature, et parfois une "traduction" des énoncés pour non-probabilistes.

2 L’Epidémie sur une grille finie

2.1 Définition du modéle

Soit L un entier supérieur ou égal a 3, on note A la grille carrée de taille L,
avec des conditions au bord torique (on identifie donc A avec Z/LZ x 7/ LZ).
On pose n = L? le nombre total de cellules dans A, les asymptotiques seront
écrites en fonction de n.

Nous munissons A de la distance de graphe usuelle, pour cette distance, la
boule B(c,r) de centre ¢ et de rayons r est 'ensemble des cellules ¢ telles qu'il
existe un chemin de 0 < ¢ < r cellules voisines

c=cyp—C—Cy—cp=C.

Une configuration o est I'un des 2" éléments de {0, 1}A. Pour c € A, 0, €
{0, 1} est 'état de la cellule ¢ dans la configuration o.
Pour ¢ dans A, N (c) est le voisinage de Von Neumann de ¢ :

N(c)={c,c+ (1,0),¢+ (=1,0),¢+ (0,1),c+ (0, —1)}

ou + est addition modulo L. Autrement dit, N'(c¢) = B(c, 1).

Nous pouvons maintenant définir notre automate cellulaire comme un sys-
téme dynamique aléatoire. Chaque cellule dans I'état 0 (sain), lorsqu’elle est
mise a jour, se retrouve dans ’état 1 (infecté) si 'un (au moins) de ses voisins
est infecté. Il n’y a pas de guérison : un 1 reste 1 pour toujours. Par ailleurs,
les mises a jour se font de fagon aléatoire et indépendantes les unes des autres.

Définition 1 (L’Epidémie dans la dynamique a-synchrone). Soit o €]0,1],
Uautomate Epidémie a-synchrone est le processus aléatoire & temps discret
("), @ valeurs dans {0, 1} defini par o® € {0,1}" et Uévolution suivante :
Soit t > 0, connaissant o' au temps t, la configuration o' est construite
ainsi : chaque cellule de A est mise a jour avec probabilité o (indépendamment
du passé et des n — 1 autres cellules) ;
— Si ¢ est mise a jour, ottt = 1 si et seulement si au moins un élément de
N(e) a Uinstant t est dans [’état 1.

S t+1 _ gt
Sinon, o, = oy.



La suite (¢') est alors une chaine de Markov & temps discret a valeurs dans
{0, 1}A. Clairement, elle finit par atteindre 'une des deux seules configurations
fixes 0% ou 1*. La configuration 0" est isolée :

ot atteint 0% < ¥ = 0,

Nous excluerons le cas trivial o° = 04 dans la suite.

t=20 t=30n t = 85n t=130n

FIGURE 1 — Une simulation d’Epidémie a-synchrone pour a = 0.1 et L = 50,
avec 0¥ qui n’a que 3 cellules dans I’état 1. Les simulations ont été obtenues
avec 'application FiatLux : http://fiatlux.loria.fr/.

Définition 2 (Temps de convergence). Pour toute configuration initiale o° #
0%, la variable aléatoire T, (c°) est le Temps de convergence : le premier instant
t o toutes les cellules sont infectées :

T(0°) = min {t > 0 tel que o' = 1"}.

Dans cette section nous allons nous concentrer sur le comportement asymp-
totique de l'espérance de cette variable aléatoire : E [T}, (0%)], dans les cas le
pire et typique.

2.2 Le pire temps de convergence moyen

On considére le pire temps de convergence moyen (WECT en anglais) pour
Epidémie , c’est-a-dire le temps moyen de convergence lorsque ¢° = o% ot %
est tel que

Il est évident que les tels o% sont exactement les n configurations avec un
unique 1.
Avant d’énoncer le résultat, voici quelques motivations pour I'étude du

WECT :

1. En dimension un, [FMST06] ont analysé¢ le WECT des Automates Cel-
lulaires Elémentaires avec deux états quiescents (voir leur article pour la
deéfinition). Leur travail a révélé que le comportement asymptotique du
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WECT donne une classification pertinente a l'intérieur de cette famille
naturelle d’Automates Cellulaires. Plus précisément, ils ont démontré que
ces régles peuvent étre classées en 5 familles, selon que le WECT croit
en nlogn, n?, n3, n2", ou est infini. Cette approche a été étendue dans
[FGO09] pour une famille d’Automates Cellulaires de dimension deux (en
particulier pour I'Epidémie ).

2. Une autre motivation vient de la théorie de la complexité, si 'on voit les
Automates Cellulaires comme des modéles de calcul. Avec ce point de
vue, il est naturel de se demander ce qui se passe dans le pire cas.

3. Enfin, si 'on considére les Automates Cellulaires comme des modéles
(simplifiés!) de systémes physiques ou biologiques, ce probléme devient
un probléeme de relazation : que se passe-t-il lorsque 1’on force le systéme
a s’éloigner le plus possible de son équilibre.

Théoréme 1 (Pire temps de convergence moyen sur une grille). Pour Epidé-
mie sur une grille a n cellules, pour tout o € (0,1), si n est assez grand,

BT, 07) <3

Yo"

* |5

Remarque. — Dans [FG09], un résultat tout a fait analogue (mais un peu
moins précis car il y avait des termes en log(n) de chaque coté) avait été
obtenu pour la dynamique asynchrone.

— Il est tres vraisemblable que B [T, (c%)] /\/n tende vers une constante, et
méme que l'on ait convergence en probabilités de la suite de variables
aléatoires T, (c%)/+/n. Nous n’avons pas cherché a le démontrer, mais
Poutil habituel pour faire cela (la sous-additivité, voir [BS10] par exemple)
ne semble pas fonctionner aussi facilement que cela, principalement en
raison des conditions toriques au bord.

Démonstration.
Borne inférieure. Soit ¢ le seul 1 dans oV, et soit ¢’ 'une des cellules de A
qui est a distance [L/2] de c. Il suffit de montrer que E[rs] > & avec
T» = min {t >0, 02, = 1},
car bien sir T),(c%) > 7u.
Posons k = | L/4a], nous allons montrer que si L est assez grand
P(ry < k) <1/2. (1)

Ceci implique la borne inférieure car alors

E[T.(c")] > E|ry]

1S

wl

Z 2=1(|L/4a) +1)>

IIM»

On se concentre donc sur (1) La preuve n’est pas difficile mais un peu tech-
nique, voici I'idée générale. Comme souvent dans ce genre de problémes, il y a
un compromis a comprendre entre les deux phénomeénes suivants :
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FIGURE 2 — La configuration a l'instant 7.

— 1l y a potentiellement beaucoup de chemins (ce sera le terme 3/ dans
la preuve) allant de ¢ a ¢’ le long desquels des mises & jours successives
finiraient par contaminer la cellule ¢ ;

— D’un autre c6té, si 'on fixe un tel chemin il est trés improbable (ce sera
I'objet du Lemme 1) que les cellules de ce chemin particulier soient mises
a jour dans le bon ordre avant k, si k£ est bien choisi.

On détaille maintenant la preuve. Supposons que 7. < k, cela veut dire qu’il
existe un j avec |L/2] < j < k et un chemin P de j cellules toutes disjointes,
voisines deux a deux, allant de ¢ a ¢ :

P={c=cy—c1—>ca—-—¢c;=c}

tel que, durant les £ premieres unités de temps, les cellules ¢, . . ., ¢; sont mises
a jour dans cet ordre. Autrement dit,

k
Plre <k)=P U U {c1,¢2,...,¢; sont mises a jour dans cet ordre et avant k}
J=IL/2] P,P|=j

k
< Z Z P (c1,c2, ..., c; sont mises & jour dans cet ordre et avant k),
j=LL/2] P,|P|=j

(ici nous avons utilisé le fait que P(U) < > P, souvent appelée union bound).
La seconde somme porte sur les chemins de longueur j allant de ¢ & ¢’. Fixons
un tel P and majorons cette derniére probabilité. Parmi les temps {1, 2, ..., k},
il y a des instants t; <ty < --- <, tels que, au temps t;, la cellule ¢; est mise
a jour. Chaque mise a jour ayant lieu indépendamment et avec probabilité o,
NnOuS avons

P (cq,co,. .., c; sont mises & jour dans cet ordre et avant k) = P (Binom(k, o) > j),

ou Binom(k, «) suit la loi binomiale de parameétres k, . Le lemme suivant est
alors utile, c’est par exemple (2.5) dans [JLRO0].
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Lemme 1 (Déviations & droite pour la binomiale). Pour tous j > ka,

. . (j — ka)?
> < —— .
P (Binom(k, ) > j) < exp ( 3 a1

Puisqu’il y a moins que 3’ chemins de longueur j allant de ¢ & ¢ (c’est une
majoration grossiére mais suffisante ici), nous avons

P(ry < k)= | Zk: 37 exp (—3M) :

2ka+ 7

En étudiant les variations de cette suite, on se convainc que ’expression j —

3/ exp (—3%;532) est décroissante pour L/2 < j < k (rappelons que ko =~

L/8) et ainsi, en oubliant les parties entiéres pour alléger les équations,

) i — ka)?
P(ro <k) <kx mjax {3] exp (—3%)}

(L)2 — k@?)

< kexp (log(3)L/2 -3 ot L2

< %exp (log(S)L/Q — 3L%) < i exp(—0.2 x L),

et donc est plus petite que 1/2 si L est assez grand (dépendant de «) et nous
avons démontré (1).

Borne supérieure. Nous allons montrer que pour L assez grand et k > 2L/«
alors

P(T,(c%) > k) < L? exp(—ka/32). (2)

La borne supérieure en découlera car

E[T.(0")] = ZP(TR(UW) > k)

k>1
<2V/nfa+ Y P(T.(o%) > k)
k>2/n/a
< 2vnja + L* Z exp(—ka/32) < 3v/n/a
k>2y/n/a

pour L assez grand.

Démontrons (2). Tout d’abord, pour chaque ¢ # ¢, on choisit arbitraire-
ment (et de fagon déterministe) un chemin P, parmi les plus courts chemins
allant de ¢ & ¢’ : Po peut s’écrire

PC/:{C:CQ—)Cl—>CQ—>"'—)C]':C/}

ou j < L/2 est la distance entre ¢ et ¢.
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Dire que T,,(c") > k c’est dire qu’il y a une cellule ¢’ qui est toujours dans
I'état 0 au temps k. En particulier, il y a un j < L/2 et une cellule ¢’ & distance
J tels que les cellules ¢, ¢z, . . ., ¢; de son chemin associé P» n’ont pas été mises
a jour dans cet ordre avant k :

P(T,(c") > k) =P (U {c1,Ca, ..., c; ne sont pas mises a jour dans cet ordre avant k})
el
< card(A) mal}\dP’ (c1,¢2,...,cj ne sont pas mises a jour dans cet ordre avant k).
ce

et par le méme argument que pour la borne inférieure
P (cq,co,. .., c; ne sont pas mises a jour dans cet ordre avant k) = P (Binom(k, o) < j),

nous avons donc besoin de la majoration suivante, ¢’est (2.6) dans [JLROO].

Lemme 2 (Déviations & gauche pour la binomiale). Pour tous j < ka,

P (Binom(k, @) < j) < exp (-%) .

Pour tout j < L/2, nous avons j < ka (rappelons que k > 2L/«) et on
peut alors appliquer le Lemme :

P(T,(c%) > k) < L* max exp (_M)

1<j<L/2 2ka
ka — L/2)?
< Dexp (O L2
=& exp < 2k )
_ 2
< L?exp <— (ka sz&/4> ) car (ka — L/2)* > ka/2
a

< L*exp (—ka/32),

et nous avons démontré (2). O

2.3 Le temps de convergence moyen typique

Nous allons maintenant estimer le temps de convergence moyen typique,
lorsque 0¥ est choisi uniformément au hasard dans Q.

Comme attendu, Typ,, croit beaucoup moins vite que dans le pire cas.

Théoréme 2 (Temps de convergence moyen typique sur une grille finie). Pour
n assez grand,

1 6
—logn < Typ, < —(logn)*?.
4o o)



Démonstration. Nous suivons (|Ger08], Chap.2).

Borne inférieure. Le nombre de cellules dans I’état 0 dans ¢°, qui est une
Binomiale de paramétres (n, 1/2), est plus grand que n/2 avec plus de 50% de
chance. Pour de tels 0, la convergence est bien stir plus longue que le temps
nécessaire & mettre a jour ces cellules. Ainsi

E [Tn(UO)} > E [max{ghgz, Ces gn/Z}} )

ol les G; sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique
de paramétre . Pour un grand k nous avons (c’est plus ou moins dans le
folklore, voir [SR90] par exemple)

2loe(k 2log(k
%” < E[max{G1,Gn,...,Gu}] < Off )

(3)

et alors, pour n assez grand, E [T,,(0°)] > = log(n/2) > 5 log(n) lorsque 0° a

plus de n/2 cellules dans I’état 0. Maintenant,

1 1
Typn =5 D, E[L(] =5 >, E[T(")]
ooe{o1)t ol a2

v

1 1
2—card {o" avec plus de n/2 0} %0 log(n)
" o

d’otu la borne inférieure.
Borne supérieure. La premiére étape est de montrer que, avec grande pro-
babilité, il n’y a pas dans ¢° de boule de rayon 3/log(L) remplie uniquement
de 0.

Précisément, posons a(L) = |3v/log L|, et définissons I'événement

A= U { la boule de centre ¢ et de rayon a(L) est vide a l'instant 0. }
ceA

= J{v¢ € B(c,a(L)), 0% = 0} .

ceA

Par la union bound,

P(A) <Y P(Vd € B(c,a(L)),0% =0).

ceN

Chaque boule B(c,a(L)) contenant plus de 2a(L)? cellules, elle est remplie de
0 avec une probabilité inférieure a (1/2)2¢(5)* on obtient alors (on oublie a
nouveau les parties entiéres pour alléger les notations)

P(A) < card(A)(1/2)%0” < 12(1/2)*D° < exp (2log L — 2 x 3%log(L)log2) < 1/L =1/y/n
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(pour un grand n). Ecrivons maintenant

1 1 1
S BT =5 Y B0+ Y ET(Y)
o0 o0 tels que o0 tels que
A est vrai A est faux
<P(A) max E[T(c")] + P(non A)  max E[T(a°)],
o tels que o’ tels que
A gst V(Eai A etst f;lux
<1/vn ,max E[T(c°)] +1 x ,max E[T(c°)]. (4)
o’ tels que o tels que
A est vrai A est faux

Majorons chacun des deux termes :
— MAX,0 s que B[T(0°)] est un O(y/n) par la borne supérieure du WECT ;

A est vrai
— Si A est faux, chaque 0 est & moins de a(L) cellules d’'un 1. L’automate a

donc convergé au pire aprés le succes de a(L) collectionneurs de coupons
successifs avec n coupons (on appelle collectionneur de coupons le pro-
cessus qui consiste & attendre que les n coupons aient été tirés au sort).
D’aprés (3), un collectionneur de coupons a n coupons (les n cellules ici)
prend un temps moyen inférieur a 2log(n)/a et donc nous avons

max  E[T(0%)] < a(L)%log(n).

09;A est faux

Et (4) donne enfin

1 2 6
Typ, < c“\/ﬁ% + 3y/log(v/n) ~ log(n) < —log(n)*?,

pour n assez grand. O

Remarque. En fait, en modifiant légérement (2), il est possible d’améliorer
la borne supérieure pour passer de O(log(n)*?) & O(log(n)). L’idée est qu’une
boule de 0 de rayon log(L) est entiérement remplie de 1 en moins de O(log(L))
étapes (avec grande probabilité).

3 Epidémie sur Z? : modéle d’Eden

On considére maintenant ’analogue d’Epidémie sur la grille infinie Z2,
on l'appelle généralement Modeéle d’Eden [Ede61] ou Modeéle de Richardson
[Ric73|. Soit o > 0, on considére le processus aléatoire (Ut)tzo a valeurs dans

{0, 1}22 défini de la fagon suivante :
— 0y =1et 0 =0 pour ¢ # 0, ou 0 désigne 'origine de Z>.
— Au temps t + 1, chaque 0 dans Z? qui a un voisin 1 dans o’ devient 1
avec probabilité «, indépendamment du passé et des autres cellules.
On s’intéresse au comportement asymptotique de (at)t>0. Bien stir en temps
fini 'automate ne converge pas vers une configuration fixe, mais on observe



FIGURE 3 — Le modéle d’Eden avec o = 0.02, & différents instants jusqu’a 10°.

sur les simulations (voir Figure 3) que la composante de 1 semble croitre selon
une forme particuliére, peut-étre un disque.

Richardson a en effet démontré que ’ensemble des cellules dans I'état 1 a
une forme limite, dans le sens suivant.

Théoréme 3 (Théoréme de forme pour le modéle d’Eden). Soit B; [’ensemble
des cellules dans l'état 1 au temps t. Il existe un ensemble déterministe B, C R?
compact, convexe et non vide tel que pour tout € > 0,

B -
P (B*(l —e) C Tt C B.(1+ g)) el |

FIGURE 4 — Ce que dit le Théoréme de forme, pour ¢t grand.

Le résultat est donc di a D.Richardson, [CD81| I'ont amélioré en démon-
trant la convergence presque-stire.

10



3.1 Lien avec la percolation de premier passage

Le modéle d’Eden est un modéle de croissance dynamique, mais on peut
aussi le voir comme un objet statique. Pour cela posons, comme précédemment,
pour chaque ¢ € Z?

T =min{t >0, o}, =1}.

Comme pour I'Epidémie, 7 < k si et seulement s’il y a un chemin P de j < k
cellules voisines disjointes allant de 0 & ¢

P={0—c —c— - —c¢=C}

tel que des mises & jour successives le long de P ont changé ¢ en 1. On peut
alors se convaincre que, pour ¢ fixé,

|P|

= min, 3 g Q

ot {g., ¢ € Z*} est une famille de v.a. i.i.d. géométriques de parameétre a. La
variable aléatoire g, est ici le temps qu’il a fallu pour mettre a jour ¢;, & partir
du moment ot 'un de ses voisins était 1.

Autrement dit, un moyen de construire 7. est de tirer au sort sur chaque
cellule de Z? des temps aléatoires g., indépendants, et alors 7. est la somme de
ces temps sur le chemin 0 — ¢ tel que la somme est la minimale. Ce modéle
de chemin minimal aléatoire est appelé Percolation de Premier Passage (PPP,
first-passage percolation en Anglais) et a été étudié mathématiquement pour
la premiére fois par Hammersley et Welsh [HW65]. L’article [BS10] est une
introduction moderne a la PPP et a ses liens avec les modéles de croissance.

Pour résumer, le lien entre 7, dans le modéle d’Eden et la percolation de
premier passage est le suivant :

Proposition 1 (Le modéle d’Eden est équivalent a la PPP). Soit {g., ¢ € Z*}
une famille de v.a. 1.i.d. géométrique de parameétre o. Alors

2 (lgi){ 2}
{TC,CGZ} = PII(l)ll)chgcl,CGZ

ot le min est pris sur tous les chemins P de |P| cellules voisines
P = (O:CO—>61—)...C|7D|:C).

Le lien entre modéle d’Eden et PPP est habituellement attribué a Richard-
son, méme s'il n’est pas explicitement question de PPP dans [Ric73]. Etran-
gement, il semble qu’il n’existe pas de preuve de la Proposition 1 dans la
littérature, c’est souvent considéré comme "bien connu", mais il n’est pas si
facile d’écrire une preuve compléte et rigoureuse (une difficulté est de démon-
trer I’égalité en loi pour toute la famille des 7., et pas seulement pour ¢ fixée).
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3.2 Modéle d’Eden et structure du réseau

Depuis |Ric73], on attribue parfois & Eden la conjecture suivante :

Conjecture (Conjecture d’Eden). Pour le modéle d’Eden en temps continu,
I’ensemble des cellules dans ’état 1 a asymptotiquement une forme circulaire :
B, est une boule euclidienne.

Le modeéle d’Eden en temps continu est défini de facon tout & fait ana-
logue au temps discret, sauf que chaque cellule voisine de B; attend un temps
exponentiel de paramétre 1 avant de devenir 1, au lieu d'une géométrique de
paramétre a. Il y a effectivement des simulations dans [Ede61], mais en réalité
les conclusions qui en sont tirées sont beaucoup plus prudentes :

As yet the samples of configurations computed in this way appear to be too
few to justify anything more than a few qualitative statements. It is to be seen
that the colony s essentially circular in outline.

En 1984, H.Kesten a eu l'intuition que cette conjecture devait étre fausse au
moins en grande dimension, pour des raisons essentiellement géométriques. Il
I'a démontré effectivement en dimension supérieure a 600000 (voir [Kes86]), la
dimension a été abaissée depuis a 35 dans [Dha88| puis [CEG11].

Ceci peut sembler anecdotique (et trés éloigné d'un quelconque modéle
physique ou biologique!) mais ces résultats nous disent tout de méme quelque
chose d’intéressant : le modele d’Eden, méme "vu de loin", se souvient du
réseau discret sur lequel il est défini. On sait que cela n’est pas vrai pour la
position d’une marche aléatoire simple dans Z? dont la loi asymptotique est la
loi normale, qui est invariante par rotation. Le modéle d’Eden est ainsi sensible
a la structure microscopique du réseau. En réalité, la seule propriété que 1'on
connait de B, est celle qu’il a héritée de Z? : il est symétrique par rapport aux
deux axes.

3.3 Modéle d’Eden et défauts aléatoires

Dans la mesure ou il semble impossible pour l'instant de déterminer la
forme B,, on se demande si cet objet limite est assez robuste. Par exemple,
que se passe-t-il dans le Théoréme 3 si certaines cellules sont immunisées contre
la maladie ? Est-ce que la croissance de By, si elle a toujours lieu, est toujours
linéaire ?

Supposons qu’a I'instant initial chaque cellule est immunisée indépendam-
ment avec probabilité p : elle reste dans I’état 0 indéfiniment, et ne peut conta-
miner ses voisins. Clairement la croissance infinie de B; n’est pas possible si
I’événement suivant E est réalisé :

soit 0 est immunisée,

soit il y a un chemin de cellules voisines, toutes immunisés, qui fait le

contour de 0.
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FIGURE 5 — Le modé¢le d’Eden avec des cellules immunisées (en gris clair).

Bien stir P(E) > p mais on peut démontrer (voir [Gri99| par exemple) que si
p est suffisamment petit alors P(F) < 1. Dans ce cas ot E n’est pas réalisé,
alors il est possible que I’épidémie se propage indéfiniment, et alors B; a une
croissance infinie et linéaire, comme dans le cas simple. Ceci a été démontré
rigoureusement par [GMO04|, nous avons besoin de quelques notations pour
énoncer le résultat.

Soit 7 la cellule de coordonnées (n, 0). Soit A ’ensemble (aléatoire) des en-
tiers n tels qu’il existe un chemin de cellules non-immunisées joignant ’origine
a .

Si E n’est pas réalisé, alors une infinité de cellules dans la grille peuvent
étre contaminés et si n € A, le premier instant 7; ou 7 est dans B; est fini,
presque-stirement.

Théoréme 4 (Croissance linéaire pour le modéle d’Eden avec défauts). Il
existe une constante > 0 telle que, st E n’est pas réalisé, presque-sirement,
lim 7 — 14,

n—+o0o, N
neA

ot la limite est prise le long de la sous-suite aléatoire n € A.
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