" f ✐♥ Ω σ " 2µ∇ s u `λp∇¨uqI d ✐♥ Ω, u " 0

✭✹✮ ■♥ ✇❤❛t ❢♦••♦✇s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❛s a À b t❤❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② a ď Cb ✇✐t❤ C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜•② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉•❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ▲❛♠é✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s ❛••♦✇s ♦♥❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜•❡ •✐♠✐t✳ ✷✳✷ ❇❛s✐❝ r❡s✉•ts ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛•• s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉•ts ♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜•❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛• ♥✉♠❜❡rs C tr ❛♥❞ C tr,c ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s ❤♦•❞ ❢♦r ❛•• T P T h ✱ ❝❢✳ ❬✶✷✱ ▲❡♠♠❛t❛ ✶✳✹✻ ❛♥❞ ✶✳✹✾(✿ }v} F ď C tr h
´1{2 F }v} T @v P P l d pT q, @F P F T ,

✭✺✮

}v} BT ď C tr,c `h´1 T }v} 2 T `hT }∇v} 2 T ˘1{2 @v P H 1 pT q, ✭✻✮ ✇❤❡r❡ P l d pT q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ T ♦❢ d✲✈❛r✐❛t❡ ♣♦•②♥♦♠✐❛•s ♦❢ t♦t❛• ❞❡❣r❡❡ ď l✳ ❯s✐♥❣ ❬✶✷✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✵( t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉•ts ♦❢ ❬✶✽(✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r

C app ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• T P T h ✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② π l T t❤❡ L 2 ✲♦rt❤♦❣♦♥❛• ♣r♦•❡❝t♦r ♦♥ P l d pT q✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❤♦•❞s✿ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ ❛•• s P t1, . . . , pl `1qu✱ ❛♥❞ ❛•• v P H s pT q✱ |v ´πl
T v| H m pT q `h1 {2 T |v ´πl T v| H m pBT q ď C app h s´m T |v| H s pT q @m P t0, . . . , ps ´1qu. ✭✼✮

✹ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛•✐t② ✐s ✈❛•✐❞ ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ ❛•• v P H 1 pT q s✉❝❤ t❤❛t ş T v " 0✿ }v} T ď C P h T }∇v} T , ✭✽✮ ✇❤❡r❡ C P " π ´1 ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❡•❡♠❡♥ts ✭❝❢✳ ❬✸(✮✱ ✇❤✐•❡✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• ❡•❡♠❡♥t s❤❛♣❡s✱ C P ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉•❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✳ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ ✇❡ s❡t U pT q :" " v P H 1 pT q d | ż T v " 0 ❛♥❞ ż T ∇ ss v " 0 * , ✭✾✮ ✇❤❡r❡ ∇ ss ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ❑♦r♥ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❤♦•❞s ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ ❛•• v P U pT q✿ }∇v} T ď C K,2 }∇ s v} T , ✭✶✵✮ ✇❤❡r❡ C K,2 ą 0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉•❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✱ ❝❢✳✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✹✱ ✷✷✱ ✷✸( ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❝❛s❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ ❛•• v P U pT q✱ }v} T ď C K h T }∇ s v} T , ✭✶✶✮ ✇✐t❤ C K " C K,2 C P ✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✶✶✮ ❛•s♦ ❤♦•❞s ✐❢ v P H 1 pT q d ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts Γ Ă BT ✇✐t❤ |Γ| d´1 ‰ 0 s✉❝❤ t❤❛t v |Γ " 0✳ ✸ ▲♦❝❛• r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ •♦❝❛• ❉❖❋s✱ t❤❡ •♦❝❛• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡ •♦❝❛• s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ✸✳✶ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣ ▲❡t ❛ ♣♦•②♥♦♠✐❛• ❞❡❣r❡❡ k ě 0 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ •♦❝❛• s♣❛❝❡ ♦❢ ❉❖❋s ❛s U k T :" P k d pT q d ˆ# ą F PF T P k d´1 pF q d + . ✭✶✷✮ ❋♦r v P U k T ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ v " pv T , pv F q F PF T q✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ✐••✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r k " 1 ❛♥❞ k " 2✳ ❚❤❡ •♦❝❛• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣ I k T : U pT q :" H 1 pT q d Ñ U k T ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v P U pT q✱ I k T v " pπ k T v, pπ k F vq F PF T q. ✭✶✸✮ ✸✳✷ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ▲❡t T P T h ✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ •♦❝❛• ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r r k T : U k T Ñ P k`1 d pT q d ✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ❉❖❋s v " pv T , pv F q F PF T q P U k T ✱ t❤❡ ✜❡•❞ r k T v P P k`1 d pT q d ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♦•✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✇❡••✲♣♦s❡❞ ♣✉r❡✲tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜•❡♠ ✐♥ T ✿ ❋♦r ❛•• w P P k`1 d pT q d ✱ p∇ s pr k T vq, ∇ s wq T " p∇ s v T , ∇ s wq T `ÿ F PF T pv F ´vT , ∇ s wn T F q F . ✭✶✹✮ ✺ • • • • •• •• • • • • • • • • •• •• • • • • k = 1 •• •• •• • • • • • • •• •• •• • • • • • • • • • • • • •• •• •• • • • • • • k = 2 •• •• •• •• •• •• •• ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋❛❝❡ ✭❜•❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝❡•• ✭❣r❡②✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ U k T ✭❝❢✳ ✭✶✷✮✮ ❢♦r k " 1 ❛♥❞ k " 2✳ ❈❡•• ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝❛♥ ❜❡ •♦❝❛••② ❡•✐♠✐♥❛t❡❞ ✈✐❛ st❛t✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s •✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ♦❢ s✐③❡ d ˆk `1 `d k `1 ˙✭❡✳❣✳✱ ❢♦r k " 1✱ •❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝✲ t✐♦♥✱ t❤❡ •♦❝❛• s②st❡♠ ✐s ♦❢ s✐③❡ ✶✷ ✐❢ d " 2 ❛♥❞ ✸✵ ✐❢ d " 3✮✳ ❚❤❡ s♦•✈❛❜✐•✐t② ♦❢ ✭✶✹✮ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ w ✐s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦•✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✹✮ ✐s ✉♥✐q✉❡•② ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ r k T v✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ ż T r k T v " ż T v T , ż T ∇ ss pr k T vq " ÿ F PF T ż F 1 2 pn T F bv F ´vF bn T F q, ✭✶✺✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t pr k T I k T v ´vq P U pT q ❢♦r ❛•• v P U k T ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ❜❡•♦✇✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ •♦❝❛• ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r E k T : U k T Ñ ∇ s P k`1 d pT q d
s✉❝❤ t❤❛t

E k T v :" ∇ s pr k T vq. ✭✶✻✮ ❖✇✐♥❣ t♦ ✭✶✻✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• w P P k`1 d pT q d ✱ pE k T v, ∇ s wq T :" p∇ s v T , ∇ s wq T `ÿ F PF T pv F ´vT , ∇ s wn T F q F ✭✶✼❛✮ " ´pv T , ∇¨∇ s wq T `ÿ F PF T pv F , ∇ s wn T F q F , ✭✶✼❜✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦••♦✇s ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❜② t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ②✐❡•❞s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r r k T I k T : U pT q Ñ P k`1 d pT q d ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣♦•②♥♦♠✐❛•s ✐♥ T ✳ ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡♠♠❛ ✷ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r r k T I k T ✮✳ ▲❡t k ě 0 ❛♥❞ T P T h ✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r C ą 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❛♥❞ k✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v P H k`2 pT q d ✱ }r k T I k T v ´v} T `h1 {2 T }r k T I k T v ´v} BT `hT }∇ s pr k T I k T v ´vq} T `h3 {2 T }∇ s pr k T I k T v ´vq} BT ď Ch k`2 T }v} H k`2 pT q d . ✭✶✽✮ Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ▲❡t v P H k`2 pT q d ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✶✹✮ ♦❢ r k T ❛♥❞ ✭✶✸✮ ♦❢ I k T ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ✻ ❢♦r ❛•• w P P k`1 d pT q d ✱ p∇ s r k T I k T v, ∇ s wq T " ´pπ k T v, ∇¨∇ s wq T `ÿ F PF T pπ k F v, ∇ s wn T F q F " ´pv, ∇¨∇ s wq T `ÿ F PF T pv, ∇ s wn T F q F , s✐♥❝❡ ∇¨∇ s w P P k´1 d pT q d Ă P k d pT q d ❛♥❞ p∇ s wq |F n T F P P k d´1 pF q d ✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ②✐❡•❞s p∇ s r k T I k T v ´∇s v, ∇ s wq T " 0 @w P P k`1 d pT q d . ✭✶✾✮ ❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛•✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✾✮ ✐♠♣•✐❡s t❤❛t }∇ s pr k T I k T v ´vq} T " inf wPP k`1 d pT q d }∇ s pw ´vq} T À h k`1 T }v} H k`2 pT q d , ✭✷✵✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ •❛st ✐♥❡q✉❛•✐t② ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ π k`1 T ✭✇✐t❤ s " k `2 ❛♥❞ m " 1✮✳ ✭✷✮ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ✈❡r✐❢② t❤❛t r k T I k T v ´v P U pT q✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ✭✶✺✮✱ ş T r k T I k T v " ş T π k T v " ş T v✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ż T ∇ ss pr k T I k T vq " ÿ F PF T ż F 1 2 pn T F bπ k F v ´πk F vbn T F q " ÿ F PF T ż F 1 2 pn T F bv ´vbn T F q " ż T ∇ ss v.
❆s ❛ r❡s✉•t✱ ✉s✐♥❣ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✶✶✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✵✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

}r k T I k T v ´v} T À h T }∇ s pr k T I k T v ´vq} T À h k`2 T }v} H k`2 pT q d . ✭✷✶✮ ✭✸✮ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✻✮ ❢♦••♦✇❡❞ ❜② ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✶✵✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t h T }r k T I k T v ´v} 2 BT À }r k T I k T v ´v} 2 T `h2 T }∇ s pr k T I k T v ´vq} 2 T À h 2pk`1q T }v} 2 H k`2 pT q d . ✭✷✷✮ ❋✐♥❛••②✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ h 3 {2 T }∇ s pr k T I k T v ´vq} BT ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ˘πk T ∇ s v ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥♦r♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ π k T ✭❛♣♣•✐❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲ ✇✐s❡ t♦ ∇ s v ✇✐t❤ s " k `1 ❛♥❞ m " 0✮✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✺✮✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpF T q✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∇ s r k T I k T v P P k d pT q dˆd s♦ t❤❛t }π k T ∇ s v ´∇s r k T I k T v} T ď }∇ s pv ´rk T I k T vq} T ✱ ❛♥❞ ✭✷✵✮✳ ✸✳✸ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ▲❡t T P T h ✳ ❚❤❡ •♦❝❛• ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r D k T : U k T Ñ P k d pT q ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v " pv T , pv F q F PF T q P U k T ❛♥❞ ❛•• q P P k d pT q✱ pD k T v, qq T :" ´pv T , ∇qq T `ÿ F PF T pv F ¨nT F , qq F ✭✷✸❛✮ " p∇¨v T , qq T `ÿ F PF T ppv F ´vT q¨n T F , qq F . ✭✷✸❜✮ ❆ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛•②s✐s ✐s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②✳ ✼ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❈♦♠♠✉t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ▲❡t k ě 0 ❛♥❞ •❡t T P T h ✳ ❚❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s✿ U pT q L 2 pT q U k T P k d pT q ∇¨π k T D k T I k T Pr♦♦❢✳ ▲❡t T P T h ✱ •❡t v P U pT q✱ ❛♥❞ s❡t v :" I k T v✳ ❲❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• q P P k d pT q✱ pπ k T p∇¨vq, qq T " p∇¨v, qq T " ´p∇q, vq T `ÿ F PF T pq, v¨n T F q F " ´p∇q, π k T vq T `ÿ F PF T pq, π k F v¨n T F q F " ´p∇q, v T q T `ÿ F PF T pq, v F ¨nT F q F " pD k T v, qq T , ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t ∇q P P k´1 d pT q d Ă P k d pT q d ✱ q |F P P k d´1 pF q✱ ❛♥❞ ✭✷✸❛✮✳ ✹ ❉✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜•❡♠ ❛♥❞ ✇❡••✲♣♦s❡❞♥❡ss ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ •♦❝❛• ❛♥❞ ❣•♦❜❛• ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠s✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜•❡♠✱ ❛♥❞ ❡st❛❜•✐s❤ ✐ts ✇❡••✲♣♦s❡❞♥❡ss✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦••♦✇s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t k ě 1✳ ✹✳✶ ▲♦❝❛• ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠s ▲❡t T P T h ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ •♦❝❛• ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ U k T ˆUk T s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v, w P U k T ✱ a T pv, wq :" 2µpE k T v, E k T wq T `λpD k T v, D k T wq `p2µqs T pv, wq, ✭✷✹✮ ✇✐t❤ st❛❜✐•✐③❛t✐♦♥ ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠ s T pv, wq :" ÿ F PF T h ´1 F pπ k F pR k T v ´vF q, π k F pR k T w ´wF qq F , ✭✷✺✮ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r v " pv T , pv F q F PF T q P U k T ✱ R k T v P P k`1 d pT q d ✐s s✉❝❤ t❤❛t R k T v :" v T `pr k T v ´πk T r k T vq. ✭✷✻✮ ❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡•❡♠❡♥t ❉❖❋s v T ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✜❡•❞ r k T v ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝•♦s✉r❡ r❡•❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✶✺✮ ❢♦r k ě 1✮✳ ❚❤❡ st❛❜✐•✐③❛t✐♦♥ ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠ s T ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ •❡❛st✲ sq✉❛r❡s ♣❡♥❛•t② ♦❢ t❤❡ L 2 ✲♦rt❤♦❣♦♥❛• ♣r♦•❡❝t✐♦♥ ♦♥ P k d´1 pF q d ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ v F ❛♥❞ pR k T vq |F ✳ ❚❤✐s ♣❡♥❛•t② ✐s t❛✐•♦r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐•✐t②✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛•②s✐s✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉•t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ •❡♠♠❛✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ •♦❝❛• ❞✐s❝r❡t❡ str❛✐♥ ✭s❡♠✐✲✮♥♦r♠s ♦♥ U k T ✿ ❋♦r ❛•• v P U k T ✱ }v} 2 ε,T :" }∇ s v T } 2 T `|v| 2 ε,BT , |v| 2 ε,BT :" ÿ F PF T h ´1 F }v T ´vF } 2 F . ✭✷✼✮ ✽ ▲❡♠♠❛ ✹ ✭❙t❛❜✐•✐③❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ k ě 1✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r η ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ ❛•• v P U k T ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ st❛❜✐•✐t② ♣r♦♣❡rt② ❤♦•❞s✿ η}v} 2 ε,T ď }E k T v} 2 T `sT pv, vq ď η ´1}v} 2 ε,T . ✭✷✽✮ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛•• v P H k`2 pT q d ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❤♦•❞s✿ s T pI k T v, I k T vq 1 {2 À h k`1 T }v} H k`2 pT q d . ✭✷✾✮ Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ▲❡t T P T h ❛♥❞ •❡t v P U k T ✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛•✐t② ✐♥ ✭✷✽✮✳ ❚❛❦✐♥❣ w " v T ✐♥ ✭✶✼❛✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t }∇ s v T } 2 T " pE k T v, ∇ s v T q T `ÿ F PF T pv T ´vF , ∇ s v T n T F q F ď }E k T v} 2 T `1 2 }∇ s v T } 2 T `NB C 2 tr |v| 2 ε,BT , ✭✸✵✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ (♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s ❢♦••♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✺✮ ❢♦r t❤❡ •❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❆s ❛ r❡s✉•t✱ }∇ s v T } 2 T À }E k T v} 2 T `|v| 2 ε,BT . ✭✸✶✮ ❆❞❞✐t✐♦♥❛••②✱ ❢♦r ❛•• F P F T ✱ h ´1{2 F }v F ´vT } F ď h ´1{2 F }v F ´πk F R k T v} F `h´1{2 F }π k F R k T v ´vT } F " h ´1{2 F }π k F pv F ´Rk T vq} F `h´1{2 F }π k F pR k T v ´vT q} F " h ´1{2 F }π k F pv F ´Rk T vq} F `Ctr h ´1 F }r k T v ´πk T r k T v} T ✭✸✷✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst •✐♥❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t v F P P k d´1 pF q d ❛♥❞ v T |F P P k d´1 pF q d ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ •✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t π k F ✐s ❛ ♣r♦•❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✻✮ ♦❢ R k T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✺✮ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ •✐♥❡✳ ❋♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ w P H 1 pT q d ✱ ✇r✐t✐♥❣ w RM " |T | ´1 d p ş T wq `|T | ´1 d p ş T ∇ ss wqpx ´xT q✱ ✇❤❡r❡ x T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t π k T w RM " w RM s✐♥❝❡ k ě 1✱ ✇❤❡♥❝❡ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t }w ´πk T w} T " }pw ´wRM q ´πk T pw ´wRM q} T ď }w ´wRM } T À h T }∇ s w} T , ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t π k T ✐s ❛♥ L 2 ✲♣r♦•❡❝t♦r ❛♥❞ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✶✶✮ s✐♥❝❡ pw ´wRM q P U pT q✳ ❆♣♣•②✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞ t♦ w " r k T v✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮✱ ❛♥❞ r❡❝❛••✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✹✮ ♦❢ r k T ✱ t❤❡ •❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s C tr h ´1 F }r k T v ´πk T r k T v} T ď ̺ ´2C tr C K }E k T v} T , s♦ t❤❛t h ´1{2 F }v F ´vT } F À h ´1{2 F }π k F pv F ´Rk T vq} F `}E k T v} T . ✭✸✸✮ ❙q✉❛r✐♥❣ ✭✸✸✮✱ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r F P F T ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpF T q •❡❛❞s t♦ |v| 2 ε,BT À s T pv, vq `}E k T v} 2 T . ✭✸✹✮ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛•✐t② ✐♥ ✭✷✽✮ ✐♠♠❡❞✐❛t❡•② ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✶✮ ❛♥❞ ✭✸✹✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✐♥ ✭✷✽✮ ✉s❡s s✐♠✐•❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✳ ✾ ✭✷✮ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ✭✷✾✮ ❢♦r ❛•• v P H k`2 pT q d ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ ❛•• F P F T ✱ h ´1{2 F }π k F pR k T I k T v ´πk F vq} F ď h ´1{2 F }R k T I k T v ´v} F " h ´1{2 F }pr k T I k T v ´vq ´πk T pr k T I k T v ´vq} F À h ´1{2 F }r k T I k T v ´v} F `Ctr h ´1 F }r k T I k T v ´v} T À h k`1 T }v} H k`2 pT q d , ✭✸✺✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t π k F ✐s ❛ ♣r♦•❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ❉❖❋s ♦❢ I k T v ✐♥ t❤❡ ✜rst •✐♥❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✻✮ ♦❢ R k T ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ •✐♥❡✱ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t②✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t π k T ✐s ❛ ♣r♦•❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ •✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✶✽✮ ♦❢ r k T I k T ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ •✐♥❡✳ |❡❝❛••✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✺✮ ♦❢ s T ✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✷✾✮ r❡❛❞✐•② ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpF T q✳ ✹✳✷ ••♦❜❛• ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠s •♦✐♥❣ ❢r♦♠ •♦❝❛• t♦ ❣•♦❜❛• ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠s ♣r♦❝❡❡❞s✱ ❛s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡•❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❜② ❛ ❝❡••✲✇✐s❡ ❛ss❡♠❜•②✳ ❚❤❡ ❣•♦❜❛• s♣❛❝❡ ♦❢ ❉❖❋s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛t❝❤✐♥❣ •♦❝❛• ❉❖❋s ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ②✐❡•❞✐♥❣ U k h :" # ą T PT h P k d pT q d + ˆ# ą F PF h P k d´1 pF q d + . ✭✸✻✮ ❋♦r v h P U k h ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ v h " ppv T q T PT h , pv F q F PF h q✳ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② L T t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ❣•♦❜❛• ❉❖❋s ✐♥ U k h t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ •♦❝❛• ❉❖❋s ✐♥ U k T ✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛•• v h P U k h ✱ L T v h " pv T , pv F q F PF T q P U k T ✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤•❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❡①♣•✐❝✐t•② ♦♥ t❤❡ ❉❖❋s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s✳ ❲❡ s❡t U k h,0 :" ! v h " ppv T q T PT h , pv F q F PF h q P U k h | v F " 0 @F P F b h ) , ✭✸✼✮ ❚❤❡ ❣•♦❜❛• ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠s a h ❛♥❞ s h ❛r❡ ❛ss❡♠❜•❡❞ ❝❡••✲✇✐s❡ ❛s ❢♦••♦✇s✿ ❋♦r ❛•• v h , w h P U k h ✱ a h pv h , w h q :" ÿ T PT h a T pL T v h , L T w h q, s h pv h , w h q :" ÿ T PT h s T pL T v h , L T w h q. ✭✸✽✮ ❚❤❡ •♦❛❞✐♥❣ t❡r♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ •✐♥❡❛r ❢♦r♠ l h ♦♥ U k h s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v h P U k h ✱ l h pv h q :" ÿ T PT h ż T f¨v T . ✭✸✾✮ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜•❡♠ r❡❛❞s✿ ❋✐♥❞ u h P U k h,0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v h P U k h,0 ✱ a h pu h , v h q " l h pv h q. ✭✹✵✮ ❚❤❡ ❣•♦❜❛• str❛✐♥ ✭s❡♠✐✲✮♥♦r♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v h P U k h ✱ }v h } 2 ε,h :" ÿ T PT h }L T v h } 2 ε,T . ✭✹✶✮ ✶✵ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭◆♦r♠ }¨} ε,h ✮✳ ❚❤❡ ♠❛♣ }¨} ε,h ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✶✮ ✐s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ U k h,0 ✳ Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v h P U k h,0 ✱ }v h } ε,h " 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ v T " 0 ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ v F " 0 ❢♦r ❛•• F P F h ✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t }v h } ε,h " 0 ♠❡❛♥s t❤❛t @T P T h , ∇ s v T " 0 ❛♥❞ v T ´vF " 0 @F P F h . ❋♦r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❡•❡♠❡♥t T P T h ✇✐t❤ F P F T X F b h ✱ ✉s✐♥❣ v F " 0 ✭❝❢✳ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✼✮ ♦❢ U k h,0 ✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t v T |F " 0 ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ∇ s v T " 0 ❛♥❞ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛•✐t②✱ ✐♠♣•✐❡s v T " 0 ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ v F 1 " 0 ❢♦r ❛•• F 1 P F T ztF u s✐♥❝❡ v T ´vF 1 " 0✳ |❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t •❛②❡r ♦❢ ❡•❡♠❡♥ts ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡s✮✱ t❤❡ r❡s✉•t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ✉♥t✐• ❛•• ❡•❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✳ ❈♦r♦••❛r② ✻ ✭❲❡••✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✹✵✮✮✳ ❆ss✉♠❡ k ě 1✳ ❋♦r ❛•• v h P U k h ✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❤♦•❞s✿ η}v h } 2 ε,h ď ÿ T PT h ! }E k T L T v h } 2 T `sT pL T v h , L T v h q ) ď η ´1}v h } 2 ε,h , ✭✹✷✮ ✇✐t❤ η r❡s✉•t✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣r♦❜•❡♠ ✭✹✵✮ ✐s ✇❡••✲♣♦s❡❞✳ Pr♦♦❢✳ ■♥❡q✉❛•✐t✐❡s ✭✹✷✮ ❢♦••♦✇ ❢r♦♠ ✭✷✽✮ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r T P T h ✳ ❚❤❡ ✇❡••✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✹✵✮ t❤❡♥ ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛①✕▼✐•❣r❛♠ ▲❡♠♠❛ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ |❡♠❛r❦ ✼ ✭❇♦✉♥❞ ♦♥ }¨}✲♥♦r♠✮✳ ❯s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❑♦r♥ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ s♠♦♦t❤ ✜❡•❞s✱ s❡❡ ❉✉❛rt❡ ❡t ❛•✳ ❬✶✼( ❛♥❞ ❇r❡♥♥❡r ❬✼(✱ ❛♥❞ ❛ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ str♦♥❣❡r r❡s✉•t ♦♥ t❤❡ }¨} ε,h ✲♥♦r♠✿ ❋♦r ❛•• v h P U k h,0 ✱ }v h } ε,h Á C}v h } ✇✐t❤ r❡❛• ♥✉♠❜❡r C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ v h r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡•❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ♦❢ v h ❛s pv h q |T " v T ❢♦r ❛•• T P T h ✳ ✺ ❊rr♦r ❛♥❛•②s✐s ✺✳✶ ❇❛s✐❝ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ▲❡t u P U 0 ❛♥❞ u h P U k h,0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦•✉t✐♦♥s t♦ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✹✵✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❲❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡rr♦r u h ´p u h ✱ ✇❤❡r❡ p u h P U k h,0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t p u h " ppπ k T uq T PT h , pπ k F uq F PF h q✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t p u h ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t s♦•✉t✐♦♥ u ✉s✐♥❣ t❤❡ •♦❝❛• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣s ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❡•❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ L T p u h " I k T pu |T q✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v h P U k h ✱ }v h } 2 en,h :" a h pv h , v h q. ✭✹✸✮ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ •♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✹✷✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t }v h } 2 en,h ě p2µηq}v h } 2 ε,h ✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦••♦✇s✱ ✇❡ ❢♦r♠✉•❛t❡ t❤❡ r❡❣✉•❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦•✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜r♦❦❡♥ ✭♣✐❡❝❡✇✐s❡✮ ❙♦❜♦•❡✈ s♣❛❝❡s H m pT h q ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ }¨} 2 H m pT h q " ř T PT h }¨} 2 H m pT q ✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❆ss✉♠❡ k ě 1 ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛• r❡❣✉•❛r✐t② u P H k`2 pT h q d ❛♥❞ ∇¨u P H k`1 pT h q✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✱ s✉❝❤ t❤❛t p2µq 1 {2 }u h ´p u h } en,h ď Ch k`1 ´2µ}u} H k`2 pT h q d `λ}∇¨u} H k`1 pT h q ¯. ✭✹✹✮ ✶✶ |❡♠❛r❦ ✾ ✭▲♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡st✐♠❛t❡✮✳ ❋♦r d " 2 ❛♥❞ Ω ❝♦♥✈❡①✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✽( t❤❛t µ}u} H 2 pΩq d `λ}∇¨u} H 1 pΩq ď C µ }f}, ✭✹✺✮ ✇❤❡r❡ C µ ą 0 ❞❡♥♦t❡s ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Ω ❛♥❞ µ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛••②✱ ❢♦r k ě 1✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ r❡❣✉•❛r✐t② s❤✐❢t µ}u} H k`2 pΩq d `λ}∇¨u} H k`1 pΩq ď C µ }f} H k pΩq d ✳ Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛•• v h P U k h,0 ✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t }v h } 2 en,h " a h pv h , v h q ď $ & % sup w h PU k h,0 a h pv h , w h q }w h } ε,h
, .

- 

ˆ}v h } ε,h . ❙✐♥❝❡ }v h } en,h ě p2µηq 1 {2 }v h } ε,h ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t p2µηq 1 {2 }v h } en,h ď sup w h PU k h,0 ,}w h } ε,h "1 a h pv h , w h q. ❆♣♣•②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛•✐t② t♦ t❤❡ ❡rr♦r pu h ´p u h q ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✵✮ ②✐❡•❞s p2µηq 1 {2 }u h ´p u h } en,h ď sup v h PU k h,0 ,}w h } ε,h "1 E h pw h q, ✭✹✻✮ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r E h pw h q :" l h pw h q´a h pp u h , w h q✳ ❲❡ ❜♦✉♥❞ E h pw h q ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ w h P U k h,0 s✉❝❤ t❤❛t }w h } ε,h " 1✳ |❡❝❛••✐♥❣ t❤❛t f " ´∇¨σ ❛✳❡✳ ✐♥ Ω✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❡•❡♠❡♥t✲ ✇✐s❡✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t l h pw h q " ÿ T PT h # 2µp∇ s u, ∇ s w T q T `λp∇¨u, ∇¨w T q T ´ÿ F PF T pσn T F , w T ´wF q F + , ✭✹✼✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛• str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ w F " 0 ❢♦r ❛•• F P F b h t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t ř T PT h ř F PF T pσn T F , w F q F " 0✳ ❚❛❦✐♥❣ w " q u T :" r k T L T p u h " r k T I k T pu |T q ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✼❛✮ ♦❢ E k T L T w h ❢♦r ❛•• T P T h ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t pE k T L T p u h , E k T L T w h q T " p∇ s q u T , ∇ s w T q T `ÿ F PF T p∇ s q u T n T F , w F ´wT q F . ✭✹✽✮ ❙✐♠✐•❛r•②✱ t❛❦✐♥❣ q :" π k T p∇¨uq ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✸❜✮ ♦❢ D k T L T w h ❢♦r ❛•• T P T h ✱ ❛♥❞ r❡❝❛••✐♥❣ t❤❡ •♦❝❛• ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r I k T ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t pD k T L T p u h , D k T L T w h q T " pπ k T p∇¨uq, D k T L T w h q T " p∇¨u, ∇¨w T q T `ÿ F PF T pπ k T p∇¨uq, pw F ´wT q¨n T F q F , ✭✹✾✮ s✐♥❝❡ ∇¨w T P P k´1 d pT q Ă P k d pT q✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✼✮✕✭✹✾✮ t♦ r❡♣•❛❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ E h pw h q✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t E h pw h q " ÿ T PT h 2µ # p∇ s pu ´q u T q, ∇ s w T q T `ÿ F PF T p∇ s pu ´q u T qn T F , w F ´wT q F + ´ÿ F PF T λpp∇¨u ´πk T p∇¨uqqn T F , w T ´wF q F ´p2µqs h pp u h , w h q :" T 1 `T2 `T3 . ✭✺✵✮ ✶✷ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T 1 ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛•✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✶✽✮ ♦❢ r k T I k T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t |T 1 | À 2µh k`1 }u} H k`2 pT h q d }w h } ε,h . ✭✺✶✮ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐•❛r•② ❢♦r T 2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ π k T ②✐❡•❞s |T 2 | À λh k`1 }∇¨u} H k`1 pT h q }w h } ε,h . ✭✺✷✮ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T 3 ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ s h t❤❛t |T 3 | ď p2µqs h pp u h , p u h q 1 {2 s h pw h , w h q 1 {2 À 2µh k`1 }u} H k`2 pT h q d }w h } ε,h , ✭✺✸✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✭✷✾✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✷✽✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✹✮ ❢♦••♦✇s ✉s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s ✭✺✶✮✱ ✭✺✷✮✱ ❛♥❞ ✭✺✸✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✵✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉•t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✹✻✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥❢❡r ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ∇ s u t♦ t❤❡ ❣•♦❜❛• ✭♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣✮ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ E k h u h s✉❝❤ t❤❛t E k h u h|T " E k T L T u h ❢♦r ❛•• T P T h ✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✵ ✭❊st✐♠❛t❡ ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❤♦•❞s✿ p2µq}∇ s u ´Ek h u h } ď Ch k`1 ´2µ}u} H k`2 pT h q d `λ}∇¨u} H k`1 pT h q ¯, ✭✺✹✮ ✇❤❡r❡ C ą 0 ✐s ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✳ Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ②✐❡•❞s }∇ s u ´Ek T L T u h } T ď }∇ s pu ´rk T I k T uq} T `}E k T L T pp u h ´uh q} T , s✐♥❝❡ ∇ s pr k T I k T uq |T " E k T L T p u h ✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ✺✳✷ L 2 ✲❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ }¨}✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❡••✐♣t✐❝ r❡❣✉•❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ❋♦r ❛•• g P L 2 pΩq d ✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦•✉t✐♦♥ ♦❢ ´∇¨ς " g ✐♥ Ω, ς " 2µ∇ s z `λp∇¨zqI d ✐♥ Ω, z " 0 ♦♥ BΩ, ✭✺✺✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ µ}z} H 2 pΩq d `λ}∇¨z} H 1 pΩq ď C µ }g}. ✭✺✻✮ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r e h s✉❝❤ t❤❛t e h|T :" u T ´πk T u P P k d pT q d ❢♦r ❛•• T P T h ✳ ✶✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭L 2 ✲❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ❛♥❞ t❤❡ ❡••✐♣t✐❝ r❡❣✉•❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✺✻✮✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❤♦•❞s✿ }e h } ď Ch k`2 ´2µ}u} H k`2 pT h q d `λ}∇¨u} H k`1 pT h q ¯, ✭✺✼✮ ✇❤❡r❡ C ą 0 ✐s ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Ω✱ µ✱ ❛♥❞ ̺✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ ❛♥❞ h✳ Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❜② a À b t❤❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② a ď Cb ✇✐t❤ r❡❛• ♥✉♠❜❡r C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ λ✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜•② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ µ✳ ❙✐♥❝❡ }¨} en,h ě p2µηq 1 {2 }¨} ε,h ❛♥❞ }¨} en,h ě p2µqs h p¨, ¨q1 {2 ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✹✮ t❤❛t✱ ✇✐t❤ e h :" u h ´p u h P U k h,0 ❛♥❞ Bpu, kq :" 2µ}u} H k`2 pT h q d `λ}∇¨u} H k`1 pT h q ✱ }e h } ε,h `sh pe h , e h q 1 {2 À h k`1 Bpu, kq. ✭✺✽✮ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✉①✐•✐❛r② ♣r♦❜•❡♠ ✭✺✺✮ ✇✐t❤ g :" e h ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦•✉t✐♦♥ z ❛♥❞ ς✳ ■♥t❡✲ ❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❡•❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ e h|T " e T ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t }e h } 2 " ´ÿ T PT h pe T , ∇¨ςq T " ÿ T PT h # p∇ s e T , ςq T `ÿ F PF T pe F ´eT , ςn T F q F + , ✭✺✾✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛• ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ς ❛❝r♦ss ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t e F " 0 ❢♦r ❛•• F P F b h ✳ ▲❡t p z h :" ppπ k T zq T PT h , pπ k F zq F PF h q P U k h,0 ✭s♦ t❤❛t L T p z h " I k T z |T ✮ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• T P T h ✱ }∇ s pz ´rk T I k T zq} T `h1 {2 T }∇ s pz ´rk T I k T zq} BT À h T }z} H 2 pT q d , ✭✻✵❛✮ }∇¨z ´πk T p∇¨zq} T `h1 {2 T }∇¨z ´πk T p∇¨zq} BT À h T }∇¨z} H 1 pT q , ✭✻✵❜✮ s T pI k T z, I k T zq 1 {2 À h T }z} H 2 pT q d . ✭✻✵❝✮ ❊st✐♠❛t❡ ✭✻✵❛✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷❀ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✵❜✮ r❡s✉•ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✼✮ ♦❢ π k T ❀ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✵❝✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❙✐♥❝❡ a h pe h , p z h q " E h pp z h q ✇✐t❤ E h pp z h q " l h pp z h q ´ah pp u h , p z h q✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✭✺✾✮ ❛s ❢♦••♦✇s✿ }e h } 2 " # ÿ T PT h « p∇ s e T , ςq T `ÿ F PF T pe F ´eT , ςn T F q F ff ´ah pe h , p z h q + `Eh pp z h q :" T 1 `T2 . ✭✻✶✮ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✼❛✮ ♦❢ E k T L T e h ✇✐t❤ w " r k T L T p z h ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✸❜✮ ♦❢ D k T L T e h ✇✐t❤ q " D k T L T p z h ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t a h pe h , p z h q " ÿ T PT h # p∇ s e T , S k T q T `ÿ F PF T pe F ´eT , S k T n T F q F + `p2µqs h pe h , p z h q, ✭✻✷✮ ✇✐t❤ S k T :" 2µE k T L T p z h `λpD k T L T p z h qI d ✳ P•✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t♦ T 1 ✱ ♠✉•t✐♣•❡ ✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛•✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s h pe h , p z h q ď s h pe h , e h q 1 {2 s h pp z h , p z h q 1 {2 ✱ s h pp z h , p z h q " ř T PT h s T pI k T z, I k T zq✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ②✐❡•❞ |T 1 | ď }e h } 2 ε,h `sh pe h , e h q ( 1 {2 ˆ# ÿ T PT h ! }δ T pzq} 2 T `hT }δ T pzq} 2 BT `p2µq 2 s T pI k T z, I k T zq ) + 1 {2 , ✶✹ ✇✐t❤ δ T pzq :" ς ´Sk T L T p z h " p2µq∇ s pz ´rk T I k T zq `λp∇¨z ´πk T p∇¨zqqI d ✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐✲ ♠❛t❡ ✭✺✽✮ ♦♥ e h ✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✻✵✮ ♦♥ z✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉•❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✻✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t |T 1 | À h k`2 Bpu, kq ´}z} H 2 pΩq d `λ}∇¨z} H 1 pΩq ¯À h k`2 Bpu, kq}e h }. ✭✻✸✮ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ T 2 ✳ ❆❞❞✐♥❣ pσ, ∇ s zq ´pf, zq " 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ l h pp z h q " ř T PT h pf, π k T zq T ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t E h pp z h q " ÿ T PT h ! pσ, ∇ s zq T ´p2µqpE k T L T p u h , E k T L T p z h q T ´λpD k T L T p u h , D k T L T p z h q ) ´ÿ T PT h p2µqs T pL T p u h , L T p z h q `ÿ T PT h pf, π k T z ´zq T :" T 2,1 `T2,2 `T2,3 . ✭✻✹✮ ❚♦ ❜♦✉♥❞ T 2,1 ✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t E k T L T p u h " ∇ s pr k T I k T uq ❛♥❞ E k T L T p z h " ∇ s pr k T I k T zq ♦✇✐♥❣ t♦ ✭✶✻✮✱ ❛s ✇❡•• ❛s D k T L T p u h " π k T p∇¨uq ❛♥❞ D k T L T p z h " π k T p∇¨zq ♦✇✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛•✐t② r❡•❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t T 2,1 " ÿ T PT h ! p2µqp∇ s pu ´rk T I k T uq, ∇ s pz ´rk T I k T zqq T `λp∇¨u ´πk T p∇¨uq, ∇¨z ´πk T p∇¨zqq T ) . ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ♦❢ r k T I k T ❛♥❞ π k T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✱ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ u ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✻✵❛✮✲✭✻✵❜✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ z •❡❛❞s t♦ |T 2,1 | À h k`2 Bpu, kq ´}z} H 2 pΩq d `λ}∇¨z} H 1 pΩq ¯. ✭✻✺✮ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ s T pL T p u h , L T p z h q " s T pI k T u, I k T zq ď s T pI k T u, I k T uq 1 {2 s T pI k T z, I k T zq 1 {2 ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ✉s✐♥❣ ✭✷✾✮ ❛♥❞ ✭✻✵❝✮ t❤❛t |T 2,2 | À h k`2 Bpu, kq}z} H 2 pΩq d . ✭✻✻✮ ❋✐♥❛••②✱ s✐♥❝❡ π k T ✐s s❡•❢✲❛❞•♦✐♥t ❛♥❞ s✐♥❝❡ k ě 1✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t pf, π k T z ´zq T " pπ k T f ´f, zq T " pπ k T f ´f, z ´π1 T zq T ✱ ✇❤❡♥❝❡ |T 2,3 | À h k`2 }f} H k pΩq d }z} H 2 pΩq d . ✭✻✼✮ ❯s✐♥❣ ✭✻✺✮✕✭✻✼✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉•❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ |T 2 | À h k`2 Bpu, kq}e h }. ✭✻✽✮ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✼✮ ❢♦••♦✇s ✉s✐♥❣ ✭✻✸✮ ❛♥❞ ✭✻✽✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✶✮✳ ❋✐♥❛••②✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❛♥ L 2 ✲❡st✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ u t♦ t❤❡ ❣•♦❜❛• ✭♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣✮ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s r k h u h ❛♥❞ R k h u h s✉❝❤ t❤❛t r k h u h|T " r k T L T u h ❛♥❞ R k h u h|T " R k T L T u h ❢♦r ❛•• T P T h ✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✷ ✭L 2 ✲❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡✲ ♦r❡♠ ✶✶✱ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❤♦•❞s✿ maxp}u ´rk h u h }, }u ´Rk h u h }q ď Ch k`2 ´2µ}u} H k`2 pT h q d `λ}∇¨u} H k`1 pT h q ¯, ✭✻✾✮ ✇❤❡r❡ C ą 0 ✐s ❛ r❡❛• ♥✉♠❜❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ ❛♥❞ h✳ ✶✺ Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛•• T P T h ✱ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ②✐❡•❞s }u ´rk T L T u h } T ď }u ´rk T I k T u} T `}r k T I k T u ´rk T L T u h } T :" T 1 `T2 , ❛♥❞ T 1 ✐s r❡❛❞✐•② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T 2 ✱ ✇❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛•• v P H 1 pT q d ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ v " pv´v RM q`v RM ✇✐t❤ v RM " |T | ´1 d p ş T vq`|T | ´1 d p ş T ∇ ss vqpx´x T q✱ ✇❤❡r❡ x T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✳ ❙✐♥❝❡ pv ´vRM q P U pT q✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ♦✇✐♥❣ t♦ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛•✐t② ✭✶✶✮ t❤❛t }v} T ď C K h T }∇ ss v} T `}v RM } T ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛•✐t✐❡s •❡❛❞s t♦ }v} T ď C K h T }∇ ss v} T `|T | ´1{2 d ˇˇˇż T v ˇˇˇ`| T | ´1{2 d h T ˇˇˇż T ∇ ss v ˇˇˇ. ❆♣♣•②✐♥❣ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ t♦ v " r k T I k T u ´rk T L T u h ✱ r❡❝❛••✐♥❣ ✭✶✺✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛•✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t②✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t |T 2 | À h T }E k T L T pp u h ´uh q} T `}π k T u ´uT } T `hT ÿ F PF T h ´1{2 F }π k F u ´uF } F :" T 2,1 `T2,2 `T2,3 . ❚❤❡ t❡r♠s T 2,1 ❛♥❞ T 2,2 ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s ✽ ❛♥❞ ✶✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✳ ❋✐♥❛••②✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ T 2,3 ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣•❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛•✐t② t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t |T 2,3 | À h T }L T p u h ´LT u h } ε,T `}π k T u ´uT } T , ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ }u ´rk h u h } ❢♦••♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠s ✽ ❛♥❞ ✶✶✳ ❚♦ ❜♦✉♥❞ }u ´Rk h u h }✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ r❡❝❛••✐♥❣ ✭✷✻✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ π k T ✱ }u ´Rk h u h } T ď }u ´rk h u h } T `}π k T pr k h u h ´uq} T `}π k T u ´uT } T ď 2}u ´rk h u h } T `}π k T u ´uT } T , ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ r❡❛❞✐•② ❢♦••♦✇s✳ ✻ ■♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛• st✉❞② ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛• r❡s✉•ts✳ ❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❡①❛❝t s♦•✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝•❛ss✐❝❛• ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛• ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ ❝♦st ✐s ❛•s♦ ❡✈❛•✉❛t❡❞✳ ✻✳✶ ■♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡•❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦•②♥♦♠✐❛• s♣❛❝❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t T P T h ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② x T ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ T ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛• t❡sts✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✇❛s ✉s❡❞✮✳ ❆s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r P l d pT q✱ l P tk, k `1u✱ ✇❡ t❛❦❡✱ •❡tt✐♥❣ A l :" tα " pα i q 1ďiďd P N d | }α} ℓ 1 ď lu✱ B l T :" # d ź i"1 ξ α i T,i ˇˇα P A l , ξ T,i :" x i ´xT,i h T @1 ď i ď d + , ✭✼✵✮ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛s✐s B l T ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♠♦♥♦♠✐❛•s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s•❛t❡❞ ❛♥❞ s❝❛•❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜•❡s pξ T,i q 1ďiďd ✳ ❆ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♣♦•②♥♦♠✐❛• s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r✲✈❛•✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s P l d pT q d ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✶✻ ❜② t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ B l T ✳ ❙✐♠✐•❛r•②✱ ❢♦r ❛•• F P F h ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❛s✐s B k F ❢♦r P k d´1 pF q s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♠♦♥♦♠✐❛•s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ •♦❝❛• ❢r❛♠❡ s❝❛•❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ F ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞✳ ❆ ❜❛s✐s ❢♦r P k d´1 pF q d ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✵✮ ❞❡✜♥❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛• ❜❛s❡s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❡✈❛•✉❛t❡ B k`1 T ✭r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦•✈❡ ✭✶✹✮✮ ❛t q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ B k T ✭✉s❡❞ t♦ s♦•✈❡ ✭✷✸✮✮ ❜② s✐♠♣•② ❞✐s✲ ❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✭✶✺✮ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ♣r♦❜•❡♠ ✭✶✹✮ ❛s ❢♦••♦✇s✿ t❤❡ ③❡r♦✲❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ✐s r❡♣•❛❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❛♥✐s❤ ❛t x T ✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② s✐♠♣•② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ B k`1 T ❀ t❤❡ ③❡r♦✲❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉•t✐♣•✐❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s s❝❛•❛r✲✈❛•✉❡❞ ❢♦r d " 2 ❛♥❞ R 3 ✲✈❛•✉❡❞ ❢♦r d " 3✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤•❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛•s♦ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉•t✐♣•✐❡r ✐♥ P k d´1 pF q d ❢♦r ❛•• F P F b h ✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛• ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣•♦✐t t❤❡ ❞❡❝♦♠✲ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡•❡♠❡♥ts ✐♥t♦ tr✐❛♥❣•❡s ❛♥❞ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉•❡s✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣•❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉•❡s ❛✈❛✐•❛❜•❡ ✐♥ •❡t❋❡♠✰✰ ❬✷✻(✳ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐s ❛•s♦ ♣♦ss✐❜•❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡•❡♠❡♥ts ❛r❡ tr✐❛♥❣•❡s ♦r q✉❛❞r❛♥❣•❡s ②✐❡•❞✲ ✐♥❣ ♣②r❛♠✐❞❛• s✉❜✲❡•❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ st❛♥❞❛r❞ ❝✉❜❛t✉r❡ r✉•❡s ❛r❡ ❛✈❛✐•❛❜•❡✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛ s✐♠♣•✐❝✐❛• ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡•❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✉s✉❛••② ✐♠♣•②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s✳ ❙✐♠✐•❛r•②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛••② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❡•❡♠❡♥ts ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉•❛r ♦r q✉❛❞r❛♥❣✉•❛r ❢❛❝❡s ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• ♣♦•②❣♦♥❛• ❢❛❝❡s ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ tr✐❛♥❣✉•❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ✻✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛• ❝♦st ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✽ ❛♥❞ ✶✶✱ ✇❡ s♦•✈❡ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛•✱ ♣✉r❡✲❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜•❡♠ ✇✐t❤ µ " 1✱ λ P t1, 1000u✱ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t u " pu 1 , u 2 q s✉❝❤ t❤❛t u 1 " sinpπx 1 q sinpπx 2 q `1 2λ x 1 , u 2 " cospπx 1 q cospπx 2 q `1 2λ x 2 , ✭✼✶✮ ❛♥❞ •♦❛❞ f " pf 1 , f 2 q s✉❝❤ t❤❛t f 1 " 2π 2 sinpπx 1 q sinpπx 2 q, f 2 " 2π 2 cospπx 1 q cospπx 2 q. ❚❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ✭✼✶✮ ❤❛s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ •✐♠✐t λ Ñ `8✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✱ ♠❛❦❡ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ s✉✐t❛❜•❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛••② t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭✹✹✮ ❛♥❞ ✭✺✼✮ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ λ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤r❡❡ ❢❛♠✐•✐❡s ♦❢ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✿ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ tr✐❛♥❣✉•❛r ❛♥❞ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐•✐❡s ♦❢ ❬✷✶( ❛♥❞ t❤❡ ✭♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t•②✮ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸(✳ ❚❤❡ str❡ss ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s }u ´Rk h u h }✱ ❝❢✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❞✐s♣•❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞ ✹ ❢♦r λ " 1 ❛♥❞ λ " 1000✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡•②✱ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛• ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s•✐❣❤t s✉♣❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉•❛r✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✲ str✉♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✶✺( t♦ s❡♣❛r❛t❡•② ♠❡❛s✉r❡ ✭✐✮ t❤❡ ❛ss❡♠❜•② t✐♠❡ τ ass ✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ •♦❝❛• ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜✐•✐♥❡❛r ❢♦r♠ a h ✭❝❢✳ ✭✸✽✮✮✱ ✶✼ ❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚r✐❛♥❣✉•❛r✱ ❑❡rs❤❛✇✱ ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛• ❡①❛♠♣•❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ t❤❡ •♦❝❛• ❡•✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡•• ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss❡♠❜•② ✐♥t♦ ❛ ❣•♦❜❛• ♠❛tr✐①❀ ✭✐✐✮ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ t✐♠❡ τ sol ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦•✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣•♦❜❛• •✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ▲♦❝❛• ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ •✐♥❡❛r ❛•❣❡❜r❛ ❢❛❝✐•✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐❣❡♥✸ •✐❜r❛r② ❬✶✾(✳ ❚❤❡ •✐♥❡❛r s②st❡♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❜•❡♠s ✭✶✹✮✱ ✭✷✸✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ L 2 ✲♦rt❤♦❣♦♥❛• ♣r♦•❡❝t♦rs π k T ❛♥❞ π k F ❛r❡ s♦•✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st ❈❤♦•❡s❦② ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛✈❛✐•❛❜•❡ ✐♥ ❊✐❣❡♥✸✳ ❚❤❡ ❣•♦❜❛• s②st❡♠ ✭✐♥✈♦•✈✲ ✐♥❣ ❢❛❝❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦♥•②✮ ✐s s♦•✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✉♣❡r▲❯ ❬✶✶( t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P❊❚❙❝ ✸✳✹ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✷(✳ ❚❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ s❡q✉❡♥t✐❛••② ♦♥ ❛ •❛♣t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛♥ ■♥t❡• ❈♦r❡ ✐✼✲✸✺✷✵ ❈P❯ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✾✵ •❍③ ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✽•❜ ♦❢ |❆▼✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦r❡ ❡•❛❜♦r❛t❡ •♦❝❛• ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✱ ❡✳❣✳✱ t♦ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡•❡♠❡♥ts✮ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛•• ❈P❯ ❝♦st✱ ✇❡ ♣•♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ t❤❡ r❛t✐♦ τ ass {τ sol ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ cardpF h q✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐❛♥❣✉•❛r ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ N B ✭❝❢✳ ✭✹✮✮ ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡•② t❤❡ s♠❛••❡st ❛♥❞ t❤❡ •❛r❣❡st✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✱ t❤❡ r❛t✐♦ τ ass {τ sol r❛♣✐❞•② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ r❡s✉•t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡•②✮ τ ass 9 cardpF h q ❛♥❞ τ sol 9 cardpF h q 3 {2 ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ •❛r❣❡ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡ •♦❝❛• ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣•✐❣✐❜•❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣•♦❜❛• ❈P❯ t✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ❞❡♣✐❝t t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛• ❈P❯ t✐♠❡ τ tot :" τ ass `τsol ✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝•✉❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❜❛s✐s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉•❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦•✉t✐♦♥ ✭✼✶✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♦r❞❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥ ❛•• t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❈P❯ t✐♠❡ ❛s ✇❡•• ❛s t❤❡ •❛r❣❡st r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r✳ ✻✳✸ ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡ ❲❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ✇✐❞❡•② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛• ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ •✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡❀ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦••♦✇✐♥❣ ❬✶(✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ q✉❛s✐✲✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜•❡ ♠❛t❡r✐❛• ✇✐t❤ µ " 0.375 ❛♥❞ λ " 7.5ˆ10 6 ✳ ❚❤❡ •♦❛❞ F ✭❝❢✳ ❛❣❛✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❤❛s ✉♥✐t❛r② r❡s✉•t❛♥t✳ ❲❡ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t❤❡ ♠✐❞❞•❡ ♣♦✐♥t A ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x A " p48, 52q ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✿ ✭✐✮ t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣♦•②♥♦♠✐❛•✱ ✈❡❝t♦r✲✈❛•✉❡❞ ✜❡•❞s u h " pu h,1 , u h,2 q P P k d pT h q d ❛♥❞ q u h " pq u h,1 , q u h,2 q P P k`1 d pT h q d s✉❝❤ t❤❛t u h|T " u T ❢♦r ❛•• T P T h ❛♥❞ q u h " R k h u h ✭❝❢✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✷✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p h px A q ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t② λD k T L T u h ✇❤❡r❡ T ❞❡♥♦t❡s ♦♥❡ ♠❡s❤ ❡•❡♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t A P BT ✭✇❤❡♥ t✇♦ s✉❝❤ ❡•❡♠❡♥ts ❡①✐st✱ ✇❡ ❛r❜✐tr❛r✐•② ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜•❡♠ ✐s s♦•✈❡❞ ♦♥ tr✐❛♥❣✉•❛r✱ ❑❡rs❤❛✇✱ ❛♥❞ ✭♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t•②✮ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♦♥t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦

  ♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊rr♦rs ✈s✳ h ❢♦r λ " ♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❋✐❣✉r❡ ✺✿ τ ass {τ sol ✈s✳ cardpF h q ♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙tr❡ss ❡rr♦r ✈s✳ τ tot ✭s✮ ❚r✐❛♥❣✉•❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❍❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈s✳ τ tot ✭s✮ ✷✶ ❚r✐❛ • ✭•❡❢t✮ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛• ✭r✐❣❤t✮ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❛t ♣♦✐♥t A ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✮ ❢♦r ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ k " 1 ✭s♦•✐❞ •✐♥❡s✮✱ k " 2 ✭❞❛s❤❡❞ •✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♠❡s❤❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♦♥t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ✭❛✮ 22 ❡•❡♠❡♥ts ✭❜✮ 280 ❡•❡♠❡♥ts ✭❝✮ 4,192 ❡•❡♠❡♥ts ❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❉❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡st✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱ ❛♥❞ ✜♥❡st ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤❡s ❢♦r ❈♦♦❦✬s t❡st ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦•♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ✜❡•❞ R k h u h ✭❝❢✳ ❈♦r♦••❛r② ✶✷✮✳

  ✭❢ ✮ ❉✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊rr♦rs ✈s✳ h ❢♦r λ " 1 ✭❛✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉•❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ✭❜✮ ❉✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉•❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐•②

	10 ´1 10 ´1				k " 1 k " 1	10 10	´2 ´2	k " 1 k " 1
	10 ´2 10 ´2				k " 2 k " 2				k " 2 k " 2
	10 ´5 10 ´4 10 ´3 10 ´5 10 ´4 10 ´3	1.89 1.93			k " 3 k " 4 k " 3 k " 4	10 10 10 10	´6 ´4 ´6 ´4	2.91 2.92	k " 3 k " 4 k " 3 k " 4
	10 ´8 10 ´7 10 ´6 10 ´7 ´6 10 10 ´8	2.97 2.98	3.93 3.94	4.95 4.97		10 ´10 10 ´8 ´8 10 10 ´10	3.98 3.98	4.97 4.98	5.99 5.98
	10 ´3		10 10	´2 ´2			10 ´3 10 ´3	10 10	´2 ´2
		✭❛✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉•❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐•②	✭❜✮ ❉✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉•❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐•②
	10 ´4 10 ´3 10 ´2 3.54 10 ´4 10 ´3 10 ´2 3.55			k " 1 k " 2 k " 3 k " 1 k " 2 k " 3	10 ´5 10 ´4 10 ´3 3.71	k " 1 k " 2 k " 3
	10 ´5 ´5 10	4.28 4.3				´6 10 10 ´7	4.82
	10 ´6 ´6 10	4.85 4.79			10 ´8	5.99
	10 ´7 10 ´7		10 ´2.2 10 ´2.2	10 ´2 10 ´2	10 ´1.8 10 ´1.8	´9 10	10 ´2.2 10 ´2.2	10 ´2 10 ´2	10 ´1.8 10 ´1.8
		✭❝✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐•② ✭❝✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐•②	✭❞✮ ❉✐s♣•❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐•②
	10 ´3 10 ´1 2.65			k " 1 k " 2 k " 3 k " 4	10 10	´5 ´3 3.01	k " 1 k " 2 k " 3 k " 4
	´7 10 ´5 10	3.02	4.22 5.17			10 10	´7 ´9	4.07	5.06 6.01
	10 ´9	10 ´2.5	10 ´2	10 ´1.5	10 ´11	10 ´2.5	10 ´2	10 ´1.5
		✭❡✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛• ♠❡s❤ ❢❛♠✐•②			
						✶✾		

✭❛✮ k " 1 cardpT h q cardpF h q u h,1 px A q q u h,1 px A q u h,2 px A q q u h,2 px A q p h px