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❲❡ ❞❡✈✐s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②✲♦r❞❡r ❧♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣✉r❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭♣r✐♠❛❧✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝✱ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡✜♥✐t❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t st❡♥❝✐❧✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r k ě 1 ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s✱ s♦ t❤❛t ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ✾ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❡r ♠❡s❤ ❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❝❡❧❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❝❡❧❧✲✇✐s❡ ✉s✐♥❣
t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳ ▲♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s
❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ L2✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ ♦r❞❡r pk`1q ❛♥❞ pk`2q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧
♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈P❯ ❝♦st ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
♦♥ ❜♦t❤ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s✱ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r✱ ❧♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t Ω Ă R
d✱ d P t2, 3u✱ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♣r♦❜❧❡♠

´∇¨σ “ f ✐♥ Ω

σ “ 2µ∇su ` λp∇¨uqId ✐♥ Ω,

u “ 0 ♦♥ BΩ,

✭✶✮

✇✐t❤ µ ą 0 ❛♥❞ λ ě 0 s❝❛❧❛r ▲❛♠é ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ∇s ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ✭✐♥ s❤♦rt✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ▼♦r❡

˚❞❛♥✐❡❧❡✳❞✐✲♣✐❡tr♦❅✉♥✐✈✲♠♦♥t♣✷✳❢r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
:❡r♥❅❝❡r♠✐❝s✳❡♥♣❝✳❢r

✶
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❣❡♥❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✳ ❋♦r X Ă Ω✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② p¨, ¨qX ❛♥❞ }¨}X
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ♥♦r♠ ♦❢ L2pXq✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
✐♥❞❡① ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐❢ X “ Ω✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r L2pXqd ❛♥❞ L2pXqdˆd✳ ❲✐t❤
f P L2pΩqd✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ u P U0 :“ H1

0 pΩqd s✉❝❤
t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P U0✱

p2µ∇su,∇svq ` pλ∇¨u,∇¨vq “ pf, vq. ✭✷✮

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t
λ Ñ `8 r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲
❢r❡❡ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s♦❧❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❤❛♥❞ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t
♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✹✺✮ ❜❡❧♦✇✮✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠
♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ ❇r❡♥♥❡r ❛♥❞ ❙✉♥❣ ❬✽❪✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❈r♦✉③❡✐① ❛♥❞ ❘❛✈✐❛rt ❬✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✕❈❛✉❝❤② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❥✉♠♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛❝r♦ss ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥
❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❢❛s❤✐♦♥✱ ❛s ❞♦ ❍❛♥s❜♦ ❛♥❞ ▲❛rs♦♥ ❬✷✵❪✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧② t♦ st❛♥❞❛r❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♦r ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞❛❧
♠❡s❤❡s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ♣♦ss✐❜❧② ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦r
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st✲
♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ●②r②❛✱ ▲✐♣♥✐❦♦✈✱ ❛♥❞ ▼❛♥③✐♥✐ ❬✺❪ ❢♦r ❙t♦❦❡s ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❛t
♦❢ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛ ❬✻❪ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✐ P✐❡tr♦ ❛♥❞ ▲❡♠❛✐r❡ ❬✶✻❪✱
✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❈r♦✉③❡✐①✕❘❛✈✐❛rt s♣❛❝❡ ❛♥❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣❧②✱ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❬✽✱ ✷✵❪✳ ❈❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣✐r✐t ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❚❛❜❛rr❛❡✐ ❛♥❞ ❙✉❦✉♠❛r ❬✷✽❪✱ ✇❤❡r❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛r❜✐tr❛r②✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❲❡ ❝✐t❡ ❤❡r❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❇r❡③③✐✱ ❛♥❞
▼❛r✐♥✐ ❬✹❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❱✐rt✉❛❧ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❧❛♥❛r
❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❢❡❛t✉r✐♥❣ ✈❡rt❡①✱ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t ✉♥❦♥♦✇♥s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r q✉❛s✐✲
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d P t2, 3u ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❡❝❡♥t ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✶✸✱ ✶✹❪ ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ k ě 1✱ ♦✉r st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛t ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts
❛♥❞ ❢❛❝❡s ✉♣ t♦ ❞❡❣r❡❡ k✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✭✐✮ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❤✐♥❣✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②❀ ✭✐✐✮ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛
❧❡❛st✲sq✉❛r❡s st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡❛❦❧② ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t✲ ❛♥❞ ❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s✳
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❝❡❧❧✲✇✐s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ❡st❛❜❧✐s❤ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ str♦♥❣❧② ❡♥❢♦r❝❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s✳ ❊❧❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ❛r❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② st❛t✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳
❍❡♥❝❡✱ ❉❖❋s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❛r❡ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ♦r❞❡r k ě 1 ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤
❢❛❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ✾ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❡r ♠❡s❤ ❢❛❝❡
✐♥ ✸ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✷



❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❈♦❝❦❜✉r♥✱ ●♦♣❛❧❛❦r✲
✐s❤♥❛♥✱ ❛♥❞ ▲❛③❛r♦✈ ❬✾❪ ♦♥ ❍②❜r✐❞ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❍❉●✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s
♦❢ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❨❡ ❬✷✾❪ ♦♥ t❤❡ ❲❡❛❦ ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❲●✮ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ♦❢ ▲✐♣♥✐❦♦✈ ❛♥❞ ▼❛♥③✐♥✐ ♦♥
▼✐♠❡t✐❝ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✭▼❋❉✮ ❬✷✺❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦♥ ❍②❜r✐❞ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ✭❍❍❖✮
s❝❤❡♠❡s ❬✶✸✱ ✶✹❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❍❉● ❛♥❞ ❲● ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❍❍❖ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s♣❛❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ ♥♦t ❥✉st t❡♥s♦r✲✈❛❧✉❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❜✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥✲
❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳
❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✭✐✮ r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛❧ t♦ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t❀ ✭✐✐✮ ❡♥s✉r❡s ❝♦❡r❝✐✈✐t②❀ ✭✐✐✐✮ ②✐❡❧❞s ♦♣t✐♠❛❧ ✭❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❤❡♠❡s✱ ♦♥❧② ❍❉● s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✱ ❞❡✈✐s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②❀ ✇❡ r❡❢❡r✱ ❡✳❣✳✱ t♦ ❙♦♦♥✱ ❈♦❝❦❜✉r♥✱ ❛♥❞ ❙t♦❧❛rs❦✐ ❬✷✼❪ ✇❤❡r❡
✈❛r✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✭✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❍❍❖✮ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❍❍❖ ♠❡t❤♦❞ ❡①❤✐❜✐ts ✈❛r✐♦✉s s❛❧✐❡♥t ❜❡♥❡✜ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✐✮ r❡❧✐❡s ♦♥
❛ ♣✉r❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭♣r✐♠❛❧✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡
s②st❡♠ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t♦ str♦♥❣❧② s②♠♠❡tr✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦rs❀ ✭✐✐✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❡✛❡❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢❛❝❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ✭❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥s✮ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♠♣❛❝t
st❡♥❝✐❧ ✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❢❛❝❡s✮ ❛♥❞ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡
✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮❀ ✭✐✐✐✮ ❧❡❛❞s✱ ❢♦r s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧♦❝❦✐♥❣✲
❢r❡❡ str❛✐♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦r❞❡r pk ` 1q ❛♥❞ pk ` 2q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦♥
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❖✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❝♦st q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉❖❋s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣✱ s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ❛t ❛ ♠❡s❤ ✈❡rt❡①❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s ♦♣t✐♠❛❧❧②
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛♥② st❛♥❞❛r❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
✭❡✳❣✳✱ ❜② ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✶✷❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❉❖❋s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣ ✭♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❉❖❋s✮ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✭♠❛♣♣✐♥❣ ❉❖❋s t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❞✐s❝r❡t❡
❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✱ st❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ✐ts ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❧♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♦r❞❡r pk ` 1q ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠
❛♥❞ pk ` 2q ✐♥ t❤❡ L2✲♥♦r♠ ❢♦r s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛s♣❡❝ts✱ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ ❝♦st✳

✷ ❙❡tt✐♥❣

✷✳✶ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✶✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✶❪✳
▲❡t H Ă R

`
˚ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♠❡s❤s✐③❡s ❤❛✈✐♥❣ 0 ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

✸



❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s pThqhPH ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ h P H✱ Th ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❡♠♣t②
❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✭❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ❝❡❧❧s✮ Th “ tT u s✉❝❤ t❤❛t Ω “

Ť
TPTh

T ❛♥❞
h “ maxTPTh hT ✭hT st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ T ✮✳ ❆ ❤②♣❡r♣❧❛♥❛r ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡t
F ♦❢ Ω ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❛❝❡ ✐❢ ✐t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ pd´1q✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✭✐✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐st
T1, T2 P Th s✉❝❤ t❤❛t F “ BT1 X BT2 ✭❛♥❞ F ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ♦r ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts T P Th s✉❝❤
t❤❛t F “ BT X BΩ ✭❛♥❞ F ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F i

h✱ t❤❡
s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s ❜② Fb

h ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t Fh :“ F i
h Y Fb

h ✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ F P Fh ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② hF ✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ FT :“ tF P Fh | F Ă BT u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝❡s ❧②✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ T ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ F P FT ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② nTF t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ F ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ♦❢ T ✳
❚❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ m P t0 . . . du✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② |¨|m✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡ pThqhPH ✐s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ h P H✱ Th ❛❞♠✐ts ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✉❜♠❡s❤ Th ✭s♦ t❤❛t ❛♥② ❝❡❧❧ ✭r❡s♣✳✱
❢❛❝❡✮ ♦❢ Th ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✭r❡s♣✳✱ ❢❛❝❡✮ ♦❢ Th✮ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ̺ ą 0 ✭t❤❡
♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿ ✭✐✮ ❢♦r ❛❧❧
h P H ❛♥❞ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡① S P Th ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r hS ❛♥❞ ✐♥r❛❞✐✉s rS✱ ̺hS ď rS ✭s❤❛♣❡✲r❡❣✉❧❛r✐t②✮ ❛♥❞
✭✐✐✮ ❢♦r ❛❧❧ h P H✱ ❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ ❛❧❧ S P Th s✉❝❤ t❤❛t S Ă T ✱ ̺hT ď hS ✭❝♦♥t❛❝t✲r❡❣✉❧❛r✐t②✮✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡s❤❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧
t✇♦ ✉s❡❢✉❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖✇✐♥❣ t♦ ❬✶✷✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✷❪✱ ❢♦r ❛❧❧
h P H✱ ❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ ❛❧❧ F P FT ✱ hF ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ hT ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

̺2hT ď hF ď hT . ✭✸✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ❬✶✷✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✶❪✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r NB ě pd ` 1q ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺✮
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱

@h P H, max
TPTh

cardpFT q ď NB. ✭✹✮

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❛s a À b t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② a ď Cb ✇✐t❤ C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ▲❛♠é✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳

✷✳✷ ❇❛s✐❝ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs Ctr ❛♥❞ Ctr,c ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡
tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ ❝❢✳ ❬✶✷✱ ▲❡♠♠❛t❛ ✶✳✹✻ ❛♥❞ ✶✳✹✾❪✿

}v}F ď Ctrh
´1{2
F }v}T @v P P

l
dpT q, @F P FT , ✭✺✮

}v}BT ď Ctr,c

`
h´1
T }v}2T ` hT }∇v}2T

˘1{2
@v P H1pT q, ✭✻✮

✇❤❡r❡ P
l
dpT q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ T ♦❢ d✲✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢

t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ ď l✳ ❯s✐♥❣ ❬✶✷✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✵❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✽❪✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r Capp ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
T P Th✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② πl

T t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ P
l
dpT q✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✿

❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ❛❧❧ s P t1, . . . , pl ` 1qu✱ ❛♥❞ ❛❧❧ v P HspT q✱

|v ´ πl
T v|HmpT q ` h

1{2
T |v ´ πl

T v|HmpBT q ď Capph
s´m
T |v|HspT q @m P t0, . . . , ps ´ 1qu. ✭✼✮

✹



❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P H1pT q s✉❝❤ t❤❛t
ş
T
v “ 0✿

}v}T ď CPhT }∇v}T , ✭✽✮

✇❤❡r❡ CP “ π´1 ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝❢✳ ❬✸❪✮✱ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡s✱ CP ❝❛♥
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ s❡t

UpT q :“

"
v P H1pT qd |

ż

T

v “ 0 ❛♥❞

ż

T

∇ssv “ 0

*
, ✭✾✮

✇❤❡r❡ ∇ss ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝♦♥❞
❑♦r♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P UpT q✿

}∇v}T ď CK,2}∇sv}T , ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ CK,2 ą 0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉❧❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ̺✱ ❝❢✳✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✹✱ ✷✷✱ ✷✸❪ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ✇❡
✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P UpT q✱

}v}T ď CKhT }∇sv}T , ✭✶✶✮

✇✐t❤ CK “ CK,2CP✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✶✶✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ v P H1pT qd ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts Γ Ă BT ✇✐t❤
|Γ|d´1 ‰ 0 s✉❝❤ t❤❛t v|Γ “ 0✳

✸ ▲♦❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❉❖❋s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝
❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✸✳✶ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣

▲❡t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ k ě 0 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❉❖❋s ❛s

U
k
T :“ P

k
dpT qd ˆ

#
ą

FPFT

P
k
d´1pF qd

+
. ✭✶✷✮

❋♦r v P U
k
T ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ v “ pvT , pvF qFPFT

q✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r k “ 1 ❛♥❞ k “ 2✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣ IkT : UpT q :“ H1pT qd Ñ U

k
T ✐s s✉❝❤

t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P UpT q✱
IkT v “ pπk

T v, pπk
F vqFPFT

q. ✭✶✸✮

✸✳✷ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t

▲❡t T P Th✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r rkT : Uk
T Ñ P

k`1
d pT qd✳

❋♦r ❣✐✈❡♥ ❉❖❋s v “ pvT , pvF qFPFT
q P U

k
T ✱ t❤❡ ✜❡❧❞ rkT v P P

k`1
d pT qd ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ♣✉r❡✲tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ T ✿ ❋♦r ❛❧❧ w P P
k`1
d pT qd✱

p∇spr
k
T vq,∇swqT “ p∇svT ,∇swqT `

ÿ

FPFT

pvF ´ vT ,∇swnTF qF . ✭✶✹✮

✺
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k = 1

••
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k = 2

••
••••

••
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••

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋❛❝❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ✭❣r❡②✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ U
k
T ✭❝❢✳ ✭✶✷✮✮ ❢♦r k “ 1 ❛♥❞ k “ 2✳

❈❡❧❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✈✐❛ st❛t✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ♦❢ s✐③❡ d

ˆ
k ` 1 ` d

k ` 1

˙
✭❡✳❣✳✱ ❢♦r k “ 1✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ♦❢ s✐③❡ ✶✷ ✐❢ d “ 2 ❛♥❞ ✸✵ ✐❢ d “ 3✮✳ ❚❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✶✹✮ st❡♠s ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❛♥✐s❤❡s ✐❢ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ w ✐s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✹✮ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ✇❡ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ rkT v✱
❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✿

ż

T

rkT v “

ż

T

vT ,

ż

T

∇sspr
k
T vq “

ÿ

FPFT

ż

F

1

2
pnTFbvF ´ vFbnTF q, ✭✶✺✮

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t prkT I
k
T v ´ vq P UpT q ❢♦r ❛❧❧ v P U

k
T ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷

❜❡❧♦✇✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r Ek
T : Uk

T Ñ ∇sP
k`1
d pT qd

s✉❝❤ t❤❛t
Ek

T v :“ ∇spr
k
T vq. ✭✶✻✮

❖✇✐♥❣ t♦ ✭✶✻✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ w P P
k`1
d pT qd✱

pEk
T v,∇swqT :“ p∇svT ,∇swqT `

ÿ

FPFT

pvF ´ vT ,∇swnTF qF ✭✶✼❛✮

“ ´pvT ,∇¨∇swqT `
ÿ

FPFT

pvF ,∇swnTF qF , ✭✶✼❜✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♠❛♣ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r rkT I

k
T :

UpT q Ñ P
k`1
d pT qd ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ T ✳ ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✷ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r rkT I
k
T ✮✳ ▲❡t k ě 0 ❛♥❞ T P Th✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧

♥✉♠❜❡r C ą 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❛♥❞ k✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P Hk`2pT qd✱

}rkT I
k
T v ´ v}T ` h

1{2
T }rkT I

k
T v ´ v}BT

` hT }∇spr
k
T I

k
T v ´ vq}T ` h

3{2
T }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}BT ď Chk`2

T }v}Hk`2pT qd . ✭✶✽✮

Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ▲❡t v P Hk`2pT qd✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✶✹✮ ♦❢ rkT ❛♥❞ ✭✶✸✮ ♦❢ IkT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱

✻



❢♦r ❛❧❧ w P P
k`1
d pT qd✱

p∇sr
k
T I

k
T v,∇swqT “ ´pπk

T v,∇¨∇swqT `
ÿ

FPFT

pπk
F v,∇swnTF qF

“ ´pv,∇¨∇swqT `
ÿ

FPFT

pv,∇swnTF qF ,

s✐♥❝❡ ∇¨∇sw P P
k´1
d pT qd Ă P

k
dpT qd ❛♥❞ p∇swq|FnTF P P

k
d´1pF qd✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ②✐❡❧❞s

p∇sr
k
T I

k
T v ´ ∇sv,∇swqT “ 0 @w P P

k`1
d pT qd. ✭✶✾✮

❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✾✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

}∇spr
k
T I

k
T v ´ vq}T “ inf

wPPk`1

d
pT qd

}∇spw ´ vq}T À hk`1
T }v}Hk`2pT qd , ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ πk`1
T ✭✇✐t❤ s “ k ` 2

❛♥❞ m “ 1✮✳
✭✷✮ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ✈❡r✐❢② t❤❛t rkT I

k
T v ´v P UpT q✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ✭✶✺✮✱

ş
T
rkT I

k
T v “ş

T
πk
T v “

ş
T
v✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

ż

T

∇sspr
k
T I

k
T vq “

ÿ

FPFT

ż

F

1

2
pnTFbπk

F v ´ πk
F vbnTF q

“
ÿ

FPFT

ż

F

1

2
pnTFbv ´ vbnTF q “

ż

T

∇ssv.

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✉s✐♥❣ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✶✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✵✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

}rkT I
k
T v ´ v}T À hT }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}T À hk`2

T }v}Hk`2pT qd . ✭✷✶✮

✭✸✮ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✮✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

hT }rkT I
k
T v ´ v}2BT À }rkT I

k
T v ´ v}2T ` h2T }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}2T À h

2pk`1q
T }v}2Hk`2pT qd . ✭✷✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ h
3{2
T }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}BT ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ˘πk

T∇sv ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♥♦r♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ πk

T ✭❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲
✇✐s❡ t♦ ∇sv ✇✐t❤ s “ k ` 1 ❛♥❞ m “ 0✮✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮
♦♥ cardpFT q✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∇sr

k
T I

k
T v P P

k
dpT qdˆd s♦ t❤❛t

}πk
T∇sv ´ ∇sr

k
T I

k
T v}T ď }∇spv ´ rkT I

k
T vq}T ✱ ❛♥❞ ✭✷✵✮✳

✸✳✸ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡

▲❡t T P Th✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Dk
T : Uk

T Ñ P
k
dpT q ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧

v “ pvT , pvF qFPFT
q P U

k
T ❛♥❞ ❛❧❧ q P P

k
dpT q✱

pDk
T v, qqT :“ ´pvT ,∇qqT `

ÿ

FPFT

pvF ¨nTF , qqF ✭✷✸❛✮

“ p∇¨vT , qqT `
ÿ

FPFT

ppvF ´ vT q¨nTF , qqF . ✭✷✸❜✮

❆ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②✳

✼



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❈♦♠♠✉t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ▲❡t k ě 0 ❛♥❞ ❧❡t
T P Th✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s✿

UpT q L2pT q

U
k
T P

k
dpT q

∇¨

πk
T

Dk
T

IkT

Pr♦♦❢✳ ▲❡t T P Th✱ ❧❡t v P UpT q✱ ❛♥❞ s❡t v :“ IkT v✳ ❲❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ q P P
k
dpT q✱

pπk
T p∇¨vq, qqT “ p∇¨v, qqT “ ´p∇q, vqT `

ÿ

FPFT

pq, v¨nTF qF

“ ´p∇q, πk
T vqT `

ÿ

FPFT

pq, πk
F v¨nTF qF

“ ´p∇q, vT qT `
ÿ

FPFT

pq, vF ¨nTF qF “ pDk
T v, qqT ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t ∇q P P
k´1
d pT qd Ă P

k
dpT qd✱ q|F P P

k
d´1pF q✱ ❛♥❞ ✭✷✸❛✮✳

✹ ❉✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐ts ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t k ě 1✳

✹✳✶ ▲♦❝❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s

▲❡t T P Th✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ U
k
T ˆ U

k
T s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v,w P U

k
T ✱

aT pv,wq :“ 2µpEk
T v, E

k
TwqT ` λpDk

T v, D
k
Twq ` p2µqsT pv,wq, ✭✷✹✮

✇✐t❤ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠

sT pv,wq :“
ÿ

FPFT

h´1
F pπk

F pRk
T v ´ vF q, πk

F pRk
Tw ´ wF qqF , ✭✷✺✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r v “ pvT , pvF qFPFT
q P U

k
T ✱ R

k
T v P P

k`1
d pT qd ✐s s✉❝❤ t❤❛t

Rk
T v :“ vT ` prkT v ´ πk

T r
k
T vq. ✭✷✻✮

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❉❖❋s
vT ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✜❡❧❞ rkT v ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✶✺✮ ❢♦r k ě 1✮✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ sT ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❧❡❛st✲
sq✉❛r❡s ♣❡♥❛❧t② ♦❢ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ P

k
d´1pF qd ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ vF ❛♥❞

pRk
T vq|F ✳ ❚❤✐s ♣❡♥❛❧t② ✐s t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡

s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥
t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ str❛✐♥ ✭s❡♠✐✲✮♥♦r♠s ♦♥ U

k
T ✿ ❋♦r ❛❧❧ v P U

k
T ✱

}v}2ε,T :“ }∇svT }2T ` |v|2ε,BT , |v|2ε,BT :“
ÿ

FPFT

h´1
F }vT ´ vF }2F . ✭✷✼✮

✽



▲❡♠♠❛ ✹ ✭❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ k ě 1✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r η ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱
❛♥❞ λ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P U

k
T ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✿

η}v}2ε,T ď }Ek
T v}2T ` sT pv, vq ď η´1}v}2ε,T . ✭✷✽✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ v P Hk`2pT qd✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✿

sT pIkT v, I
k
T vq

1{2 À hk`1
T }v}Hk`2pT qd . ✭✷✾✮

Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ▲❡t T P Th ❛♥❞ ❧❡t v P U
k
T ✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✷✽✮✳ ❚❛❦✐♥❣ w “ vT

✐♥ ✭✶✼❛✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

}∇svT }2T “ pEk
T v,∇svT qT `

ÿ

FPFT

pvT ´ vF ,∇svTnTF qF

ď }Ek
T v}2T `

1

2
}∇svT }2T ` NBC

2
tr|v|2ε,BT ,

✭✸✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮ ❢♦r t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

}∇svT }2T À }Ek
T v}2T ` |v|2ε,BT . ✭✸✶✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ F P FT ✱

h
´1{2
F }vF ´ vT }F ď h

´1{2
F }vF ´ πk

FR
k
T v}F ` h

´1{2
F }πk

FR
k
T v ´ vT }F

“ h
´1{2
F }πk

F pvF ´ Rk
T vq}F ` h

´1{2
F }πk

F pRk
T v ´ vT q}F

“ h
´1{2
F }πk

F pvF ´ Rk
T vq}F ` Ctrh

´1
F }rkT v ´ πk

T r
k
T v}T

✭✸✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t vF P P
k
d´1pF qd ❛♥❞

vT |F P P
k
d´1pF qd ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk

F ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✻✮

♦❢ Rk
T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✳ ❋♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ w P H1pT qd✱

✇r✐t✐♥❣ wRM “ |T |´1
d p

ş
T
wq ` |T |´1

d p
ş
T
∇sswqpx ´ xT q✱ ✇❤❡r❡ xT ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✱

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t πk
TwRM “ wRM s✐♥❝❡ k ě 1✱ ✇❤❡♥❝❡ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

}w ´ πk
Tw}T “ }pw ´ wRMq ´ πk

T pw ´ wRMq}T ď }w ´ wRM}T À hT }∇sw}T ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk
T ✐s ❛♥ L2✲♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✶✮ s✐♥❝❡

pw ´ wRMq P UpT q✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞ t♦ w “ rkT v✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮✱
❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✹✮ ♦❢ rkT ✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

Ctrh
´1
F }rkT v ´ πk

T r
k
T v}T ď ̺´2CtrCK}Ek

T v}T ,

s♦ t❤❛t
h

´1{2
F }vF ´ vT }F À h

´1{2
F }πk

F pvF ´ Rk
T vq}F ` }Ek

T v}T . ✭✸✸✮

❙q✉❛r✐♥❣ ✭✸✸✮✱ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r F P FT ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpFT q ❧❡❛❞s t♦

|v|2ε,BT À sT pv, vq ` }Ek
T v}2T . ✭✸✹✮

❚❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✷✽✮ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✶✮ ❛♥❞ ✭✸✹✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✷✽✮ ✉s❡s s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✳

✾



✭✷✮ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ✭✷✾✮ ❢♦r ❛❧❧ v P Hk`2pT qd✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧
F P FT ✱

h
´1{2
F }πk

F pRk
T I

k
T v ´ πk

F vq}F ď h
´1{2
F }Rk

T I
k
T v ´ v}F

“ h
´1{2
F }prkT I

k
T v ´ vq ´ πk

T prkT I
k
T v ´ vq}F

À h
´1{2
F }rkT I

k
T v ´ v}F ` Ctrh

´1
F }rkT I

k
T v ´ v}T

À hk`1
T }v}Hk`2pT qd ,

✭✸✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk
F ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ❉❖❋s ♦❢

IkT v ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✻✮ ♦❢ Rk
T ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡

❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk
T ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✶✽✮ ♦❢ rkT I
k
T ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❧✐♥❡✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✺✮ ♦❢ sT ✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✷✾✮ r❡❛❞✐❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮
♦♥ cardpFT q✳

✹✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s

●♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ♣r♦❝❡❡❞s✱ ❛s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱
❜② ❛ ❝❡❧❧✲✇✐s❡ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❉❖❋s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛t❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❉❖❋s ❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

U
k
h :“

#
ą

TPTh

P
k
dpT qd

+
ˆ

#
ą

FPFh

P
k
d´1pF qd

+
. ✭✸✻✮

❋♦r vh P U
k
h✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ vh “ ppvT qTPTh , pvF qFPFh

q✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② LT

t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❉❖❋s ✐♥ U
k
h t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❉❖❋s ✐♥

U
k
T ✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U

k
h✱ LT vh “ pvT , pvF qFPFT

q P U
k
T ✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ ❉❖❋s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞❛r②
❢❛❝❡s✳ ❲❡ s❡t

U
k
h,0 :“

!
vh “ ppvT qTPTh , pvF qFPFh

q P U
k
h | vF ” 0 @F P F

b
h

)
, ✭✸✼✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ah ❛♥❞ sh ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❝❡❧❧✲✇✐s❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r ❛❧❧ vh,wh P U
k
h✱

ahpvh,whq :“
ÿ

TPTh

aT pLT vh, LTwhq, shpvh,whq :“
ÿ

TPTh

sT pLT vh, LTwhq. ✭✸✽✮

❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t❡r♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ lh ♦♥ U
k
h s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U

k
h✱

lhpvhq :“
ÿ

TPTh

ż

T

f¨vT . ✭✸✾✮

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s✿ ❋✐♥❞ uh P U
k
h,0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U

k
h,0✱

ahpuh, vhq “ lhpvhq. ✭✹✵✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ ✭s❡♠✐✲✮♥♦r♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱

}vh}2ε,h :“
ÿ

TPTh

}LT vh}2ε,T . ✭✹✶✮

✶✵



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭◆♦r♠ }¨}ε,h✮✳ ❚❤❡ ♠❛♣ }¨}ε,h ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✶✮ ✐s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ U
k
h,0✳

Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h,0✱ }vh}ε,h “ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vT ” 0 ❢♦r ❛❧❧ T P Th

❛♥❞ vF ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fh✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t }vh}ε,h “ 0 ♠❡❛♥s t❤❛t

@T P Th, ∇svT ” 0 ❛♥❞ vT ´ vF ” 0 @F P Fh.

❋♦r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t T P Th ✇✐t❤ F P FT X Fb
h ✱ ✉s✐♥❣ vF ” 0 ✭❝❢✳ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✼✮ ♦❢

U
k
h,0✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t vT |F ” 0 ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ∇svT ” 0 ❛♥❞ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐♠♣❧✐❡s

vT ” 0 ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ vF 1 ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F 1 P FT ztF u s✐♥❝❡ vT ´ vF 1 ” 0✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡s✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ✉♥t✐❧
❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻ ✭❲❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✹✵✮✮✳ ❆ss✉♠❡ k ě 1✳ ❋♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❤♦❧❞s✿
η}vh}2ε,h ď

ÿ

TPTh

!
}Ek

TLT vh}2T ` sT pLT vh, LT vhq
)

ď η´1}vh}2ε,h, ✭✹✷✮

✇✐t❤ η r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✵✮ ✐s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✹✷✮ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ✭✷✽✮ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r T P Th✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✹✵✮
t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛①✕▼✐❧❣r❛♠ ▲❡♠♠❛ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

❘❡♠❛r❦ ✼ ✭❇♦✉♥❞ ♦♥ }¨}✲♥♦r♠✮✳ ❯s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❑♦r♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ s♠♦♦t❤ ✜❡❧❞s✱
s❡❡ ❉✉❛rt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ❇r❡♥♥❡r ❬✼❪✱ ❛♥❞ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ✐♥❢❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str♦♥❣❡r r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ }¨}ε,h✲♥♦r♠✿ ❋♦r ❛❧❧ vh P U

k
h,0✱ }vh}ε,h Á C}vh} ✇✐t❤ r❡❛❧

♥✉♠❜❡r C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ vh r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ♦❢ vh ❛s
pvhq|T “ vT ❢♦r ❛❧❧ T P Th✳

✺ ❊rr♦r ❛♥❛❧②s✐s

✺✳✶ ❇❛s✐❝ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡

▲❡t u P U0 ❛♥❞ uh P U
k
h,0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✹✵✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❜♦✉♥❞

t❤❡ ❡rr♦r uh ´puh✱ ✇❤❡r❡ puh P U
k
h,0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t puh “ ppπk

TuqTPTh , pπk
FuqFPFh

q✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t puh
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣s ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t✱
✐✳❡✳✱ LTpuh “ IkT pu|T q✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U

k
h✱

}vh}2en,h :“ ahpvh, vhq. ✭✹✸✮

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✹✷✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t }vh}2en,h ě p2µηq}vh}2ε,h✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡
❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜r♦❦❡♥ ✭♣✐❡❝❡✇✐s❡✮ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s HmpThq
❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ }¨}2

HmpThq “
ř

TPTh
}¨}2

HmpT q✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❆ss✉♠❡ k ě 1 ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② u P Hk`2pThqd ❛♥❞
∇¨u P Hk`1pThq✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✱ s✉❝❤
t❤❛t

p2µq
1{2}uh ´ puh}en,h ď Chk`1

´
2µ}u}Hk`2pThqd ` λ}∇¨u}Hk`1pThq

¯
. ✭✹✹✮

✶✶



❘❡♠❛r❦ ✾ ✭▲♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡st✐♠❛t❡✮✳ ❋♦r d “ 2 ❛♥❞ Ω ❝♦♥✈❡①✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✽❪ t❤❛t

µ}u}H2pΩqd ` λ}∇¨u}H1pΩq ď Cµ}f}, ✭✹✺✮

✇❤❡r❡ Cµ ą 0 ❞❡♥♦t❡s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Ω ❛♥❞ µ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ✳ ▼♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r k ě 1✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② s❤✐❢t µ}u}Hk`2pΩqd `λ}∇¨u}Hk`1pΩq ď Cµ}f}HkpΩqd ✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ vh P U
k
h,0✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

}vh}2en,h “ ahpvh, vhq ď

$
&
% sup

whPUk
h,0

ahpvh,whq

}wh}ε,h

,
.
- ˆ }vh}ε,h.

❙✐♥❝❡ }vh}en,h ě p2µηq1{2}vh}ε,h✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

p2µηq
1{2}vh}en,h ď sup

whPUk
h,0

,}wh}ε,h“1

ahpvh,whq.

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ t❤❡ ❡rr♦r puh ´ puhq ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✵✮ ②✐❡❧❞s

p2µηq
1{2}uh ´ puh}en,h ď sup

vhPUk
h,0

,}wh}ε,h“1

Ehpwhq, ✭✹✻✮

✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r Ehpwhq :“ lhpwhq´ahppuh,whq✳ ❲❡ ❜♦✉♥❞ Ehpwhq ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ wh P U
k
h,0

s✉❝❤ t❤❛t }wh}ε,h “ 1✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t f “ ´∇¨σ ❛✳❡✳ ✐♥ Ω✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❡❧❡♠❡♥t✲
✇✐s❡✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

lhpwhq “
ÿ

TPTh

#
2µp∇su,∇swT qT ` λp∇¨u,∇¨wT qT ´

ÿ

FPFT

pσnTF ,wT ´ wF qF

+
, ✭✹✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
wF ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fb

h t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t
ř

TPTh

ř
FPFT

pσnTF ,wF qF “ 0✳ ❚❛❦✐♥❣ w “ quT :“

rkTLTpuh “ rkT I
k
T pu|T q ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✼❛✮ ♦❢ Ek

TLTwh ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

pEk
TLTpuh, Ek

TLTwhqT “ p∇squT ,∇swT qT `
ÿ

FPFT

p∇squTnTF ,wF ´ wT qF . ✭✹✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❛❦✐♥❣ q :“ πk
T p∇¨uq ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✸❜✮ ♦❢ Dk

TLTwh ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r IkT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

pDk
TLTpuh, Dk

TLTwhqT “ pπk
T p∇¨uq, Dk

TLTwhqT

“ p∇¨u,∇¨wT qT `
ÿ

FPFT

pπk
T p∇¨uq, pwF ´ wT q¨nTF qF ,

✭✹✾✮

s✐♥❝❡ ∇¨wT P P
k´1
d pT q Ă P

k
dpT q✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✼✮✕✭✹✾✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Ehpwhq✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

Ehpwhq “
ÿ

TPTh

2µ

#
p∇spu ´ quT q,∇swT qT `

ÿ

FPFT

p∇spu ´ quT qnTF ,wF ´ wT qF

+

´
ÿ

FPFT

λpp∇¨u ´ πk
T p∇¨uqqnTF ,wT ´ wF qF ´ p2µqshppuh,whq :“ T1 ` T2 ` T3. ✭✺✵✮

✶✷



❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T1✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✶✽✮ ♦❢
rkT I

k
T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T1| À 2µhk`1}u}Hk`2pThqd}wh}ε,h. ✭✺✶✮

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r T2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ πk
T ②✐❡❧❞s

|T2| À λhk`1}∇¨u}Hk`1pThq}wh}ε,h. ✭✺✷✮

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T3✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ sh t❤❛t

|T3| ď p2µqshppuh,puhq
1{2shpwh,whq

1{2 À 2µhk`1}u}Hk`2pThqd}wh}ε,h, ✭✺✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✭✷✾✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✷✽✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✹✮ ❢♦❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✺✶✮✱ ✭✺✷✮✱ ❛♥❞ ✭✺✸✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✵✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✹✻✮✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥❢❡r ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ∇su t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣✮
s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Ek

huh s✉❝❤ t❤❛t Ek
huh|T “ Ek

TLTuh ❢♦r ❛❧❧ T P Th✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✵ ✭❊st✐♠❛t❡ ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

p2µq}∇su ´ Ek
huh} ď Chk`1

´
2µ}u}Hk`2pThqd ` λ}∇¨u}Hk`1pThq

¯
, ✭✺✹✮

✇❤❡r❡ C ą 0 ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ②✐❡❧❞s

}∇su ´ Ek
TLTuh}T ď }∇spu ´ rkT I

k
Tuq}T ` }Ek

TLT ppuh ´ uhq}T ,

s✐♥❝❡∇spr
k
T I

k
Tuq|T “ Ek

TLTpuh✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳

✺✳✷ L
2✲❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ }¨}✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t②
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ❋♦r ❛❧❧ g P L2pΩqd✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

´∇¨ς “ g ✐♥ Ω,

ς “ 2µ∇sz ` λp∇¨zqId ✐♥ Ω,

z “ 0 ♦♥ BΩ,

✭✺✺✮

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡

µ}z}H2pΩqd ` λ}∇¨z}H1pΩq ď Cµ}g}. ✭✺✻✮

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r eh s✉❝❤ t❤❛t eh|T :“ uT ´πk
Tu P P

k
dpT qd ❢♦r ❛❧❧ T P Th✳

✶✸



❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭L2✲❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✺✻✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

}eh} ď Chk`2
´
2µ}u}Hk`2pThqd ` λ}∇¨u}Hk`1pThq

¯
, ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ C ą 0 ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Ω✱ µ✱ ❛♥❞ ̺✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ ❛♥❞ h✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❜② a À b t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② a ď Cb ✇✐t❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r C ą 0

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ λ✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ µ✳ ❙✐♥❝❡ }¨}en,h ě p2µηq1{2}¨}ε,h ❛♥❞
}¨}en,h ě p2µqshp¨, ¨q1{2✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✹✮ t❤❛t✱ ✇✐t❤ eh :“ uh ´ puh P U

k
h,0

❛♥❞ Bpu, kq :“ 2µ}u}Hk`2pThqd ` λ}∇¨u}Hk`1pThq✱

}eh}ε,h ` shpeh, ehq
1{2 À hk`1Bpu, kq. ✭✺✽✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✺✮ ✇✐t❤ g :“ eh ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ z ❛♥❞ ς✳ ■♥t❡✲
❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ eh|T “ eT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

}eh}2 “ ´
ÿ

TPTh

peT ,∇¨ςqT “
ÿ

TPTh

#
p∇seT , ςqT `

ÿ

FPFT

peF ´ eT , ςnTF qF

+
, ✭✺✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ς ❛❝r♦ss ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t eF ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fb
h ✳ ▲❡t pzh :“ ppπk

T zqTPTh , pπk
F zqFPFh

q P U
k
h,0 ✭s♦ t❤❛t

LTpzh “ IkT z|T ✮ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱

}∇spz ´ rkT I
k
T zq}T ` h

1{2
T }∇spz ´ rkT I

k
T zq}BT À hT }z}H2pT qd , ✭✻✵❛✮

}∇¨z ´ πk
T p∇¨zq}T ` h

1{2
T }∇¨z ´ πk

T p∇¨zq}BT À hT }∇¨z}H1pT q, ✭✻✵❜✮

sT pIkT z, I
k
T zq

1{2 À hT }z}H2pT qd . ✭✻✵❝✮

❊st✐♠❛t❡ ✭✻✵❛✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷❀ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✵❜✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✼✮ ♦❢ πk

T ❀ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✵❝✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❙✐♥❝❡ ahpeh,pzhq “ Ehppzhq ✇✐t❤
Ehppzhq “ lhppzhq ´ ahppuh,pzhq✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✭✺✾✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

}eh}2 “

#
ÿ

TPTh

«
p∇seT , ςqT `

ÿ

FPFT

peF ´ eT , ςnTF qF

ff
´ ahpeh,pzhq

+
` Ehppzhq :“ T1 ` T2.

✭✻✶✮

❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✼❛✮ ♦❢ Ek
TLT eh ✇✐t❤ w “ rkTLTpzh ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✸❜✮

♦❢ Dk
TLT eh ✇✐t❤ q “ Dk

TLTpzh✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

ahpeh,pzhq “
ÿ

TPTh

#
p∇seT , S

k
T qT `

ÿ

FPFT

peF ´ eT , S
k
TnTF qF

+
` p2µqshpeh,pzhq, ✭✻✷✮

✇✐t❤ Sk
T :“ 2µEk

TLTpzh ` λpDk
TLTpzhqId✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t♦ T1✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉s❡s ♦❢ t❤❡

❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t shpeh,pzhq ď shpeh, ehq1{2shppzh,pzhq1{2✱
shppzh,pzhq “

ř
TPTh

sT pIkT z, I
k
T zq✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ②✐❡❧❞

|T1| ď
 

}eh}2ε,h ` shpeh, ehq
(1{2

ˆ

#
ÿ

TPTh

!
}δT pzq}2T ` hT }δT pzq}2BT ` p2µq2sT pIkT z, I

k
T zq

)+1{2

,

✶✹



✇✐t❤ δT pzq :“ ς ´ Sk
TLTpzh “ p2µq∇spz ´ rkT I

k
T zq ` λp∇¨z ´ πk

T p∇¨zqqId✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐✲

♠❛t❡ ✭✺✽✮ ♦♥ eh✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✻✵✮ ♦♥ z✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✻✮✱ ✇❡
✐♥❢❡r t❤❛t

|T1| À hk`2Bpu, kq
´

}z}H2pΩqd ` λ}∇¨z}H1pΩq

¯
À hk`2Bpu, kq}eh}. ✭✻✸✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ T2✳ ❆❞❞✐♥❣ pσ,∇szq ´ pf, zq “ 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ lhppzhq “
ř

TPTh
pf, πk

T zqT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r
t❤❛t

Ehppzhq “
ÿ

TPTh

!
pσ,∇szqT ´ p2µqpEk

TLTpuh, Ek
TLTpzhqT ´ λpDk

TLTpuh, Dk
TLTpzhq

)

´
ÿ

TPTh

p2µqsT pLTpuh, LTpzhq `
ÿ

TPTh

pf, πk
T z ´ zqT

:“ T2,1 ` T2,2 ` T2,3.

✭✻✹✮

❚♦ ❜♦✉♥❞ T2,1✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Ek
TLTpuh “ ∇spr

k
T I

k
Tuq ❛♥❞ Ek

TLTpzh “ ∇spr
k
T I

k
T zq ♦✇✐♥❣

t♦ ✭✶✻✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s Dk
TLTpuh “ πk

T p∇¨uq ❛♥❞ Dk
TLTpzh “ πk

T p∇¨zq ♦✇✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

T2,1 “
ÿ

TPTh

!
p2µqp∇spu ´ rkT I

k
Tuq,∇spz ´ rkT I

k
T zqqT ` λp∇¨u ´ πk

T p∇¨uq,∇¨z ´ πk
T p∇¨zqqT

)
.

❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ♦❢ rkT I
k
T ❛♥❞ πk

T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ❜♦✉♥❞
t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ u ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✻✵❛✮✲✭✻✵❜✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ z ❧❡❛❞s t♦

|T2,1| À hk`2Bpu, kq
´

}z}H2pΩqd ` λ}∇¨z}H1pΩq

¯
. ✭✻✺✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ sT pLTpuh, LTpzhq “ sT pIkTu, I
k
T zq ď sT pIkTu, I

k
Tuq1{2sT pIkT z, I

k
T zq1{2✱ ✇❡ ✐♥❢❡r

✉s✐♥❣ ✭✷✾✮ ❛♥❞ ✭✻✵❝✮ t❤❛t
|T2,2| À hk`2Bpu, kq}z}H2pΩqd . ✭✻✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ πk
T ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❛♥❞ s✐♥❝❡ k ě 1✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t pf, πk

T z ´ zqT “ pπk
T f ´ f, zqT “

pπk
T f ´ f, z ´ π1

T zqT ✱ ✇❤❡♥❝❡

|T2,3| À hk`2}f}HkpΩqd}z}H2pΩqd . ✭✻✼✮

❯s✐♥❣ ✭✻✺✮✕✭✻✼✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|T2| À hk`2Bpu, kq}eh}. ✭✻✽✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✺✼✮ ❢♦❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ✭✻✸✮ ❛♥❞ ✭✻✽✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✶✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❛♥ L2✲❡st✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ u t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s rkhuh ❛♥❞ Rk

huh s✉❝❤ t❤❛t rkhuh|T “ rkTLTuh ❛♥❞ Rk
huh|T “ Rk

TLTuh ❢♦r ❛❧❧
T P Th✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✷ ✭L2✲❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✶✶✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

maxp}u ´ rkhuh}, }u ´ Rk
huh}q ď Chk`2

´
2µ}u}Hk`2pThqd ` λ}∇¨u}Hk`1pThq

¯
, ✭✻✾✮

✇❤❡r❡ C ą 0 ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ ❛♥❞ h✳

✶✺



Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ②✐❡❧❞s

}u ´ rkTLTuh}T ď }u ´ rkT I
k
Tu}T ` }rkT I

k
Tu ´ rkTLTuh}T :“ T1 ` T2,

❛♥❞ T1 ✐s r❡❛❞✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T2✱ ✇❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
v P H1pT qd✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ v “ pv´vRMq`vRM ✇✐t❤ vRM “ |T |´1

d p
ş
T
vq`|T |´1

d p
ş
T
∇ssvqpx´xT q✱

✇❤❡r❡ xT ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✳ ❙✐♥❝❡ pv ´ vRMq P UpT q✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ♦✇✐♥❣ t♦ ❑♦r♥✬s
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✶✮ t❤❛t }v}T ď CKhT }∇ssv}T ` }vRM}T ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❧❡❛❞s t♦

}v}T ď CKhT }∇ssv}T ` |T |
´1{2
d

ˇ̌
ˇ̌
ż

T

v

ˇ̌
ˇ̌ ` |T |

´1{2
d hT

ˇ̌
ˇ̌
ż

T

∇ssv

ˇ̌
ˇ̌ .

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ t♦ v “ rkT I
k
Tu ´ rkTLTuh✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✶✺✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③

✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T2| À hT }Ek
TLT ppuh ´ uhq}T ` }πk

Tu ´ uT }T ` hT
ÿ

FPFT

h
´1{2
F }πk

Fu ´ uF }F :“ T2,1 `T2,2 `T2,3.

❚❤❡ t❡r♠s T2,1 ❛♥❞ T2,2 ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s ✽ ❛♥❞ ✶✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦
❡st✐♠❛t❡ T2,3✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T2,3| À hT }LTpuh ´ LTuh}ε,T ` }πk
Tu ´ uT }T ,

✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ }u ´ rkhuh} ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠s ✽ ❛♥❞ ✶✶✳ ❚♦ ❜♦✉♥❞ }u ´ Rk
huh}✱ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✷✻✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ πk
T ✱

}u ´ Rk
huh}T ď }u ´ rkhuh}T ` }πk

T prkhuh ´ uq}T ` }πk
Tu ´ uT }T

ď 2}u ´ rkhuh}T ` }πk
Tu ´ uT }T ,

✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❛❞✐❧② ❢♦❧❧♦✇s✳

✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ✈❡r✐❢②
t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❈P❯ ❝♦st ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

✻✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s♣❛❝❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t T P Th ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② xT ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✇❤✐❝❤ T ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✇❛s ✉s❡❞✮✳ ❆s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r
P
l
dpT q✱ l P tk, k ` 1u✱ ✇❡ t❛❦❡✱ ❧❡tt✐♥❣ Al :“ tα “ pαiq1ďiďd P N

d | }α}ℓ1 ď lu✱

B
l
T :“

#
dź

i“1

ξαi

T,i

ˇ̌
ˇ α P Al, ξT,i :“

xi ´ xT,i

hT
@1 ď i ď d

+
, ✭✼✵✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛s✐s Bl
T ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

pξT,iq1ďiďd✳ ❆ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pl
dpT qd ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

✶✻



❜② t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ Bl
T ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ F P Fh✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❛s✐s Bk

F ❢♦r Pk
d´1pF q

s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡ s❝❛❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ F ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞✳ ❆ ❜❛s✐s ❢♦r Pk

d´1pF qd ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✵✮ ❞❡✜♥❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❜❛s❡s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ B
k`1
T

✭r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✶✹✮✮ ❛t q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ Bk
T ✭✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✷✸✮✮ ❜② s✐♠♣❧② ❞✐s✲

❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✭✶✺✮ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ③❡r♦✲❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t
❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❛♥✐s❤ ❛t xT ✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ B

k`1
T ❀ t❤❡ ③❡r♦✲❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s

❡♥❢♦r❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s s❝❛❧❛r✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r d “ 2 ❛♥❞ R
3✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r

d “ 3✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐♥ P

k
d´1pF qd ❢♦r ❛❧❧ F P Fb

h ✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞❡❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t♦ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ●❡t❋❡♠✰✰ ❬✷✻❪✳ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦r q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ②✐❡❧❞✲
✐♥❣ ♣②r❛♠✐❞❛❧ s✉❜✲❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ st❛♥❞❛r❞ ❝✉❜❛t✉r❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡
❝❛s❡✱ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♦r q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛r
❢❛❝❡s ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✻✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✽ ❛♥❞ ✶✶✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ♣✉r❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ µ “ 1✱ λ P t1, 1000u✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u “ pu1, u2q s✉❝❤ t❤❛t

u1 “ sinpπx1q sinpπx2q `
1

2λ
x1, u2 “ cospπx1q cospπx2q `

1

2λ
x2, ✭✼✶✮

❛♥❞ ❧♦❛❞ f “ pf1, f2q s✉❝❤ t❤❛t

f1 “ 2π2 sinpπx1q sinpπx2q, f2 “ 2π2 cospπx1q cospπx2q.

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✶✮ ❤❛s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t λ Ñ `8✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t f ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✱ ♠❛❦❡ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡
❡st✐♠❛t❡s ✭✹✹✮ ❛♥❞ ✭✺✼✮ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ λ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠❡s❤❡s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✿ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❬✷✶❪ ❛♥❞ t❤❡
✭♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②✮ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸❪✳ ❚❤❡ str❡ss ❡rr♦r ✐s
t❤❡ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s }u ´ Rk

huh}✱ ❝❢✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞ ✹ ❢♦r λ “ 1 ❛♥❞ λ “ 1000✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❧✐❣❤t s✉♣❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s
✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✲
str✉♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✶✺❪ t♦ s❡♣❛r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡ ✭✐✮ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② t✐♠❡ τass✱
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ah ✭❝❢✳ ✭✸✽✮✮✱
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r✱ ❑❡rs❤❛✇✱ ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✻

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐①❀ ✭✐✐✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t✐♠❡ τsol ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐❣❡♥✸ ❧✐❜r❛r② ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✶✹✮✱ ✭✷✸✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs πk

T ❛♥❞ πk
F ❛r❡

s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st ❈❤♦❧❡s❦② ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❊✐❣❡♥✸✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✭✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ ❢❛❝❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦♥❧②✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✉♣❡r▲❯ ❬✶✶❪ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P❊❚❙❝ ✸✳✹ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✷❪✳
❚❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✸✺✷✵
❈P❯ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✾✵ ●❍③ ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✽●❜ ♦❢ ❘❆▼✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✱ ❡✳❣✳✱ t♦ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❈P❯ ❝♦st✱ ✇❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ t❤❡ r❛t✐♦ τass{τsol ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
cardpFhq✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ NB ✭❝❢✳ ✭✹✮✮ ✐s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✱
t❤❡ r❛t✐♦ τass{τsol r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ τass9 cardpFhq ❛♥❞
τsol9 cardpFhq3{2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ ❧❛r❣❡ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❈P❯ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ❞❡♣✐❝t t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❈P❯
t✐♠❡ τtot :“ τass ` τsol✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❜❛s✐s ♦❢ ❢✉t✉r❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✶✮✱
t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♦r❞❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❈P❯
t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r✳

✻✳✸ ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡

❲❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡❀ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶❪✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ q✉❛s✐✲✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤
µ “ 0.375 ❛♥❞ λ “ 7.5ˆ106✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ F ✭❝❢✳ ❛❣❛✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❤❛s ✉♥✐t❛r②
r❡s✉❧t❛♥t✳ ❲❡ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥t A ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s xA “
p48, 52q ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✿ ✭✐✮ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞s uh “ puh,1, uh,2q P P

k
dpThqd ❛♥❞ quh “ pquh,1, quh,2q P P

k`1
d pThqd

s✉❝❤ t❤❛t uh|T “ uT ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ quh “ Rk
huh ✭❝❢✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✷✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡

phpxAq ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t② λDk
TLTuh ✇❤❡r❡ T ❞❡♥♦t❡s ♦♥❡ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t

A P BT ✭✇❤❡♥ t✇♦ s✉❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①✐st✱ ✇❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
s♦❧✈❡❞ ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r✱ ❑❡rs❤❛✇✱ ❛♥❞ ✭♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②✮ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♦♥t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦

✶✽



10´3 10´2

10´8

10´7

10´6

10´5

10´4

10´3

10´2

10´1

1.89

2.97

3.93

4.95

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❛✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´3 10´2

10´10

10´8

10´6

10´4

10´2

2.91

3.98

4.97
5.99

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❜✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.2 10´2 10´1.8
10´7

10´6

10´5

10´4

10´3

10´2

3.54

4.28

4.85

k “ 1

k “ 2

k “ 3

✭❝✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.2 10´2 10´1.8
10´9

10´8

10´7

10´6

10´5

10´4

10´3

3.71

4.82

5.99

k “ 1

k “ 2

k “ 3

✭❞✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.5 10´2 10´1.5

10´9

10´7

10´5

10´3

10´1

2.65

3.02

4.22

5.17

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❡✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.5 10´2 10´1.5
10´11

10´9

10´7

10´5

10´3

3.01

4.07
5.06

6.01

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❢✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊rr♦rs ✈s✳ h ❢♦r λ “ 1

✶✾



10´3 10´2

10´8

10´7

10´6

10´5

10´4

10´3

10´2

10´1

1.93

2.98

3.94

4.97

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❛✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´3 10´2

10´10

10´8

10´6

10´4

10´2

2.92

3.98

4.98
5.98

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❜✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.2 10´2 10´1.8
10´7

10´6

10´5

10´4

10´3

10´2

3.55

4.3

4.79

k “ 1

k “ 2

k “ 3

✭❝✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.2 10´2 10´1.8

10´8

10´7

10´6

10´5

10´4

10´3

3.82

4.85

5.65

k “ 1

k “ 2

k “ 3

✭❞✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.5 10´2 10´1.5

10´9

10´7

10´5

10´3

10´1

2.69

3.04

4.26

5.15

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❡✮ ❙tr❡ss ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2.5 10´2 10´1.5
10´11

10´9

10´7

10´5

10´3

3.01

4.06
5.05

5.99

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❢✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊rr♦rs ✈s✳ h ❢♦r λ “ 103

✷✵



102 103 104

100

101

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❛✮ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

102 103 104

10´1

100

101

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❜✮ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

❋✐❣✉r❡ ✺✿ τass{τsol ✈s✳ cardpFhq

10´1 100 101 102

10´9

10´7

10´5

10´3

10´1

´0.84

´1.21

´1.78

´2.35

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❛✮ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2 10´1 100 101 102

10´9

10´7

10´5

10´3

10´1

´1.05

´1.13

´1.64

´1.98

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❜✮ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙tr❡ss ❡rr♦r ✈s✳ τtot ✭s✮

10´1 100 101 102
10´12

10´10

10´8

10´6

10´4

10´2

´1.3

´1.63

´2.25
´2.84

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❛✮ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

10´2 10´1 100 101 102
10´12

10´10

10´8

10´6

10´4

10´2

´1.19

´1.52

´1.97

´2.3

k “ 1

k “ 2

k “ 3

k “ 4

✭❜✮ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈s✳ τtot ✭s✮

✷✶



48

4
4

1
6

FA

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♦❦✬s t❡st ❝❛s❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

✭❛✮ k “ 1

cardpThq cardpFhq uh,1pxAq quh,1pxAq uh,2pxAq quh,2pxAq phpxAq

56 92 ´7.390 ´7.414 16.712 16.717 5.123 ¨ 10´2

224 352 ´7.312 ´7.319 16.566 16.560 5.860 ¨ 10´2

896 1,376 ´7.279 ´7.282 16.498 16.496 6.614 ¨ 10´2

3,584 5,440 ´7.265 ´7.265 16.468 16.468 6.957 ¨ 10´2

14,336 21,632 ´7.255 ´7.255 16.449 16.449 7.051 ¨ 10´2

✭❜✮ k “ 2

cardpThq cardpFhq uh,1pxAq quh,1pxAq uh,2pxAq quh,2pxAq phpxAq

56 92 ´7.320 ´7.325 16.586 16.571 6.219 ¨ 10´2

224 352 ´7.282 ´7.283 16.501 16.498 6.911 ¨ 10´2

896 1,376 ´7.268 ´7.268 16.474 16.474 7.077 ¨ 10´2

3,584 5,440 ´7.264 ´7.264 16.467 16.467 7.086 ¨ 10´2

14,336 21,632 ´7.260 ´7.260 16.460 16.460 7.093 ¨ 10´2

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r k “ 2 ♦♥ t❤❡ ✜♥❡st tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✹✱✸✸✻ ❡❧❡♠❡♥ts✿

quh,1pxAq “ ´7.2596ˆ100 quh,2pxAq “ 1.6460ˆ101 phpxAq “ 7.0928ˆ10´2.

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✕✸ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❧✐✈❡rs ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
❡✈❡♥ ♦♥ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧✲❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❢❡✇
❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s uh ❛♥❞ quh ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r k “ 1 ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡st✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ✜♥❡st ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ t❤❛t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇ ✭✷✷✮ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ k “ 1✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ t❤❛t ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❜❡❝♦♠❡ r❛♣✐❞❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❤❡♥
r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✱ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s✳

✷✷



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♦❦✬s t❡st ❝❛s❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

✭❛✮ k “ 1

cardpThq cardpFhq uh,1pxAq quh,1pxAq uh,2pxAq quh,2pxAq phpxAq

289 612 ´7.334 ´7.343 16.590 16.594 6.855 ¨ 10´2

1,156 2,380 ´7.291 ´7.296 16.513 16.516 7.011 ¨ 10´2

2,601 5,304 ´7.280 ´7.282 16.494 16.494 7.068 ¨ 10´2

4,624 9,384 ´7.273 ´7.275 16.482 16.483 7.068 ¨ 10´2

7,225 14,620 ´7.270 ´7.270 16.476 16.476 7.079 ¨ 10´2

✭❜✮ k “ 2

cardpThq cardpFhq uh,1pxAq quh,1pxAq uh,2pxAq quh,2pxAq phpxAq

289 612 ´7.315 ´7.316 16.547 16.546 7.112 ¨ 10´2

1,156 2,380 ´7.285 ´7.286 16.499 16.499 7.088 ¨ 10´2

2,601 5,304 ´7.276 ´7.276 16.484 16.484 7.086 ¨ 10´2

4,624 9,384 ´7.267 ´7.267 16.471 16.471 7.084 ¨ 10´2

7,225 14,620 ´7.264 ´7.264 16.466 16.466 7.086 ¨ 10´2

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦♦❦✬s t❡st ❝❛s❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧②

✭❛✮ k “ 1

cardpThq cardpFhq uh,1pxAq quh,1pxAq uh,2pxAq quh,2pxAq phpxAq

22 62 ´7.275 ´7.326 16.563 16.621 4.321 ¨ 10´2

76 220 ´7.270 ´7.302 16.510 16.526 5.554 ¨ 10´2

280 824 ´7.268 ´7.284 16.485 16.493 6.457 ¨ 10´2

1,072 3,184 ´7.265 ´7.270 16.472 16.475 6.895 ¨ 10´2

4,192 12,512 ´7.261 ´7.262 16.463 16.464 7.036 ¨ 10´2

✭❜✮ k “ 2

cardpThq cardpFhq uh,1pxAq quh,1pxAq uh,2pxAq quh,2pxAq phpxAq

22 62 ´7.291 ´7.264 16.533 16.497 5.975 ¨ 10´2

76 220 ´7.275 ´7.283 16.491 16.493 6.808 ¨ 10´2

280 824 ´7.267 ´7.269 16.473 16.475 7.120 ¨ 10´2

1,072 3,184 ´7.261 ´7.261 16.462 16.462 7.088 ¨ 10´2

4,192 12,512 ´7.259 ´7.259 16.459 16.459 7.084 ¨ 10´2

✷✸



❚r✐❛ k “ 1 ❑❡rs k “ 1 ❍❡①❛ k “ 1 ❚r✐❛ k “ 2 ❑❡rs k “ 2 ❍❡①❛ k “ 2

102 103 104

16.5

16.6

16.7

cardpFhq

q u h
,2

p x
A

q

102 103 104

´7.4

´7.35

´7.3

´7.25

cardpFhq

qu h
,1

p x
A

q

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭r✐❣❤t✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ♣♦✐♥t A ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✮ ❢♦r
❈♦♦❦✬s ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡st ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ k “ 1 ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡s✮✱ k “ 2 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♠❡s❤❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♦♥t♦ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳

✭❛✮ 22 ❡❧❡♠❡♥ts ✭❜✮ 280 ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝✮ 4,192 ❡❧❡♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❉❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡st✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱ ❛♥❞ ✜♥❡st ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s
❢♦r ❈♦♦❦✬s t❡st ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ Rk

huh ✭❝❢✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✷✮✳

✷✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❋✳ ❆✉r✐❝❝❤✐♦✱ ▲✳ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❈✳ ▲♦✈❛❞✐♥❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘❡❛❧✐✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ♠✐①❡❞✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❈▼❆▼❊✱ ✶✾✹✿✷✾✹✼✕✷✾✻✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✷❪ ❙✳ ❇❛❧❛②✱ ❏✳ ❇r♦✇♥✱ ❑✳ ❇✉s❝❤❡❧♠❛♥✱ ❲✳ ❉✳ ●r♦♣♣✱ ❉✳ ❑❛✉s❤✐❦✱ ▼✳ ●✳ ❑♥❡♣❧❡②✱ ▲✳ ❈✉r❢♠❛♥ ▼❝■♥♥❡s✱
❇✳ ❋✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✳ P❊❚❙❝ ❲❡❜ ♣❛❣❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❝s✳❛♥❧✳❣♦✈✴♣❡ts❝✱ ✷✵✶✶✳

❬✸❪ ▼✳ ❇❡❜❡♥❞♦r❢✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥s✳ ❩✳ ❆♥❛❧✳ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ✷✷✭✹✮✿✼✺✶✕
✼✺✻✱ ✷✵✵✸✳

❬✹❪ ▲✳ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❋✳ ❇r❡③③✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✳ ▼❛r✐♥✐✳ ❱✐rt✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙■❆▼ ❏✳

◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✭✺✶✮✿✼✾✹✕✽✶✷✱ ✷✵✶✸✳

❬✺❪ ▲✳ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❱✳ ●②r②❛✱ ❑✳ ▲✐♣♥✐❦♦✈✱ ❛♥❞ ●✳ ▼❛♥③✐♥✐✳ ▼✐♠❡t✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✷✷✽✭✶✾✮✿✼✷✶✺✕✼✷✸✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✻❪ ▲✳ ❇❡✐rã♦ ❉❛ ❱❡✐❣❛✳ ❆ ♠✐♠❡t✐❝ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ▼✷❆◆ ▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧✳ ◆✉♠❡r✳

❆♥❛❧✳✱ ✹✹✭✷✮✿✷✸✶✕✷✺✵✱ ✷✵✶✵✳

❬✼❪ ❙✳ ❈✳ ❇r❡♥♥❡r✳ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ H
1 ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✼✸✭✷✹✼✮✿✶✵✻✼✕✶✵✽✼

✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✹✳

❬✽❪ ❙✳ ❈✳ ❇r❡♥♥❡r ❛♥❞ ▲✳✲❨✳ ❙✉♥❣✳ ▲✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱
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