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✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
s❛t✐s✜❡s ❛ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
❧✐♠✐t✳ ▲♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ L2✲♥♦r♠
♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈P❯ ❝♦st ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s✱ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r✱ ❧♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t Ω Ă R
d✱ d P t2, 3u✱ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♣r♦❜❧❡♠

´∇¨σ “ f ✐♥ Ω

σ “ 2µ∇su ` λp∇¨uqId ✐♥ Ω,

u “ 0 ♦♥ BΩ,

✭✶✮

✇✐t❤ µ ą 0 ❛♥❞ λ ě 0 s❝❛❧❛r ▲❛♠é ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ∇s ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ✭✐♥ s❤♦rt✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ▼♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r X Ă Ω✱
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② p¨, ¨qX ❛♥❞ }¨}X r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ♥♦r♠ ♦❢ L2pXq✱
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐❢ X “ Ω✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r L2pXqd

˚❞❛♥✐❡❧❡✳❞✐✲♣✐❡tr♦❅✉♥✐✈✲♠♦♥t♣✷✳❢r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
:❡r♥❅❝❡r♠✐❝s✳❡♥♣❝✳❢r
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❛♥❞ L2pXqdˆd✳ ❲✐t❤ f P L2pΩqd✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣

u P U0 :“ H1
0 pΩqd s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P U0✱

p2µ∇su,∇svq ` pλ∇¨u,∇¨vq “ pf, vq. ✭✷✮

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t
λ Ñ `8 r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲
❢r❡❡ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s♦❧❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❤❛♥❞ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t
♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✺✵✮ ❜❡❧♦✇✮✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠
♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇r❡♥♥❡r ❛♥❞ ❙✉♥❣ ❬✻❪✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡
♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❈r♦✉③❡✐① ❛♥❞ ❘❛✈✐❛rt ❬✼❪✳ ❚❤❡r❡✐♥✱ st❛❜✐❧✐t② ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ◆❛✈✐❡r✕❈❛✉❝❤② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡st♦r❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❥✉♠♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛❝r♦ss
✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❢❛s❤✐♦♥✱ ❛s ❞♦ ❍❛♥s❜♦ ❛♥❞ ▲❛rs♦♥ ❬✶✻❪✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧② t♦ st❛♥❞❛r❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♦r ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞❛❧
♠❡s❤❡s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ♣♦ss✐❜❧② ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡
❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ●②r②❛✱ ▲✐♣♥✐❦♦✈✱ ❛♥❞ ▼❛♥③✐♥✐ ❬✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❉✐ P✐❡tr♦ ❛♥❞ ▲❡♠❛✐r❡ ❬✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❈r♦✉③❡✐①✕
❘❛✈✐❛rt s♣❛❝❡ ❛♥❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❬✻✱ ✶✻❪✳ ❈❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t s♣✐r✐t ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❚❛❜❛rr❛❡✐ ❛♥❞ ❙✉❦✉♠❛r ❬✷✷❪✱ ✇❤❡r❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛r❜✐tr❛r②✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s ♦♥
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❲❡ ❝✐t❡ ❤❡r❡✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❇r❡③③✐✱ ❛♥❞ ▼❛r✐♥✐ ❬✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ❱✐rt✉❛❧ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❢❡❛t✉r✐♥❣ ✈❡rt❡①✱ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t
✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❚❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡ ✈✐rt✉❛❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
q✉❛s✐✲✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d P t2, 3u ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✶✵❪✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ k ě 1✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✭❉❖❋s✮ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛t ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛❝❡s ✉♣ t♦ ❞❡❣r❡❡ k✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥ts ✉♣ t♦ ❞❡❣r❡❡ k ❛t
♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✭✐✮ ✇❡
r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦r❞❡r k✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ♣✉r❡✲tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❀ ✭✐✐✮ ✇❡ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✐s❝r❡t❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt② ✭t❤✐s ✐s
t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t✮❀
✭✐✐✐✮ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡❛❦❧② ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t✲ ❛♥❞
❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s❀ t❤✐s st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛❧ t♦ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭✉♥❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❬✶✷❪✮ ❛♥❞ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❡♥s✉r❡s ❝♦❡r❝✐✈✐t② ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r s♠♦♦t❤
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥s✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♠♣❛❝t st❡♥❝✐❧ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡s ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡

✷



✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ ♦♥❡
❡❧❡♠❡♥t✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❛❝❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦♥❧②✳ ❆♥♦t❤❡r s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
✉s❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t✲ ❛♥❞ ❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❧❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ❝❛♥
❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
❛♣♣❡❛r ✭❛❢t❡r st❛t✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❋❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❖❋s ❡st❛❜❧✐s❤ ✐♥t❡r✲
❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ str♦♥❣❧② ❡♥❢♦r❝❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✾❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs ♠❛♣♣✐♥❣ ❉❖❋s t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡
♦♣❡r❛t♦rs ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛✲
❜✐❧✐③❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✱ st❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ✐ts ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❧♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s
✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ♦r❞❡r pk ` 1q ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❛♥❞ pk ` 2q ✐♥ t❤❡ L2✲♥♦r♠ ❢♦r
s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts✱ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠✲
♣❧❡s ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ ❝♦st✳

✷ ❙❡tt✐♥❣

✷✳✶ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✾✱ ❈❤❛♣t❡r ✶❪✳
▲❡t H Ă R

`
˚ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♠❡s❤s✐③❡s ❤❛✈✐♥❣ 0 ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s pThqhPH ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ h P H✱ Th ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❡♠♣t②
❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✭❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ❝❡❧❧s✮ Th “ tT u s✉❝❤ t❤❛t Ω “

Ť
TPTh

T ❛♥❞
h “ maxTPTh hT ✭hT st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ T ✮✳ ❆ ❤②♣❡r♣❧❛♥❛r ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡t
F ♦❢ Ω ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❛❝❡ ✐❢ ✐t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ pd´1q✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✭✐✮ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐st
T1, T2 P Th s✉❝❤ t❤❛t F “ BT1 X BT2 ✭❛♥❞ F ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ♦r ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts T P Th s✉❝❤
t❤❛t F “ BT X BΩ ✭❛♥❞ F ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F i

h✱ t❤❡
s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s ❜② Fb

h ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t Fh :“ F i
h Y Fb

h ✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ F P Fh ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② hF ✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ FT :“ tF P Fh | F Ă BT u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝❡s ❧②✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ T ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ F P FT ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② nTF t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ F ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ♦❢ T ✳
❚❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ m P t0 . . . du✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② |¨|m✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡ pThqhPH ✐s ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ h P H✱ Th ❛❞♠✐ts ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✉❜♠❡s❤ Th ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ̺ ą 0 ✭t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿ ✭✐✮ ❢♦r ❛❧❧ h P H ❛♥❞ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡① S P Th ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r hS ❛♥❞ ✐♥r❛❞✐✉s rS✱
̺hS ď rS ✭s❤❛♣❡✲r❡❣✉❧❛r✐t②✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢♦r ❛❧❧ h P H✱ ❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ ❛❧❧ S P Th s✉❝❤ t❤❛t S Ă T ✱
̺hT ď hS ✭❝♦♥t❛❝t✲r❡❣✉❧❛r✐t②✮✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡s❤❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧
t✇♦ ✉s❡❢✉❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖✇✐♥❣ t♦ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✷❪✱ ❢♦r ❛❧❧

✸



h P H✱ ❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ ❛❧❧ F P FT ✱ hF ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ hT ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

̺2hT ď hF ď hT . ✭✸✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✶❪✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r NB ě pd ` 1q ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺✮
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱

@h P H, max
TPTh

cardpFT q ď NB. ✭✹✮

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❛s a À b t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② a ď Cb ✇✐t❤ C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ▲❛♠é✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳

✷✳✷ ❇❛s✐❝ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs Ctr ❛♥❞ Ctr,c ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡
tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ ❝❢✳ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛t❛ ✶✳✹✻ ❛♥❞ ✶✳✹✾❪✿

}v}F ď Ctrh
´1{2
F }v}T @v P P

l
dpT q, @F P FT , ✭✺✮

}v}BT ď Ctr,c

`
h´1
T }v}2T ` hT }∇v}2T

˘1{2
@v P H1pT q, ✭✻✮

✇❤❡r❡ P
l
dpT q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ T ♦❢ d✲✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢

t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ ď l✳ ❯s✐♥❣ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✵❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✹❪✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r Capp ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
T P Th✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② πl

T t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥ P
l
dpT q✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✿

❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ❛❧❧ s P t1, . . . , pl ` 1qu✱ ❛♥❞ ❛❧❧ v P HspT q✱

|v ´ πl
T v|HmpT q ` h

1{2
T |v ´ πl

T v|HmpBT q ď Capph
s´m
T |v|HspT q @m P t0, . . . , ps ´ 1qu. ✭✼✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P H1pT q s✉❝❤ t❤❛t
ş
T
v “ 0✿

}v}T ď CPhT }∇v}T , ✭✽✮

✇❤❡r❡ CP “ π´1 ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝❢✳ ❬✷❪✮✱ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡s✱ CP ❝❛♥
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ̺✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ s❡t

UpT q :“

"
v P H1pT qd |

ż

T

v “ 0 ❛♥❞

ż

T

∇ssv “ 0

*
, ✭✾✮

✇❤❡r❡ ∇ss ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝♦♥❞
❑♦r♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P UpT q✿

}∇v}T ď CK,2}∇sv}T , ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ CK,2 ą 0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✲r❡❣✉❧❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ̺✱ ❝❢✳✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✵✱ ✶✽✱ ✶✾❪ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ✇❡
✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P UpT q✱

}v}T ď CKhT }∇sv}T , ✭✶✶✮

✇✐t❤ CK “ CK,2CP✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✶✶✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ v P H1pT qd ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts Γ Ă BT ✇✐t❤
|Γ|d´1 ‰ 0 s✉❝❤ t❤❛t v|Γ “ 0✳

✹



✸ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

✸✳✶ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

▲❡t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ k ě 0 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❉❖❋s ❛s

U
k
T :“ P

k
dpT qd ˆ

#
ą

FPFT

U
k
F

+
, U

k
F :“ P

k
d´1pF qd. ✭✶✷✮

▲❡t UpT q :“ H1pT qd✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r IkT : UpT q Ñ U
k
T ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧

v P UpT q✱
IkT v “ pπk

T v, pπk
F vqFPFT

q. ✭✶✸✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❖❋s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

U
k
h :“

#
ą

TPTh

P
k
dpT qd

+
ˆ

#
ą

FPFh

U
k
F

+
. ✭✶✹✮

❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② LT t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❉❖❋s ✐♥ U
k
h t♦

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❉❖❋s ✐♥ U
k
T ✳ ▲❡tt✐♥❣ U :“ H1pΩqd✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

Ikh : U Ñ U
k
h ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P U ✱ Ikhv “ ppπk

T vqTPTh , pπk
F vqFPFh

q✱ s♦ t❤❛t

LT I
k
hv “ IkT pv|T q @v P U. ✭✶✺✮

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ ❉❖❋s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❢❛❝❡s✳ ❲❡ s❡t

U
k
T,0 :“

!
v “ pvT , pvF qFPFT

q P U
k
T | vF ” 0 @F P F

b
h

)
. ✭✶✻✮

▲❡tt✐♥❣ U0pT q :“
 
v P UpT q | v|F ” 0 @F P FT X Fb

h

(
✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r IkT t♦ U0pT q ♠❛♣s ♦♥t♦ U
k
T,0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐t❤

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s

U
k
h,0 :“

!
vh “ ppvT qTPTh , pvF qFPFh

q P U
k
h | vF ” 0 @F P F

b
h

)
, ✭✶✼✮

❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Ikh t♦ U0 ♠❛♣s ♦♥t♦ U
k
h,0✳

✸✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❖❋ s♣❛❝❡s ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐s t❤❛t ✇❡ ❛✐♠ ❛t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝❤✐❡✈❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳

✸✳✷✳✶ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t

▲❡t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t T P Th ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ s❡t✱ ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ l ě 1✱

U
l
T :“ P

l
dpT qd X UpT q, ✭✶✽✮

✺



✇✐t❤ UpT q ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✾✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r Ek
T : Uk

T Ñ ∇sU
k`1
T

✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v “ pvT , pvF qFPFT
q P U

k
T ❛♥❞ ❛❧❧ w P U

k`1
T ✱

pEk
T v,∇swqT :“ p∇svT ,∇swqT `

ÿ

FPFT

pvF ´ vT ,∇swnTF qF ✭✶✾❛✮

“ ´pvT ,∇¨∇swqT `
ÿ

FPFT

pvF ,∇swnTF qF . ✭✶✾❜✮

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts v P U
k`1
T s✉❝❤ t❤❛t Ek

T v “ ∇sv✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Ek
T v

❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉r❡✲tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ v P U
k`1
T ✿ ❋♦r ❛❧❧ w P U

k`1
T ✱

p∇sv,∇swqT “ p∇svT ,∇swqT `
ÿ

FPFT

pvF ´ vT ,∇swnTF qF . ✭✷✵✮

Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✵✮ ✐s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✭✶✵✮✲✭✶✶✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷ ✭❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ▲❡t

RM :“
!
α ` βx | α P R

d, β P R
dˆd, β ` βT “ 0

)
Ă rP1

dsd, ✭✷✶✮

❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s❀ RM ✐s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❢♦r d “ 2 ❛♥❞ ❛
s✐①✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❢♦r d “ 3✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t T P Th✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② RMpT q t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞
❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ RM t♦ T ✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢❛❝ts✿

kerp∇sq “ RM ❛♥❞ P
k`1
d pT qd “ U

k`1
T ‘ RMpT q, ✭✷✷✮

✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ✭✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ❤♦❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ❢♦r ❛❧❧ w P P
k`1
d pT qd✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✭✷✵✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣✉r❡✲tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r rkT : U
k
T Ñ

P
k`1
d pT qd s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P U

k
T ✱

∇sr
k
T v :“ Ek

T v,

ż

T

rkT v “

ż

T

vT ,
ÿ

FPFT

ż

F

NTF prkT vq “
ÿ

FPFT

ż

F

NTF pvF q, ✭✷✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ F P FT ✱ NTF P R
dˆd ✐s s✉❝❤ t❤❛t NTFa “ 1

2
pnTFba ´ abnTF q ❢♦r ❛❧❧ a P R

d✳

◆♦t❡ t❤❛t
ş
T
∇ssw “

ř
FPFT

ş
F
NTFw|F ❢♦r ❛❧❧ w P UpT q✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ♠❡❛♥s t❤❛t rkT v ✐s t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v P U
k`1
T s♦❧✈✐♥❣ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ✜①❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ r✐❣❤t♠♦st

✭❝❧♦s✉r❡✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✸✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ✭✷✸✮ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t rkT I
k
T v´v P UpT q

❢♦r ❛❧❧ v P UpT q❀ ✐♥❞❡❡❞✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✸✮ ♦❢ IkT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t
ş
T
rkT I

k
T v “

ş
T
πk
T v “ş

T
v✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❢❛❝❡s ❛r❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❛r✱

ş
T
∇ssr

k
T I

k
T v “

ř
FPFT

ş
F
NTFπ

k
F v “

ř
FPFT

ş
F
NTF v “ş

T
∇ssv✳

❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r rkT I
k
T : UpT q Ñ P

k`1
d pT qd ♦♥

s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✸ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r rkT I
k
T ✮✳ ▲❡t k ě 0 ❛♥❞ T P Th✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧

♥✉♠❜❡r C ą 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ̺ ❛♥❞ k✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v P Hk`2pT qd✱

}rkT I
k
T v ´ v}T ` h

1{2
T }rkT I

k
T v ´ v}BT

` hT }∇spr
k
T I

k
T v ´ vq}T ` h

3{2
T }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}BT ď Chk`2

T }v}Hk`2pT qd . ✭✷✹✮

✻



Pr♦♦❢✳ ▲❡t v P Hk`2pT qd✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✷✸✮ ♦❢ rkT ✱ ✭✶✾❜✮ ♦❢ Ek
T ✱ ❛♥❞ ✭✶✸✮ ♦❢ IkT ✱ ✇❡

✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ w P P
k`1
d pT qd ✭❝❢✳ ❘❡♠❛r❦ ✷✮✱

p∇sr
k
T I

k
T v,∇swqT “ pEk

T I
k
T v,∇swqT “ ´pπk

T v,∇¨∇swqT `
ÿ

FPFT

pπk
F v,∇swnTF qF

“ ´pv,∇¨∇swqT `
ÿ

FPFT

pv,∇swnTF qF ,

s✐♥❝❡ ∇¨∇sw P P
k´1
d pT qd Ă P

k
dpT qd ❛♥❞ p∇swq|FnTF P P

k
d´1pF qd✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ②✐❡❧❞s

p∇sr
k
T I

k
T v ´ ∇sv,∇swqT “ 0 @w P P

k`1
d pT qd. ✭✷✺✮

❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✺✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

}∇spr
k
T I

k
T v ´ vq}T “ inf

wPPk`1

d
pT qd

}∇spw ´ vq}T À hk`1
T }v}Hk`2pT qd , ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ πk`1
T ✭✇✐t❤ s “ k ` 2

❛♥❞ m “ 1✮✳ ❯s✐♥❣ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✶✮ ✭s✐♥❝❡ prkT I
k
T v ´ vq P UpT q✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✻✮✱ ✇❡

✐♥❢❡r t❤❛t
}rkT I

k
T v ´ v}T À hT }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}T À hk`2

T }v}Hk`2pT qd . ✭✷✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✻✮
❛♥❞ ✭✷✼✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

hT }rkT I
k
T v ´ v}2BT À }rkT I

k
T v ´ v}2T ` h2T }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}2T À h

2pk`1q
T }v}2Hk`2pT qd . ✭✷✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ h
3{2
T }∇spr

k
T I

k
T v ´ vq}BT ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ˘πk

T∇sv ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♥♦r♠✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢
πk
T ✭❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ t♦ ∇sv ✇✐t❤ s “ k ` 1 ❛♥❞ m “ 0✮✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥✲

❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpFT q✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∇sr

k
T I

k
T v P P

k
dpT qdˆd s♦ t❤❛t }πk

T∇sv ´ ∇sr
k
T I

k
T v}T ď }∇spv ´ rkT I

k
T vq}T ✱ ❛♥❞ ✭✷✻✮✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r Ek
h : Uk

h Ñ
Ś

TPTh
∇sU

k`1
T ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞

❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✱ s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱

Ek
hvh|T “ Ek

TLT vh @T P Th. ✭✷✾✮

✸✳✷✳✷ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡

❋♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t T P Th✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Dk
T : Uk

T Ñ P
k
dpT q ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱

❢♦r ❛❧❧ v “ pvT , pvF qFPFT
q P U

k
T ❛♥❞ ❛❧❧ q P P

k
dpT q✱

pDk
T v, qqT :“ ´pvT ,∇qqT `

ÿ

FPFT

pvF ¨nTF , qqF ✭✸✵❛✮

“ p∇¨vT , qqT `
ÿ

FPFT

ppvF ´ vT q¨nTF , qqF . ✭✸✵❜✮

✼



❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r Dk
h : Uk

h Ñ P
k
dpThq :“

Ś
TPTh

P
k
dpT q ✐s

❛ss❡♠❜❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✱ s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱

Dk
hvh|T “ Dk

TLT vh @T P Th. ✭✸✶✮

❆ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❈♦♠♠✉t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛✲
❣r❛♠s ❝♦♠♠✉t❡✿

UpT q L2pT q

U
k
T P

k
dpT q

∇¨

πk
T

Dk
T

IkT

U0 L2
0pΩq

U
k
h,0 P

k
d,0pThq

∇¨

πk
h

Dk
h

Ikh

✇❤❡r❡ L2
0pΩq :“

 
v P L2pΩq |

ş
Ω
v “ 0

(
✱ Pk

d,0pThq :“ P
k
dpThqXL2

0pΩq✱ ❛♥❞ πk
h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ L2✲♣r♦❥❡❝t♦r πk
T ✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ▲❡t T P Th✱ ❧❡t v P UpT q✱ ❛♥❞ s❡t v :“ IkT v✳
❲❡ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ q P P

k
dpT q✱

pπk
T p∇¨vq, qqT “ p∇¨v, qqT “ ´p∇q, vqT `

ÿ

FPFT

pq, v¨nTF qF

“ ´p∇q, πk
T vqT `

ÿ

FPFT

pq, πk
F v¨nTF qF

“ ´p∇q, vT qT `
ÿ

FPFT

pq, vF ¨nTF qF “ pDk
T v, qqT ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t ∇q P P
k´1
d pT qd Ă P

k
dpT qd✱ q|F P P

k
d´1pF q✱ ❛♥❞ ✭✸✵❛✮✳ ❋♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ pDk
hvhq|T “ Dk

T pLT vhq ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h ♦✇✐♥❣

t♦ ✭✸✶✮✱ LT pIkhvq “ IkT pv|T q ❢♦r ❛❧❧ v P U ♦✇✐♥❣ t♦ ✭✶✺✮✱ ✇❤❡♥❝❡

pDk
hI

k
hvq|T “ Dk

T pIkT v|T q “ πk
T p∇¨pv|T qq “ pπk

hp∇¨vqq|T ,

♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πk
h ❛❝ts ❧♦❝❛❧❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

r❡str✐❝t✐♥❣ v t♦ U0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
ş
Ω
∇¨v “ 0✱ ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ✭✸✵❛✮ t❡st❡❞ ✇✐t❤ q ” 1 ♦✈❡r ❛❧❧

♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ②✐❡❧❞s
ş
Ω
Dk

hI
k
hv “ 0 s✐♥❝❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ U
k
h,0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fb

h ✳

✹ ❉✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t k ě 1✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♥♦t ❛❧❧♦✇✐♥❣ k “ 0 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ U

k
T ˆ U

k
T s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ u, v P U

k
T ✱

aT pu, vq :“ 2µpEk
Tu, E

k
T vqT ` λpDk

Tu, D
k
T vq ` p2µqsT pu, vq, ✭✸✷✮

✽



✇✐t❤ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠

sT pu, vq :“
ÿ

FPFT

h´1
F pπk

F pRk
Tu ´ uF q, πk

F pRk
T v ´ vF qqF , ✭✸✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
Rk

T : Uk
T Ñ P

k`1
d pT qd s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ v “ pvT , pvF qFPFT

q P U
k
T ✱

Rk
T v :“ vT ` prkT v ´ πk

T r
k
T vq, ✭✸✹✮

❛♥❞ rkT ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✸✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✉♥❦♥♦✇♥ vT ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ✭✶✾✮ ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✸✮ s✐♥❝❡
k ě 1✮✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ str❛✐♥ ✭s❡♠✐✲✮♥♦r♠s ♦♥
U
k
T ✿ ❋♦r ❛❧❧ v P U

k
T ✱

}v}2ε,T :“ }∇svT }2T ` |v|2ε,BT , }v}2E,s,T :“ }Ek
T v}2T ` sT pv, vq. ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ |v|2ε,BT :“
ř

FPFT
h´1
F }vT ´ vF }2F ✭t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ε r❡❢❡rs t♦ str❛✐♥✮✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥

❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ sT ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✸✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣❡♥❛❧t② ♦❢ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ P

k
d´1pF qd ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ vF ❛♥❞ pRk

T vq|F ✳ ❚❤✐s ♣❡♥❛❧t② ✐s t❛✐❧♦r❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ }¨}ε,T ✲♥♦r♠ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✹✵✮ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s✱ s❡❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✻✵✮ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ah ❛♥❞ sh ♦♥ U
k
h ˆ U

k
h ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ s♦ t❤❛t✱ ❢♦r

❛❧❧ uh, vh P U
k
h✱

ahpuh, vhq :“
ÿ

TPTh

aT pLTuh, LT vhq, shpuh, vhq :“
ÿ

TPTh

sT pLTuh, LT vhq. ✭✸✻✮

❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t❡r♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ lh ♦♥ U
k
h s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U

k
h✱

lhpvhq :“
ÿ

TPTh

lT pLT vhq, lT pvq :“

ż

T

f¨vT . ✭✸✼✮

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s✿ ❋✐♥❞ uh P U
k
h,0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U

k
h,0✱

ahpuh, vhq “ lhpvhq. ✭✸✽✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭s❡♠✐✲✮♥♦r♠s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱

}vh}2ε,h :“
ÿ

TPTh

}LT vh}2ε,T , }vh}2E,s,h :“
ÿ

TPTh

}LT vh}2E,s,T . ✭✸✾✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭◆♦r♠ }¨}ε,h✮✳ ❚❤❡ ♠❛♣ }¨}ε,h ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✾✮ ✐s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ U
k
h,0✳

Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h,0✱ }vh}ε,h “ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vT ” 0 ❢♦r ❛❧❧ T P Th

❛♥❞ vF ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fh✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t }vh}ε,h “ 0 ♠❡❛♥s t❤❛t

@T P Th, ∇svT ” 0 ❛♥❞ vT ´ vF ” 0 @F P Fh.

✾



❋♦r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t T P Th ✇✐t❤ F P FT X Fb
h ✱ ✉s✐♥❣ vF ” 0 ✭❝❢✳ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✻✮ ♦❢

U
k
T,0✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t vT |F ” 0 ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ∇svT ” 0 ❛♥❞ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐♠♣❧✐❡s

vT ” 0 ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ vF 1 ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F 1 P FT ztF u s✐♥❝❡ vT ´ vF 1 ” 0✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡s✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ✉♥t✐❧
❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✻ ✭❇♦✉♥❞ ♦♥ }¨}✲♥♦r♠✮✳ ❯s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❑♦r♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ s♠♦♦t❤ ✜❡❧❞s✱
s❡❡ ❉✉❛rt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❇r❡♥♥❡r ❬✺❪✱ ❛♥❞ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ✐♥❢❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str♦♥❣❡r r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ }¨}ε,h✲♥♦r♠✿ ❋♦r ❛❧❧ vh P U

k
h,0✱ }vh}ε,h Á C}vh} ✇✐t❤

r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ vh r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧✲✇✐s❡ ❉❖❋s ♦❢ vh ❛s
pvhq|T “ vT ❢♦r ❛❧❧ T P Th✳

▲❡♠♠❛ ✼ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ str❛✐♥ ♥♦r♠s✮✳ ▲❡t k ě 1✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r
η ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ v P U

k
T ✱

η}v}2ε,T ď }v}2E,s,T ď η´1}v}2ε,T , ✭✹✵✮

❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱

η}vh}2ε,h ď }vh}2E,s,h ď η´1}vh}2ε,h. ✭✹✶✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t T P Th ❛♥❞ ❧❡t v P U
k
T ✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✹✵✮✳ ❚❛❦✐♥❣ w “ vT

✐♥ ✭✶✾❛✮ ✭t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ vT R U
k`1
T ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✷✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

}∇svT }2T “ pEk
T v,∇svT qT `

ÿ

FPFT

pvT ´ vF ,∇svTnTF qF

ď }Ek
T v}2T `

1

2
}∇svT }2T ` NBC

2
tr|v|2ε,BT ,

✭✹✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮ ❢♦r t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

}∇svT }2T À }Ek
T v}2T ` |v|2ε,BT . ✭✹✸✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ F P FT ✱

h
´1{2
F }vF ´ vT }F ď h

´1{2
F }vF ´ πk

FR
k
T v}F ` h

´1{2
F }πk

FR
k
T v ´ vT }F

“ h
´1{2
F }πk

F pvF ´ Rk
T vq}F ` h

´1{2
F }πk

F pRk
T v ´ vT q}F

“ h
´1{2
F }πk

F pvF ´ Rk
T vq}F ` h

´1{2
F }rkT v ´ πk

T r
k
T v}F

✭✹✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t vF P P
k
d´1pF qd ❛♥❞

vT |F P P
k
d´1pF q ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk

F ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✹✮ ♦❢

Rk
T ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮✱ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✶✮ ✭s✐♥❝❡ rkT v´

πk
T r

k
T v P U

k`1
T ❢♦r k ě 1✮✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✸✮

♦❢ rkT ✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

h
´1{2
F }rkT v ´ πk

T r
k
T v}F ď ̺´2CtrCK}Ek

T v}T ,

s♦ t❤❛t
h

´1{2
F }vF ´ vT }F À h

´1{2
F }πk

F pvF ´ Rk
T vq}F ` }Ek

T v}T . ✭✹✺✮

✶✵



❙q✉❛r✐♥❣ ✭✹✺✮✱ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r F P FT ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpFT q ❧❡❛❞s t♦

|v|2ε,BT À sT pv, vq ` }Ek
T v}2T . ✭✹✻✮

❚❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✹✵✮ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✸✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✹✵✮ ✉s❡s s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✭✹✶✮
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✵✮ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r T P Th✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✽ ✭❲❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✸✽✮✮✳ ▲❡t k ě 1✳ ❋♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❤♦❧❞s✿
p2µηq}vh}2ε,h ď 2µ}vh}2E,s,h ` λ}Dk

hvh}2 “ ahpvh, vhq. ✭✹✼✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✽✮ ✐s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✼✮ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✸✻✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t② ✐♥ ✭✹✶✮✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✸✽✮ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛①✕▼✐❧❣r❛♠ ▲❡♠♠❛ s✐♥❝❡ }¨}ε,h
✐s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ U

k
h,0 ♦✇✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

✺ ❊rr♦r ❛♥❛❧②s✐s

✺✳✶ ❇❛s✐❝ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡

❲❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h✱

}vh}2en,h :“ 2µ}vh}2E,s,h ` λ}Dk
hvh}2 “ ahpvh, vhq. ✭✹✽✮

❖✇✐♥❣ t♦ ✭✹✼✮✱ t❤✐s r❡❛❞✐❧② ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ }¨}ε,h✲♥♦r♠ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ▲❡t k ě 1✳ ▲❡t u P U0 ❛♥❞ uh P U
k
h,0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s

t♦ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡t puh :“ Ikhu P U
k
h,0✱ ✇✐t❤ Ikh ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✺✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② u P Hk`2pThqd ❛♥❞ σ P Hk`1pThqdˆd✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r
C ą 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱ µ✱ ❛♥❞ λ✱ s✉❝❤ t❤❛t

p2µq
1{2}uh ´ puh}en,h ď Chk`1

´
2µ}u}Hk`2pThqd ` }σ}Hk`1pThqdˆd

¯
. ✭✹✾✮

❘❡♠❛r❦ ✶✵ ✭▲♦❝❦✐♥❣✲❢r❡❡ ❡st✐♠❛t❡✮✳ ❋♦r d “ 2 ❛♥❞ Ω ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐✲
♠❛t❡ ✭✹✾✮ ❢♦r k “ 0 ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ λ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡

µ}u}H2pΩqd ` λ}∇¨u}H1pΩq ď Cµ}f}, ✭✺✵✮

✇❤❡r❡ Cµ ą 0 ❞❡♥♦t❡s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Ω ❛♥❞ µ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ✳ ❆ ♣r♦♦❢
♦❢ ✭✺✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❬✻❪✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r k ě 1✱ ✇❡ ♥❡❡❞ f P HkpΩqd ❛♥❞ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐t② s❤✐❢t µ}u}Hk`2pΩqd ` λ}∇¨u}Hk`1pΩq ď Cµ}f}HkpΩqd ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ vh P U
k
h,0✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ str❡ss ✭❞✉❛❧✮ ♥♦r♠

}vh}S,h :“ sup
whPUk

h,0
,}wh}E,s,h“1

ahpvh,whq. ✭✺✶✮

❙✐♥❝❡ }vh}2en,h “ 2µ}vh}2E,s,h ` λ}Dk
hvh}2 “ ahpvh, vhq ď }vh}S,h}vh}E,s,h✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

p2µq
1{2}vh}en,h ď }vh}S,h.

✶✶



❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t uh ´puh P U
k
h,0 ②✐❡❧❞s p2µq1{2}uh ´puh}en,h ď }uh ´puh}S,h✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞

}uh ´ puh}S,h✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✽✮ ②✐❡❧❞s

}uh ´ puh}S,h “ sup
vhPUk

h,0
,}vh}E,s,h“1

Ehpvhq, ✭✺✷✮

✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r Ehpvhq :“ lhpvhq ´ ahppuh, vhq✳ ❲❡ ❜♦✉♥❞ Ehpvhq ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ vh P U
k
h,0✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t f “ ´∇¨σ ❛✳❡✳ ✐♥ Ω✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

lhpvhq “
ÿ

TPTh

#
2µp∇su,∇svT qT ` λp∇¨u,∇¨vT qT ´

ÿ

FPFT

pσnTF , vT ´ vF qF

+
, ✭✺✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
vF ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fb

h t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t
ř

TPTh

ř
FPFT

pσnTF , vF qF “ 0✳ ❚❛❦✐♥❣ w “ quT :“

rkTLTpuh “ rkT I
k
T pu|T q ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✾❛✮ ♦❢ Ek

hLT vh ❢♦r ❛❧❧ T P Th ✭❝❢✳ ❘❡♠❛r❦ ✷✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✷✾✮ ♦❢ Ek
h ❛♥❞ ✭✷✸✮ ♦❢ rkT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

2µpEk
hpuh, Ek

hvhq “
ÿ

TPTh

#
2µp∇squT ,∇svT qT `

ÿ

FPFT

2µp∇squTnTF , vF ´ vT qF

+
. ✭✺✹✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✶✮ ♦❢ Dk
h ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ q :“ πk

T p∇¨uq ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✵❜✮ ♦❢ Dk
hLT vh ❢♦r

❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r IkT ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

λpDk
hpuh, Dk

hvhq “
ÿ

TPTh

#
λp∇¨u,∇¨vT qT `

ÿ

FPFT

λpπk
T p∇¨uq, pvF ´ vT q¨nTF qF

+
. ✭✺✺✮

❯s✐♥❣ ✭✺✸✮✕✭✺✺✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Ehpvhq✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

Ehpvhq “
ÿ

TPTh

2µ

#
p∇spu ´ quT q,∇svT qT `

ÿ

FPFT

p∇spu ´ quT qnTF , vF ´ vT qF

+

´
ÿ

FPFT

λpp∇¨u ´ πk
T p∇¨uqqnTF , vT ´ vF qF ´ p2µqshppuh, vhq :“ T1 ` T2 ` T3. ✭✺✻✮

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T1✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✷✹✮ ♦❢
rkT I

k
T ✱ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✹✵✮ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T1| À 2µhk`1}u}Hk`2pThqd}vh}ε,h À 2µhk`1}u}Hk`2pThqd}vh}E,s,h. ✭✺✼✮

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r T2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✼✮ ♦❢ πk
T ②✐❡❧❞s

|T2| À λhk`1}∇¨u}Hk`1pThq}vh}E,s,h. ✭✺✽✮

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ T3✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th ❛♥❞ ❛❧❧ F P FT ✱

h
´1{2
F }πk

F pRk
TLTpuh ´ puF q}F ď h

´1{2
F }Rk

TLTpuh ´ u}F

“ h
´1{2
F }pquT ´ uq ´ πk

T pquT ´ uq}F

À h
´1{2
F }quT ´ u}F ` Ctrh

´1
F }quT ´ u}T

À hk`1
T }u}Hk`2pT qd ,

✭✺✾✮

✶✷



✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk
F ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ puF ✐♥ t❤❡ ✜rst

❧✐♥❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✹✮ ♦❢ Rk
T ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ puT ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡

❞✐s❝r❡t❡ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t πk
T ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✷✹✮ ♦❢ rkT I
k
T ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✸✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❧✐♥❡✳

❍❡♥❝❡✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✻✮ ♦❢ sh ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❜♦✉♥❞ ✭✹✮ ♦♥ cardpFT q✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

shppuh,puhq “
ÿ

TPTh

ÿ

FPFT

h´1
F }πk

F pRk
TLTpuh ´ uF q}2F À h2pk`1q}u}2Hk`2pThqd . ✭✻✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ sh✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✻✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t shpvh, vhq1{2 ď
}vh}E,s,h✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T3| ď p2µqshppuh,puhq
1{2shpvh, vhq

1{2 À 2µhk`1}u}Hk`2pThqd}vh}E,s,h. ✭✻✶✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✾✮ ❢♦❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✺✼✮✱ ✭✺✽✮✱ ❛♥❞ ✭✻✶✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✻✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✺✷✮✳

✺✳✷ L
2✲❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ }¨}✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t②
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ❋♦r ❛❧❧ g P L2pΩqd✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

´∇¨ς “ g ✐♥ Ω,

ς “ 2µ∇sz ` λp∇¨zqId ✐♥ Ω,

z “ 0 ♦♥ BΩ,

✭✻✷✮

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡

µ}z}H2pΩqd ` λ}∇¨z}H1pΩq ď Cµ}g}. ✭✻✸✮

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭L2✲❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✻✸✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

}eh} ď Chk`2
´

}u}Hk`2pThqd ` }σ}Hk`1pThqdˆd

¯
, ✭✻✹✮

✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦r eh P P
k
dpThqd s✉❝❤ t❤❛t eh|T :“ uT ´ πk

Tu ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
C ą 0 ✐s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Ω✱ µ✱ ❛♥❞ ̺✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ ❛♥❞ h✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❜② a À b t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② a ď Cb ✇✐t❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r C ą 0

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ λ✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ µ✳ ❙✐♥❝❡ ✭✹✽✮ ❛♥❞ ✭✹✶✮ ✐♠♣❧② t❤❛t }¨}en,h ě
p2µq1{2}¨}E,s,h ❛♥❞ }¨}E,s,h ě η

1{2}¨}ε,h✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✾✮ t❤❛t✱
✇✐t❤ eh :“ uh ´ puh P U

k
h,0 ❛♥❞ Bpu, σ, kq :“ }u}Hk`2pThqd ` }σ}Hk`1pThqdˆd ✱

}eh}ε,h ` shpeh, ehq
1{2 À hk`1Bpu, σ, kq. ✭✻✺✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✷✮ ✇✐t❤ g :“ eh✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✱ ✇❡ ✐♥❢❡r
t❤❛t

}eh}2 “ ´
ÿ

TPTh

peT ,∇¨ςqT “
ÿ

TPTh

«
p∇seT , ςqT `

ÿ

FPFT

peF ´ eT , ςnTF qF

ff
, ✭✻✻✮

✶✸



✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ς ❛❝r♦ss ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t eF ” 0 ❢♦r ❛❧❧ F P Fb
h t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t

ř
TPTh

ř
FPFT

peF , ςnTF qF “ 0✳ ▲❡t

pzh :“ Ikhz ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ T P Th✱

}∇sz ´ Ek
hLTpzh}T ` h

1{2
T }∇sz ´ Ek

hLTpzh}BT À hT }z}H2pT qd , ✭✻✼❛✮

}∇¨z ´ Dk
hLTpzh}T ` h

1{2
T }∇¨z ´ Dk

hLTpzh}BT À hT }∇¨z}H1pT q, ✭✻✼❜✮

sT pLTpzh, LTpzhq
1{2 À hT }z}H2pT qd . ✭✻✼❝✮

❊st✐♠❛t❡ ✭✻✼❛✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸❀ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✼❜✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹❀ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✼❝✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳
❙✐♥❝❡ ahpeh,pzhq “ Ehppzhq ✇✐t❤ Ehppzhq “ lhppzhq ´ahppuh,pzhq✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

}eh}2 “

#
ÿ

TPTh

«
p∇seT , ςqT `

ÿ

FPFT

peF ´ eT , ςnTF qF

ff
´ ahpeh,pzhq

+
` Ehppzhq :“ T1 ` T2.

✭✻✽✮

❋♦r ❛❧❧ T P Th✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✾❛✮ ♦❢ Ek
hLT eh ✇✐t❤ ∇sw “ Ek

TLTpzh ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲

t✐♦♥ ✭✸✵❜✮ ♦❢ Dk
hLT eh ✇✐t❤ q “ Dk

TLTpzh✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

ahpeh,pzhq “
ÿ

TPTh

#
p∇seT , S

k
T qT `

ÿ

FPFT

peF ´ eT , S
k
TnTF qF

+
` p2µqshpeh,pzhq, ✭✻✾✮

✇✐t❤ Sk
T :“ 2µEk

TLTpzh ` λDk
TLTpzhId✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t♦ T1✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉s❡s ♦❢ t❤❡

❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❡s❤ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ②✐❡❧❞✱ ✇✐t❤
δT pzq :“ ς ´ Sk

TLTpzh✱

|T1| ď
 

}eh}2ε,h ` shpeh, ehq
(1{2

ˆ

#
ÿ

TPTh

 
}δT pzq}2T ` hT }δT pzq}2BT

(
` p2µq2shppzh,pzhq

+1{2

.

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✺✮✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✻✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❡st✐✲
♠❛t❡ ✭✻✸✮✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T1| À hk`2Bpu, σ, kq
´

}z}H2pΩqd ` λ}∇¨z}H1pΩq

¯
À hk`2Bpu, σ, kq}eh}. ✭✼✵✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ T2✳ ❆❞❞✐♥❣ pσ,∇szq ´ pf, zq “ 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ lhppzhq “ pf, πk
hzq “ pπk

hf, zq✱ ✇❡ ✐♥❢❡r
t❤❛t

Ehppzhq “ pπk
hf ´ f, zq `

!
pσ,∇szq ´ p2µqpEk

hpuh, Ek
Tpzhq ´ λpDk

hpuh, Dk
hpzhq

)
´ p2µqshppuh,pzhq

:“ T2,1 ` T2,2 ` T2,3.

✭✼✶✮
❙✐♥❝❡ k ě 1✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

|T2,1| “ |pπk
hf ´ f, z ´ π1

hzq| À hk`2}f}HkpΩqd}z}H2pΩqd . ✭✼✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t Dk

hpzh “ πk
hp∇¨zq✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

T2,2 “ p2µqp∇su ´ Ek
hpuh,∇sz ´ Ek

hpzhq ` λp∇¨u ´ Dk
hpuh,∇¨z ´ Dk

hpzhq.

✶✹



❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✷✹✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ♦❢ rkT I
k
T ❛♥❞ πk

T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ❜♦✉♥❞
t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ u ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✻✼❛✮✲✭✻✼❜✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤ z ❧❡❛❞s t♦

|T2,2| À hk`2Bpu, σ, kq
´

}z}H2pΩqd ` λ}∇¨z}H1pΩq

¯
. ✭✼✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ sh✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✻✵✮ ♦♥ shppuh,puhq✱ ❛♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞ ✭✻✼❝✮ ♦♥ shppzh,pzhq✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t

shppuh,pzhq ď shppuh,puhq
1{2shppzh,pzhq

1{2 À hk`2Bpu, σ, kq}z}H2pΩqd . ✭✼✹✮

❯s✐♥❣ ✭✼✷✮✕✭✼✹✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|T2| À hk`2Bpu, σ, kq}eh}. ✭✼✺✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✻✹✮ ❢♦❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ✭✼✵✮ ❛♥❞ ✭✼✺✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✽✮✳

✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ ❝♦st ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

✻✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s♣❛❝❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t T P Th ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② xT ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✇❤✐❝❤ T ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ T ✇❛s ✉s❡❞✮✳ ❆s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r
P
l
dpT q✱ l P tk, k ` 1u✱ ✇❡ t❛❦❡✱ ❧❡tt✐♥❣ Al :“ tα “ pαiq1ďiďd P N

d | }α}ℓ1 ď lu✱

B
l
T :“

#
dź

i“1

ξαi

T,i

ˇ̌
ˇ α P Al, ξT,i :“

xi ´ xT,i

hT
@1 ď i ď d

+
, ✭✼✻✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛s✐s Bl
T ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

pξT,iq1ďiďd✳ ❆ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pl
dpT qd ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ Bl
T ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ F P Fh✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❢♦r Pk

d´1pF q ❛ ❜❛s✐s

Bk
F ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡ s❝❛❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ F ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞✳ ❆ ❜❛s✐s ❢♦r Pk
d´1pF qd ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✻✮ ❞❡✜♥❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❜❛s❡s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ B
k`1
T

✭r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✷✵✮✮ ❛t q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ Bk
T ✭✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✵✮✮ ❜② s✐♠♣❧② ❞✐s✲

❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✭✶✽✮ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✵✮
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ③❡r♦✲❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t
❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❛♥✐s❤ ❛t xT ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ B

k`1
T ❀ t❤❡ ③❡r♦✲❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s s❝❛❧❛r✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r d “ 2 ❛♥❞ R
3✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r

d “ 3✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐♥ P

k
d´1pF qd ❢♦r ❛❧❧ F P Fb

h ✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞❡❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t♦ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱

✶✺



✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ●❡t❋❡♠✰✰ ❬✷✶❪✳ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱
t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦r q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ②✐❡❧❞✐♥❣
♣②r❛♠✐❞❛❧ s✉❜❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ st❛♥❞❛r❞ ❝✉❜❛t✉r❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱
❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♦r q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛r
❢❛❝❡s ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✻✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②

❚♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✾ ❛♥❞ ✶✶✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱
♣✉r❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ µ “ 1✱ λ P t1, 1000u✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u “ pu1, u2q s✉❝❤ t❤❛t

u1 “ sinpπx1q sinpπx2q `
1

2λ
x1, u2 “ cospπx1q cospπx2q `

1

2λ
x2, ✭✼✼✮

❛♥❞ ❧♦❛❞ f “ pf1, f2q s✉❝❤ t❤❛t

f1 “ 2π2 sinpπx1q sinpπx2q, f2 “ 2π2 cospπx1q cospπx2q.

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✼✮ ❤❛s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t λ Ñ `8✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t f ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✱ ♠❛❦❡ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡
❡st✐♠❛t❡s ✭✹✾✮ ❛♥❞ ✭✻✹✮ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ λ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠❡s❤❡s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✿ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❬✶✼❪ ❛♥❞ t❤❡
✭♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧②✮ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸❪✳ ❚❤❡ str❡ss ❡rr♦r
✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✽✮✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❛♥❞ ✸
❢♦r λ “ 1 ❛♥❞ λ “ 1000✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
s❧✐❣❤t s✉♣❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑❡rs❤❛✇ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤
r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✲
str✉♠❡♥t❡❞ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✶✶❪ t♦ s❡♣❛r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡ ✭✐✮ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② t✐♠❡ τass✱
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ah ✭❝❢✳ ✭✸✻✮✮✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐①❀ ✭✐✐✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t✐♠❡ τsol ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐❣❡♥✸ ❧✐❜r❛r② ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✷✵✮✱ ✭✸✵✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs πk

T ❛♥❞ πk
F ❛r❡

s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st ❈❤♦❧❡s❦② ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❊✐❣❡♥✸✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✭✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ ❢❛❝❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦♥❧②✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✉♣❡r▲❯ ❬✽❪ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P❊❚❙❝ ✸✳✹ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✶❪✳ ❚❤❡
t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✸✺✷✵ ❈P❯
r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✾✵ ●❍③ ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✽●❜ ♦❢ ❘❆▼✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✱ ❡✳❣✳✱ t♦ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❈P❯ ❝♦st✱ ✇❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ t❤❡ r❛t✐♦ τass{τsol ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
cardpFhq✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ NB ✭❝❢✳ ✭✹✮✮ ✐s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✱
t❤❡ r❛t✐♦ τass{τsol r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ τass9 cardpFhq ❛♥❞
τsol9 cardpFhq3{2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ ❧❛r❣❡ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❈P❯ t✐♠❡✳

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r✱ ❑❡rs❤❛✇✱ ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✻

❋✐❣✉r❡s ✺ ❛♥❞ ✻ ❞❡♣✐❝t t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❈P❯
t✐♠❡ τtot :“ τass ` τsol✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❜❛s✐s ♦❢ ❢✉t✉r❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✼✮✱
t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲♦r❞❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❈P❯
t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙✳ ❇❛❧❛②✱ ❏✳ ❇r♦✇♥✱ ❑✳ ❇✉s❝❤❡❧♠❛♥✱ ❲✳ ❉✳ ●r♦♣♣✱ ❉✳ ❑❛✉s❤✐❦✱ ▼✳ ●✳ ❑♥❡♣❧❡②✱ ▲✳ ❈✉r❢♠❛♥ ▼❝■♥♥❡s✱
❇✳ ❋✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✳ P❊❚❙❝ ❲❡❜ ♣❛❣❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❝s✳❛♥❧✳❣♦✈✴♣❡ts❝✱ ✷✵✶✶✳

❬✷❪ ▼✳ ❇❡❜❡♥❞♦r❢✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥s✳ ❩✳ ❆♥❛❧✳ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ✷✷✭✹✮✿✼✺✶✕
✼✺✻✱ ✷✵✵✸✳

❬✸❪ ▲✳ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❋✳ ❇r❡③③✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✳ ▼❛r✐♥✐✳ ❱✐rt✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙■❆▼ ❏✳

◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✭✺✶✮✿✼✾✹✕✽✶✷✱ ✷✵✶✸✳

❬✹❪ ▲✳ ❇❡✐rã♦ ❞❛ ❱❡✐❣❛✱ ❱✳ ●②r②❛✱ ❑✳ ▲✐♣♥✐❦♦✈✱ ❛♥❞ ●✳ ▼❛♥③✐♥✐✳ ▼✐♠❡t✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
❙t♦❦❡s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✷✷✽✭✶✾✮✿✼✷✶✺✕✼✷✸✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✺❪ ❙✳ ❈✳ ❇r❡♥♥❡r✳ ❑♦r♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ H
1 ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✼✸✭✷✹✼✮✿✶✵✻✼✕✶✵✽✼

✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✱ ✷✵✵✹✳

❬✻❪ ❙✳ ❈✳ ❇r❡♥♥❡r ❛♥❞ ▲✳✲❨✳ ❙✉♥❣✳ ▲✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱
✺✾✭✷✵✵✮✿✸✷✶✕✸✸✽✱ ✶✾✾✷✳

❬✼❪ ▼✳ ❈r♦✉③❡✐① ❛♥❞ P✳✲❆✳ ❘❛✈✐❛rt✳ ❈♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
st❛t✐♦♥❛r② ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❘❆■❘❖ ▼♦❞é❧✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳ ◆✉♠✳✱ ✼✭✸✮✿✸✸✕✼✺✱ ✶✾✼✸✳

❬✽❪ ❏✳ ❲✳ ❉❡♠♠❡❧✱ ❙✳ ❈✳ ❊✐s❡♥st❛t✱ ❏✳ ❘✳ ●✐❧❜❡rt✱ ❳✳ ❙✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ❍✳ ▲✐✉✳ ❆ s✉♣❡r♥♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
s♣❛rs❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣✐✈♦t✐♥❣✳ ❙■❆▼ ❏✳ ▼❛tr✐① ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✭✸✮✿✼✷✵✕✼✺✺✱ ✶✾✾✾✳

❬✾❪ ❉✳ ❆✳ ❉✐ P✐❡tr♦ ❛♥❞ ❆✳ ❊r♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✾ ♦❢
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