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Résumé

Nous établissons de nouvelles bornes inférieures et supérieures sur le nombre de points rationnels des variétés
abéliennes et des Jacobiennes sur un corps fini. Nous déterminons de plus les nombres maximum et minimum de
points rationnels des surfaces Jacobiennes. Pour citer cet article : Y. Aubry, S.Haloui, G. Lachaud, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I zzx (2012).

Abstract

On the number of points on abelian and Jacobian varieties over finite fields. To cite this article: Y.
Aubry, S.Haloui, G. Lachaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I xzz (2012).

1. Variétés abéliennes

Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur le corps fini IF, de caractéristique p, avec ¢ = p".

Le polynome de Weil fa(t) de A est le polyndome caractéristique de son endomorphisme de Frobenius

F4. On note wi,...,wy,w1,...,W, les racines complexes de fa(t) et |w;| = ¢'/?. Pour 1 <i < g, on pose
x; = —(w; +W;), et on dit que A est de type [z1,...,x,]. Le type de A dépend uniquement de sa classe
d’isogénie. On note 7 = 7(A) = = >°7_ (w; + ;) = >_7_, x; Vopposé de la trace de F4 et on dit que A

est de trace —7. Le nombre de points rationnels de A sur F, est donné par
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JA(Fg)| = fa(l) = [T(a + 1+ ). (1)

i=1
Puisque |z;] < 2¢'/2, on déduit de (1) les bornes classiques :
(g+1-2¢"%)7 < A(F,)| < (g+1+2¢'/%)".

Ces bornes peuvent étre améliorées :
Théoréme 1.1 Soit A une variété abélienne définie sur F, de dimension g, et posons m = [2,/q]. Alors

(g+1-—m)? <|A(F,)| < (g +1+m)?

avec égalité d droite (resp. a gauche) si et seulement si A est de type [m,...,m] (resp. [-m,...,—m]).
On peut étre plus précis en introduisant la trace :
Théoreme 1.2 Soit A une variété abélienne définie sur Fy de dimension g et de trace —t. Alors

AF) < (a+1+7)"

avec égalité si et seulement si A est de type [7/g,...,7/g].

Ce résultat a été démontré par H.G. Quebbemann [5] pour les Jacobiennes et par M. Perret [4] pour
les variétés de Prym. On dit que A (ou 7) est de défaut d si 7 =gm —d. On a :
Proposition 1.3 Si A est de défaut d, avec d =1 ou d = 2, alors

[A(F )] < (q+m)?(g+1+m)?.

On s’attache maintenant & déterminer une borne inférieure pour |A(F,)| symétrique de la borne

supérieure du Théoreme 1.2, et qui dépend du quotient de Specht défini pour h > 1 par
p1/(h=1)

Théoréme 1.4 Si g > 2, posons M(q) = 1/S(h(q)) et h(g) = ((¢"/*+1)/(¢*/ — 1))2. Soit A une
variété abélienne définie sur Fy de dimension g et de trace —1. Alors
T\ 9
A 2 M@ (g +1+ 7).
De plus M(2) > 0.261 et M(q) > 1—(2/q).
Théoreme 1.5 Soit A une variété abélienne définie sur Fy de dimension g et de trace —7. Alors
[A(Fg)| > (g +1—m)? + (¢ —m)?~" (gm + ).

Une autre fagon d’obtenir des bornes inférieures pour |A(F,)| est d’utiliser des méthodes de convexité
comme M. Perret dans [4]. On obtient :
Proposition 1.6 Posons r = [(g+ [w])/2] et s = [(g — 1 — [w] /2], ot w = 7/(2¢"/?). Alors

|A(F)| > (g +1+7—2(r —8)g"/?) (g + 1 +2¢"/%)" (¢ + 1 — 2¢"/?)*.

On démontre également de nouvelles minorations de |A(F,)| en fonction de la moyenne harmonique
1 =n(A) des nombres ¢ + 1 + z;, qui est définie par :

1_12‘]: 1 _125’: 1
noogeatlita g4 -wi

Théoréme 1.7 Soit A une variété abélienne définie sur Fy de dimension g. Alors |A(Fy)| > n(A)9.
On démontre que si g > 8, alors n(A) > g+1—m. Le Théoréme 1.7 est donc plus précis que le Théoréme
1.1 si ¢ > 8. Notons que si ¢ < 7, on peut avoir n(4) < g+ 1—m.
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2. Jacobiennes

On considere une courbe algébrique C, projective, non singuliere, définie sur I, et absolument irréduc-
tible. On note J¢ sa Jacobienne et N = |C(F,)| son nombre de points rationnels sur F,. Les résultats de
la section 1 s’appliquent évidemment aux Jacobiennes; en particulier, le Théoreme 1.4 implique :
Proposition 2.1 Si C est une courbe comme ci-dessus de genre g, alors :

ol®)] 2 by g+ 1+ TEDY

Les Propositions 1.5 et 1.6 fournissent des bornes sur les Jacobiennes de la méme maniere.

On s’intéresse a présent aux variétés abéliennes possédant certaines propriétés, les Jacobiennes en
étant des exemples particuliers. Si A est une variété abélienne définie sur I, de dimension g, on note
P(t) = Pa(t) le polynéme réciproque de son polynéme caractéristique fa(t). On définit la fonction zéta
virtuelle de numérateur P(t) comme la série formelle :

P(t)
(1—=1)(1—qt)
On définit trois suites (A,,), (Bn), (Ny) par les identitées suivantes :

ZAt —eXpZN —:H 1—t")~Bn, (2)

Comme on I’a démontré dans [3] avec la fonction zéta d’une courbe, on a
Théoréme 2.2 Supposons g > 2. Avec les notations précédentes,

g—1 g—2
9 —1-n
oy A =D Aut > ¢ A D
n n=0 n=0

Si A = J¢ est la Jacobienne d’une courbe C' sur Fg, alors A, et B, représentent respectivement les
nombres de diviseurs rationnels effectifs et premiers de degré n de C, et N,, = |C(F4n)|. Dans ce cas, les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

B, >0 si 1<n<2g, (B)

N, >Ny >0 si 1<n<2qg. (N)

En fait, ces conditions sont vérifiées pour tout m > 1. La proposition suivante, qui améliore certains
résultats de N. Elkies & al. [1], montre que les conditions (B) et a fortiori (N) sont propres aux Jaco-

biennes seulement si g est grand devant q.
Proposition 2.3 Soit A une variété abélienne définie sur Fy de dimension g > 1. Sin > 2, alors

nB, > (¢"* +1)*((¢"* — 1)* — 29).

Le théoréme suivant s’applique évidemment aux Jacobiennes.
Théoréme 2.4 Soit A une variété abélienne définie sur F, de dimension g > 2. Si la condition (B) est

vérifiée, alors
2g—3
N+2g—-2 N+n—-1
E Boy 1.n .
( 29 -1 )+n=0 o < n ﬂ

()

Z(t) = e Z[t]].

qg—1
AE)| > T

Si la condition (N) est vérifiée, alors

n(4)

AF,)l = =




Si la condition (N) est vérifiée, et si N > g(q*/?> — 1)+ 1, alors

A= (V) (V)

g g—2

3. Surfaces Jacobiennes

On s’intéresse au nombre maximum et minimum de points rationnels de la Jacobienne d’une courbe de
genre 2. On définit pour cela les quantités J;(2) = maxc|Jo(Fy)| et j4(2) = ming|Jo(Fy)|, ot C' décrit
I’ensemble des courbes lisses sur I, de genre 2.

La détermination de ces quantités implique une connaissance précise des classes d’isogénies des surfaces
abéliennes qui contiennent une Jacobienne, ce qui a été fait par E. Howe, E. Nart, and C. Ritzenthaler
dans [2].

Rappelons qu’un nombre qui est une puissance impaire ¢ d’un premier p est spécial si p|m ou s’il existe
une solution entiere & I'une des équations g =22+ 1, ¢g=22+2+1, ¢=22 + 2 + 2.

Théoréme 3.1 On a
Ja(2) =(g+1- m)27 Jq(2) = (¢ +1+ m)Q,

sauf dans les cas particuliers suivants :

Jq(2)|lg carré qg=4 5
g=9 25
q spécial  |{2¢'/} > o1 (g+1=—m=p1)(g+1-m—¢)
V2-1<{2¢"?} < (@+2-m+V2)(g+2-m—+2)
(24"} <V2-1,p fm, q#7° (@+1-m)(g+3—m)
sinon (g+2—-m)?
J4(2)|lg carré g=4 55
g=9 225
q spécial {2¢'/2} > ¢ (@+1+m+e1)(g+1+m+p2)
24"} <1, p# 2 ouplm (¢+m)?
sinon (g+1+m)(g—14+m)

Ici o1 = (=1 4+v5)/2, 2 = (=1 —/5)/2 et {a} est la partie fractionnaire du nombre a.
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