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Résumé— Cet article présente ’application des principes de
la platitude aux systémes linéaires non entiers MIMO a
l’aide d’une pseudo représentation d’état. L’objectif est de
déterminer les sorties linéaires plates pour les systémes LTI
commandables représentés sous la forme de matrices po-
lyndémiales.

Les matrices de définition, exprimées a I’aide des variables
du systéme, la sortie plate et ses dérivées successives, ca-
ractérisent le noyau d’une matrice polynémiale. La platitude
en planification de trajectoire est utilisée afin de déterminer
les commandes & appliquer, sans avoir a intégrer d’équation
différentielle quand la trajectoire est connue. De nombreux
développements ont été effectués pour les systemes LTI,
cependant, concernant les systémes non entiers, et parti-
culierement en MIMO, les travaux de recherche sont ou-

N

verts. L’approche présentée ici consiste a appliquer la pla-
titude, en utilisant les matrices polynémiales, aux systémes
fractionnaires linéaires multivariables.

Mots-clés— Platitude, planification de trajectoire, dérivée
non entiére, domaine temporel, pseudo représentation
d’état, systemes fractionnaires MIMO, systemes ther-
miques.

I. INTRODUCTION

Des études théoriques et expérimentales montrent
que les systémes thermiques [1], électro-chimiques [2]
et viscoélastiques [3] sont régis par des équations
différentielles a dérivées non entieres. L’utilisation des
modeles entiers n’est donc pas appropriée pour identifier
ce type de systemes, a moins d’avoir recours a des modeles
entiers complexes. Des modeles fractionnaires, basés sur le
concept de la dérivation non entiere et issus de I'identifica-
tion par modeles non entiers, ont été développés dans les
theses de Le Lay [4], Lin [5], Cois [6] et Aoun [7] mon-
trant un comportement plus proche des systemes réels, ces
approches nécessitant un nombre réduit de parametres.

La notion de platitude est une propriété caractérisant
une certaine classe de systemes non linéaires permettant
d’appliquer une commande simple et robuste [8], [9], [10].
Elle a été introduite par M. Fliess, J. Levine, Ph. Martin
and P. Rouchon [11], [12], [13], [14], [15]. En se limitant
aux systemes linéaires et invariant dans le temps (LTI),
il s’avere que ces systemes sont commandables ssi il est
possible de trouver une sortie plate issue de la forme cano-
nique de commandabilité de Brunowsky [11], [12]. Les sor-
ties plates résument, a elles seules, toutes les dynamiques

du systeme. En d’autres termes, 1’état et la commande
du systeme peuvent étre exprimés comme des fonctions
différentielles de la sortie plate et de ses dérivées, sans la
nécessité d’intégrer des équations différentielles. Trouver
I'expression de cette sortie plate en fonction des variables
du systeme et de ses dérivées s’avere étre plus délicat. La
platitude est bien adaptée pour la planification de trajec-
toire et favorise directement la génération de trajectoire.
En effet, elle a en commun avec la commande prédictive
de mettre 'accent sur les trajectoires de référence dont les
conditions initiales sont fixées. L’un des intéréts de la pla-
titude réside dans la possibilité de calculer directement de
la commande qui permet de générer la trajectoire désirée
en sortie en ’absence de perturbations.

Cette étude concerne la commande des systemes LTI
commandables. Tout systéme plat est commandable [11],
[12]; cette notion a été étendue aux systeémes non entiers
SISO (Single Input Single Output); une premiére étude
a été effectuée dans [16], ou les principes de platitude
sont appliqués par une approche par fonction de trans-
fert monovariable. L’originalité de 1’étude ci-présente est
I'extension du principe de la platitude aux systémes non
entiers par pseudo représentation d’état (représentation
d’état adaptée pour les systémes non entiers [17]), d’en
établir leur inversion dynamique, sans intégrer d’équations
différentielles mais en utilisant une sortie plate issue d’une
pseudo représentation d’état le long d’une trajectoire vou-
lue, puis 'application de ces extensions a un systeme mul-
tivariable (MIMO, Multiple Input multiple Ouput) non en-
tier.

Dans ce papier, la Section 2 établit dans un premier
temps un rappel succinct sur les notions de la dérivation
non entiere et de la pseudo représentation d’état, et
présente l'extension de la platitude aux systemes non en-
tiers. Dans la Section 3, la caractérisation des matrices de
définition des sorties linéaires plates ainsi que l'inversion
dynamique d’un systéme non entier sont détaillées. En-
fin, en Section 4, les principes théoriques présentés sont
illustrés a travers une application : la diffusion de deux flux
thermiques a travers un barreau métallique, qui représente
un systeme fractionnaire MIMO. La section 5 présente les
résultats de la simulation.



II. PSEUDO REPRESENTATION D’ETAT DES SYSTEMES
NON ENTIERS ET PRINCIPES DE LA PLATITUDE

A. Rappels sur les systémes non entiers

La dérivation non entiére (ou fractionnaire) & un ordre
quelconque (non entier),

v A d ’ *
D —(a) VVGR_’_,

a 6té définie au 19°™¢ siecle par Riemann et Liouville.
La dérivée fractionnaire d’ordre v d’une fonction z(t) est
définie comme étant la dérivée entiere d’ordre [v]+1 (ou |.|
est 'opérateur définissant la partie entiere) d’une intégrale
non entiere d’ordre v — [v] [18] :

1>

D¥z(t) =D+ (ILVHHx(t))

d\ 1 / x(r)dr
(E> I (LVJ +1-— I/)O/ (t _ T)V*LUJ ’ (1)

out>0,Vr € RY, et la fonction I' d’Euler est définie par :

I(z) = /e—ttw—ldt vz e R*\ {N"}. (2)
0

Sous la forme la plus générale, un modele non entier mo-
novariable peut étre défini par une équation différentielle
caractérisée par des ordres de dérivation réels, entiers ou
non entiers, soit :

agD"0y(t) + a1 D" 1y(t) + ...+ ar D" y(t) =
boD"ou(t) + ...+ by D™ M u(t), (3)

ou D représente 'opérateur de dérivation. On considere
également que pour tout 7,7 ot 0 <4 < j < L, vy, < vg;-
De méme, pour tout p,q ot 0 <p < q< M, v,, <vg,.

Definition : L’ordre commensurable [7] est défini comme
étant le plus grand diviseur réel positif des ordres de
dérivation (Vg,, ..., Va,, Vb - - - U, ) dans (3) (le plus grand
nombre est généralement choisit). Pour les systémes ration-
nels, 'ordre commensurable est égal a 1.

B. Simulation temporelle des systéemes non entiers

L’objectif de cette étude est d’une part d’étendre la pla-
titude aux systemes non entiers, et d’autre part que cette
approche puisse fonctionner a ’aide des algorithmes de si-
mulation des systemes fractionnaires dans le domaine tem-
porel. Cependant, seul I’algorithme de simulation utilisé ici
est détaillé, étant donné que I'objectif n’est pas d’examiner
les différents algorithmes de simulation. !

Etant donné que les systemes réels physiques présentent
un comportement fractionnaire sur une bande passante li-
mitée et les limitations pratiques des signaux d’entrée et de
sortie (la fréquence de coupure de Shannon pour la borne
supérieure, et le spectre du signal d’entrée pour la borne

1. Se référer a [19] pour une étude détaillée sur les simulations
temporelles des systémes & dérivées non entieres.
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Fig. 1. Approximation de opérateur de dérivation non entier par
une distribution par poles et zéros récursifs

inférieure), les opérateurs fractionnaires sont souvent ap-
prochés a des modeles rationnels d’ordre élevé. L’approxi-
mation en s” la plus utilisée dans la bande de fréquences
[wa,wp] est la distribution récursive de poles et de zéros
proposée par Oustaloup [17] (voir figure (1)) :

14+ =\" No14 =
2! g - wa | o K
S %S[“A’“B]‘C()(Hﬁ) ~Cll
oll wj = awj, Wi, =nw; et
1=1- 20 )
log am’

« et n définissent l'ordre de dérivation ~. Plus IV est
grand, meilleure est l'approximation de l'opérateur de
différentiation s”.

C. Eztension de la platitude aux systémes non entiers

Tout au long de Particle, u(¥) représente la dérivée tem-
porelle d’ordre k£ de u, ou k est un scalaire non entier. Soit
un systeme défini par ’équation différentielle suivante :

™) = f(x,u), (6)
avec ¥ € R, u € R™ étant I'entrée du systeéme, v € [0, 2] 2
lordre commensurable et f = (fi,..., fn) une fonction

réguliere de x et u ou le rang de % vaut m.

Un systeme est dit différentiellement plat [11], [12] s’il
existe un ensemble de variables indépendantes, faisant
référence a la sortie plate, tel que chaque variable du
systéme, incluant les entrées, est une fonction de la sor-
tie plate et d’'un nombre fini de ses dérivées successives.
Plus précisément, le systeme (6) est dit différentiellement
plat s’il existe un ensemble de variables (la sortie plate
fractionnaire) z tel que

z = h(x,u,u®,u®) . uB)) e R™, (7)

avec B un multi-entier fini de dimension m 2, v étant l'ordre

2. 11 est montré dans [20] que les systémes non entiers sont in-
stables pour v ¢]0, 2[.

3. Pour un multi-entier 8 = (S1, ..., fm) de dimension m et un vec-
teur u de dimension m, la notation w(#) représente (u(ﬁl), e u(*@m)).



commensurable, tel que

r =9 (z,z(”), vy 2@)

u=B (2,20, ..., z(+D)) (8)

avec o un multi-entier fini de dimension m, et tel que les
équations du systeme suivant :

/W) (z, PACI z((o‘)”)) =

(e (2,20, ., 200)) [ B (2,20, ., (a1 |
(9)

soient identiquement satisfaites. La sortie du systeme est

également fonction de la sortie plate :
y=% (z, PACON z(‘”’)) , (10)

ol ¢ est un multi-entier fini. Ainsi, les trajectoires du

systeme peuvent étre calculées par 'intermédiaire de la sor-
tie plate par dérivation pure.

D. Pseudo Représentation d’état

Les équations différentielles, dans lesquelles l'ordre
est sujet & deux niveaux de généralisation [17], inter-
viennent dans ’extension de la représentation d’état pour
les systemes non entiers. Dans le premier niveau de
généralisation, les ordres de dérivation de chaque équation
différentielle élémentaire sont les mémes et sont donnés par
I’ordre commensurable selon :

{ ™) (t) = Az () + Bu (t) (11)
y)=Cz(t)
ou A, B et C sont des matrices de dimensions n x n, n x
m et r X n respectivement. A, B et C sont des matrices
constantes.
Dans le deuxieme niveau de généralisation, les ordres
de dérivation des équations différentielles élémentaires sont
différentes, et le systeme prend la représentation suivante :

{ @ (t) = Az (t) + Bu (t)
Y

(t) = C (1) : (12)

ou v = (1, ...,I/K)T, Vi—1,...k € R . La variable d’état
de rang i est dérivée a I'ordre v;. Une fois I'ordre commen-
surable obtenu, il est possible de se ramener a une pseudo
représentation d’état de premier niveau de généralisation.
Ainsi, pour des raisons de simplicité, ’étude qui suit se fera
sous la pseudo représentation d’état de premier niveau.

I1I. SORTIE PLATE D’UN SYSTEME LINEAIRE NON
ENTIER ISSUS DE MATRICES POLYNOMIALES

A. Sortie plate d’un systeme linéaire non entier

Dans la suite, on introduit la transformation de La-
place £ qui est un outil algébrique souvent utilisé pour
représenter les systémes fractionnaires [21] :

ZL{D"x(t)} =X (s) ifx(t)=0Vt<O0. (13)
Dans la suite, toutes les variables sont dans le domaine
opérationnel; pour revenir au domaine temporel, il est
nécessaire d’appliquer I'opérateur inverse de Laplace £~ 1.

Les notions de polynomes en s” sont définies en annexe
-A.1. Les systemes linéaires (11) peuvent alors s’écrire a
I'aide de la représentation polynomiale sous la forme sui-
vante :

{ A(s")z = Bu (14)

y=Czx

avec A(s”) = s¥I — A une matrice de dimension n x n dont
les composantes sont des polynomes fractionnaires en s”
(I étant la matrice identité) et B une matrice constante
de dimension n x m et de rang m. Le systeme (14) est
supposé commandable, i.e. A et B sont premieres entre
elles & gauche [13].

On appelle sortie plate linéaire une sortie définie par (10)
et (8) avec h, @7, 2 et € étant linéaires, selon :

mo (kv)
Ty = Z Z QAi,j,k%; y v L..,n )
j=1k=0
m oj+1 (kv)
up = Z Z blvjqkzj 9 l 15 ,m -, (15)
=1 k=0
m Oj
_ (kv)
Yg = 2. D Cqjk 5 g=1r
j=1k=0

avec z une combinaison linéaire de z, u et d’'un nombre fini
de dérivées successives d’ordre v de u. Il est a noté que les
ordres de dérivation sont multiples de 1'ordre commensu-
rable v.

Mis sous forme de matrices polynomiales, (15) s’écrit

u=Q(s")z

avec P (resp. Q) une matrice polynémiale de s” (de puis-
sance non entiere) de dimension n x m (resp. m x m),

x=P(s")z, (16)

@y
de composantes P; ;(s*) = 3 a; ks (vesp. Qi ;(s") =
k=0

Otj+1
Z blﬁjyksku).
k=0

Les matrices P et () satisfaisant (16) sont appelés des
matrices de définition de la sortie linéarisante (ou sortie
plate) z.

Théoréeme La variable z = (21, ..., 2m) est une sortie
plate linéaire de (14) ssi ses matrices de définition P et Q
sont données par

RTA(s")P(s") =0, (17)
A(s”) P(s") = BQ(s"),

avec R une matrice arbitraire de rang n —m orthogonale a
B (i.e. RFB =0), et avec P(s") et Q(s¥) de rang m pour
tout s¥ et premiere entre elles a droite.

De plus, une sortie plate linéaire z du systeme com-
mandable (14) existe toujours (et par conséquent P et Q
existent également). La démonstration se trouve en annexe

-B.

B. Détermination des matrices de définition

L’un des problemes majeur consiste a déterminer les ma-
trices de définition P et Q. Il n’y a pas unicité de la sortie
plate, cependant, une fois les matrices de P et @ définies,
elle sera fixée.



1) sin > m : il existe deux entiers a et b qui satisfont
I’égalité suivante : am + b. P est une matrice po-
lynoémiale en s” de dimension n x m et de rang m. Cela si-
gnifie que P a m vecteurs indépendants. P peut étre définie
comme dans (18). Il en découle que P est de rang m. B
étant de rang m, elle est donc inversible a gauche ; concer-
nant @, cette matrice peut étre exprimée comme dans (19).

n =

- 0 -

S
Su><1
0 0
svX (-afl)
$0
SVXl
0 . 0
) gvx(a—1)
P(s") = 0 (18)
81/)(1
0 0 .
Sux(‘afl)
SO SO SO
su><1 SVXl SVXl
sox(b—1) X (b—1) sox(b-1) |
-1
Q(s") = (B"B) " B"P(s")A(s") (19)

2) sin <m :la méthode décrite ci-dessus est inutile. 11
est alors facile de trouver une sortie plate puisque = (com-
posée de n éléments), complétée de m — n composantes de
u, peuvent étre directement choisies pour la définir. Ainsi,
P sera définie par :

P = [ I, Onx(m—n) }

ou I, est la matrice identité, et 0, (;,—p) €st une matrice
pleine de zéros de dimension n x (m — n). @ est définie
selon :

Q = [ O(mfn)xn I(mfn)x(mfn) } .
C. Inversion dynamique d’un systéme fractionnaire

La variable d’état « (resp. la commande d’entrée u) étant
exprimée par la sortie plate z et sa matrice de définition P
(resp. @), la sortie désirée yq.s peut s’exprimer par la sortie
plate z. Connaissant yq.s, il faut alors inverser le systeme
non entier afin d’obtenir la sortie plate z.

D’apres (11), la sortie désirée s'exprime par Yges =
CP(s")z avec x = P(s”)z. Ainsi, la sortie s’exprime par
la sortie plate fractionnaire selon :

Ydes = CP (s7) 2. (20)

Par conséquent, afin d’obtenir les trajectoires désirées, il est
nécessaire d’inverser (20) afin de déterminer entierement la
sortie plate. On note W (s*) = CP(s"), qui est de dimen-
sion r X m.

1) sir =m et rank(W) = m , W est inversible, est la
sortie plate s’obtient par :

2 =W Yges. (21)

2) sir < m, W est inversible & gauche, et la sortie plate

peut s’exprimer par :

2= (WIW) " Wy (22)
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Fig. 2. Barreau métallique, sous 'influence de deux densités de flux
thermique & chaque extrémité. Deux mesures de la température
sont prises, & P1 (X = X1) et P2 (X = X2)

3) si r > m , dans ce cas, le systéme présente plus de
sorties que d’entrées. Certaines sorties sont des combinai-
sons linéaires de sorties indépendantes ou des combinai-
sons linéaires des commandes. Apres isolation de ces sor-
ties, le systeme peut alors étre ramené a I'un des deux cas
précédents.

IV. EXEMPLE : APPLICATION A UN SYSTEME
THERMIQUE

Dans cette section, un exemple de systéme fractionnaire
MIMO sera étudié en utilisant une pseudo représentation
d’état : il s’agit d’un systéme thermique de dimension fi-
nie. Cois [6] a pu établir que la diffusion thermique & tra-
vers un barreau métallique était régie par des équations
différentielles non entieres. Le flux thermique est généré
par deux résistances chauffantes collées a chaque extrémité
du barreau par une colle de tres haute conductivité ther-
mique. La puissance maximale pouvant étre générée par
la résistance est de 12W (1A sous 12V), et sa résistance
est de R,.s = 4.88(). Le systeme thermique est une barre
en aluminium de longueur L = 0.15m. Il est considéré
comme étant un milieu fini plan, homogene, de conductivité
A = 210W.m~ LK1, de diffusivité o = 8.8310 °m?2.s71,
de rayon Ry, = lem et étant initialement a température
ambiante (20°C). Afin d’assurer un transfert de chaleur
unidirectionnel, toute la surface du barreau est isolée. Les
pertes sur la surface ou le flux thermique est appliqué
sont négligées. L’objectif est de controler la température
a deux points précis du barreau, mesurée a une distance
X1 = 0.06m et Xo = 0.10m d’une des extrémités (figure
(2)), sachant que celui-ci est soumis & deux flux de densité.

Cois [22] a montré que le modele analytique liant la den-
sité de flux appliquée a la normale de la surface du plan,
a la température mesurée a une abscisse X a l'intérieure
du barreau, a un ordre commensurable de 0.5 pour un plan
semi-infini. D’autre part, il expose également dans [6] une
meilleure précision d’'un modele fractionnaire par rapport
a un rationnel. La démonstration du comportement phy-
sique non entier du systeme MIMO considéré est exposé en
annexe -C.

Le modele liant la densité de flux a la température me-
suréeen X = X,, (n = 1 pour X1, n = 2 pour X5) est donné
par la fonction de transfert suivante (suite au théoréme de
superposition, car le systéme est supposé linéaire) :

H(X = Xn,s) = Hg (Xn,s) + Hy, (Xn, s), (23)



avec les définitions suivantes :

Te(Xn,s
- Hp(Xa,8) = o) =

cosh (L — Xp) /%)
AS\/Zsinh (L/%)

ol S = 27 Ryqr est la section du barreau, pg(X =0, s)
est la densité de flux venant de X = 0 (du point F sur
la figure (2)) et Tp(X,, s) est la température venant
de X = 0 mesurée au point P, (X = X,,)(figure (2)).
_ To(Xn,s) _
— Hp(Xn,s) = SQLP(L(Lys) =
cosh (X, \/g)
ASy/Zsinh (L\/Z)

ol ¢r(X = L,s) est la densité de flux venant de X =
L (du point L sur la figure (2)) et T.(X,,s) est la
température venant de X = L mesurée au point P,
(X = X,,)(figure (2)).
En utilisant le développement en série entiere, (45) et
(46) s’écrivent :

(24)

(25)

K K
Z kak/2 E kakV
HE(XH7S) ~ k=0 _ k=0 ,

IR - = (26)
Z aps 2 Z aks(k"‘l)’/
k=1 k=1

N 2L— X, )P+ xF
ol v = 0.5 est 'ordre commensurable, b, , = QLX) X,

klak/2
et ap = SA (QL,C)fl . De méme
Ela 2
K . K
St St
Hi(X,,5) ~ —=2 - = (27)
,;::1 a%s% ,;::1 a;cs(kJrl)v
ou by, = (L+X”Z;€;,C(/§_X")k et aj, = SA k(’%k); .
«

Il est & noter que les coefficients ay, et aj, sont égaux pour
k€ [l,..., K] et qu'ils sont indépendants de la position de
mesure X,,. Dans la suite, seule notation ay sera considérée.
On normalise par ax les relations (45), (46), (26) et (27);
afin de ne pas alourdir la compréhension, la méme nota-
tion est gardée. Ainsi, sous forme de pseudo représentation

d’état, la relation (23) s’écrit :

—aK—1
Ig Or+41,K+1
—ay
A— 02,1 01,k
B —ak_q
Or+t1,K+1 : Ik
—d
L 02’1 017[( Jd
_ - T
/
bir Vg
/
p_ | bo bio
- /
bax by g
/
L D20 D5 |

Yaes
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Fig. 3. Sorties (températures) désirées et leurs dérivées

o | L0kl Oukp
01541 [1,01 k]
D = 0y0.

Dans notre cas, les dérivées premiere et seconde de la
température sont supposées nulles pour les températures
initiale et finale. Le barreau devra s’élever de 30°C' au-
dessus de la température ambiante en 1250s en Pj, et de
25°C' en P, (figure (3)) puis se stabilisera pour une durée
équivalente. L’évolution de la température se fera selon la
trajectoire désirée suivante, un polyndéme d’interpolation
de degré 5 (PI5) :

3 4
Ydesn (t) = ¢ + 80 (qrn — i) i 240 (g¢,n — i) a
f f
t5
+192 (g5 — qi) et (28)
f

avec ¢q; = 20°C,
2500s.

Le flux ¢ issu du point E (resp. ¢, en L) est commandé
en tension up (resp. up). Les relations liant le flux a la
tension sont données en temporel par :

{ L7 (pp (0,5)) = LR

SL (pr (0,5)) = Ll

qfn=1= 50°C, qfn=2 = 45°C, ettf =

(29)

D’otut 'on tire les commandes a appliquer en tension, qui
doivent étre positives :

{ UE(t) = \/Rressgil (@E (05 S))
UL(t) = \/Rressg_l (SDL (07 S))

(30)

La figure (4) présente les sorties et commandes & appli-
quer apres calcul des sorties plates. Un algorithme per-
mettant de générer les sorties plates et les commandes,
dans l'objectif d’obtenir les trajectoires désirées, a été
créé pour les systemes MIMO fractionnaires. La figure (4)
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Fig. 4. Simulation du systéme thermique : commandes (ug et ur,
densités de flux (g et Phiy), sorties plates (z1 etza), sorties
effectives (Ymes,n) et désirées yqes n, €t erreurs de sortie

montre que les sorties effectives, Ymes,1 €t Ymes,2, Obte-
nues a partir des commandes ug et ur sont les mémes
que les trajectoires désirées Yges,1 €t Ydes,2 @ les erreurs
de sortie sont quasiment nulles en simulation. Ainsi, une
trajectoire bruitée conduira a des commandes reprodui-
sant ces imperfections. Il est donc nécessaire d’avoir des
trajectoires désirées qui soient préalablement déja filtrées.
D’autre part, les commandes générées ne permettent que
de suivre une trajectoire désirée; des perturbations inter-
venant lors d’une simulation ne seraient alors pas corrigées,
ce qui ne nous permettrait pas d’atteindre parfaitement les
trajectoires souhaitées. Une loi de commande adaptée se-
rait alors intéressante a effectuer pour mieux controler ces
erreurs de sortie. D’autre part, les sorties plates n’ont pas
de sens physique : elles sont justes nécessaires pour le calcul
des entrées.

V. CONCLUSION

L’extension des principes de la platitude aux systemes
fractionnaires MIMO a été présentée. L’approche repose
sur 'utilisation de la pseudo représentation d’état et 'ordre
commensurable. Tout d’abord, les définitions du principe
de la platitude ainsi que la pseudo représentation d’état
ont été rappelées. Puis, en employant la forme matricielle
polynomiale, la sortie plate a été calculée apres inversion
du systeme fractionnaire. Ensuite, sachant que la relation
liant la densité de flux a la température est définie par des
équations différentielles non entieres [6], cette méthode a
été appliquée a un systeme non entier MIMO : un barreau
en aluminium soumis a deux sources de chaleur placées
a chacune de ses extrémités, de maniere a controler les
températures en deux points précis de mesure.

Les sorties effectives, ainsi que les trajectoires désirées
sont quasiment les mémes, avec une erreur de sortie proche
de zéro. Cependant, cela signifie que pour une trajec-
toire désirée bruitée, 'algorithme calculera des commandes
d’entrée de fagon a obtenir les mémes signaux bruités.
Ainsi, afin de s’affranchir du bruit, il est nécessaire d’avoir
des trajectoires désirées qui aient été filtrées auparavant.

Seule la commande en boucle ouverte a été présentée
ici. Par la suite, cette étude sera étendue a une commande
robuste en boucle fermée a ’aide d’un régulateur CRONE,
permettant d’obtenir une génération de trajectoire robuste.
De plus, cette étude pourra étre étendue aux systemes non
entiers non linéaires.

ANNEXES
A. Polynomes en s¥ et forme de Smith
A.1 Polynoémes en s”

En introduisant la notion d’ordre commensurable, un po-
lynéme dont les puissances sont non entieres s’écrit de la
forme suivante :

f=an X" +a, X"V 4 fa XY +ay (31)

ou les coefficients (ag, . ..,a,) sont des éléments d'un an-
neau k, v est l'ordre commensurable et X l'indéterminée
du polynome. Dans 'algebre classique des polynomes ra-
tionnels, v est fixé a 1.

L’ensemble des polynomes en XV est défini comme ’en-
semble des polynomes non entiers en v. L’ensemble des
polynémes en X* dont les coeflicients sont dans un anneau
k et dont l'ordre commensurable est v, noté k [X"], n’est
autre que ’ensemble des suites d’éléments de k a support
fini (suites presque nulles, nulles & partir d’un certain rang)
dont les ordres sont multiples entiers de 'ordre commensu-
rable v.

Deux polynémes P(X") et Q(X7) non entiers en v et en
~ respectivement, sont égaux ssi les suites de leurs coeffi-
cients sont égales et que I'ordre commensurable de chacun
des polynomes est le méme (v = 7). Les polynomes dans
k[X"] & coefficients dans k peuvent étre ajoutés simple-
ment par 'addition des coefficients correspondants et mul-
tipliés en utilisant la distributivité de la multiplication par
rapport a l'addition et les regles suivantes : X”a = aX"”
pour tous les éléments a de Panneau k X+ X = X (h+0)v
pour tous les entiers naturels k et [.

Il est alors possible de vérifier que I’ensemble de tous
les polynomes en X" a coeflicients dans 'anneau k, forme
lui méme un anneau. L’anneau des polynomes en X" a
coefficients dans k est désigné par k [X"].

Si k est commutatif, alors k [X”] est une algebre sur k.

L’anneau k [X¥] peut étre généré a partir de k en ad-
joignant un nouvel élément X* a k et en exigeant que XV”
commute avec tous les éléments de I’ensemble k. Pour que
I’ensemble obtenu devienne un anneau, toutes les sommes
de puissances de X doivent étre adjointes a I’ensemble.

Les matrices, dont les entiers appartiennent a I’anneau
k [X"] des polynomes non entiers en X", ol v représente
Pordre commensurable (i.e. tous les ordres sont multiples
de 1), sont appelées matrices polynomiales. L’inverse d’une
matrice polyndémiale inversible n’est pas en générale une
matrice polynoémiale, puisque I'inverse d’un polynéme non



constant n’est pas un polynéme. Ainsi, la sous-classe
GL, (k[X"]) des matrices unimodulaires, défini comme
I’ensemble des matrices inversibles carrées de dimension
n X n, dont inverse est un polynome, ou similairement,
dont le déterminant est une constante, joue un roéle impor-
tant.

A.2 Forme de Smith

Théoréme Soit A une matrice polynémiale de dimen-
sion p X q, avec p < q (resp. p > q), il existe une matrice
Ve GL, (k[s"]) et U € GL, (k[s"]) tels que :

il

ot A est une matrice diagonale de dimension p x q (resp.
q X p) dont les éléments diagonaux (01,...,04,0,...,0)
sont telles que 0; est un polynéome en s¥ non nul pour
t=1,...,0 et est un diviseur de 0; pour tout o > j > i.
L’entier o, qui est inférieur ou égal a min(p,q) est du rang

de A.

VAU = (A]0) (resp. = ( (32)

Pour la démonstration, voir [23].

B. Théoréme

Théoréeme La variable z = (21, ..., 2m) est une sortie
plate linéaire de (14) ssi ses matrices de définition P et Q)
sont données par

RTA(s")P(s") =0, (33)

A(s") P (s”) = BQ(s"), (34)

avec R une matrice arbitraire de rang n —m orthogonal a
B (i.e. RFB =0), et avec P(s") et Q(s¥) de rang m pour
tout s¥ et premiere entre elles a droite.

Démonstration : On suppose que z est une sortie plate
linéaire. Ainsi x et u sont exprimées par

w=Q (")

Puisque Papplication y — P (s”) y = x est surjective (par
la définition de la platitude), le rang de P (s”) doit étre
égal & min(n, m) = m pour tout s”. En combinant

x=P(s")z, (35)

A(s")xr = Bu (36)
avec (35), on obtient (34).

Comme B est de rang m, il existe une matrice constante
de dimension n x (n —m) et de rang n — m de telle sorte
que RTB = On—m,m ol Op—m m est une matrice de 0, de
dimension (n — m) x m. Ainsi, en multipliant (36) par R,
P (s¥) satisfait

RTA(s")P(s")2=R"BQ(s") 2 = 0p_m.

pour toute fonction réguliere z de dimension m; ce qui
implique que RTA(s") P (s”) = Op—sm.m, et les relations
(33) et (34) sont prouvées.

Comme A (s”) et B sont premieres entre elles a gauche
et comme le rang de A (s”) P (s¥) et B est de m, quelque
soit s”, il en est de méme pour Q (s¥) (par contradiction).

En utilisant le fait que z est une sortie plate linéaire, elle
doit satisfaire : z = X (s¥)z + Y (s¥) u, pour des matrices
appropriées X (s”) de dimension m x n et Y (s”) de dimen-
sion m x m. Ainsi en substituant les expressions de x et de
u, on obtient :

2=X(")P(s")z+Y (s")Q(s") 2.

Or, X (s¥) P(s")+Y (s")Q (s¥) = I, ce qui selon 'identité
de Bezout signifie que P (s”) et @ (s¥) sont premieres entre
elles a droite. Ce qui prouve que z est une sortie plate
linéaire et que la premiere partie du théoréme est complete.

A Dinverse, soit P (s¥) et @ (s”) données par les relations
(33) et (34), avec P (s”) et @ (s”) premieres entre elles &
droite. D’apres l'identité de Bezout, il existe 2 matrices
polynomiales X (s”) et Y (s”) tels que : X (s”) P(s") +
Y (s”)Q (s¥) = I. En multipliant a droite par z, on ob-
tient X (s”) P (s")z+ Y (s¥)Q(s¥)z = z. En posant x =
P(s")zetu=Q (s")z,ona:

z=X(s")x+Y (s")u
A(s¥)z = A(s) P (") 2 = BQ(s*) = Bu * 37

ce qui prouve que z est une sortie plate linéaire.

L’existence d’une solution & la relation (33) peut alors
étre démontrée. D’apres le théoreme -A.2, RT A (s¥) peut
étre décomposé sous la forme de Smith, c’est-a-dire qu’il
existe deux matrices unimodulaires V' € GL,,_,, (k[s"])
et U € GL, (k[s"]) et une matrice polynémiale A (s”) de
dimension (n —m) x (n —m), telles que :

V(s")RTA(s") U (s") = (A (") |0n—m,m) (38)

ou, avec la décomposition U (s¥) = (Uy (s¥) |Uz2 (s”)), Uy
de dimension n x (n —m) et Uy de dimension n x m, la
relation (38) devient :

(39)

Soit Py (s¥) une matrice unimodulaire mxm. En posant :

On—m,m
PO (Su)

PO (SU)

P =ue) (

— (UL () U2 (7)) (

la relation (39) devient :
V(s")RTA(s")P(s¥) =V (s*) RTA(s") Uy (s") Py (s) =

Comme V (s) est unimodulaire, on a montré que
RTA(s¥) P (s") = 0, ce qui signifie que P (s”) définie dans
(40), est solution de (33) pour toute matrice unimodulaire
Py (s¥) de dimension m x m.

Il en est clairement de méme pour la multiplication a
droite par la matrice unimodulaire Py (s”), ce qui prouve
que le rang (P (s¥)) = m pour tout s”. ]



C. Transfert thermique d’une source de chaleur a travers
un barreau thermique

Le transfert de chaleur en 1D est donné par le systeme
suivant :

8T5?7t):0‘62TS7t)’ O<z<L, t>0 (a)
T (Ia t) = TE (Ia t) + TL (:E,t) (b)

_)\:;fgiﬁ:@,f(t), z=0 t>0 (¢

ANLED — o (), x=L t>0 (d)
Tp(z,t) =T (z,t)=0, 0<xz<oo, t=0 (e

(41)
avec T'(z,t) la température mesurée en z, Tg(x,t) la
température mesurée en x venant de x = 0, T, (z,t) la
température mesurée en x venant de x = L.

On note T(z,s) = £ (T (z,t)), ot £ correspond & la
transformation de Laplace. L’équation (a) dans l’espace de
Laplace peut se réécrire par :

-
PTw5) 370 4=

072« (42)

qui est une équation différentielle de la variable z
présentant une solution de la forme :
s) = Kj (s) e Ve 4K, (s) eV,

T (, (43)

De (c), (d), et (e) les conditions initiales, et en utilisant le
théoréme de superposition (le systeéme est supposé linéaire),
on obtient :

Tg(x,s) =2Kig (s)cosh (L —x) /)
{ o5 (r,5) = 2AK1p (s) \/Z sinh (L — z) \/)
Tr(z,5) = 2K11 (s) e~ V% cosh (z/%)
or (z,8) = 20K1 L (9) \/gefL\/g sinh (z/%)
(44)
Avec ces deux systémes, les expressions de Hg(x,s) et
Hyp(x,s) peuvent étre exprimées par :

 Tg(z,s) cosh((L-2)\/7)
Hp(z,s) = pp(0,s)  A\/Zsinh (L,/Z) w
Hp(z,s) = Tp(x,s) cosh (z/5) (46)

pr(L.s)  A\/Zsinh (L/Z)
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