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Résumé— Dans cet article, une méthode analytique est pro-
posée en vue d’obtenir un multimodèle (MM) strictement
équivalent à un modèle non-linéaire représentable sous une
forme quasi-LPV. La méthode proposée ne produit pas
de perte d’information, contrairement aux méthodes de
réduction d’ordre existantes. Plusieurs formes multimodèle
peuvent être obtenues. Pour cette raison on propose aussi
une méthode de choix de la meilleure forme pour des études
d’analyse et de contrôle basées sur la formulation LMI
(inégalités matricielles linéaires).

Mots-clés— multimodèle ; quasi-LPV ; transformation poly-
topique convexe

I. Introduction

Le problème de la complexité des systèmes dynamiques
non linéaires apparait dans de nombreux domaines scien-
tifiques et en ingénierie. Un certain nombre de techniques
de décomposition et de simplification ont été développées
au cours de ces dernières années, en vue de réaliser
une réduction de cette complexité, en fonction d’objectifs
d’identification, de commande ou d’analyse.
La réduction de la complexité repose, dans la plupart des
études réalisées, sur une réduction de l’ordre du système
et s’accompagne d’une perte d’information [4], [11]. Une
autre façon de procéder est de réécrire le système d’une
manière plus facile à étudier, en le décomposant en unités
plus simples et ceci sans perdre d’information.
L’écriture d’un système sous forme multimodèle (MM) [9]
constitue un outil très efficace pour la modélisation des
systèmes non linéaires, en se basant sur une interpolation
de sous-modèles linéaires. Le modèle global est en fait une
combinaison convexe de ces sous-modèles [8].
L’intérêt majeur de cette décomposition du système est
que des propriétés importantes comme la stabilité, la
contrôlabilité, l’observabilité, largement étudiées dans le
cadre des systèmes linéaires à temps invariant (LTI),
peuvent être -au moins partiellement- généralisées sur les
multimodèles (avec quelques suppositions sur les fonctions
de pondération) [1].
Il existe différentes techniques pour obtenir un MM.
La première est basée sur une linéarisation du modèle
non linéaire autour d’un (ou plusieurs) point(s) de fonc-
tionnement, ainsi qu’une linéarisation dynamique autour
d’une trajectoire arbitraire [13]. La deuxième technique
consiste à identifier le modèle et/ou les paramètres à par-
tir de données expérimentales [8]. La perte d’information
constitue un premier inconvénient de ces techniques. Un
deuxième inconvénient est le choix de variables de prémisse

-exprimant les différentes non-linéarités du système- qui

n’est pas réalisé de façon systématique. De plus, le choix
des différents points de fonctionnement reste encore très
délicat à effectuer.
Dans la suite, on va présenter une procédure systématique
de transformation d’un système non linéaire en le récrivant
sous une forme multimodèle, en évitant ces inconvénients
majeurs : la transformation est réalisée sans perte d’in-
formation, le système obtenu ayant exactement les mêmes
trajectoires d’état que le système initial. De plus, le choix
de différents points de fonctionnement n’est plus nécessaire
et le choix de variables de prémisse est réalisé de façon
plus systématique. En partant d’une forme générale du
système non linéaire, une représentation d’état quasi-
linéaire à paramètres variables (quasi-LPV) [12], [6] est
réalisée. En général, plusieurs formes quasi-LPV peuvent
être construites pour un système non linéaire donné. À
chacune de ces formes est associée un ensemble de va-
riables de prémisse et choisir une forme quasi-LPV est
équivalent à choisir un ensemble de variables de prémisse.
Cette représentation constitue une forme polytopique, car
les matrices à paramètres variables qui la constituent
sont des combinaisons convexes des matrices à coefficients
constants calculées à partir des sommets du polytope.
Ceux-ci sont obtenus en utilisant la transformation polyto-
pique convexe (TPC) [16]. Chaque sommet définit un sous-
modèle linéaire, les non-linéarités du système étant rejetées
dans les fonctions de pondération.
La plupart des résultats obtenus pour l’analyse de stabi-
lité ou la construction des correcteurs/observateurs pour
des systèmes quasi-LPV sont basés seulement sur les ma-
trices qui définissent les sommets. En conséquence, même si
les différentes formes quasi-LPV associées au système non
linéaire sont formellement équivalentes, les résultats obte-
nus dépendent fortement du choix de la réalisation. De plus,
le choix de l’ensemble des variables de prémisse est impor-
tant, car il influe sur le nombre de sous-modèles et sur la
structure du modèle global. Ce degré de liberté sera utilisé
pour faciliter les études de commandabilité, d’observabi-
lité et d’analyse de stabilité. Il est donc possible de choisir
parmi différentes structures MM celle qui assure la conver-
gence du multi-observateur basé sur la structure MM,
en respectant des conditions de convergence données. Les
conditions de convergence de l’estimation d’état peuvent
être exprimées dans le formalisme LMI [7].
La méthode proposée dans cette communication (section
III-A) généralise l’approche par secteurs non linéaires qui
est fréquemment utilisée dans le cadre des modèles Takagi-
Sugeno [15]. La contribution de ce papier réside dans



l’établissement d’une procédure systématique en vue de
choisir la forme quasi-LPV la plus adaptée d’un système
non linéaire (section III-B), tenant compte des objectifs de
l’étude (comme la stabilité ou l’analyse de performance,
la construction d’un contrôleur ou d’un observateur). La
prochaine section débute avec deux notions utiles dans la
méthodologie générale : le multimodèle et la transforma-
tion polytopique convexe (II). Un exemple introductif est
ensuite présenté dans II-B. Enfin, le cas général est détaillé,
dans III.

II. Préliminaires

A. Notions utiles

Dans ce qui suit on introduit la notion de multimodèle
et la transformation polytopique convexe. Le multimodèle
est une combinaison convexe des r sous-modèles [8] :

ẋ(t) =
r
∑

i=1

µi(x, u) [Ai x(t) + Bi u(t)]

y(t) =
r
∑

i=1

µi(x, u) [Ci x(t) + Di u(t)]
(1)

x ∈ IRn représente le vecteur d’état, u ∈ IRm le vec-
teur de entrées et y ∈ IRl le vecteur de sorties. Ai, Bi,
Ci, Di, sont des matrices à coefficients constants de di-
mensions appropriées. La fonction µi(x, u) représente la
pondération du sous-modèle i, représenté, dans le modèle
global, par {(Ai, Bi, Ci, Di)}. Les fonctions de pondération

µi(x, u) ont la propriété suivante :

r
∑

i=1

µi(x, u) = 1; µi(x, u) ≥ 0,∀(x, u) ∈ IRn × IRm

Introduisons la notion de transformation polytopique
convexe, qui servira dans la description de la méthodologie.

Lemme 1 : [15] Soit h(x(t), u(t)) une fonction continue
et bornée sur le domaine [x0, x1] × [u0, u1] à valeurs dans
IR, avec x0, x1, u0, u1 ∈ IR. Alors il existe deux fonctions

Fi : R
⋉ × R

⋗ 7−→ [0, 1] (i = 1, 2)

(x(t), u(t)) 7−→ Fi(x(t), u(t))

avec F1(x(t), u(t)) + F2(x(t), u(t)) = 1 telles que

h(x(t), u(t)) = F1(x(t), u(t))h1 + F2(x(t), u(t))h2

∀h1 ≥ max
x,u

{h(x, u)} et h2 ≤ min
x,u

{h(x, u)}.

Les fonctions F1 et F2 sont définies par :

F1(x(t), u(t)) =
h(x(t), u(t)) − h2

h1 − h2

F2(x(t), u(t)) =
h1 − h(x(t), u(t))

h1 − h2

B. Exemple introductif

Soit le système :
{

ẋ1 = sin(x1)x2 + x3
1u

ẋ2 = 1√
x2

+ x2
1x2

(2)

Dans une première étape, on représente le système (2) sous
forme quasi-LPV :

ẋ = A(x, u)x + B(x, u)u

La forme quasi-LPV représente ainsi une forme affine en
l’état et la commande d’un système non linéaire général.
En effectuant cette transformation on peut obtenir plu-
sieurs représentations quasi-LPV, car il existe plusieurs
transformations réalisant une séparation des différentes
non-linéarités du système vis-à-vis des différents compo-
santes de l’état ou de l’entrée.
Pour la première composante de l’équation d’état, cette
séparation est claire dans le produit sin(x1)x2, car on a un
produit entre la fonction sin(x1) et la deuxième variable
d’état x2. Pour le deuxième terme, x3

1u, on peut soit af-
fecter la non-linéarité x3

1 dans la matrice de commande
(représentation (3)), soit la répartir dans le vecteur d’état
(composante x1) et dans la matrice d’état (monôme x2

1u)
(représentation (4)) :

A(x, u) =

[

0 sin(x1)
1

x1

√
x2

x2
1

]

B(x, u) =

[

x3
1

0

]

(3)

A(x, u) =

[

x2
1u sin(x1)
1

x1

√
x2

x2
1

]

B(x, u) =

[

0
0

]

(4)

Pour la deuxième composante de l’équation d’état, on
peut remarquer deux décompositions possibles. La plus
évidente consiste à attribuer aux deux variables d’état
des termes non linéaires multiplicatifs (décomposition (3)).
Plus précisément, on peut réécrire 1√

x2
= 1

x1

√
x2

· x1, sous

condition que la division avec x1 est possible (x1 6= 0).
Si cette condition n’est pas respectée, on peut réaliser une
translation de cette variable dans l’espace de fonctionne-
ment -comme décrit dans la section suivante- afin d’éviter
cet inconvénient. Ainsi, le terme non linéaire 1

x1

√
x2

est at-

tribué à la variable x1 et le terme x2
1 est attribué à x2. Une

autre possibilité est d’attribuer à la variable d’état x1 le
terme non linéaire 1

x1

√
x2

+ x1x2 :

A(x, u) =

[

0 sin(x1)
1

x1

√
x2

+ x1x2 0

]

B(x, u) =

[

x3
1

0

]

(5)
En choisissant une des trois formes LPV ((3), (4), où (5)),
conformément à des critères de choix qui seront discutés
plus en détail dans le développement de la méthodologie
générale, on montre maintenant le passage à la forme MM.
En retenant uniquement la représentation (5), on construit
tout d’abord un ensemble de variables de prémisse Vz =
{z1, z2, z3}, où on choisit :

z1(x) = sin(x1)
z2(x) = x3

1

z3(x) = 1
x1

√
x2

+ x1x2

(6)

Le choix de ces variables z1, z2, z3 de prémisse est lié di-
rectement à la forme LPV choisie.
Dans une deuxième étape, on applique la transformation
polytopique convexe, présentée au lemme 1, à chaque va-
riable de prémisse zj(t) (j = 1, ..., 3). On réalise alors pour
chaque variable de prémisse une décomposition en deux
parties :

z1(x) = F1,1(z1) z1,1 + F1,2(z1) z1,2 (7a)

z2(x) = F2,1(z2) z2,1 + F2,2(z2) z2,2 (7b)

z3(x) = F3,1(z3) z3,1 + F3,2(z3) z3,2 (7c)



où

Fj,1(zj) =
zj(x) − zj,2

zj,1 − zj,2
(8a)

Fj,2(zj) =
z1,1 − zj(x)

zj,1 − zj,2
(8b)

Les deux partitions Fj,1 et Fj,2 de chaque variable de
prémisse zj (j = 1, ..., 3) vont contribuer, à leur tour, à la
construction de chaque fonction de pondération correspon-
dant à un des sous-systèmes du multimodèle. Les scalaires
zj,1 et zj,2 (j=1,...,3) vont contribuer à la construction de
chaque sous-système du multimodèle.
On choisit, par exemple :

zj,1 = max
x

{zj(x)}

zj,2 = min
x

{zj(x)}
∀j = 1, ..., 3 (9)

Les fonctions Fj,1 et Fj,2 représentent respectivement la
première et la deuxième partition de chaque variable de
prémisse. Il faut noter que A(x, u) fait intervenir les va-
riables de prémisse z1 et z3, alors que B(x, u) fait inter-
venir la variable de prémisse z2 ; ainsi, on va évaluer les
matrices A et B à partir des matrices sommets du poly-
tope défini par les partitions des variables de prémisse in-
tervenant dans ces matrices. Tout d’abord, en utilisant la
décomposition de z1 donnée dans (7) on obtient :

A(z1, z3) =

[

0 z1(x)
z3(x) 0

]

= F1,1(x)

[

0 z1,1

z3(x) 0

]

+ F1,2(x)

[

0 z1,2

z3(x) 0

]

Puis, en utilisant la décomposition de z3 avec le lemme 1 :

A(z1, z3) = F1,1(x)F3,1(x)

[

0 z1,1

z3,1 0

]

+F1,2(x)F3,1(x)

[

0 z1,2

z3,1 0

]

+F1,1(x)F3,2(x)

[

0 z1,1

z3,2 0

]

+F1,2(x)F3,2(x)

[

0 z1,1

z3,2 0

]

Pour inclure les partitions de la variable z2, qui n’inter-
viennent pas dans A(z1, z3), on va effectuer une multipli-
cation de A avec F2,1(x) + F2,2(x) (qui vaut 1) :

A(z1, z3) = F1,1(x)F2,1(x)F3,1(x)

[

0 z1,1

z3,1 0

]

+F1,2(x)F2,1(x)F3,1(x)

[

0 z1,2

z3,1 0

]

+F1,1(x)F2,2(x)F3,1(x)

[

0 z1,1

z3,1 0

]

+F1,2(x)F2,2(x)F3,1(x)

[

0 z1,2

z3,1 0

]

+F1,1(x)F2,1(x)F3,2(x)

[

0 z1,1

z3,2 0

]

+F1,2(x)F2,1(x)F3,2(x)

[

0 z1,2

z3,2 0

]

+F1,1(x)F2,2(x)F3,2(x)

[

0 z1,1

z3,2 0

]

+F1,2(x)F2,2(x)F3,2(x)

[

0 z1,2

z3,2 0

]

(10)

On peut identifier dans (10) les fonctions de pondération
du multimodèle µi(x) = F1,σ1

i
(x)F2,σ2

i
(x)F3,σ3

i
(x), ainsi

que les matrices des sous-modèles Ai =

[

0 z1,σ1
i

z3,σ3
i

0

]

,

où σk
i ∈ {1, 2} (k = 1, 2, 3). La même transformation est

réalisée sur la matrice B, pour obtenir les matrices Bi.

III. Réécriture sous forme multimodèle

Cette section est consacrée à la méthodologie générale
du passage d’un système non linéaire vers un multimodèle.
La forme générale d’un système non linéaire est réécrite
sous la forme quasi-LPV. Cette représentation n’est pas
unique et de ce fait, il faut définir des critères de choix
d’une représentation LPV qui correspondent aux objec-
tifs de l’étude. A chaque représentation quasi-LPV cor-
respond un ensemble de variables de prémisse, qui seront
partitionnées en deux en utilisant la transformation polyto-
pique convexe. Le multimodèle sera ainsi une combinaison
convexe de sous-modèles linéaires.

A. Méthode générale

Une large catégorie de systèmes non linéaires dyna-
miques peut être représentée par :

{

ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = g(x(t), u(t))

(11)

où f (x (·) , u (·)) ∈ IRn et g (x (·) , u (·)) ∈ IRl.
Sous les hypothèses que f(x(t), u(t)) et g(x(t), u(t)) sont
continues et bornées dans U ⊆ IRn avec f(0, ·) = 0 et
g(0, ·) = 0, le système (11) peut être représenté sous une
forme quasi-LPV :

[

ẋ(t)
y(t)

]

=

[

A(ρ(x, u)) B(ρ(x, u))
C(ρ(x, u)) D(ρ(x, u))

] [

x(t)
u(t)

]

(12)

où A (ρ(x, u)) ∈ IRn×n, B (ρ(x, u)) ∈ IRn×m,
C (ρ(x, u)) ∈ IRl×n, D (ρ(x, u)) ∈ IRl×m et où ρ(x, u) ∈
C1(IRn+m, IRn1+m1) avec n1+m1 ≤ n+m peut représenter
une partie des états et des entrées. Dans la forme clas-
sique LPV, ρ est un vecteur de paramètres variant avec
le temps. La différence entre la représentation quasi-LPV
d’un système non linéaire et la forme classique LPV
consiste dans le vecteur des paramètres, qui dépend dans
le premier cas des variables d’état et d’entrée [6]. La tra-
jectoire des paramètres dépend du comportement des va-
riables du système. Par exemple, dans la forme quasi-LPV
(5), la matrice A dépend de x = (x1, x2) : ρ(x, u) = x, alors
que B ne dépend que de x1 : ρ(x, u) = x1. Il faut aussi
remarquer que la forme quasi-LPV représente une forme
affine de l’état et le contrôle d’un système non linéaire
général.
La matrice A(ρ(x, u)) est dans ce cas donnée par :

A(ρ(x, u)) =







a1,1(ρ(x, u)) · · · a1,n(ρ(x, u))
...

an,1(ρ(x, u)) · · · an,n(ρ(x, u))






(13)

Les matrices B(ρ(x, u)), C(ρ(x, u)) et D(ρ(x, u)) sont
construites de la même manière que A(ρ(x, u)).
Comme déjà vu dans l’exemple introductif, l’obtention



de la forme quasi-LPV peut nécessiter des divisions avec
différentes variables du système (variables d’état en parti-
culier). En conséquence, des conditions supplémentaires sur
ces variables sont nécessaires pour effectuer les divisions :
les variables impliquées doivent être non nulles. Afin de
respecter cette condition, une translation des variables im-
pliquées peut être réalisée. Notons [−α, β] le domaine de
variation de l’une de ces variables xd, où α, β > 0. On peut
réaliser la translation suivante :

x̄d = xd + α + ǫ, ǫ > 0 (14)

Ainsi x̄d ∈ [ǫ, β + α + ǫ], ǫ > 0. En remplaçant xd =
x̄d − α − ǫ, conformément à (14), dans le système (11),
on peut construire la forme quasi-LPV souhaitée. Pour des
raisons de simplicité on va garder la même notation pour le
vecteur x, sachant qu’il contient éventuellement les trans-
lations effectuées.
A partir de la représentation quasi-LPV issue du système
(11) et donnée sous forme explicite dans (12), on définit
l’ensemble des variables de prémisse Vz de la manière sui-
vante :

Vz =
{

ai,q(ρ(x, u))
∣

∣ai,q 6= K, i = 1, n, q = 1, n
}

∪
{

bi,s(ρ(x, u))
∣

∣bi,s 6= K, i = 1, n, s = 1,m
}

∪
{

cj,q(ρ(x, u))
∣

∣cj,q 6= K, j = 1, l, q = 1, n
}

∪
{

dj,s(ρ(x, u))
∣

∣dj,s 6= K, j = 1, l, s = 1,m
}

où 1, n = {1, ..., n} et K désigne une constante quelconque.
Dans la suite cet ensemble est noté plus simplement :

Vz = {z1(ρ(x, u)), . . . , zp(ρ(x, u)) | p ≤ (n + l)(n + m)}

où p représente la dimension de l’ensemble des variables de
prémisse Vz et en même temps le nombre de non-linéarités
identifiées en utilisant la forme quasi-LPV du système (11).
Les quantités z1(ρ(x, u)), . . ., zp(ρ(x, u)) sont les variables

de prémisse.
Remarque 1. (n+l)×(n+m) représente le nombre maximal
de variables de prémisse.
Remarque 2. Le nombre de sous-modèles qui constituent le
multimodèle est égal à r = 2p ≤ 2(n+l)(n+m).
Les matrices à paramètres variables qui interviennent dans
la forme quasi-LPV du système (11) sont des combinaisons
linéaires de matrices à coefficients constants (Ai, Bi, Ci,
Di) ; par exemple, la matrice A(ρ(x, u)) peut être exprimée
comme suit :

A(x, u) = A0 +
∑

j∈IA

zj(x, u)Aj (15)

L’ensemble IA contient les indices correspondants aux va-
riables de prémisse qui interviennent dans la matrice A. La
matrice A0 contient les termes constants (ai,j) de la matrice
A(ρ(x, u)) (13). Chaque matrice Aj donne la dépendance
linéaire de zj de la matrice A(x, u) et elle contient à la
composante correspondant à la non-linéarité ai,q (identifiée
avec la variable de prémisse zj) le terme constant 1, et des

zéros pour toutes les autres composantes :

Aj =

q


















0 · · · 0 · · · 0
.
.
.

0 · · · 1 · · · 0
.
.
.

0 0 0



















i

Les matrices B(ρ(x, u)), C(ρ(x, u)), D(ρ(x, u)) sont ex-
primées de la même façon que A(ρ(x, u)), en utilisant les
ensembles IB , IC et ID. Ainsi, dans l’exemple précédent
(équation (5)), on a IA = {1, 3} et IB = {2}.
En généralisant la technique présentée dans l’exemple in-
troductif, on génère les 2p sous-modèles d’un multimodèle
caractérisé par les p variables de prémisse qui sont parti-
tionnées en deux, à l’aide de la transformation polytopique
convexe :

zj(x, u) = Fj,1(zj) zj,1 + Fj,2(zj) zj,2 (16)

avec

Fj,1(zj) =
zj(x, u) − zj,2

zj,1 − zj,2

Fj,2(zj) =
zj,1 − zj(x, u)

zj,1 − zj,2

(17)

où les scalaires zj,1 et zj,2 sont définis dans (18) :

zj,1 = max
x,u

{zj(x, u)}

zj,2 = min
x,u

{zj(x, u)}
∀j = 1, ..., p (18)

A chaque sous-modèle i, représenté dans le tableau I par
la ligne i, correspond un p-uplet σi qui code les partitions
des variables de prémisse intervenant dans la fonction de
pondération correspondant à ce sous-modèle. On peut ainsi
construire un tableau regroupant l’ensemble des partitions
des variables de prémisse. En multipliant entre elles les
fonctions qui décrivent ces partitions, on obtient la fonc-
tion de pondération µi(z) :

µi(z) =
p
∏

j=1

F
j,σ

j
i
(zj(x, u)) (19)

où σk
i représente l’indice à la kème position dans le p-uplet

σi. Alors
r
∑

i=1

µi(z) = 1 et µi(z) ≥ 0 (i = 1, ..., r), car :

Fj,1(zj(x, u)) + Fj,2(zj(x, u)) = 1, ∀j = 1, ..., p

Il faut noter que les fonctions matricielles A(ρ(x, u)),
B(ρ(x, u)), C(ρ(x, u)) et D(ρ(x, u)) font intervenir les va-
riables de prémisse zj pour j = 1, ..., p. Ainsi, on va évaluer
les matrices A, B, C et D aux sommets du polytope définis
par les partitions des variables de prémisse intervenant
dans ces matrices pour déterminer les matrices Ai, Bi, Ci

et Di (i = 1, ..., r). Ces matrices sont les matrices à coeffi-
cients constants relatives à chaque sous-modèle :

Ai = A0 +
∑

j∈IA

z
j,σ

j
i
Aj (20)

Bi, Ci et Di s’écrivent de la même façon. Ce fait est détaillé
dans la démonstration du résultat suivant :



TABLE I

Obtention d’un MM avec p variables de prémisse

Sous-
modèle i σi Ai µi(z)

1 (1,1,...,1) A(z1,1, z2,1, ..., zp,1)
p
∏

j=1

F
j,σ

j
1

2 (1,1,...,2) A(z1,1, z2,1, ..., zp,2)
p
∏

j=1

F
j,σ

j
2

...
...

...
...

2p−1 (1,2,...,2)

2p−1 + 1 (2,1,...,1) A(z1,2, z2,1, ..., zp,1)
p
∏

j=1

F
j,σ

j

2p−1+1

(2,1,...,2)
...

...
...

(2,2,...,1)

2p (2,2,...,2) A(z1,2, z2,2, ..., zp,2)
p
∏

j=1

F
j,σ

j

2p

Théorème 1 : Le MM (1), qui représente une combi-
naison convexe de sous-modèles linéaires {(Ai, Bi, Ci, Di)}
(i = 1, ..., r), est équivalent au système (12), avec r = 2p

où p est le nombre de variables de prémisse.

Preuve 1 : Comme déjà précisé dans (15)

A(z) = A0 +

p
∑

j=1

zjAj (21)

On veut démontrer, dans un premier temps, que les ma-
trices Ai (i = 1, ..., r), représentant les r sous-modèles du
multimodèle, sont calculées en évaluant la fonction matri-
cielle A aux sommets du polytope définies par les partitions
des variables de prémisse.
En remplaçant zp (comme donné dans (16) pour j = p)
dans l’égalité précédente (21) et en multipliant les autres
termes de la somme par Fp,1 + Fp,2 = 1, on obtient :

A(z) = (Fp,1 + Fp,2)



A0 +

p−1
∑

j=1

zjAj



 +

+(zp,1Fp,1 + zp,2Fp,2) · Ap

On factorise les termes qui contiennent Fp,1 et Fp,2 :

A(z) = Fp,1



A0 +

p−1
∑

j=1

zjAj + zp,1Ap



 +

+Fp,2



A0 +

p−1
∑

j=1

zjAj + zp,2Ap





On remplace zp−1 (comme donné dans (16) pour j = p−1)
et on multiplie les autres termes de la somme avec Fp−1,1 +
Fp−1,2 = 1 :

A(z) = Fp,1 ·



(Fp−1,1 + Fp−1,2)



A0 +

p−2
∑

j=1

zjAj



 +

+(zp−1,1Fp−1,1 + zp−1,2Fp−1,2) · Ap−1+

+zp,1(Fp−1,1 + Fp−1,2)Ap] +

+Fp,2 ·



(Fp−1,1 + Fp−1,2)



A0 +

p−2
∑

j=1

zjAj



 +

+(zp−1,1Fp−1,1 + zp−1,2Fp−1,2) · Ap−1+

+zp,2(Fp−1,1 + Fp−1,2)Ap]

En factorisant de nouveau les termes qui contiennent Fp−1,1

et Fp−1,2, à l’intérieur des parenthèses on obtient :

A(z) = Fp,1Fp−1,1



A0 +

p−2
∑

j=1

zjAj + zp−1,1Ap−1 + zp,1Ap





+Fp,1Fp−1,2



A0 +

p−2
∑

j=1

zjAj + zp−1,2Ap−1 + zp,1Ap





+Fp,2Fp−1,1



A0 +

p−2
∑

j=1

zjAj + zp−1,1Ap−1 + zp,2Ap





+Fp,2Fp−1,2



A0 +

p−2
∑

j=1

zjAj + zp−1,2Ap−1 + zp,2Ap





En réitérant ce mécanisme de factorisation, en remplaçant
à chaque étape du calcul zj avec l’expression (16), jusqu’à
ce qu’on ait remplacé toutes les variables de prémisse, on
obtient :

A(z) =

2p

∑

i=1







p
∏

j=1

F
j,σ

j
i
·



A0 +

p
∑

j=1

z
j,σ

j
i
· Aj











On a ainsi exprimé les matrices Ai (i = 1, ..., r) en utilisant
les matrices sommets du polytope définies par les partitions
des variables de prémisse :

Ai = A0 +

p
∑

j=1

z
j,σ

j
i
· Aj (22)

En appliquant le même raisonnement pour la partie com-
mande et la sortie, on démontre ainsi l’équivalence entre le
multimodèle (1) et le système (11).
La section suivante donne quelques outils généraux concer-
nant la construction d’un observateur/contrôleur basé sur
une structure MM, en vue de justifier l’utilisation de la
méthode générale et de motiver le choix final du MM.

B. Critères de choix de la forme quasi-LPV

Les résultats existants concernant la synthèse et l’ana-
lyse de contrôleur/observateur pour un MM [1], [2], [3], [5],
[7], [15], [16] sont basés sur la résolution d’inégalités matri-
cielles linéaires (LMI), en utilisant la méthode de Lyapu-
nov. Grâce à la propriété de convexité attribuée aux fonc-
tions de pondération, les LMIs sont évaluées uniquement
aux sommets du polytope (Ai, Bi, Ci et Di) et les fonctions
de pondération n’interviennent pas dans la résolution de ces
LMIs. Seules les matrices Ai, Bi, Ci et Di ont une contri-
bution dans la résolution. Il est important de noter que les
conditions LMI utilisées pour construire un contrôleur ou



un observateur basé sur un MM représentent des conditions
suffisantes mais non nécessaires.
En général, la représentation quasi-LPV (12) pour un
système non linéaire de la forme (11) n’est pas unique ; à
chaque représentation quasi-LPV correspond un ensemble
particulier de variables de prémisse Vz ; choisir une forme
quasi-LPV est équivalent à choisir l’ensemble Vz. Le choix
de cet ensemble Vz est important, car il influe sur le nombre
de sous-modèles et la structure du modèle global. Ce degré
de liberté sera utilisé pour faciliter les études de comman-
dabilité, d’observabilité et d’analyse de stabilité.
Tout d’abord, pour assurer l’observabilité/commandabilité
du système global, représenté sous une forme multimodèle
(i.e. assurer une solution pour les LMIs associées au
MM pour obtenir le contrôleur/observateur) l’observabi-
lité/commandabilité de chaque sous-modèle est nécessaire
[5]. Ainsi, les formes quasi-LPV qui produisent des sous-
modèles qui ne possèdent pas ces propriétés doivent
être éliminées. Il faut remarquer que ceci ne consti-
tue pas une condition suffisante pour assurer l’observabi-
lité/commandabilité du multimodèle [10]. Par exemple, les
différentes formes quasi-LPV du système (2) de l’exemple
précédent ne partagent pas la même structure. La forme
(4) est caractérisée par une matrice B(z) nulle, donc le
système ne peut pas être contrôlé, alors que dans (3) et
(5) la matrice B(z) n’est pas nulle, donc la condition de
commandabilité nécessaire est vérifiée.
De plus, comme déjà précisé au début de la section, dans les
études de stabilité des multimodèles, les conditions de sta-
bilité des observateurs sont données en termes d’inégalités
matricielles linéaires (LMI). Différentes techniques sont
proposées pour réduire le nombre de conditions LMI, ce
qui conduit à moins de calculs et favorise l’existence d’une
solution [2]. En conclusion, le nombre des LMIs à vérifier
est linéaire ou polynomial en nombre des sous-modèles [15].
C’est la raison pour laquelle il est souhaitable qu’un mul-
timodèle soit composé par un nombre minimal de sous-
modèles. Ce nombre est relié au nombre de variables de
prémisse, donc une forme quasi-LPV qui associe un en-
semble minimal des variables de prémisse sera préférée. Par
exemple, les formes quasi-LPV (3) et (4) associent quatre
variables de prémisse qui produiront 16 sous-modèle, alors
que la forme (5) implique trois variables de prémisse qui
produiront 8 sous-modèles.
Enfin, la construction d’un observateur/contrôleur pour un
MM avec des variables de prémisse qui dépendent des états
est plus difficile que dans le cas où ces variables de prémisse
sont connues [7]. En conséquence, un MM avec des variables
de prémisse qui dépendent d’un nombre minimal des va-
riables d’état est préférable.
Tenant compte de ces remarques, les règles suivantes, is-
sues d’une recherche de structure la plus simple possible,
peuvent guider ce choix :

– Éliminer les formes quasi-LPV pour lesquelles la ma-
trice B a des colonnes nulles et C a des lignes nulles,
puisque ces matrices ne respectent pas les conditions
de rang d’observabilité/commandabilité.

– Parmi les formes quasi-LPV pour lesquelles les va-
riables de prémisse dépendent du même nombre de va-
riables d’état, choisir la forme quasi-LPV qui contient

le nombre minimal de variables de prémisse.
– Identifier les décompositions contenant des variables

de prémisse communes aux différentes équations de
l’état et/ou de sortie, dans (12), en réduisant ainsi le
nombre total de variables de prémisse.

– Parmi les formes quasi-LPV qui ont le même nombre
de variables de prémisse, choisir la forme quasi-LPV
pour laquelle les variables de prémisse dépendent du
nombre minimal de variables d’état.

IV. Conclusion

Cet article propose une méthode analytique générale de
simplification de complexité d’un modèle non linéaire au-
quel est substitué un ensemble de sous-modèles de struc-
tures plus simples, linéaires et un ensemble de fonctions
d’agrégation appropriées afin d’agréger ces sous-modèles
pour constituer le multimodèle. Cette nouvelle réécriture
sera utilisée par la suite grâce à ses propriétés particulières,
pour l’estimation d’état et ses applications au diagnostic de
fonctionnement de systèmes.
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