
HAL Id: hal-00976493
https://hal.science/hal-00976493v1

Preprint submitted on 9 Apr 2014 (v1), last revised 10 May 2014 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Le paradigme téléphonique
Christophe Chalons

To cite this version:

Christophe Chalons. Le paradigme téléphonique. 2014. �hal-00976493v1�

https://hal.science/hal-00976493v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


▲❛ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡

❈❤r✐st♦♣❤❡ ❈❤❛❧♦♥s✱ ✉♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✼✱ éq✉✐♣❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ t❡①t❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥ ❡①tr❛✐t ❧❛r❣❡♠❡♥t r❡♠❛♥✐é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡①t❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♠❡s é❧✉❝✉❜r❛t✐♦♥s

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡ t❡①t❡ ❛ tr♦✉✈é s♦♥ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐✈r❡ ❞❡ ✈✉❧❣❛r✐s❛t✐♦♥ é❝r✐t ♣❛r ❘♦❣❡r P❡♥r♦s❡✳

❉❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡✱ ❧❡s ♦♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❡s♣r✐t✱ ✐❧ ❛ ♣♦sé ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❞é✜s q✉✐ ❢♦♥t ✉♥ ♣✐❡❞ ❞❡ ♥❡③ à ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❡♥

❧❡s ❞é❜❛rr❛ss❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥✉t✐❧❡✱ ♠❛✐s s❛♥s ❧❡s ❞é♥❛t✉r❡r✳ ❙♦♥ ❧✐✈r❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✸ ♣❛rt✐❡s✿

• ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●♦❞❡❧

• ✉♥ ❡①♣♦sé ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t q✉❡ s♦✉❧è✈❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡

• ✉♥❡ ❡♥q✉êt❡ s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s

❈❡ ❧✐✈r❡✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❡ ❘✳P❡♥r♦s❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❙✬✐❧ é❝❛rt❡ tr♦♣ ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❝ès ❞❡ ♣❧❛t♦♥✐s♠❡✱

❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡①♣❡rt❡s ❞❛♥s s♦♥ ❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●♦❞❡❧ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s

♦r❞✐♥❛✉① ♥❡ s✬❡✛r✐t❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡✉r ré❛❧✐té ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❣r❛♥❞s ❡t ♣ré❥✉❣❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ✧✐♥st✐♥❝t ❤✉♠❛✐♥✧✱ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❝❡rt✐t✉❞❡s✱ s❡ ❤❡✉rt❛♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●♦❞❡❧ q✉✬✐❧ ❛✛r♦♥t❡

✈❛✐❧❧❛♠♠❡♥t ♠❛✐s ✈❛✐♥❡♠❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡✮✱ ❝✬❡st ✉♥ ❧✐✈r❡ s❛♥s ♣ré❝é❞❡♥t q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡

❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣✉❜❧✐❝ à ♣r♦♣♦s ❞❡s ♣❛r❛❞♦①❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥t t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❛ ✜♥✐ ♣❛r ❡♥t❡♥❞r❡

♣❛r❧❡r✱ ♠❛✐s q✉❡ s❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s✱ ❡t ❡♥❝♦r❡✱ ❝❧❛ss❡♥t ❡♥ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣ré❝✐s❡s❀ ♠❛✐s ✐❧s ❧❡ ❢♦♥t ❛✈❡❝

✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❞♦❣♠❛t✐s♠❡ q✉✐ ♣♦❧❧✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❘✳P❡♥r♦s❡ ✭❞♦♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❧✉s s✐♠♣❧✐✜é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❡r♥❛r❞ ❞✬❊s♣❛❣♥❛t ❞❛♥s ❧❡ ré❡❧ ✈♦✐❧é✮ tr❛♥❝❤❡✱

♥♦♥ ♣❛s ❡♥ ❛♣♣♦rt❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡♥ ❞✐s❛♥t✿ ✈♦✐❧à✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❉❊❯❳ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✭t❡❧❧❡

q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮✿

• ❊❧❧❡ ✐♥❝❛r♥❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛ ❢❛❝t✉❡❧❧❡s ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❡❧❧❡ r❡♥❞ ré❡❧❧❡s ❝❡s ❝♦♥tr❛ ❢❛❝t✉❡❧❧❡s✮

• ❊❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦s❡r q✉✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❝❛✉s❡r à ❞✐st❛♥❝❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♦✛r❡ ❞❡s

♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ✐♥t❡r❢èr❡♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡

■❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛✉s❡r ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ✭s♦✉s ❝❡rt❛✐♥s

❛①✐♦♠❡s ❛❝❝❡♣tés ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐♥tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐té ✭❣é♥ér❛❧❡ ♦✉ r❡str❡✐♥t❡ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r❝❡ q✉❡

❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞✉ ❣r❛♥❞ ♣èr❡✮✳

■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✧♣r❡✉✈❡✧ q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♦✛❡rt❡s ✧♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s✧✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉rt❛♥t ❡❧❧❡s

✧❡①✐st❡♥t✧✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦♥t ❧❡ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t✱ s✉❜t✐❧✱ ❡st ✉♥❡ ❛✛❛✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❈❛r✐❝❛t✉r♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♥♦♥ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✜❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣r❡sq✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛✈❡❝ ❝❡

✧❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✧ q✉❡ P❡♥r♦s❡ ♥♦✉s ❝♦♥t❡✿

■♠❛❣✐♥❡③ q✉❡ ✈♦✉s ❛②❡③ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ✈♦✉s ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛❜r✐q✉❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐

❡st ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ❛✉ ❥❡✉ ❞✬é❝❤❡❝✱ ❡t ❝❡ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡s ♥♦✐rs ♦✉ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡s ❜❧❛♥❝s ✭♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡

❢❛✐r❡ ♠❛t❝❤ ♥✉❧ ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ❧❡s ♥♦✐rs ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✮✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✿ ♥✉❧❧❡ ♦✛r❡ ❞❡ ❧❛ ◆❛t✉r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❜r✐q✉❡r

❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭s✐♥♦♥ ❧❛ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s❡r❛✐t ❢❛❝✐❧❡✿ ♦♥ ❢❛❜r✐q✉❡r❛✐t ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡✉r

❢❡r❛✐t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬é❝❤❡❝s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ s❡r❛✐t ❢❛❧s✐✜é❡✮✳
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▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✜❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❛

✜❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦t❡③ q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❞ès q✉✬♦♥ ❡♥ ❢❛❜r✐q✉❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

❞✐s♣❛r❛ît✮✱ ❡❧❧❡ ❣❛❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉① é❝❤❡❝s✱ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡s ❜❧❛♥❝s ♦✉ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡s ♥♦✐rs✳ ❚❛♥t

q✉✬♦♥ ♥✬❡st ♣❛s à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ ♦ù ♦♥ s❛✐t ❢❛❜r✐q✉❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ s✉♣❡r♦r❞✐♥❛t❡✉r ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜❧❛♥❝s

✭✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡✮✱ ♦♥ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à ❢❛❧s✐✜❡r

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✭❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❜❛ttr❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ à q✉✐ ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡s ♥♦✐rs✱ ♣❛r ❧❡ s✉♣❡r✲♦r❞✐♥❛t❡✉r✮

❈❡tt❡ t❤ès❡✱ à ❞é❢❛✉t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ✧❞é♥♦✉❡r✧ ❝❡ ♠②stèr❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡st ✉♥ é❝❤♦ ❧♦❣✐❝♦✲♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❛✉① ❝♦♥st❛ts très ♣ré❝✐s ❡t ♠❛tér✐❡❧s q✉✐ ♦♥t ♣✉✱ s②♥t❤ét✐sés ♣❛r ❘✳P❡♥r♦s❡ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛✉sés ❛✉ ♣✉❜❧✐❝✱

êtr❡ ré✉♥✐s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r♠❡❧ ❛❜♦r❞❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ✐♥té❣r❡r ❧❡ ✧♣r❡♠✐❡r✧ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭s❡❧♦♥ P❡♥r♦s❡✱ ✐❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛ ❢❛❝t✉❡❧❧❡s ré❛❧✲

✐sé❡s ✧q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt✧✮ à ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ❡♥ ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡

❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ✧s✐ ❳ ❛❧♦rs ❨✧ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✈r❛✐ q✉❛♥❞ ❳ ❡st ❢❛✉① ❡t q✉❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s

t♦✉t❡s ❧❡s ❧❛♥❣✉❡s ✈✐✈❛♥t❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♠✐♥❡✉r✿ ♥♦✉s s❡♥t♦♥s ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ♥♦✉s q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡

q✉✐ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡t q✉✐ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡✱ ❝❛r ♥❡ ❧❡ ♣❡✉t ♣❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

q✉❛♥❞ ♦♥ ❛✣r♠❡ q✉✬✐❧ ❡st ❢❛✉① q✉❡ s✬✐❧ ❛✈❛✐t ❢❛✐t ❜❡❛✉ ❤✐❡r✱ ♥♦✉s s❡r✐♦♥s ❛❧❧é à ❧❛ ♣✐s❝✐♥❡✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣❡❧é ♣❛r ❘✳P❡♥r♦s❡ ❧❡s ❞♦❞é✲

❝❛è❞r❡s ♠❛❣✐q✉❡s✳ ❈❡❧✉✐ q✉✬✐❧ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡s ✧❞❡✉① s❡✉❧s ❣r❛♥❞s ♠②stèr❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s

❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✧✳

❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ s♦♥ ❛s♣❡❝t ♠②stér✐❡✉① ♥✬❛ ♠ê♠❡ ♣❛s été é❝♦r♥é

♣❛r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✈❡♥✉❡ ❛♣rès ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❘✳P❡♥r♦s❡✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛❝❝❡♣t♦♥s ❧❛ ✧♠❛❣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✧ ✐❝✐ ❞é♥♦♥❝é❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r♦♥s✳ ▲❛ t❤ès❡ ❡st

❧❡ ré❝✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❣✐❡✳ ❍♦rs✲♣❤②s✐q✉❡✱ ♦♥

② ❣❛❣♥❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛ss❡③ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ✈❡✉t ❞✐r❡ ✧❥♦✉❡r✧✬ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡s

t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ♦✉ ❞❡s ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▲✬♦✉t✐❧ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❝❡tt❡ ♠❛❣✐❡ ❡st q✉❛❧✐t❛t✐❢✳ ■❧ ❡♥ é♠❡r❣❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡✲❝♦✉♣ ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ s✉r ❧❡s

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❡✉ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭❡♥ ❢❛✐t ❢❛❧s✐✜é❡

❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✮✱ ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t ♣❧✉tôt ✧❝♦♥✜r♠é❡s✧✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♥♦tr❡ t❤é♦r✐❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿

• ❚♦✉t ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✜♥✐❡ q✉✐ ❡st ❚❙❉ ❡st ♠✉❧t✐t❛❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ♦♥ r❡♥♦♥❝❡ à ✉♥❡

❤②♣♦t❤ès❡ ✧✉♥✐♠♦♥❞❡✧✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ◆❛t✉r❡ ♥❡ ♥♦✉s ♦✛r❡ ♣❛s ❞❡ ✧té❧é♣❤♦♥❡s✧ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞✬❡♥✈♦②❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❜✐t à ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡ ❛✉ss✐

❛st✉❝✐❡✉s❡ s♦✐t✲❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ✧♠✉❧t✐✧ ✭✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❡st ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧

♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ▲❖❈❆▲❊ ✳✳✳ ♠❛✐s ✧♠✉❧t✐♠♦♥❞✐q✉❡✧ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r

s❛ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡✳✮

• ▲❡s ♦r❞✐♥❛✉① s✉✣s❡♥t ❡♥ ✉♥ s❡♥s très ❛❜s♦❧✉ à ét✉❞✐❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✧❞✬ét❡r♥✐té✧ ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✉♥

t♦✉t ♣❡t✐t ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❛✈❡♥✐r✮



✸

• ■❧ ② ❛ ✉♥ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❜✐t

à ❞✐st❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ✈✐✈❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♥✉❛♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✈r❛✐

❞❡ ◆❛t✉r❡s s✉♣♣♦sé❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ét✉❞✐❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉①✳

• ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ❡t ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ♣♦✉r ✧❝♦♠♣r❡♥❞r❡✧

✉♥ ♦❜❥❡t ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ très ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s ♥♦♥ tr✐✈✐✲

❛✉① q✉✐ s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s q✉❡ ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛s ❞❡s tr✐✈✐❛✉① s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝❧✐♥✐q✉❡✳ P♦✉rt❛♥t ✉♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❧❡s ♣❧✉s

✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ ❡st q✉❡ t♦✉t ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷ ❡st ❚❯❑❊❨✲

❖✛❡♥s✐❢✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ❡♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❡♥❢❛♥t✱ t♦✉t té❧é♣❤♦♥❡ ♣❡r♠❡t

❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②é✳ ❖r s♦✉s ❧❛ ❜❛rr❡ ❞❡s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st❡ é❝r❛s❡ ❡t ♥❡ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té

q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝rèt❡✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ t❡①t❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐s❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré♣✉tés

✐♥✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s ét❛ts q✉✐

ét❛✐❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❢❛✉t❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ✈s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬ét❛t ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞✬❛❣✐r

❝♦♠♠❡ ✐❧ ✈❡✉t✱ ♠❛✐s s✉✐t ❧❡s ♠ê♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡

♣❛rt✐❡❧ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✧té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s✧✳

❙✉r ❧❡ ❢♦♥❞✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♠❡♥é ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✶✾✾✼ ❡t ✐❧ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❛❧♦rs s✉r ♠♦♥ s✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❡♥

✶✾✾✾✭❬❈❤❛✶❪✮✳ ▲❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦♥t été r❡♣r✐s❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✈✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞❛♥s ❬❈✳❘✳❪✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ❣r❛♥❞s ❡s♣r✐ts ❛❧tr✉✐st❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❤❛r❝❡❧é ♣♦✉r q✉❡ ❥❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡t ❧❡

ré é❝r✐✈❡ ❡♥ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❛✜♥ ❞❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❧❛❜❡❧ ❡t ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✣❝✐❡❧❧❡✳ ❏✬❡s♣èr❡ ②

êtr❡ ❛rr✐✈é✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✧❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡

❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✳ ❊❧❧❡ ❡♥tr❛î♥❡

❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡②✳

P❛r r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ✉♥ tr✐♣❧❡t (E,F,R)✱ ♦ù E✱ F s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t R ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E×F ✳

❉❛♥s t♦✉t ❧❡ t❡①t❡ q✉✐ s✉✐t✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ (E,F,R) ✐❧ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦sé ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t

q✉❡✿

E ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t F ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

✳
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✽✳✶✵ ❚é❧é♣❤♦♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ré❡❧s✳ P✉✐ss❛♥❝❡❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✾ ❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❍❛s❛r❞ ♦✉ ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡❄ ✾✹

✾✳✶ ❉✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❧✐♥✐q✉❡ ❞✉ ✈r❛✐ ❤❛s❛r❞ à ❝♦♥st❛ts st❛t✐st✐q✉❡s é❣❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✾✳✶✳✶ ▲❡ ❥❡✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✾✳✶✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✾✳✶✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✾✳✶✳✹ ❇♦❜ tr✐❝❤❡✲t✲✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ❞❡❣rés ▲✉❞✐q✉❡s

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✈❛ ❢♦♥❞❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❣é♥ér❛❧✐sé à

❞✬❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ 2 := {0; 1}✳ ❙♦♥ ♣r♦✜❧✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ((A → B) → A) → A

❡st ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ❛①✐♦♠❡ ❞❡ P❡❛r❝❡✮ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡

❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲❡♠♠❡ ✶ ❙♦✐❡♥t ❊✱❋ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ FE ❞❛♥s E✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ e ∈ E t❡❧ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t y ∈ F ✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ FE t❡❧❧❡ q✉❡✿ [f(e) = y ❡t L(f) = e]

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E ✐❧ ❡①✐st❡ f(e) ∈ F t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ g ∈ FE L(g) 6= e ♦✉ g(e) 6= f(e)✳ ❆❧♦rs

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ L(f) 6= L(f) ♦✉ f(L(f)) 6= f(L(f)) ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛ss♦❝✐é ✭❛✈❡❝ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ (E → F ) → E ❝❡rt❛✐♥✭s✮

é❧é♠❡♥ts ♣r✐✈✐❧é❣✐és ❞❡ E✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❥♦✉❡r❛ ✉♥ rô❧❡ ❛ss❡③ t②♣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✉❛❧✐té

❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s✳

▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❡♥ ét✉❞✐❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♥s ❧é❣èr❡s ❡t

❧❡ s✐t✉❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❩❋✳

✶✳✶ ❙t❛t✉t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞❛♥s ZF

▲❛ ❢♦r♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ((E → F ) → E) → E ❡st ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛①✐♦♠❡s q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡

✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr② ❍♦✇❛r❞✱ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ❤é❧❛s ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ t❡①t❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ✈❡r✲

s✐♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ♥♦✉s ♦✛r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ q✉❡ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s

✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛❜str❛✐t❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷ P♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s str✉❝t✉rés ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t A,B✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ L ❞❡ A → B

❞❛♥s A✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t a ❞❡ A ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ C ❞❡ A→ B t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ B✱ ✐❧ ❡①✐st❡

f ∈ C t❡❧ q✉❡ f(a) = b ❡t L(f) = a✳

✽
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✶✳✷ Pr♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts

◗✉❡st✐♦♥ ✸ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ st❛t✉t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡❄ ❊st✲✐❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①❄

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❛ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ♠❛①✐♠❛❧ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

▲❡♠♠❡ ✹ ✭❆①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s✉♣♣♦sé✮✳ ❙♦✐❡♥t E,F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t T ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ FE✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ L q✉✐ s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ T ❞❛♥s E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ e ∈ E t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ F ✐❧ ❡①✐st❡

f ∈ T t❡❧❧❡ q✉❡✿ [f(e) = y ❡t L(f) = e]✳ ❆❧♦rs T = FE✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ç❛ ❡st ❛ss❡③ ❝♦✉rt❡✿ s♦✐t g ∈ FE \ T ❡t L(f) := ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ E t❡❧ q✉❡ f(x) 6= g(x)✳ ❙♦✐t

e ∈ E ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ❞❡✈r❛✐t ❡①✐st❡r f ∈ T t❡❧❧❡ q✉❡ [f(e) = g(e) ❡t

L(f) = e]✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ♥❡ ♣❛r❧❡ q✉❡ ❞✉ ✏❡✑ t❡❧ q✉❡ ∀y ∈ F∃f : f(e) = y ❡t L(f) = e✳ ▼❆■❙✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st

❢♦r♠✉❧é✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ ❛✉❝✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t f ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ✐♠❛❣❡s f(x) ❞❡s x 6= e✳

▲❡s ❞❡✉① é♥♦♥❝és q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♠♦♥tr❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s f(x), x 6= ❧❡ e q✉✐ ❝♦♠♣t❡

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❆①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ F ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ✭♦✉ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❡st ♠✉♥✐

❞✬✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✮✳ ❙♦✐t L : (E → F ) → E✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ e ∈ E ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ y 7→ fy q✉✐ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡

❞❡ F ❞❛♥s (E → F,≤all) ✈ér✐✜❛♥t ∀y ∈ F : L(fy) = e ❡t fy(e) = y ❡t ❞❡ ♣❧✉s ∀(y, z) ∈ F 2 : s✐ y ≤ z ❛❧♦rs

fy ≤all fz ♦ù f ≤all g s✐❣♥✐✜❡ ∀x ∈ E : f(x) ≤ g(x)✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ga, a ∈ Ordinaux ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ ga(x) := ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

é❧é♠❡♥t y ❞❡ F t❡❧ q✉❡ ∀b ∈ a s✐ L(gb) = x ❛❧♦rs gb(x) 6= y✳ ❖♥ s✬❛rrêt❡ q✉❛♥❞ ga ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐❡✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞✐♥❛❧ µ t❡❧ q✉❡ gµ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐❡✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs x ∈ E t❡❧ q✉❡ ∀y ∈ F∃b ∈ µ : L(gb) = x ❡t

gb(x) = y✳ ❆ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s y ∈ F ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ b(y) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✐♥s✐✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ y 7→ fy := gb(y) q✉✐ ✈ér✐✜❡

❝❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ st❛t✉t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❞❛♥s ZF ✐❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❡t ❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ A ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ❡♥ ❧❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝

✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✳ ❖♥ ♣♦s❡ E := P (A) ❡t F := A✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ∈ E → F ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬é❧é♠❡♥t L(f) ∈ E s✉✐✈❛♥t✿ ♦♥

❝♦♥str✉✐t uf ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ µ(f) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ uf (α) := f({uf (β)|β ∈

α}) ❡t µ(f) ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞✐♥❛❧ i t❡❧ q✉❡ uf (i) ∈ {uf (j)|j ∈ i}✳ ❖♥ ♣♦s❡ L(f) := {uf (i)|i ∈ µ(f)}✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

f(L(f)) ∈ L(f) ❡t L(f) ❡st ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é ❝❛r uf ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ L(f) ❡t ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✳ ❙♦✐t B ∈ E✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

B ⊆ A✱ t❡❧ q✉❡ ∀y ∈ F∃f ∈ E → F : L(f) = B ❡t f(B) = y✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ A = B ✭s✐♥♦♥ ✐❧ ② ❛✉r❛✐t ✉♥ y ❡t ✉♥❡ f t❡❧❧❡

q✉❡ f(B) /∈ B ❡t L(f) = B✮✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ A ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥❛❜❧❡✳

✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s s❡ ♣♦s❡♥t q✉❛♥t à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ é♠❡r❣❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t

à ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉①✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❧✐st❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s fy t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t y : fy(a) = y ❡t L(fy) = a ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❛②❛♥t ✏❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✑✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ❡st

❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✳
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❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❞❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✿

◗✉❡st✐♦♥ ✼ ❙♦✐t L :∈ (E → R) → E✳ ❖♥ ♠✉♥✐t R ❞❡ s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ T ✉s✉❡❧❧❡ ❡t E → R ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ T∞
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉♣✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ❛❧♦rs ❢♦r❝é♠❡♥t a ∈ E ❡t φ : x 7→ fx t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R : fx(a) = x ❡t

L(fx) = a ❡t ❞❡ ♣❧✉s φ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ (R, T ) ✈❡rs ((E → R), T∞)❄

▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✏♥♦♥✑ s✐♥♦♥✱ ❧❛ ✈✐❡ s❡r❛✐t ✏tr♦♣ ❜❡❧❧❡✑ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s

r✐❡♥ s✉♣♣♦sé s✉r L✳ ▼❛✐s ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très ❧♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✏♦✉✐✑ ♣❛rt✐❡❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡s

q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r

✶✳✹ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①

❆✈❛♥t ❞✬êtr❡ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❩❋❈✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① é♠❡r❣❡ ❧♦rs ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s

❞é♠♦♥str❛t❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ❝ré❛♥t ❞❡s té♠♦✐♥s✳ ▼ê♠❡ s❛♥s ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t

♣❛s ❡①❝❧✉r❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❛♥❞ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ✐♥✜♥✐s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✮✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉①✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱

♥❡ s♦♥t ♣❛s ✧❛❧❣é❜r✐q✉❡s✧✳ ◗✉❡ ♣❡✉t✲✐❧ r❡st❡r ❞✬❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ✧❞❡ ❧❛

❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✧ ♦✉ ✧❞❡ ❧✬ét♦✐❧❛❣❡✧❄ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t q✉❡❧q✉❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ r❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❡♥ ♣❛r❧❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

▲❛ ✈r❛✐❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉rt♦✉t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❡t ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡st ✧✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐❢✧ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❩❋ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✐❧ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ∃a∀x(R(x) ⇐⇒ x ∈ a)✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽ E ❡st ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① α t❡❧s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡

s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ α s✉r E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t✳

✶✳✺ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥s

✶✳✺✳✶ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

▲❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s q✉♦t✐❡♥t❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✏s✐♠✉❧❛❜✐❧✐té✑✱ ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ✏❧✬❛t♦♠❡✑ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉r ❡st ❞❡✿

• ❘❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ❝♦✉♣

• ❊♥ r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣ r❡ç✉

• ▲❡ r❡st❡ ❞❡ s❛ ✈✐❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉r ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ❥♦✉❡✉rs ❞♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲

♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❡♥t✐èr❡✱ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♥✬êtr❡ q✉✬✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡
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P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❧✬❛t♦♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉r

❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ r❡♥❞ s♦♥ ❝♦✉♣✱ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦✉♣ r❡ç✉✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ✏s❛ ♣♦s✐t✐♦♥

❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡✑ ♦✉ ♣❧✉tôt ❞❡ s♦♥ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❥♦✉❡✉r✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉r q✉✐

✐❣♥♦r❡ ✏s♦♥ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ♠❛✐❧❧♦t✑ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t ✉♥ s❡♥s✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ❙♦✐t I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t i ∈ I 7→ (Ei, Fi) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t i ∈ I 7→

(E′
i, F

′
i ) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t G;H r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s T1 :=

∏
i(Ei ×Fi);T2 :=∏

i(E
′
i × F ′

i )✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ (T1, g) ≤ludique (T2, H) q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ i 7→ (fi ∈ (Ei → E′
i), gi ∈ ((Ei × F ′

i ) → Fi)) t❡❧❧❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈
∏

iEi✱ ♣♦✉r t♦✉t y′ ∈
∏

i F
′
i : s✐ [i 7→ (fi(xi), y

′
i)] ∈ H ❛❧♦rs [i 7→ (xi, gi(xi, y

′
i))] ∈ G

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ≤ludique ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s

s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✏❞✬✐♥❞✐❝❡s✑ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣ré♦r❞r❡ sé♣❛ré ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❙♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ s❡r❛

❛♣♣❡❧é s❡❧♦♥ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❧✬❛r✐té ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✉♣❧✐❝✐té✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛♣♣❡❧❡r ❛r✐té ♦✉ ✉♣❧✐❝✐té

❝✬❡st I ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ♥♦✉s ♥♦✉s ♦❝❝✉♣❡r♦♥s ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù I ❡st ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s q✉❛♥❞

I ❡t J s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s I ❞❡❣rés ❡t ❧❡s J ❞❡❣rés ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣❛r❛✐t

✉♥ ♣❡✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧✳

✶✳✺✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡s à é❝r✐r❡

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ i 7→ (xi, yi) s✉r ([i 7→ xi], [i 7→ yi]) ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛ ❛✉ss✐ à ❞é✜♥✐r ❧❛

ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ♥✧ ♦✉ ✧❣❛r❛♥t✐❡✧ ✭t♦✉t ❝♦✉rt✱ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❢✉✲

s✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿ (E,S,G) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ei, Si ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ n

❛✈❡❝✿

• E ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Ei, i ∈ n ❡t

• S ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Si, i ∈ n ❡t

• G ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s E × S

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥t❡①t❡s ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❛ss❡ tr♦♣

s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❧✬❡ss❡♥❝❡ ✐♥sé❝❛❜❧❡s ❞❡s ♣❛✐r❡s (Ei, Fi) q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝♦♠❜✐♥és✳ ❉❛♥s s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❡♥❝❤❛✐♥❛♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❧❡s tr♦✐s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❧❡s ❞❡✉①

♣r❡♠✐èr❡s ♥❡ s❡r✈❛♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✿



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊▼▼❊ ❉❊ ▲✬➱❚❖■▲❊ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❆❯ ❉❊●❘➱❙ ▲❯❉■◗❯❊❙ ✶✷

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ❙♦✐t E ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s Ei, i ∈ I ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st E✳ ❖♥ ❞✐t

q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡ s✉r E q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ hi ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s Ei t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E✱

♣♦✉r t♦✉t i ∈ I : f(x)(i) = hi(xi)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ❙♦✐t E,F ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ei, Fi; i ∈ I ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❡st E × F ✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❜✐❧♦❝❛❧❡ s✉r E × F q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ hi ❞❡

❞♦♠❛✐♥❡s Ei × Fi t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (x; y) ∈ E × F ✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I : f(x, y)(i) = hi(xi, yi)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙♦✐❡♥t R,S ❞❡✉① ❣❛r❛♥t✐❡s ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❘ ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à S ❡t ❝✬❡st ♥♦té R ≤lud q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(f, g) ❛✈❡❝ ❢ ❧♦❝❛❧❡ s✉r EntreR ❡t g ❜✐❧♦❝❛❧❡ s✉r EntreeR×SortieS ✈ér✐✜❛♥t✿ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ EntreeR ❡t t♦✉t

y ∈ SortieS✿ s✐ (f(x), y) ∈ S ❛❧♦rs (x, g(x, y)) ∈ R

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❝❡tt❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✭♥♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✮ ❝❛r ✐❧

s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❢♦♥❞❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡

❜✐❡♥ ❧✬❛s♣❡❝t té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜str❛✐ts q✉✐ s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥és✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✐ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣

été ét✉❞✐é✿ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① té❧é♣❤♦♥❡s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ✭✐♥❞✐❝és ♣❛r 2 := {0; 1}✮✱ ♠❛✐s q✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥t ❧❛ ♣r♦✲

♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✶✳ ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✶✳ ❉❛♥s

❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ é♠❡tt❡✉r ❡t

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❘❛♣♣❡❧✿ 1 := {0}

❖♥ ❡st ❢❛❝❡ à ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡✱ q✉✐ ❛✉ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s

(E × 1)× (1× F )✱ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E × F ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ é✈✐❞❡♥t s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❙♦✐❡♥t a := ((E × 1)× (1× F ), G) ❡t b := ((E′ × 1)× (1× F ′), G′) ❞❡✉① ❣❛r❛♥t✐❡s ❧✉❞✐q✉❡s

❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷✳ ❆❧♦rs a ≤ludique b s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ (E → E′) ❡t g ∈ (F ′ → F ) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s

x ∈ E✱ t♦✉t y ∈ F ′ s✐ ([f(x), 0], [0, y]) ∈ G′ ❛❧♦rs ([x, 0], [0, g(y)]) ∈ G

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧✬✉♥ ❞❡s

❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts à r❛♣♣❡❧❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❆✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ✉♥

❝❤❛♣✐tr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡✱ ♦ù ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ♣r♦❞✉✐t❡

❝✐✲❞❡ss✉s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡♠♠❡s ❞❡ ❜❛s❡s s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s s✐❣♥❡s✿ ∀;∈;→✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

♦♥ ❛ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts q✉✐ s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s r❛♣♣❡❧s✳

• ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {{a}; {a, b}}

• ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❘ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✮ ❡st ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉s x, y, z s✐ (x, y) ∈ R ❡t (x, z) ∈ R ❛❧♦rs y = z

• ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ y t❡❧ q✉❡

(x, y) ∈ f ✳

• ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❛✉r❛ très s♦✉✈❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❉✳

❖♥ ♣❡✉t ❧❛ r❡❣❛r❞❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ s♦✉✈❡♥t (fi, i ∈ D) à ❧❛

♣❧❛❝❡ ❞❡ f ✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ f ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g t❡❧❧❡s q✉❡✿

• ❞♦♠✭❣✮❂❉ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ D : g(i) ∈ f(i)

• ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ q✉❛♥❞ n ∈ N✱ ❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t

str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs✳

• ■❧ ♣♦✉rr❛ ♣❛r❢♦✐s ② ❛✈♦✐r ❞❡s ❛♠❜✐❣✉✐tés q✉❛♥❞ dom(f) = 2✳

• ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ f ❡st ❛❧♦rs très r❡ss❡♠❜❧❛♥t ✭♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✮ à f(0)× f(1)✳

• P♦✉r ❜✐❡♥ ❧✬❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r✱ ❥❡ ♥♦t❡r❛✐ s♦✉✈❡♥t [f(0) × f(1)] à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ f(0) × f(1) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡

♣r♦❞✉✐t ❞❡ f ✳

• P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✱ ❥✬✉t✐❧✐s❡r❛✐ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ x(y) q✉❡ xy s❛♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s

♥❡ ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts✳

✶✸
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✷✳✷ ❆✈❡rt✐ss❡♠❡♥t

❉✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ✈❛ ❞❡✈♦✐r à ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥❞r♦✐ts ♦♣ér❡r ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥és ♦✉ ❥♦✉❡r s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs

t❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ tr✐♣❧❡t ✭❊✿❂♣r♦❞✉✐t ❞❡s

❊♥tré❡s✱ ❋✿❂♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❙♦rt✐❡s✱ ●❛r❛♥t✐❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s E × F ✮✳ ❈✬❡st ❤é❧❛s ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡

♠ê♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❢❡♥❞✉ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❵❧✬♦❜❥❡t ♠❛tér✐❡❧✑ ❡st ❧❡

❝♦♠❜✐♥é té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr✐♣❧❡t ♣♦✉rr❛✐t ✐♥❞✉✐r❡ ✈❡rs ❧✬❡rr❡✉r à ♥❡ ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡

♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t ❧❡s s♦rt✐❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ❝❧❛✈✐❡rs ❡t ❧❡s é❝r❛♥s✳ ❊s♣ér♦♥s

q✉❡ ❝❡t ❛✈❡rt✐ss❡♠❡♥t s✉✣s❡ à ❧❡✈❡r t♦✉t❡ ❛♠❜✐❣✉✐té✳ ◆♦✉s ré♣ét♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s✳

✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ♥✧ ♦✉ ✧❣❛r❛♥t✐❡✧ ✭t♦✉t ❝♦✉rt✱ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❢✉✲

s✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿ (E,S,G) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ei, Si ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ n

❛✈❡❝✿

• E ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Ei, i ∈ n ❡t

• S ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Si, i ∈ n ❡t

• G ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s E × S

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦♥ ♥♦♠♠❡ ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s G ❧❡ tr✐♣❧❡t ✭❊✱❙✱●✮✱ ❡t ♦♥ s❡ ré❢èr❡ ♣❛r❢♦✐s à ❊ ❡t ❙ ❡♥ ❧❡s

♥♦t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Entree(G), Sortie(G)

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ n s❡r❛ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ > 1✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ s♦✐t

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

▲❡ ●❍❩✲té❧é♣❤♦♥❡ ❡st ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✸✳ ❈❡rt❛✐♥s té❧é♣❤♦♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts s♦♥t ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷✳ ❈♦♥✲

❝rêt❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥t✐❡r n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥és ❞✉ ✧té❧é♣❤♦♥❡✧✱ ❡t s❡s é❧é♠❡♥t s♦♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és✳

Ei ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t♦✉❝❤❡s ❞✉ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é ♥✉♠ér♦ i ❡t Si ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

s✉r ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é i✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ G ❡st ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✧❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✧ ❡t ✧❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❧♦❝❛❧❡✧ ✭✈♦✐r

❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶✶ ❡t ✶✷✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞é❥à ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡

♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙♦✐❡♥t R,S ❞❡✉① ❣❛r❛♥t✐❡s ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❘ ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à S ❡t ❝✬❡st ♥♦té R ≤lud S q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

❝♦✉♣❧❡ (f, g) ❛✈❡❝ f ❧♦❝❛❧❡ s✉r EntreR ❡t g ❜✐❧♦❝❛❧❡ s✉r EntreeR×SortieS ✈ér✐✜❛♥t✿ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ EntreeR
❡t t♦✉t y ∈ SortieS✿ s✐ (f(x), y) ∈ S ❛❧♦rs (x, g(x, y)) ∈ R

▲❡♠♠❡ ✶✼ ✿ ≤lud ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥t f, g ❧♦❝❛❧❡ ✭r❡s♣ ❜✐❧♦❝❛❧❡✮ q✉✐ té♠♦✐❣♥❡♥t q✉❡ R ≤ S ❡t k, h ❧♦❝❛❧❡ ✭r❡s♣ ❜✐❧♦❝❛❧❡✮ q✉✐ té♠♦✐❣♥❡♥t q✉❡

S ≤ T ✳ ❙♦✐t u : x ∈ EntreeR 7→ k(f(x) ∈ EntreeT ❡t v : (x, z) ∈ EntreeR) × SortieT 7→ h(f(x), g(x, k(x, z))) ▲❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s u, v s♦♥t ❛❧♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡s✱ ❜✐❧♦❝❛❧❡s ❡t ré❞✉✐s❡♥t ❘ à ❚

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤lud ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré♦r❞r❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s ❛②❛♥t ❧❛

♠ê♠❡ ✉♣❧✐❝✐té✳ ❊❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✉s✉❡❧ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡

s♦rt❡ q✉✬❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦✐❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡s✳

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ♦♥ ❛❜rè❣❡r❛ s♦✉✈❡♥t ≤lud ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ≤✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡

❡st ❝❡♥sé r❡♥❞r❡ ❝❧❛✐r ❧❡ s❡♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ≤ ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ❉❡✉① ❣❛r❛♥t✐❡s té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s R,S s♦♥t ❞✐t❡s ✭❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t✮ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉❛♥❞ R ≤ S ❡t

S ≤ R✳ ▲♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s

❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✿ X,Y s♦♥t ✭❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t✮

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t (E,F,R) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ tr✐✈✐❛❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ E ❞❛♥s F ✐♥❝❧✉s❡ ✭❞♦♥t ❧❡

❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♥❝❧✉s✮ ❞❛♥s R✳

■❧ ❛rr✐✈❡r❛ ♣❛r❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬❛s♣❡❝t ❝❛❜❛❧✐st✐q✉❡ ❞✉ t❡①t❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞❡ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ✭q✉✐ ♥✬❡st

♣❛s ❞é✜♥✐ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ t❡①t❡✮ ❡t s❛ ❣❛r❛♥t✐❡✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♠♠♦❞✐tés✱ ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡ ♣❛ss❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ✭q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✮✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s

♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❡st ✐♥s❡♥s✐❜❧❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❞❡❣ré

❧✉❞✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (E,E,R) ❛✈❡❝ R ⊆ En × En✱ ❝❡❝✐ ét❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ n✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✵ ❙♦✐t (E :=
∏

iEi, F :=
∏

i Fi, R) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ét❛♥t ♣r✐s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

n q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t (U,U, S) t❡❧ q✉❡ (E,F,R) ==ludique (U,U, S)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t U ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ n : Ei ∪ Fi ⊆ U ✳ ❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ∈ (Un)2 t❡❧s q✉❡ s✐

x ∈
∏

i Ei ❛❧♦rs (y ∈
∏

i Fi ❡t (x, y) ∈ R)✳ ❆❧♦rs (U,U, S) ❝♦♥✈✐❡♥t

✷✳✹ ❉❡❣rés ♠❛①✐♠❛✉① ❡t ♠✐♥✐♠❛✉①

❚❤é♦rè♠❡ ✷✶ ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✉♣❧✐❝✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ✉♥ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉❡✉① ❣❛r❛♥t✐❡s

té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♣❧✐❝✐té s♦♥t ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à t♦✉t❡

❛✉tr❡✳

• ▲❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧✬✉♣❧✐❝✐té n ❡st ❝❡❧✉✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ (1n, 1n, ∅)



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❊▼▼❊❙ ❉❊ ❇❆❙❊❙ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉❊●❘➱❙ ▲❯❉■◗❯❊❙ ✶✻

• ▲❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

N
n,Nn,Nn × N

n

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❡t q✉❛♥❞ ç❛ ♥❡ ❣é♥èr❡r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛

TopLudiquen ❡t BottomLudiquen ❧❡s ❞❡❣rés ♠❛①✐♠✉♠s r❡s♣ ♠✐♥✐♠✉♠s ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✳ ❖♥ ♦♠❡ttr❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲

♠❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ n✳ ■❧ ❛rr✐✈❡r❛ ❛✉ss✐ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡t s♦♥ ❞❡❣ré✳

▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬♦♥ ❛ ❞❡s ❞❡❣rés ❢♦r♠❛♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❝♦✜♥❛❧❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱ ✐❡ ❞❡s ❞❡❣rés

♣r❡sq✉❡ ♠✐♥✐♠❛✉① ♦✉ ♣r❡sq✉❡ ♠❛①✐♠❛✉①✿

✷✳✺ ❖♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡

❙♦✐t (E,F,G) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n t❡❧ q✉❡ E ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❡♥s❡♠❜❧✐st❡✮ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ei, i ∈ n ❡t F

❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Fi, i ∈ n✳

❙♦✐t E′
i := FEi

i ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ Ei ❞❛♥s Fi✳ ◆♦t♦♥s E′ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s E′
i, i ∈ n✳ ❊t❛♥t

❞♦♥♥é x ∈ E′ ❡t y ∈ E✱ ♦♥ ♥♦t❡ x ∗ y ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ n ❞❛♥s F ✭✐✳❡❀ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ F ✮ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ i ∈ n

❛ss♦❝✐❡ x(i)(y(i))

❙♦✐t H ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ∈ E′ × E t❡❧s q✉❡ (y, x ∗ y) /∈ G

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ▲❡ tr✐♣❧❡t (E′, E,H) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ (E,F,G)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜✐❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧❛

❞✉❛❧❡ ❞❡ s❛ ❞✉❛❧❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡t ❝❡✉① q✉✐ s✉✐✈❡♥t s✐❣♥❛❧❡♥t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❥♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❧❡

♠ê♠❡ rô❧❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✹ ❯♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡t s❛ ❜✐❞✉❛❧❡ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡

■❧ ② ❛ ✉♥ s❡♥s ♣r❡sq✉❡ é✈✐❞❡♥t ❡t ❧✬❛✉tr❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ❆ ♥♦t❡r

q✉❡ s✐ t♦✉t ❡st ✜♥✐ ✭❧✬✉♣❧✐❝✐té✱ ❧✬❡♥tré❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡✮ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❧❡

❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s✿

▲❡♠♠❡ ✷✺ ❙♦✐❡♥t E,F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ FE ❞❛♥s E✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ e ∈ E t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ F

✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ FE t❡❧❧❡ q✉❡✿ f(e) = y ❡t L(f) = e✳

Pr❡✉✈❡ ✿ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ♦♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈❡❧❛

❞♦♥♥❡ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣❡♥r❡ s✉✐✈❛♥t✿ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (f, x) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❘ q✉❛♥❞ (x, f ∗ x) ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t

♣❛s à ❘ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (L, f) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜✐❞✉❛❧❡ ❞❡ ❘ q✉❛♥❞✿ (f, L ∗ f) ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❘✱

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❛♥❞✿ (L ∗ f, f ∗ (L ∗ f)) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❘ ▲❡ s❡♥s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❜✐❞✉❛❧❡ T ❞❡

R ❡st ≥ R✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ xi t❛♣é s✉r ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é i q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠✐♠❡r✱ ♦♥ t❛♣❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡

Li : f 7→ xi s✉r ❧❛ ❝❧❛✈✐❡r ✐ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ❚✲❣❛r❛♥t✐✳ ▲✬é❝r❛♥ ✐ r❡♥✈♦✐❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ fi ∈ SortieT ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

([i 7→ Li(fi)], [i 7→ fi(Li(fi))]) ∈ R❀ ❞♦♥❝ ([i 7→ xi], [i 7→ fi(xi)]) ∈ R ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r ❡♥ s♦rt✐❡ s✉r ❝❤❛q✉❡

❝♦♠❜✐♥é i✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ yi := fi(xi) ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ré✉ss✐ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ♠✐♠❡r ✉♥ ❘✲té❧é♣❤♦♥❡ ✭❡♥ ❡✛❡t

(x, y) ∈ R✮ ▲✬❛✉tr❡ s❡♥s ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♠❡r ✉♥ ❚✲té❧é♣❤♦♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❘✲té❧é♣❤♦♥❡✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r t❛♣❡ ❞♦♥❝ Li s✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é i✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ei ∈ Ei t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ y ∈ Fi✱ ✐❧
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❡①✐st❡ f ∈ FEi

i ❛✈❡❝ f(xi) = y ❡t Li(f) = ei✳ ❖♥ t❛♣❡ ei s✉r ❧❡ ❘✲té❧é♣❤♦♥❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❡t ♦♥ r❡ç♦✐t ri ∈ Fi t❡❧ q✉❡

(i 7→ ei, i 7→ ri) ∈ R ❖r ✐❧ ❡①✐st❡ fi t❡❧❧❡ q✉❡ Li(fi) = ei ❡t fi(ei) = ri✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♥✈♦②❡r ❡♥ s♦rt✐❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é

i✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ fi ❛✈❡❝ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ (i 7→ Li, i 7→ fi) ∈ T ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✻ ❙✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❞✬✉♣❧✐❝✐té ♥✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ d 7→ dual(d) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

✐♥✈♦❧✉t✐❢ ❞❡ (Degres,≤) s✉r (Degres,≥)

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ r❡st❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉❡ R ≤ S ⇒ dual(S) ≤ dual(R)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ R à S q✉❡

❧✬♦♥ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿ xi → si(xi) | yi → ki(xi, yi)✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥é ✐✿

fi → x 7→ ki(xi, fi(si(x))) | qi → si(qi)

✷✳✻ ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ s✉♣ér✐❡✉r❡s

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♣✉✐s ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❞✉❛❧✐té✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s Ri, i ∈ J q✉✐ s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♣❧✐❝✐té ♥✳ ❘❡♠❛rq✉❡✿ n ♣❡✉t

êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐❝✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✼ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❙✱ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✱ t❡❧❧❡ q✉❡✿ P♦✉r t♦✉t i ∈ J : Ri ≤ S ❡t

t♦✉t❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❩ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ∈ J : Ri ≤ Z ✈ér✐✜❡ S ≤ Z

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✿ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❞❡ ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❙ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✿

• ♣♦✉r p ∈ n : EntreeS(p) := ❧❛ ré✉♥✐♦♥ q✉❛♥❞ i ♣❛r❝♦✉rt J ❞❡s EntreeRi
(p)× J

• ♣♦✉r p ∈ n : SortieS(p) := ❧❛ ré✉♥✐♦♥ q✉❛♥❞ ✐ ♣❛r❝♦✉rt J ❞❡s SortieRi

❖♥ ♥♦t❡ E′ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s EntreeS(p), p ∈ n ❡t S′ := ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s SortieS(p), p ∈ n✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r x ∈ EntreeS ✱

❝❤❛q✉❡ x(p) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (u(p), j(p)) ❡t u s❡r❛ ❛❧♦rs ♥♦té ♣❛r proj1(x)✳ GS := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ∈ E′×S′

t❡❧s q✉❡✿ s✐ ∀(p, q) ∈ n2 : p = q(=: e) ❛❧♦rs (proj1(x), y) ∈ Re✳ ❆❧♦rs S := (E′, S′, G) ✈ér✐✜❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❞✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s❛♥s ♣r❡✉✈❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✽ ✿ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

✷✳✼ ❉❡❣rés ♣r❡sq✉❡ ♠✐♥✐♠❛✉① ❡t ♣r❡sq✉❡ ♠❛①✐♠❛✉①

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❛ ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ✐♠♠é❞✐❛t❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ✧tr♦✉✈❡r✧ s❛♥s ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❣r♦s q✉❛♥❞ ♦♥

❡♥ ❝♦♥♥❛✐t ❞❡s ♣❡t✐ts ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❙♦✐❡♥t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ En✳ ❙♦✐t G

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (x, y) ∈ En × Fn t❡❧s q✉❡ ∀i ∈ n : y(i) = x

❆ ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ✧♣r❡sq✉❡ ♠❛①✐♠❛❧✧✳ ■❧ ❢❛✉t ❧✬❡♥t❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✾ ▲❛ s❡✉❧❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (En, Fn, H) q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡

à (En, Fn, G) ❛ ❧❡ ❞❡❣ré ❚♦♣▲✉❞✐q✉❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t ❡♥ ❡✛❡t H ⊆ En × Fn t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ En∃y ∈ Fn : (x, y) ∈ H✳ ■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠✐♠❡r ✉♥ ❍✲té❧é♣❤♦♥❡

❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✬✉♥ ●✲té❧é♣❤♦♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t❛♣❛♥t xi s✉r ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r ✐✱ ♦♥ r❡ç♦✐t x s✉r t♦✉s ❧❡s é❝r❛♥s✳ ■❧ s✉✣t à ♣❛rt✐r ❞❡

❝❡ x✱ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r y t❡❧ q✉❡ (x, y) ∈ H ❡t ❞❡ r❡♥✈♦②❡r yi s✉r ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é i
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▲❛ ❞✉❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧❡ ❞❡ (En, Fn, G) ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✧♣r❡sq✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✧✳

❈❡tt❡ ❞✉❛❧✐té ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❥✉st❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡

❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❆♥t✐❝❛♥t♦r✳ ❊①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡ q✉❡ ❝✬❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬✉♣❧✐❝✐té ✷✿

❙♦✐t (E2, F 2, R) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

f1, f2 ❞❡ Ei ❞❛♥s Fi ✐❧ ❡①✐st❡ (x1, x2) ∈ E2 t❡❧ q✉❡ ((x1, x2), (f1(x1), f2(x2))) /∈ R✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱

❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♥t ❞♦♥♥❡✿

∀f1 ∀f2 ∃x2 ∃x1 [...]

❞♦♥❝

∀f1 ∃x2 ∀r2 ∃f2 ∃x1 [...] et r2 = f2(x2),

q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✈♦②❛♥t f1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❥♦✉❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ x2 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y1, r1, r2 s✐ ([y1, r1], [x2, r2]) ∈ R

❛❧♦rs x1 6= y1 ♦✉ r1 6= f1(x1)✳ ❖r ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♠✐♠❡r ✉♥ ❯✲

té❧é♣❤♦♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❘✲té❧é♣❤♦♥❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✉ ❯✲té❧é♣❤♦♥❡ ♣❛r ([Entre1×Entre2], [Sortie1×

Sortie2], U)✿

• ❊♥tré❡✶ ✿❂ E1 → F1 ❊♥tré❡✷ ✿❂ E1 ❙♦rt✐❡✶ ✿❂ E1 ❙♦rt✐❡✷ ✿❂ F1

• U := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ([f1, x1], [u, v]) t❡❧s q✉❡ s✐ x1 = u ❛❧♦rs f1(x1) 6= v

• ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠✐♠❛❣❡ ét❛♥t✿

y1 → y1 | r1 → r1

f1 → x2 | r2 → x1

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✵ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ U ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ≤ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([E1 ×

E2], [F1 × F2], R)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ U ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ E1, F1✮ s❡r❛ ♥♦té❡ Anticantor(E1, F1)

✷✳✽ ❈❧❛ss❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

✷✳✽✳✶ ❯♣❧✐❝✐té ✷

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ✧té❧é♣❤♦♥❡s✧

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❧✬✉♣❧✐❝✐té✷✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❊P❘ ❡st

❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛✉s❛❧✳ ❊♥❝♦r❡ ❢❛✉t✲✐❧ ❞é✜♥✐r

❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡st r❡♥❞✉❡ ❛ss❡③

s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱ q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑

✉♥✐t❛✐r❡✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ❙♦✐t v := (E,F,R) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡② ❡t e := (A,B, S) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ e ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈♦②❡r ✉♥ v✲♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ✵ ✈❡rs ✶ q✉❛♥❞ pl(v) ≤ludique e ✭pl ❡st ❞é✜♥✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✮

▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r s❡ s❡r✈✐r ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥ v✲♠❡ss❛❣❡ ❞♦✐t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉

♥❡ ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞✬é♠❡ttr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ❖♥ ❞✐t q✉❡ e ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡♥✈♦②❡r ✉♥ v✲♠❡ss❛❣❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥❡ ❧❡ ♣❡r♠❡t ♥✐ ❞❡ ✵ ✈❡rs ✶✱

♥✐ ❞❡ ✶ ✈❡rs ✵✳

❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ e ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s

❝♦♠❜✐♥és✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ❙♦✐t e := (E :=
∏

iE
′(i), F :=

∏
i F

′(i), S) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n ✭❧❛ ❧❡ttr❡

n ♥❡ ❞és✐❣♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r✮✳ ❙♦✐t s ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ n✳ ❖♥ ♥♦t❡ permut(e, s) ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

❧✉❞✐q✉❡ (A,B,G) ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ A′(i) := E′(s(i)) ❡t B′(i) := F ′(s(i)) ❡t A :=
∏

iA
′(i) ❡t

B :=
∏

iB
′(i) ❡t G := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ∈ A×B t❡❧s q✉❡ (x ◦ s−1, y ◦ s−1) ∈ S

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ x ∈ A ❛❧♦rs x ∈
∏

iA
′(i) =

∏
iE(s(i))✱ ❞♦♥❝ ∀i ∈ n : x(i) ∈ E(s(i)) ❞♦♥❝ ∀i ∈ n :

x ◦ s−1(i) ∈ E′(i) ❞♦♥❝ x ◦ s−1 ∈
∏

iE
′
i = E

❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❛❜str❛✐t❡ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡s q✉❛♥❞ n ❡st ♣❡t✐t✳ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡

permut(e, s) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛tt❛❝❤é❡ à ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ e✲❣❛r❛♥t✐ T ❞♦♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛✐t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥és ❞❛♥s ✉♥

✧♦r❞r❡✧ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é i ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡✈❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é ♥✉♠ér♦ s(i) ❞❡ T

✷✳✾ ❉❡❣rés ❚❙❉

❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷ ❡st ❚❙❉ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ t♦✉t ♣❡t✐t ♣❡✉

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◗✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❝❡ ✏❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉✑❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✿ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡♥✈♦✐❡ x ∈ E

❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r r❡ç♦✐t ✉♥ y 6= x t❡❧ q✉❡ y ∈ E✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥✬❛ ✉♥ s❡♥s q✉❡ r❡❧❛t✐✈✐sé❡ à ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ E ✭❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡

❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② UnTukey ✭q✉✐

♥❡ tr❛♥s♠❡t str✐❝t❡♠❡♥t r✐❡♥ ❡t ❡st s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❡♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❡♥❢❛♥ts ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵✮✳

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ❙♦✐t w := (E,F,R) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ♦ù E ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [E0×E1] ❡t F ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

[F0 × F1]✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥❚❙❉ q✉❛♥❞✿

∀x0 ∈ E0∃y0 ∈ F0∀x1 ∈ E1∀y1 ∈ F1 : (x, y) ∈ R

❡t

∀x1 ∈ E1∃y1 ∈ F1∀x0 ∈ E0∀y0 ∈ F0 : (x, y) ∈ R

✳ q✉❛♥❞ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ❚❙❉ ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❚❙❉✳
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❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ w ❡st ♥♦♥ ❚❙❉ q✉❛♥❞ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ w✲té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥

♠❡ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠❜✐♥é ✈❡rs ❧✬❛✉tr❡✳

✷✳✶✵ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬✉♣❧✐❝✐té ✜♥✐❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (E,E,G) ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐

♣❛r❢♦✐s G ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté

♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡st ❡♥t❡♥❞✉ r❡str❡✐♥t à E ♦✉ ♣❧✉s é❧é❣❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ q✉❛♥❞ x /∈ En ❛❧♦rs ♥✬✐♠♣♦rt❡

q✉❡❧ r r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t G ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Sn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s

❞❡ n✳ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ G ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥❚❙❉ s✐✿

∀s ∈ Sn : ∀x0∃r0∀x1∃r1...∀xn−1∃rn−1 : (x ◦ s, r ◦ s) ∈ G

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬♦r❞r❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ♣❧❛❝és ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡

❝♦♠❜✐♥és✱ ✐❧s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ♣❛s ✧♣r♦✉✈❡r✧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐s❝✉t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥és ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✳✶✶ ❉❡❣rés ▼❯▲❚■❚❆❇▲❊

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❥♦✉❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡s ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ❣❛❣♥❡r s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡✱ ♦♥ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥

❢❛❝✐❧✐té❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧✐té❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❛❜❧❡s ❡st ❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ t❛❜❧❡

♦ù ♦♥ ❞♦✐t ❣❛❣♥❡r ❡st ✐♠♣♦sé❡✳

❯♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ ❡st✱ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ t❡❧ q✉✬❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡s✱

♦♥ ❛ss✉r❡ s❛ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❙❆◆❙ ❈❖▼▼❯◆■◗❯❊❘ ❛✈❡❝ s❡s ❝♦♠♣❧✐❝❡s q✉✐ s✐♠✉❧❡♥t ❧❡s

❛✉tr❡s ❝♦♠❜✐♥és ✭s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✧♠✉❧t✐t❛❜❧❡✧✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ ◆❊ P❊❯❚ P❆❙

♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s à q✉✐ ♦♥ ❛ ♣r♦♠✐s ❝❡tt❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉① q✉❡❧q✉❡

❝❤♦s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ✏✈r❛✐ ♠❡ss❛❣❡✑ ❝❛✉s❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❝❛❝❤és ❞❛♥s ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t

à ❧❡ ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❡♥ ♥❡ r♦♠♣❛♥t ♣♦✉rt❛♥t ❥❛♠❛✐s ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ q✉✐ ❧❡s

✐s♦❧❡ ❝♦♠❜✐♥é ♣❛r ❝♦♠❜✐♥é ❡t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝❡rt❡s ♠✉❧t✐t❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥❝rèt❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧♦✉r❞❡ ❡t ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡s r❡❞✐t❡s✱ ♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡

✉♣❧✐❝✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❙♦✐t e := (E :=
∏
Ei, F :=

∏
Fi, R) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✳ ❙♦✐t c ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡

❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ c r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❛❜❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ✈❛ t❡♥t❡r ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ e ❡st ❞✐t❡ c✲♠✉❧t✐t❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ fi ❞❡

Ec
i ❞❛♥s F c

i t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈
∏

i(E
c
i ) s✐ ♣♦✉r t♦✉t (i, z) ∈ (n, c) ♦♥ ♥♦t❡ y(z)(i) := fi(x(i))(z) ❡t

d(z)(i) := xi(z) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ C t❡❧ q✉❡ (d(z), y(z)) ∈ R✳ ❯♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❞✐t❡ ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧

❡①✐st❡ c t❡❧ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t c✲♠✉❧t✐t❛❜❧❡
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■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ ❡st ♥♦♥❚❙❉✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛✣r♠❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✽ ❯♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷ ❡st ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥❚❙❉

▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s✉✐t ét❛❜❧✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❍❈ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❑❡t♦♥❡♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t

♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❡✉① ♠✉❧t✐r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ✉❧tr❛♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

✷✳✶✶✳✶ ❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❧♦✉r❞❡s✳ ▲❡ rés✉♠é ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ❋❛❝❡

à ❧✬❡♥tré❡ x s✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é✵✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡s✱ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❡st ❞❡✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ x := xz, z ∈ c✳ ■❧ ♥❡ ♣❡✉t

♣❛s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ s♦♥ ❝♦♠♣❧✐❝❡ q✉✐ ✈♦✐t✱ ❧✉✐✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t y := yz, z ∈ c✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ét❛♥t s✉♣♣♦sé✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r ❝❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡❧ q✉❡ s✐ x ≤ y

❛❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t x ❛ ✉♥❡ ♥✉♠ér♦ q✉✐ ❡st ❞❛♥s c✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✐s♦♥s t✱ ❝❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x t❡❧s q✉❡ x ≤ y s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞❛♥s c✳

❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ✈♦✐t y✱ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r t♦✉t❡s ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❝♦rr❡❝t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡♥ ét❛♥t

❛✐♥s✐ sûr q✉❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ t q✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s✱ ❧❡ ✧q✉❛❞r✉♣❧❡t✧ ([xt, yt], [amnesiet, essait]) ✈❛ ❢❛✐r❡ ❜✐♥❣♦✳

❈✬❡st à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t✲❧à q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦♥❚❙❉ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✵✱ ❝❡❧✉✐

q✉✐ ♥❡ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s xz ❛✐t ❥♦✉é✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t❛❜❧❡ t✱ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ xt ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ xt ♦r

❝✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ∀x∃a∀y∃r : ([x, y], [a, r]) ∈ R✳ ❇♦♥ ç❛✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝✬❡st q✉❛♥❞ x ≤ y✳

▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r q✉❡ y ≤ x ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬êtr❡ ♣rés❡r✈é ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❣❛r❞é ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s

♥✉♠ér♦s ♣♦✉r ✐♥✈❡rs❡r ❧❡s rô❧❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉

✷✳✶✶✳✷ ❘❡♠❛rq✉❡

▲❡ s❝❤é♠❛ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉✬❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉

rés✉❧t❛t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✾ ❯♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✜♥✐❡ ❡st ♠✉❧t✐t❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥❚❙❉

✷✳✶✷ Pr❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♥♦♥❚❙❉ ❂ ♠✉❧t✐t❛❜❧❡

✷✳✶✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ Multitable ⊆ nonTSD ❡st ❢❛❝✐❧❡✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ❛❞♠❡tt♦♥s✱ ❝♦♠♠❡

♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳

✷✳✶✷✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ♥♦♥❚❙❉ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ❞✬✉♣❧✐❝✐té n ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❝♦✜♥❛❧❡ ❞♦♥t ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣✉r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Sn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ n✳
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❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Gene(n,E) ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ à n ❝♦♠❜✐♥és ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛✈✐❡rs s♦♥t

E ❡t ❧❡s é❝r❛♥s s♦♥t En✱ ❡t q✉✐ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (x, y) ∈ En × (En)n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ n ❡t ♣♦✉r t♦✉t

j ≤ i : y(i)(j) = x(j)✳

❖♥ ♥♦t❡ genp(n,E) ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ❛✈❡❝ ♠ê♠❡s ❝♦♠❜✐♥és✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st

∃s ∈ Sn : (x ◦ s, y ◦ s) ∈ gene(n,E)

▲❡♠♠❡ ✹✵ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❡st t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ❡t t♦✉t té❧é♣❤♦♥❡ ♥♦♥❚❙❉ T ❞♦♥t ❝❧❛✈✐❡rs ❡t é❝r❛♥s

s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F t❡❧ q✉❡ T ≤ludique genp(n, F )✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ genp(n, F ) ❡st ♥♦♥❚❙❉

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡

♥♦♥❚❙❉ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ genp(n,E)✳

✷✳✶✷✳✸ ❍②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ✈❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✿ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥

té❧é♣❤♦♥❡ genp(n,E) ✜①é ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ κ ❡t ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ <

s✉r F := (Eκ) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ F : ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s y t❡❧s q✉❡ y ≤ x ❡st ≤ κ✳

❖♥ str✉❝t✉r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡s✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ E✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡ T ✱ ❡t ✐❧ s✬❛❣✐t

❞❡ n!× En✳

✷✳✶✷✳✹ ❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φiG✱ ♣♦✉r i ∈ n s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡

♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❙♦✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥é i ∈ n✱ ✉♥ ✉♣❧❡t x(i) := t ∈ T 7→ x(i)(t)✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ♠✐s❡ à

❧✬é♣r❡✉✈❡ s✉r ❧❡s T t❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é ♥✉♠ér♦ i✳ ▲✬✉♥ ❞❡s n! ❣r♦✉♣❡s ❞❡ t❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s ❞❡ Sn t❡❧❧❡ q✉❡ x(s(0)) ≤ .. ≤ x(s(n − 1))✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❝❡

❣r♦✉♣❡ G ❞❡ t❛❜❧❡s ❡t ♦♥ ② ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ré♣♦♥❞ ❛✉① t♦✉❝❤❡s t❛♣é❡s s✉r ❧❡s ❝❧❛✈✐❡rs✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝

q✉❡ s = id✳

❙✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é 0✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r (z, 0, 0..0) s✉r ❝❤❛q✉❡ é❝r❛♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥é ❞❡ ❝❤❛q✉❡

t❛❜❧❡✱ ❧❛ t♦✉❝❤❡ ♣r❡ssé❡ z ❛✉ ❝❧❛✈✐❡r✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ré♣♦♥❞ y(0)(x)(t)(0) := x(0)(t)✳

❙✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é 1✱ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡ t ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡

x′ := φ1G(x(1), t0) ❡t ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ à ❧✬é❝r❛♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ t ❧❛ ré♣♦♥s❡ (x′(0)(t0), x(1)(t), 0, 0..)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♥

❝♦♥♥❛✐t x(1) ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❡st ❡♥tr❛✐♥ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✳

❙✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é 2✱ ✐❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡ t ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡

(x′(0), x′(1)) := φ2G(x(2), t1) ❡t ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ à ❧✬é❝r❛♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ t ❧❛ ré♣♦♥s❡ (x′(0)(t), x′(1)(t), x(2)(t), 0, .., 0)

❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳✳✳
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■❧ r❡st❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ (t0, .., tn−1) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ❛ été

ré❛❧✐sé❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ tn−1 t❡❧ q✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t (y0, .., yn−2) := φn−1
G (x(n − 1)) ♦♥ ❛ ❡✉ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡♥s❡r ❢❛❝❡ ❛✉

❝♦♠❜✐♥é n− 1✱ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♥❡ ❧❡ s❛✐t ♣❛s à ♣r✐♦r✐✱ q✉❡ (y0, .., yn−2) = (x0, .., xn−2)✱ ❝❡❝✐ ét❛♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡

t♦✉s ❧❡s xi s♦♥t ≤ xn−1✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ tn−j t❡❧ q✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t (y0, .., yn−j) := φn−j
G (x(n− j + 1)) ♦♥ ❛ ❡✉ r❛✐s♦♥ ❞❡

♣❡♥s❡r ❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦♠❜✐♥é n− j✱ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♥❡ ❧❡ s❛✐t ♣❛s à ♣r✐♦r✐✱ q✉❡ (y0, .., yn−j) = (x0, .., xn−j)✱ ❝❡❝✐ ét❛♥t

❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s xi s♦♥t ≤ xn−j q✉❛♥❞ i < n− j + 1✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❛❜❧❡ t := (t0, .., tn−1) ♣rés❡♥t❡

✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ré❛❧✐sé❡

✷✳✶✷✳✺ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡

♥♦♥❚❙❉ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ✐♥✈❛❧✐❞❡r ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❢♦rt ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✧❧♦❝❛❧✐s❛♥t❡✧✱ à

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♥❡ ♣❛s r❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉♥✐♠♦♥❞❡ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❊♥ rés✉♠é✿

❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ✉♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣rét❡♥❞r❡ ❢❛❜r✐q✉❡r ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s

♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳ ❊♥ s♦♥ ❛❜s❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ♣♦st✉❧❡r t♦✉s ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♥♦♥❚❙❉ ❝♦♠♠❡

❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❛❞✐t❡ ♣❤②s✐q✉❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♥♦♥ ♣❛s ♣♦st✉❧❡r ❧❡ ❞ét❡r✲

♠✐♥✐s♠❡✱ ♠❛✐s ♣♦st✉❧❡r ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥ ❞❡ss♦✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

✷✳✶✸ ❉❡❣rés ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛❣✐❡

✷✳✶✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥s

❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t s✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❛ ▼◗ ♥♦✉s ❝♦♥❢r♦♥t❡ à

❞❡s ♣r♦❞✐❣❡s ét♦♥♥❛♥ts✱ ❞♦♥t ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ t❡①t❡ ❡♥ tr❛✐t❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❯◆ ♣ré❝✐s q✉✐ ❡st ❝❡

q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❊P❘✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥✉❧ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s❡ ré❢ér❡r à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r é♣r♦✉✈❡r ❞✐✈❡rs ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ♠❛❣✐❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ très ♥❛✐✈❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ♥✬❛②❛♥t ♣♦✉r ❧✬❤❡✉r❡ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t

✉♥ ❝❤❛❝✉♥ ♣❡✉t ♦✉ s✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❞é❥à ♣♦sé❡s✳

• à s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡ r❛♥❣❡r ✽ ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ✼ t✐r♦✐rs s❛♥s ♠❡ttr❡

♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♣❛r t✐r♦✐r✿ ♣❡✉t✲♦♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡♥✉✐s✐❡r ❡♥ t✐r❡r ✉♥ ❜✉r❡❛✉

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡ r❛♥❣❡r ✽ ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ✼ t✐r♦✐rs s❛♥s ♠❡ttr❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♣❛r t✐r♦✐r❄

• à s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡ r❛♥❣❡r ✽ ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ✼ t✐r♦✐rs s❛♥s ♠❡ttr❡

♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♣❛r t✐r♦✐r✿ ♣❡✉t✲♦♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡♥✉✐s✐❡r ❡♥ t✐r❡r ✉♥ ❜✉r❡❛✉

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡ r❛♥❣❡r ✾ ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ✽ t✐r♦✐rs s❛♥s ♠❡ttr❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♣❛r t✐r♦✐r❄

• à s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ s♦rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡ st②❧♦✱ ♣❡✉t✲♦♥ s♦rt✐r ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡

st②❧♦❄

• à s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ [0; 1] ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ♣❡✉t✲♦♥

❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✜❧❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉♥✐❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✐t ✈❡rt❡✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡

s♦✐t r♦✉❣❡✱ ❡t q✉❡ ❞❡✉① ♣✐è❝❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s s♦✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r❄
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• ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛❣✐❡ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ E s✉r P (E)❄ P❡r♠❡t✲✐❧ à s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡

② ❛❝❝é❞❡r ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts❄

• ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠❛❣✐❡ ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s❄

P❡r♠❡tt❡♥t✲✐❧s ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t❄ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ q✉❡st✐♦♥

✭♠ê♠❡ s✐ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ ❛ été tr❛✐té❡ ❥✉sq✉✬à ❧à ♣❛r ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✮✳ P❡r♠❡tt❡♥t✲✐❧s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r

s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❛✉ ❧♦t♦❄ P❡r♠❡tt❡♥t✲✐❧s ❞❡ s♦rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡ st②❧♦❄ P❡r♠❡tt❡♥t✲✐❧s

❞❡ r❛♥❣❡r ✽ ❜✐❧❧❡s ❞❛♥s ✼ ❝❛s❡s❄ ❡t❝❄

• ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡

❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s

❧♦♥❣t❡♠♣s q✉✐ ♥♦✉s ❞✐t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝r♦✐tr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

❜❡s♦✐♥s✱ s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣r❡♠✐❡r ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s str✐❝t♦ s❡♥s✉ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs

✈r❛✐♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞✉ ❝♦✉♣ ♦♥ ❧❡s s✐♠✉❧❡ ❡t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛♥❛❧✱ ✐❧ ❡st

❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧s é❝❤♦✉❡r♦♥t à ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❞❡ ✈r❛✐s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥

q✉♦✐ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬❛❧❡❛s ré❡❧s ❡t ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ✈✐❛ ❧❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t✲✐❧s ❞❡ ♣❛❧✐❡r à

❝❡s ♠❛♥q✉❡s❄ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❝♦♥t✐♥✉❡✲t✲❡❧❧❡ ❞✬êtr❡ ✈r❛✐❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s

q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ♠❛❣✐❡❄

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ q✉❧❡q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❡t ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r

❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠❛❣✐❡ ❝♦♥❝❡r♥és✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬❛s♣❡❝t ❚✉❦❡② q✉❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❧✉❞✐q✉❡ ✭q✉✐ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡✮✳

✷✳✶✹ ❈♦❧♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✜♥✐s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s✉❥❡t ❡st

r✐❝❤❡ ❡♥ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ❙♦✐t G := (S,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② T (G) ❛ss♦❝✐é à G ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐t

s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡ G✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐t T (G)✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ❖♥ ♥♦t❡ W ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X ✭❞✐t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮ ❞❡ S t❡❧❧❡s q✉❡ ∀p ∈ A : p ♥✬❡st

♣❛s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s X✳ T (G) ❡st ❛❧♦rs ❧❡ tr✐♣❧❡t (S,W,∈S×W )✳

❙♦✐❡♥t G,H ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ♠❡s✉r❡ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝♦❧♦r✐❡r

G ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦❧♦r✐❡r H✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ❙♦✐❡♥t u := (E,F,R) ❡t v := (E′, F ′, R′) ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❖♥ ♥♦t❡ collapse(u, v)

❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és s✉✐✈❛♥t❡✿

▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é ❡st E′✳ ❙♦♥ é❝r❛♥ ❡st E

▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡st F ❡t s♦♥ é❝r❛♥ ❡st F ′

▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ([q′, q], [r, r′]) t❡❧s q✉❡ (q, r) ∈ R ✐♠♣❧✐q✉❡ (q′, r′) ∈ R′
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❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ collapse(u, v) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡

❚✉❦❡② ❞❡ u ❡t ❞❡ v✳

❱✉ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ collapse(u, v) ❡st tr✐✈✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u ≤Tukey v✳

▲❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❛tt❛❝❤é à collapse(T (G), T (H)) ♠❡s✉r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛❣✐❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥

❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞❡ G q✉✐ s❡r❛✐t ❞♦♥♥é à ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞❡ H✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✬✐❧ ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ✐❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✮ ❞❡ H ❞❛♥s G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥

♥♦t❡ Kn ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ n s♦♠♠❡ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛❣✐❡ q✉✬✐❧ ② ❛ à ❝♦❧♦r✐❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ H ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ collapse(T (Kn), T (H))✳

❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

• ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ Z ❞❡ T (G), T (H) ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧❡ ❛✉ ❞❡❣ré

❞❡ ❚✉❦❡② T (L) ♦ù L ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ G ❡t ❞❡ H✳ P❛r ❝♦♥tr❡✿ Z ≥Tukey T (L)

• ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♠❛❣✐❡ ♣rés❡♥t❡

❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✐❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❞♦♣t❡r✳ ❈❡❧❛ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉

♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❛r♠❡s q✉✬♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❧✬❛tt❛q✉❡ s❝❡♣t✐q✉❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r ✶✺ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❡st ✉♥❡ ❛tt❡st❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦❧♦r✐é ❛✈❡❝ ✶✺ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t

✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ✶✺ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❙✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❝❡♣t✐q✉❡ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡✉r ❡♥t✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st❛t✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s

❧✬❛✉tr❡✱ ✐❧ s❡r❛ ♠♦✐♥s sé✈èr❡ ❡t ♥✬❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ✭❧♦rs ❞✬✉♥ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞✉ t❡st✮ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉

s♦♠♠❡t q✉✬✐❧ ❛✉r❛ ❝❤♦✐s✐✳ ■❧ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s

❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡✉r q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❡st ❝♦❧♦r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✶✺ ❝♦✉❧❡✉rs✳

▲❡s ❞❡✉① r❡♠❛rq✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛✐s ✈✐❡♥♥❡♥t s❡ r❛♥❣❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té✲

❣♦r✐❡ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s à ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ✭✐rré♠é❞✐❛❜❧❡✮ ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤é♦r✐❡✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦rè♠❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡♥ s♦✐✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ❙♦✐t G := (S,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ G ✭❧❡ ❞❡❣ré

❧✉❞✐q✉❡ ❞✉✮ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

• ▲❡s ❝❧❛✈✐❡rs ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és s♦♥t S✳

• ▲❡s é❝r❛♥s ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és s♦♥t n✳

• ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ([x, y], [a, b]) t❡❧s q✉❡ ✭x 6= y ♦✉ a = b✮ ❡t ✭({x, y} /∈ A ♦✉ a 6= b✮✮
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❉❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ CL(G,n) ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ G ❛✈❡❝ n ❝♦✉❧❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ G ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ CL(G,n) s♦✐t

❋▼◗✶

▲❡ t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❑♦❝❤❡♥ ❙♣❡❝❦❡r ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡

é❣❛❧ à s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ré❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

▲❡♠♠❡ ✹✻ ❙♦✐t G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦rté ♣❛r R
3 ❡t t❡❧ q✉❡ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡

❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ G ❡st ≥ 4 ❡t CL(G, 3) ♥✬❡st ♣❛s ❋▼◗

P❛r ❝♦♥tr❡✱

❚❤é♦rè♠❡ ✹✼ ❙♦✐t G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦rté ♣❛r R
4 ❡t t❡❧ q✉❡ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ▲❡

♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ G ❡st ≥ 5 ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ CL(G, 4) ❡st ❋▼◗

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛ss❡③ ❝♦✉rt❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s

tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ❙♦✐t G := (S,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ G ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t

❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ S ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ré❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✈ér✐✜❛♥t✿

∀{a; b} ∈ A : f(a) ⊥ f(b)

❚❤é♦rè♠❡ ✹✾ P♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G✱ s✐ (a, b, c) ❡st ❧❡ tr✐♣❧❡t ❞❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✱ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦✲

♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs a ≥ b ≥ c

✷✳✶✺ ◆é❝❡ss✐té ❞❡s é❝r❛♥s ❊❚ ❞❡s ❝❧❛✈✐❡rs

✷✳✶✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s é❝r❛♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬é❝❤❛♣♣❛t♦✐r❡✱ ♣♦✉r

✉♥ ❝♦♠❜✐♥é✱ ❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❛tt❛❝❤é ❛✉ ❝♦♠❜✐♥é q✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❞é❝rété ❛✈♦✐r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬é♠❡tt❡✉r ❡st ✉♥❡

ré❡❧❧❡ ♦♣t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

✶✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❋▼◗ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽
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✷✳✶✺✳✷ ❘❛♣♣❡❧s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦✣❝✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r 1 = {∅} ❡t

2 = {0; 1}✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ t❡①t❡✱ A→ B ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ A ❞❛♥s B

✷✳✶✺✳✸ ◗✉❛♥❞ ✉♥ é❝r❛♥ ❡st ✐♥❛❝t✐❢

❙♦✐t T ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷ ❞♦♥t ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ♥❡ s❡rt à r✐❡♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡

((E1 × F1)× (E2 × F2), G) t❡❧ q✉❡✿

∀(y1, z) ∈ F 2
1 , ∀(x1, x2, y2) ∈ E1 × E2 × F2, ((x1, y1), (x2, y2)) ∈ G⇒ ((x1, z), (x2, y2)) ∈ G

▲❡♠♠❡ ✺✵ ❙✐ T ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❛❧♦rs T ❡st ❚❙❉

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té ♥♦♥ tr❛♥s♠❡ttr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❞✐s♣♦s❡r

❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① é❝r❛♥s ❛❝t✐❢s

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t a ∈ F1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ f ∈ (E2 → F2)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ (x1, x2) ∈ E1×E2 t❡❧ q✉❡ (x1, a), (x2, f(x2)) /∈

G✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ b ∈ E2 ❡t h ∈ F2 → E1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E1; y ∈ F2 : s✐ ((x, a), (b, y2)) ∈ G

❛❧♦rs x 6= h(y2)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝♦♠❜✐♥é✶ ✈❡rs ❝♦♠❜✐♥é✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❚✉❦❡②✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉

(E1, E1, 6=)✳

✷✳✶✺✳✹ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝❧❛✈✐❡r ❡st ✐♥❛❝t✐❢

❙♦✐t T ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷ ❞♦♥t ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ♥❡ s❡rt à r✐❡♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡

((E1 × F1)× (1× F2), G)✳

▲❡♠♠❡ ✺✶ ❙✐ T ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❛❧♦rs T ❡st ❚❙❉

▲❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❡st q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té ♥♦♥ tr❛♥s♠❡ttr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❛♥s ❞✐s♣♦s❡r ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛✈✐❡rs ❊❚ ❞❡✉① é❝r❛♥s t♦✉s ❧❡s q✉❛tr❡ ❛❝t✐❢s

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ E2 = 1✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ (E1 → F1) ❡t t♦✉t y2 ∈ F2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x1 ∈ E1 t❡❧ q✉❡

((x1, f(x1)), (1, y2)) /∈ G✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ (F2 → E1) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E1; y1 ∈

E1; y2 ∈ E2 : s✐ ((x1, y1), (1, y2))inG ❛❧♦rs x 6= h(y2) ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ T ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❚✉❦❡②✲(E1, E1, 6=)

♠❡ss❛❣❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱

❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡

✸✳✶ Pré❝✐s✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❛❞♠❡t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① s♦♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉① a t❡❧s q✉✬✐❧

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s (b, f) ♦ù b ∈ a ❡t f s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ b s✉r a✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ {(x, y) ∈ a2 | x ∈ y ♦✉ x = y} ❡st ✉♥

❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞✐♥❛❧ a✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬à ❧✬✉♣❧✐❝✐té n := 2✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛✉tr❡s r❡str✐❝t✐♦♥s

❛✉① ❝♦♠❜✐♥és té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① té❧é♣❤♦♥❡s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ✭✐♥❞✐❝és ♣❛r 2 := {0; 1}✮✱ ♠❛✐s

q✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✶✳ ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡st ❞❡

❝❛r❞✐♥❛❧ ✶✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥

é♠❡tt❡✉r ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❘❛♣♣❡❧✿

1 := {0}

❖♥ ❡st ❢❛❝❡ à ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡✱ q✉✐ ❛✉ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s

(E × 1)× (1× F )✱ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E × F ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ é✈✐❞❡♥t s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✷ ❙♦✐❡♥t a := ((E × 1)× (1× F ), G) ❡t b := ((E′ × 1)× (1× F ′), G′) ❞❡✉① ❣❛r❛♥t✐❡s ❧✉❞✐q✉❡s

❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷✳ ❆❧♦rs a ≤ludique b s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ (E → E′) ❡t g ∈ (F ′ → F ) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s

x ∈ E✱ t♦✉t y ∈ F ′ s✐ ([f(x), 0], [0, y]) ∈ G′ ❛❧♦rs ([x, 0], [0, g(y)]) ∈ G

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ✭❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✮ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡②✳

✸✳✷ ❘és✉♠é ❡t ❧❡♠♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t E → F ♦✉ FE ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

F ✳ ❙♦✐❡♥t E,F,G,H q✉❛tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t R ⊆ E × F ❡t S ⊆ G×H✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✸ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (E,F,R) ≤tuk (G,H, S) ❛❜rè❣❡ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t✿

∃f ∈ E → G, ∃g ∈ H → F : ∀x ∈ E, ∀r ∈ G, (f(x), y) ∈ S ⇒ (x, g(y)) ∈ R

✷✽
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◗✉❛♥❞ X := (E,F,R)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Entree(X) := E;Sortie(X) := F ;Garantie(X) := R✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (f, g)

❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❡♥ ❥❡✉ s✬❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ (E,F,R) à (G,H, S)

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ♥✬❛ ♣❛s été ♠♦t✐✈é❡

♣❛r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

✸✳✷✳✶ ❉❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❛♥t ❞❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s

• ❯♥ tr✐♣❧❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡ (E,F,R) ❝✐✲❞❡ss✉s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳

• ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬é❝r❛♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛❜ré❣é❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡✳

• ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ R ⊆ E×F ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡r❛✐t ❝♦♠♠❡

s✉✐t✿ q✉❛♥❞ ✈♦✉s t❛♣❡r❡③ s✉r ❧❛ t♦✉❝❤❡ x ∈ E ❞❡ ✈♦tr❡ ❝❧❛✈✐❡r✱ ❥❡ ✈♦✉s ❣❛r❛♥t✐s q✉❡ ✈♦✉s r❡❝❡✈r❡③ ✉♥ y

à ❧✬é❝r❛♥ t❡❧ q✉❡ (x, y) ∈ R✱ ♥✐ ♣❧✉s ♥✐ ♠♦✐♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♥❡ ✈♦✉s ❞✐t r✐❡♥ ❞❡ ✏❧❛

❜♦✐t❡ ♥♦✐r❡✑ q✉✐ ❡♥✈❡rr❛ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é ❡♠❡tt❡✉r ❛✉ ❝♦♠❜✐♥é ré❝❡♣t❡✉r✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ tr❛❥❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐ t♦✉t❡❢♦✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❛✐t ✉♥ s❡♥s

• ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (f, g) é✈❡♥t✉❡❧ q✉✐ té♠♦✐❣♥❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ a à b ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

té❧é♣❤♦♥❡ a✲❣❛r❛♥t✐ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ b✲❣❛r❛♥t✐✳

• ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t s②♠❜♦❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛

♣❡t✐t❡ ❜❛rr❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ t❡♥t❡

❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥ s❡♥s ✉♥✐q✉❡ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ❞❡ ❆❧✐❝❡ ✈❡rs ❇♦❜

▲♦rsq✉❡ R ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s E × F ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t❛❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t (E,F,R) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ (E,F,R ∩ (E × F ))✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❛✐♥s✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr✐♣❧❡t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✏❞❡ ❚✉❦❡②✑✱ ❡t

ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ à t♦✉s ❝❡s tr✐♣❧❡ts✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡② ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✿

▲❡♠♠❡ ✺✹ ≤tuk ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❞❡ss✐♥❡✿

x→ f(x) → f ′(f(x)) | z → g′(z) → g(g′(z))

q✉✐ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡♥❝❤❛✐♥❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐ (f, g) ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ a à b ❡t (f ′, g′) ❡st ✉♥ té♠♦✐♥

❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ b à c ❛❧♦rs (f ′ ◦ f, g ◦ g′) ❡st ✉♥ té♠♦✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ a à c

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✺ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥

(E,F,R) ==tuk (E′, F ′, R′)

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

(E,F,R) ≤tuk (E′, F ′, R′) et (E′, F ′, R′) ≤tuk (E,F,R)

❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♥♦té❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ==T ♦✉ ==tukey
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▲❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t à ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡✿ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ t✉❦❡②

❈❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡✱ ♦✉ ♣❧✉tôt ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✏r❡❣❛r❞❡r✑ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❡t ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥ts r❡♥❞ é✈✐❞❡♥t

✭♠♦❞✉❧♦ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✻ ❙♦✐t (E,F,R) ✉♥ tr✐♣❧❡t ✏❞❡ ❚✉❦❡②✑✳ ■❧ ❡①✐st❡ S ⊆ P (E) t❡❧ q✉❡

(E,S,∈) ==T (E,F,R)

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r S st❛❜❧❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ✐❡ t❡❧ q✉❡

∀X,Y : ((X ∈ S et Y ⊆ X) implique Y ∈ S)

❆✜♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s✱ ❧✬✉♥❡ ♣❧✉s

✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ♠❛✐s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬❛s♣❡❝t té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

• ♣r❡✉✈❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✿ P♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✬✉♥ (E,F,R)✲té❧é♣❤♦♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❧✐t y ∈ F s✉r s♦♥ é❝r❛♥✱

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ré❝✉♣èr❡ s✉r ❧❡ x q✉✐ ❛ été ❥♦✉é ♣❛r ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡st q✉❡ x ∈ D(y) := {e ∈ E | (e, y) ∈ R}✳ ❖♥

❝♦♠♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ q✉❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ s❡✉❧ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ D(y)

• Pr❡✉✈❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✿ ❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s D(y) q✉❛♥❞ y ♣❛r❝♦✉rt F ✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (E,S,∈) ==T (E,F,R)✳

❙♦✐t (x, y) ∈ R✳ ❆❧♦rs (x,D(y)) ∈ S✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡

x→ x | y → D(y)

❛tt❡st❡ q✉❡ (E,S,∈) ≤tuk (E,F,R)✳

❘é❝✐♣r♦q❡♠❡♥t✱ s♦✐t g t❡❧❧❡ q✉❡ ∀z ∈ F : D(g(D(z))) = D(z) ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

x ∈ A ∈ S✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs y ∈ F t❡❧ q✉❡ A = D(y) ❡t x ∈ A✳

❙♦✐t z := g(A)✳ ❆❧♦rs D(z) = D(y) ❡t x ∈ D(z) ❞♦♥❝ (x, z) ∈ R✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡

x→ x | A→ g(A)

❛tt❡st❡ q✉❡ (E,F,R) ≤tuk (E,S,∈)

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✿

▲❡♠♠❡ ✺✼ ❙♦✐t a := (E,S,∈) ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❚✉❦❡② t❡❧ q✉❡ S ⊆ P (E)✳ ❖♥ ♥♦t❡

S′ := {X | ∃Y ∈ S : X ⊆ Y }

❆❧♦rs

b := (E,S′,∈) ==tuk (E,S,∈)
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Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ❞❡ss✐♥♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✿ ❧❛ ❜❛rr❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉rs ❡t ré❝❡♣t❡✉rs✳ ▲❡s

✢è❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

x ∈ E → x | A ∈ S → A(∈ S′)

❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ a à b✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✿ s♦✐t φ ∈ (S′ → S) t❡❧❧❡ q✉❡ ∀X ∈ S′ : X ⊆ φ(X) ∈ S✱ ❛❧♦rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ b à a ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ss✐♥é❡

❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

x ∈ E → x | X ∈ S′ → φ(X)

✸✳✷✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s❝❤é♠❛

❙♦✐❡♥t (E,F,R) ❡t (E′, F ′, R′) ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t ❞❡ss✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿

x→ f(x) | y → g(y)

s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

❙✬✐❧ ② ❛ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐r❛ ♣❧✉tôt✿

x ∈ E → f(x) ∈ E′ | y ∈ F ′ → g(y) ∈ F

■❧ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❛rr✐✈❡r ♣❛r❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ♦♠❡tt✐♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ♦✉ ❞✬❛rr✐✈é❡✱ ♠❛✐s ♣❛s

t♦✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✿

x ∈ E → f(x) | y ∈ F ′ → g(y) ∈ F

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ✈r❛✐♠❡♥t é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ♦♥ é❝r✐t t♦✉t❡s ❧❡s

♠❡♥t✐♦♥s✿

X : [x ∈ Entree(X) → f(x) ∈ Entree(Y ) | y ∈ Sortie(Y ) → g(y) ∈ Sortie(X)]

q✉✐ s✐❣♥✐✜❡✿

∀(x, y) ∈ Entree(R)× Sortie(S), (f(x), y) ∈ S ⇒ (x, g(y)) ∈ R

❡♥ ♥♦t❛♥t R := Garantie(X) ❡t S := Garantie(Y )✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ X ≤tuk Y

✸✳✷✳✸ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜

◆♦✉s ❛✈♦♥s t✐tré ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ② ❝♦♥❞✉✐s❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳

❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❡st ❞❡ ♥♦♠♠❡r ❆❧✐❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r é♠❡tt❡✉r ❞✬✉♥

té❧é♣❤♦♥❡ ❡t ❇♦❜ ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ré❝❡♣t❡✉r✳

▲✬éq✉✐♣❡ q✉✬✐❧s ❢♦r♠❡r♦♥t s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ❛♠❡♥é❡ à s✐♠✉❧❡r ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❛✉tr❡✭s✮ ♦✉ à ré✉ss✐r

✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à ❞✐st❛♥❝❡ ✭✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❜str❛✐t❡✮✳
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✸✳✷✳✹ ❆✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛ ✉♥❡ ✉t✐❧✐té q✉❛♥❞✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥✲

t❛♥t ❞✬✉♥ ❞❡❣ré q✉✐ s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ a2 ♦ù a ❡st ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦✉ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✽ ❙♦✐t (E,F,R) ✉♥ tr✐♣❧❡t ✏❞❡ ❚✉❦❡②✑✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ G ❡t S ⊆ G × G t❡❧ q✉❡

(E,F,R) ==T (G,G, S)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r G ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t ♣❛r ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r

card(G)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ F ⊆ P (E) ❡t q✉❡ R =∈E×F ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

G := P (E) ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r S := {(A,B) ∈ G2 | s✐ A ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {x} ❛❧♦rs x ∈ B ❡t B ∈ F}✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛

ré❞✉❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s✿

x ∈ E → {x} | A ∈ G→ A

❊t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✿

A ∈ G→ x(A) ∈ E | B ∈ G→ B

♦ù ♦♥ ❛ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐ A 7→ x(A) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ E : x({t}) = t

✸✳✷✳✺ ❉✉❛❧✐té

❯♥❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t ♠✉♥✐s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡

❞✉❛❧✐s❛♥t✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✾ ❙♦✐t X := (E,F,R)✳ ❖♥ ♥♦t❡ X∗ ❧❡ tr✐♣❧❡t (F,E, S) ♦ù

S = {(x, y) ∈ F × E | (y, x) /∈ R}

✳

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①

❚❤é♦rè♠❡ ✻✵ P♦✉r t♦✉t❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❚✉❦❡②

X,Y : (X∗)∗ = X et (X ≤tuk Y ⇐⇒ Y ∗ ≤tuk X
∗)

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❡t s❡s s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉s✿

X : [x→ f(x) |Y y → f(y)]

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (f, g) ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡② X à Y ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❡ ❞✐r❡✿

Y ∗ : [y → g(y) |X∗ x→ f(x)]

♣✉✐sq✉❡

∀(x, y) ∈ E × F ′ : ((f(x), y) ∈ S ⇒ (x, g(y)) ∈ R) ⇐⇒ ((x, g(y)) /∈ R ⇒ (f(x), y) /∈ S)
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◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r

❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ❡t q✉❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡

❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧

P❛r❢♦✐s✱ ✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s (E,F,R) ♦ù E = F ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦✐s ♦♥ ♣ré❢èr❡r❛ ♣❧✉tôt ❞❡s

r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (E,S,∈) ♦ù S ⊆ P (E))✳

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ✿

✸✳✷✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②

▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ t✉❦❡② ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r❡sq✉❡ é✈✐❞❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ s✬❡st ♠✐s

❞✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❚✉❦❡② ❝♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✶ ❙♦✐t c ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ic ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ (c, c,=) ♦✉ s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s

❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ❧❡ tr✐♣❧❡t (c, c,=) ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❡r❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❜ré❣é ❡♥ c t♦✉t ❝♦✉rt✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Ic✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧

② ❛ ♣❡✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ Ic ♣❛r s♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t Ic
❧✉✐✲♠ê♠❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ c 7→ Ic ♣❧♦♥❣❡ ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡❚✉❦❡②✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✷ ❙♦✐❡♥t c, d ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✿ ❛❧♦rs c ≤card d s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Ic ≤Tuk Id✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦t♦♥s f : c → d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(x) = x s✐ x ∈ d ❡t f(x) = 0 s✐♥♦♥✱ ❡t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❢♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥

♣❡r♠✉t❛✉t c ❡t d✳ ❉❡ss✐♥♦♥s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✿

x ∈ c→ f(x) ∈ d | y ∈ d→ g(y) ∈ c

q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ c ≤ d ❛❧♦rs Ic ≤tuk Id

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Ic ≤Tuk Id s♦✐t ❛tt❡sté ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

x ∈ c→ f(x) ∈ d | y ∈ d→ g(y) ∈ c

❈❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ ∀(x, y) ∈ c × d : s✐ f(x) = y ❛❧♦rs x = g(y)✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ré❝r✐t ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ g ◦ f = idc ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ f

❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ c ❞❛♥s d

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ré✈è❧❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✸ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s e, u q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✿

• Ie ≤tuk Iu

• card(e) ≤ card(u)

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡✿ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①

▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② s✉✐✈❛♥ts ❥♦✉❡r♦♥t ✉♥ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❡r♥✐té✶✳

✶✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✻
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✹ ❙♦✐t c ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ Dc ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ (c, c,∈)

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ c ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ❛❧♦rs (c, c,∈) ==tuk (c, c,≤)✱ ❝❡ q✉✐

♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ Dc ❡st ❛✉t♦✲❞✉❛❧ ✭✐✳❡✳ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉❛❧✮✳

■❧ s✉✣t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ✐♥✜♥✐s ré❣✉❧✐❡rs ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡s

(a, a,∈) q✉❛♥❞ a ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉① ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣❡✉t✲êtr❡ été ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❤✐st♦r✐q✉❡s

❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✿

▲❡♠♠❡ ✻✺ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ a✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r c t❡❧ q✉❡ (a, a,∈) ==Tukey (c, c,∈) ❡t

c ❡st ❧❛ ❝♦✜♥❛❧✐té ❞❡ a

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ c → a ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦✜♥❛❧❡ ❞❛♥s a✳ ❙♦✐t h ❛❧❧❛♥t ❞❡ a

❞❛♥s c t❡❧❧❡ q✉❡ ∀x ∈ a : ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t y ∈ c t❡❧ q✉❡ f(y) ≥ x ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à h(x)

❆❧♦rs ❧❛ str❛té❣✐❡

x→ f(x) | y → h(y)

❛tt❡st❡ q✉❡ (c, c,∈) ≤ (a, a,∈) ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡

x→ h(x) | y → f(y)

❛tt❡st❡ q✉❡ (a, a,∈) ≤ (c, c,∈)

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✻ ❙♦✐t (E,≤) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é s❛♥s ♠❛①✐♠✉♠✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✉♥✐q✉❡

❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r c t❡❧ q✉❡ (c, c,∈) ==Tukey (E,E,≤)✳ ❈❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦✜♥❛❧✐té ❞❡ (E,≤)

Pr❡✉✈❡ ✿ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❧❡♠♠❡✱ ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ❡st (a,∈) ❛✈❡❝ a ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t c :=

❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐ e t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ e ❞❛♥s E✱ ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s

❜♦r♥é❡

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❡st ✐♥✈✐s✐❜❧❡

s✉r s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡②✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✼ ❖♥ ♥♦t❡ BottomTukey ✭♦✉ ❡♥ ♣❧✉s ❛❜ré❣é✱ s✐ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✿ Bottom✮ ❧❡ ❞❡❣ré

❞❡ I1

▲❡s ❞❡✉① ❞❡❣rés s✉✐✈❛♥ts ❥♦✉❡♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s

❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✽ I1 ✭s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡②✮ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ TopTukey := I∗1 ❡st

❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ■❧ ♣♦✉rr❛ ❛rr✐✈❡r ♣❛r❢♦✐s q✉✬♦♥ ❧❡s ♥♦t❡ InfiniTukey ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

TopTukey ❡t UnTukey ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ BottomTukey

◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr✐♣❧❡t v := (E,F,R) t❡❧ q✉❡ ∃x ∈ E : ∀y ∈ F, (x, y) /∈ R ✈ér✐✜❡ degredeTukey(v) =

TopTukey ✭♦✉ Top s✐ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✮

❉✉❛❧❡♠❡♥t✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr✐♣❧❡t v := (E,F,R) t❡❧ q✉❡ ∃y ∈ F : ∀x ∈ E, (x, y) ∈ R ✈ér✐✜❡ degredeTukey(v) =

BottomTukey
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✸✳✸ ❆♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥ts

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ♦♥t été ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s

♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✣r♠é q✉✬✐❧s ❣é♥ér❛❧✐s❛✐❡♥t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ◆♦✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡t str✉❝t✉r♦♥s ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ t✉❦❡② ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✱ ❞❡

❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡❣rés ✏✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡s✑ ❞❛♥s ✉♥

s❡♥s q✉✐ s❡r❛ ♣ré❝✐sé✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❞❡✉① ❝❛r❞✐♥❛✉① ♥❛t✉r❡❧s✱ s❛ ❝♦✜♥❛❧✐té ❡t ❧❛

❝♦✜♥❛❧✐té ❞❡ s♦♥ ❞✉❛❧✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✾ ❙♦✐t v := (E,F,R) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❚♦♣❚✉❦❡②✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✜♥❛❧✐té ❞❡ v ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡s

❝❛r❞✐♥❛✉① c t❡❧ q✉❡ Ic ≥Tukey v✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥ t❡❧ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡①✐st❡ ❝❛r Icard(E) ≥Tukey v

❆tt❡♥t✐♦♥✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦✜♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❚✉❦❡② s♦✐t ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✜♥❛❧✐té ❞❡ Iκ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ κ ❧✉✐✲♠ê♠❡

❚❤é♦rè♠❡ ✼✵ ▲❛ ❝♦✜♥❛❧✐té ❞❡ v ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ v

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✿

▲❡♠♠❡ ✼✶ ❙♦✐❡♥t a, b ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❚✉❦❡② ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s tr✐♣❧❡ts✮✳ ❆❧♦rs s✐ a ≤tuk b ❛❧♦rs

cof(a) ≤ cof(b)

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤tuk ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞✬♦ù a ≤tuk b ≤tuk Ic ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ c ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❝♦✜♥❛❧✐té

❞❡ a

✸✳✹ ❇♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été s✐❣♥❛❧é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② d✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (E,E,R)

❞❛♥s d✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♠✐❡✉①✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✷ ❙♦✐t i ∈ J 7→ (Ei, Fi, Ri)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ❡t i 7→ Si ✈ér✐✜❛♥t

∀i ∈ J : (Ei, Fi, Ri) ==Tukey (T, T, Si)

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❝❛❜❛❧✐st✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ r❡♥❞ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡

é✈✐❞❡♥t✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ té❧é❤♣♦♥❡ ❡♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❛♥t s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r✱ ❡t ❡♥

❝♦♥✈❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s t♦✉❝❤❡s r❛❥♦✉té❡s ♥❡ s❡r✈❡♥t à r✐❡♥ ❡t ❡♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❛♥t s♦♥ é❝r❛♥ ❡t ❡♥ ❝♦♥✈❡♥❛♥t q✉❡

❧❡s é❧é♠❡♥ts r❛❥♦✉tés ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s q✉❛♥❞ ✉♥ ✏❜♦♥♥❡ t♦✉❝❤❡✑

✭♥♦♥ r❛❥♦✉té❡ ♣♦✉r ❞é❝♦r❡r✮ ❡st ❛♣♣✉②é❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s ❢❛ss❡♥t ✏♦✣❝✐❡❧❧❡♠❡♥t✑ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❧❛♠♣❡s ❞❡ ❧✬é❝r❛♥✳

❈✬❡st ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❛✣r♠é❡✳
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ (Ei, Fi, Ri), i ∈ J ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ (F, F, Si), i ∈ J t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t i ∈ J ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ (Ei, Fi, Ri) ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ (F, F, Si)

❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ J : Ei ∪ Fi ⊆ F ✳ P♦s♦♥s Si := {(x, y) ∈ F 2| s✐ x ∈ Ei ❛❧♦rs y ∈ Fi ❡t (x, y) ∈ Ri}✳

❆❧♦rs (F, F, Si) ==Tukey (Ei, Fi, Ri)✳ ❙♦✐t i ∈ J ✿ ❱♦✐❝✐ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✿

x ∈ Ei 7→ x ∈ F | y ∈ Fi → y ∈ F

❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❡t✱

x ∈ F → f(x) | y ∈ F → g(y) ∈ F

❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ♦ù ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ f, g✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧s é❧é♠❡♥ts e, u r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Ei, Fi ❡t ♦♥ ♣♦s❡

f : x ∈ Ei 7→ x ❡t f : x /∈ Ei 7→ e ❡t g : y ∈ Fi 7→ y ❡t g : y /∈ Fi 7→ u✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés s♦♥t

r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ tr✐♣❧❡t (E,E,Ri) ♦ù E ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✈✐❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡

é❝r❛♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✸ ❙♦✐t ai, i ∈ J ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② b t❡❧ q✉❡✿

• ∀i ∈ J : b ≥tuk ai ❡t

• P♦✉r t♦✉t ❞❡❣ré c✱ s✐ ∀i ∈ J : c ≥tuk ai ❛❧♦rs c ≥tuk b

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ i ∈ J 7→ vi := (E,E,Ri)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦s♦♥s

D := J × E✱ A := J → E ❡t S := {((i, x), f) ∈ D ×A | (x, f(i)) ∈ Ri}✳ ❖♥ ♣♦s❡ w := (D,A, S)✳ ▲❛ str❛té❣✐❡

x→ (i, x) | f → f(i)

❛tt❡st❡ q✉❡ vi ≤ w✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ w ♠❛❥♦r❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ i 7→ vi✳ ❙♦✐t m = (G,G, T ) ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡

❞❡s str❛té❣✐❡s x ∈ E → gi(x) ∈ G | y ∈ G → hi(y) ∈ E t❡❧❧❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ J ✱ q✉❡ ∀x ∈ E∀y ∈ G : s✐ (gi(x), y) ∈ T

❛❧♦rs (x, hi(y)) ∈ Ri✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ s✉✐t ré❞✉✐t w à m✿

(i, x) → gi(x) | y → K(y)

♦ù K(y) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ J ❞❛♥s E ❞é✜♥✐❡ ♣❛r K(y)(j) := hj(y)

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ P❛r ❞✉❛❧✐té✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s

❞❡❣rés ❞❡ t✉❦❡② ❡t ♥♦♥ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥ts✳

✸✳✺ ❙♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ i ∈ J 7→ vi := (E,E,Ri) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡

❚✉❦❡②✳ ❖♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✹ ◆♦t♦♥s A := J ×E✳ ❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((i, x), (j, y)) ❞❡ A2 t❡❧s q✉❡ i = j ❡t (x, y) ∈ Ri✳

▲❡ tr✐♣❧❡t (A,A, S) s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s vi✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ vi := (Ei, Fi, Ri)✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t (D,A, S) ♦ù✿

• D := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (i, x) t❡❧s q✉❡ x ∈ Ei ❡t i ∈ J
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• A := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (i, x) t❡❧s q✉❡ x ∈ Fi ❡t i ∈ J

• S := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((i, x), (j, y)) t❡❧s q✉❡ i = j ❡t (x, y) ∈ Ri

■❧ s✬❛❣✐t✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✺ ❙✐ ∀i ∈ J : vi ≤Tukey wi ❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s vi, i ∈ J ❡st ≤Tukey à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s wi, i ∈ J

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥t fi, gi ❞❡s str❛té❣✐❡s

x→ fi(x) | y → gi(y)

q✉✐ ré❞✉✐s❡♥t ❧❡s vi ❛✉① wi✳ ❆❧♦rs ❧❛ str❛té❣✐❡

(i, x) → (i, fi(x))|(j, y) → (j, gj(y))

ré❞✉✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s vi à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s wi

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✻ ◆♦t♦♥s A := EJ ❡t P := {(x, y) ∈ A2 | ∀i ∈ J : (x(i), y(i)) ∈ Ri}

▲❡ tr✐♣❧❡t (A,A, P ) s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s vi✳

■❧ s✬❛❣✐t✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✼ ❙✐ ∀i ∈ J : vi ≤Tukey wi ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s vi, i ∈ J ❡st ≤Tukey ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s wi, i ∈ J

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥t fi, gi ❞❡s str❛té❣✐❡s

x→ fi(x)|y → gi(y)

q✉✐ ré❞✉✐s❡♥t ❧❡s vi ❛✉① wi✳ ❆❧♦rs ❧❛ str❛té❣✐❡

x→ (i 7→ fi(x(i))) | y → (i 7→ gi(y(i)))

ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s vi ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s wi

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

❞❡s (Ei, Fi, Ri) q✉❛♥❞ i 7→ (Ei, Fi) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✳ ▲❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ s❡ ❞❡✈✐♥❡ ❛✐sé♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s

té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s q✉✐ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞r♦✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s

❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳

✸✳✻ Pr♦♣r✐étés ❛♥♥❡❧é❡s

❉♦♥♥♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥t ❧✬é♥♦♥❝é s❡r❛ ♣ré❝✐sé ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s q✉✐ ❥❛❧♦♥♥❡r♦♥t ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✽ ▲❡s s♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② s♦♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t ❛ss♦✲

❝✐❛t✐✈❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ét❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❢♦rt✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡s

❡t ♣r♦❞✉✐ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❞♦♥❝ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st

❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳
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Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

▲❡♠♠❡ ✼✾ ▲❛ s♦♠♠❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② di ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts (E,E,Ri)✱ q✉❛♥❞

i ♣❛r❝♦✉rt J ✳ s♦✐t σ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ J ✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s di ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s dσ(i)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ i 7→ (E,E,Rσ(i)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés dσ(i)✳ ▲❛ str❛té❣✐❡

(i, x) → (σ(i), x) | (j, y) → (σ−1(j), y)

ré❞✉✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s (E,E,Ri) à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s (E,E,Rσ(i))

▲❡♠♠❡ ✽✵ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② di ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts (E,E,Ri)✱ q✉❛♥❞

i ♣❛r❝♦✉rt J ✳ s♦✐t σ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ J ✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s di ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s dσ(i)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ i 7→ (E,E,Rσ(i)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés dσ(i)✳ ▲❛ str❛té❣✐❡

x→ (x ◦ σ)|y → (y ◦ σ−1)

ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s (E,E,Ri) ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s (E,E,Rσ(i))✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ∀i : (x(σ(i)), y(i)) ∈ Rσ(i)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐

(x ◦ σ, y) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Rσ(i) ❛❧♦rs ∀i : (x(i), y(σ−1(i))) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Ri ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (x, y ◦ σ−1)

❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Ri✳

▲❡♠♠❡ ✽✶ ▲❛ s♦♠♠❡ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ ❝❛❞r❡ ♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❧♦✉r❞✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ L := i ∈ J 7→ (E(i), F (i), R(i)) ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t

❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ (G(i, j), H(i, j), S(i, j)) q✉❛♥❞ j ♣❛r❝♦✉rt A(i)✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s

(G(i, j), H(i, j), S(i, j)) q✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j) ♣❛r❝♦✉rt {(i, j) | i ∈ J ❡t j ∈ A(i)} ❡st ❚✉❦❡②✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s♦♠♠❡

❞❡L✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡✿

• (i, (e, x)) → ((i, e), x) | ((j, u), y) → (j, (u, y))

• ((i, e), x) → (i, (e, x)) | (j, (u, y)) → ((j, u), y)

▲❡♠♠❡ ✽✷ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢

Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❧❡ s♦✐♥ ❞❡ r❡♠❡ttr❡

❧❡s t②♣❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✿

• x→ [((i, j) 7→ x(i)(j)] | y → [i 7→ (j 7→ y(i, j))]

• x→ [i 7→ (j 7→ x(i, j))] | y → [((i, j) 7→ y(i)(j)]

▲❡♠♠❡ ✽✸ ❙♦✐t a ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ t✉❦❡② ❡t i ∈ J 7→ xi ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❆❧♦rs a.(
∑

i xi) =
∑

i(a.xi)

Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

(0 7→ x(0); 1 7→ (x(1) = (i, t))) → (i, (0 7→ (x(0)); 1 7→ t)) | (j, y) → ((0 7→ y(0)); (1 7→ (j, y(1))))

▲✬❛✉tr❡ s❡♥s ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡
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✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✱ ❧❡s ❚✉❦❡② r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡

❝❛s❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞❡❣ré 1 ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s q✉✐

♥❡ s♦♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬✉♥❡ ❝❛s❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r

♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ st♦❝❦❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

P♦✉rt❛♥t✱ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡tt❡ ✉♥✐té ✏✐♥✉t✐❧❡✑✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✉t à ❢❛✐t r❡s♣❡❝t❛❜❧❡✳ ❯♥

té❧é♣❤♦♥❡ ❞♦♥t ✈♦✉s êt❡s sûr q✉❡ s✐ ✈♦✉s t❛♣❡③ s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t♦✉❝❤❡✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ✈❡rr❛ ✉♥ ✏❜✐♣✑

s✬❛✣❝❤❡r s✉r ❧✬é❝r❛♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝♦♥♥❡❝tés ❞♦♥t ❧✬✉♥✱ ❧❡

✏ré❝❡♣t❡✉r✑ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡✐♥t ♣❛r ❧✬❛rt✐st❡ ❞✉ ❝♦✐♥✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥ ❣r♦s ✏❜✐♣✑ ❜❧❛♥❝

s✉r ❢♦♥❞ ♥♦✐r✳

P♦✉rt❛♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ 1 + 1 = 2✱ ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t (2, 2,=) ✭❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡

❚✉❦❡② ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ I2✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡s ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✉♥ ♣❛r té❧é♣❤♦♥❡✮✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛s

❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ t✉❦❡② ❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ♠❛tér✐❡❧✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❧✉✐ à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① té❧é♣❤♦♥❡s✳

▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à I1 ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ s❡ ❣r❛❞✉❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡

♣rès q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡✳

▼✉♥✐ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✱ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①

s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❚✉❦❡② ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✭❡t ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽✹ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ j q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ c s✉r Ic ✈ér✐✜❡✿ j(
∑

i ci) ==Tukey

∑
i j(ci) ❡t j(

∏
i ci) ==Tukey∏

i j(ci)✱ ❧❡s s✐❣♥❡s
∑
,
∏

s✐❣♥✐✜❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✏s♦♠♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧❡✑✱ ✏♣r♦❞✉✐t ❝❛r❞✐♥❛❧✑ q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ♠✐s

❡♥tr❡ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✱ ❡t ✏s♦♠♠❡ ❚✉❦❡②✑✱ ✏♣r♦❞✉✐t ❚✉❦❡②✑✱ q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ♠✐s ❡♥tr❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉✐ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡s Ic ♥❡ s♦♥t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ t♦✉t❡s

❧❡s (E,E,=) ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✸✳✽ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❚✉❦❡② ❞❛♥s ❧❡s ❧✉❞✐q✉❡s

❙♦✐t (E,F,R) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t✉❦❡② ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ ❘✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✺ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❘ ❡st ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷ s✉✐✈❛♥t❡✿

• ❙♦♥ ❡♥tré❡ Entree ❡st [E × 1]

• ❙❛ s♦rt✐❡ Sortie ❡st [1× F ]

• s❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((x, 1), (1, y)) ∈ Entree× Sortie t❡❧s q✉❡ (x, y) ∈ R

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r❛ ♥♦té❡ pl(R)

❙♦✐t L := (E,S,R) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✻ ❖♥ ♥♦t❡ permut(L) := (Entree, Sortie,G) ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r✿ Entree(0) := E(1)

❡t Entree(1) := E(0) ❡t Sortie(0) := S(1) ❡t Sortie(1) := S(0) ❡t G := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (q, r) t❡❧s q✉❡

(q′, r′) ∈ R ♦ù x′(i) := x(1− i) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ 2, x ∈ {q, r}✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❛❜❛❧✐st✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❞❡✉①

❝♦♠❜✐♥és té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s✳ ❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❚✉❦❡② à ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❧✉❞✐q✉❡ ❡①✐❣❡ ❝❡t

é❝❤❛♥❣❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✼ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❚✉❦❡② R,S q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♦♥ ❛✿

• R ≤Tukey S s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ pl(R) ≤ludique pl(S) ❡t✱

• dualeludique(pl(R)) = permut(pl(dualTukey(R)))

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t x→ f(x) | y → g(y) ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ R à S✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡

❞❡ pl(R) à pl(S)✿

• ❙✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é✱ x→ f(x) | 0 → 0

• ❙✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é✱ 0 → 0 | y → g(y)

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ pl(R) ≤ludique pl(S)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

• ❙✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é✱ x→ f(x) | 0 → 0 =: h(x, 0)

• ❙✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é✱ 0 → 0 | y → g(0, y)

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ R à S s✉✐✈❛♥t❡✿ x→ f(x) | y → g(0, y)

❆♥❛❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ (E,F,R) ❡t ♥♦t♦♥s T := (pl(R))∗ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ s❛

❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡✳

▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é ❡st 1E × E✳ ▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡st F 1 × 1

▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (f, x) t❡❧s q✉❡ ([x(0), x(1)], [f(0)(x(0)), f(1)(x(1))]) /∈ pl(R)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧s q✉❡

(x(0), f(1)(x(1))) /∈ R✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ f(0) ❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ 1E ❡t q✉❡ x(1) = 0 ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ 1✳ ❈❡ té❧é♣❤♦♥❡

❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ té❧é♣❤♦♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r pl(R∗) ❛♣rès é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és

✸✳✾ ✧Ps❡✉❞♦✲♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✧ ❞❡s ❧✉❞✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❚✉❦❡②

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s r✐❝❤❡ ❡t ✜♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ■❧ ♣❛r❛✐t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡

❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❡♥ ❛tt❛❝❤❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t

❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ à tr❛✈❡rs s♦♥ ❛tt❛❝❤é ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

■❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ♠♦✐♥s ✈r❛✐ q✉✬✐❧ ② ❛ q✉❛♥❞✲♠ê♠❡ ✉♥ ❚✉❦❡② ❛ss♦❝✐❛❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧

❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✉♣❧✐❝✐té✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ v := (E,S,G) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n ✭❧❛ ❧❡ttr❡ n ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ i ∈ n 7→ Ei ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r S✳ ❖♥ ♥♦t❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ E ❞❛♥s S✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ R ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, f) ∈ E×M t❡❧s q✉❡ (x, f(x)) ∈ G
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✽ ▲❡ tr✐♣❧❡t (E,M,R) ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❚✉❦❡② ❛tt❛❝❤é❡ à ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡

(E,S,G)✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡r❛ Tuk(v)

❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽✾ s✐ u ≤ludique v ❛❧♦rs Tuk(u) ≤Tukey Tuk(v)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t f, g ❞❡s str❛té❣✐❡s r❡s♣ ❧♦❝❛❧❡s✱ ❜✐❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ u à v✿

λi : xi → fi(x) | yi → gi(xi, yi)

▲❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ré❞✉✐t Tuk(u) à Tuk(v)✿

x 7→ (i 7→ fi(x(i))) | (i 7→ hi) → (i 7→ (z 7→ gi(z, hi(fi(z)))))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ q✉❡ s✐ u ==ludique v ❛❧♦rs Tuk(u) ==Tukey Tuk(v)✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ét❛♥t

❢❛✉ss❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (u, v) 7→ Tuk(u) ==Tukey Tuk(v) ❡st

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ==ludique❄ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s

❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ∈X= {(x, y) ∈ X | x ∈ y}✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧

X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E × F ✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❞♦♥t

❝❡rt❛✐♥s s♦♥t ❛♥❡❝❞♦t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ t❡①t❡✳

✹✳✶ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ❱✐rt✉❡❧❧❡

❈♦♠♠❡ ❞✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬êtr❡✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡✱ ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❡st

❞❡ ♠❡s✉r❡r ✏❧❛ ♠❛❣✐❡✑ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✏✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐tés✑✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✏✐♥❥❡❝t✐♦♥s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✑ ❞✬✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✲

♠❡♥t✱ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡✳

❙♦✐t n, p ❞❡✉① ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ▲❡ té❧é♣❤♦♥❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ n ❞❛♥s p✿

• ❈✬❡st ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✳

• ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é ❡st n✳

• ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡st p✳

• ▲✬é❝r❛♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é ❡st p✳

• ▲✬é❝r❛♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡st n✳

• ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((q, r), (r′, q′)) t❡❧s q✉❡ q = q′ ♦✉ r 6= r′

❈❡ té❧é♣❤♦♥❡ s❡r❛ ♥♦té Injvirt(n, p)✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜♦tt♦♠❧✉❞✐q✉❡ ss✐ n ≤ p

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ n > p > 1✱ ■♥❥✈✐rt✭♥✱♣✮ ❡st ♥♦♥ ❚❙❉ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❚❙❉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é n := (E,F,R), p := (E′, F ′, R′) ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡✳ ▲❡

té❧é♣❤♦♥❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ n ❞❛♥s p✿

• ❈✬❡st ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✳

✹✷
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• ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é ❡st E✳

• ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡st F ′✳

• ▲✬é❝r❛♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠❜✐♥é ❡st E′✳

• ▲✬é❝r❛♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡st F ✳

• ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((q, r), (r′, q′)) t❡❧s q✉❡ (q, q′) ∈ R ♦✉ (r, r′) /∈ R′

❈❡ té❧é♣❤♦♥❡ s❡r❛ ♥♦té ✭❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t✮ Injvirt(n, p)✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✳ ■❧

❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜♦tt♦♠❧✉❞✐q✉❡ ss✐ n ≤Tukey p

▲❛ q✉❡st✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs s❡♥s✿ ❡st✲❝❡ q✉❡ s✐ ❥❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ♠❛❣✐❡ ♣♦✉r

✐♥❥❡❝t❡r 8 ❞❛♥s 7✱ ❥❡ ♣❡✉① ♠✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ✐♥❥❡❝t❡r 7 ❞❛♥s 6❄ ❡t ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♠❛t❤é✲

♠❛t✐q✉❡✿ ❡st✲❝❡ q✉❡✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t a := Injvirt(7, 6) ❡t b := Injvirt(8, 7)✱ ♦♥ ❛ a ≤ludique b❄

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♦✉✐✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝✬❡st ♥♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ b ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à a✱ ♠❛✐s a ♥✬❡st ♣❛s ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t

✐♥❢ér✐❡✉r à b✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r

✹✳✷ ❉r♦✐t❡s ❡t ♣❛✐r❡s

❖♥ ❛ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐❢ q✉✬❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ D ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✭❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥✮ ❡st ✧❜❡❛✉❝♦✉♣

♠♦✐♥s ♣✉✐ss❛♥t✧ q✉✬❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s❡ tr♦♠♣❡✱ ♠❛✐s ❞✬❛❜♦r❞ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✶ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ envoidroites ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② (E,F,R) ♦ù E := ❧❡ ♣❧❛♥ R
2 ❡t

F := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❛✣♥❡s ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥ ❡t R :=∈E×F ✳

❊♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❚✉❦❡② ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r envoidroites ❡st ❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

• ✉♥ ❝❧❛✈✐❡r ❞♦♥t ❧❡s t♦✉❝❤❡s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R
2

• ✉♥ é❝r❛♥ ❞♦♥t ❧❡s s♦rt✐❡s s♦♥t ❧❡s ❞r♦✐t❡s

• ■❧ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ s✐ ♦♥ t❛♣❡ x s✉r ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r à ❧✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r r❡ç♦✐t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ d t❡❧❧❡ q✉❡ x ∈ d

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✷ ❙♦✐t c ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ couv(c, E) ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② (E,F,R) ♦ù

F := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X ❞❡ E t❡❧❧❡s q✉❡ card(X) ≤ c ❡t R :=∈E×F ✳

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ envoidroites ≤Tuk couv(2,R
2)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
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❚❤é♦rè♠❡ ✾✸ envoidroites ==Tuk couv(2,R
2)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ êtr❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✦

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ Plan ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R2✳ ❖♥ ❧❡ s✉♣♣♦s❡ ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ❞✉ r❡♣èr❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❞❡ R
2

❙♦✐t j ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Plan ❞❛♥s Cercle✱ ♦ù Cercle ❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❞❡ Plan✳ ❖♥ ❞❡ss✐♥❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✿

x→ j(x) | d→ {t ∈ Plan | j(t) ∈ d ∩ Cercle}

✹✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✧❞r♦✐t❡✧ ♣❛r ✧s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✹ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ s✉r R ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Envoisev(E, n)

❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② (E,F,∈E×F ) ♦ù F ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❛✣♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n ❞❡ E✳

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ E ♣❡✉t êtr❡ ♣❡t✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✺ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ s✉r R✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n 6= dim(E) : couv(n,E) ≤Tuk envoisev(E, n)

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ n > dim(E) ❛❧♦rs envoisev(E, n) ❡st ❚♦♣❚✉❦❡② ❝❛r ✳✳✳ F ❡st ✈✐❞❡✳

❙✐ n = dim(E)✱ ❛❧♦rs F = E ❡t envoisev(E, n) ❡st ❇♦tt♦♠❚✉❦❡②✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ n < dim(E)

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞r♦✐t❡s✳ ■❧ s✉✣t ❥✉st❡ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡✿

▲❡♠♠❡ ✾✻ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ s✉r R ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬❡♥t✐❡r n✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ E ❛✈❡❝ card(E) ≤ card(A) ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ F ❞❡ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n✱ card(F ∩A) ≤ n

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ Y ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉

❝❤♦✐①✳ ❊❧❧❡ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ R ♣❛r ✉♥ ❝♦r♣s K ✐♥✜♥✐✳ ◆♦t♦♥s κ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ R✱ D ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s

❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E ❡t δ = card(D)✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ card(E) = sup(κ, δ)✳ ✲ ❙✐ card(E) = δ✱ ♦♥

❝❤♦✐s✐t A = D✳ ❖♥ ❛ ∀y ∈ Y, card(y ∩ A) ≤ dim(y) ≤ n✳ ✲ ❙✐ card(E) = κ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ B = (ei)0≤i≤n ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❧✐❜r❡ ❞❡ n+ 1 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ E ❡t C ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t

Mx =

n∑

i=0

xiei, x ∈ R
∗

✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x→Mx ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ R
∗ s✉r C q✉✐ ❛ ❞♦♥❝ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ R✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r

❡st ✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs A = {Mx | x ∈ R
∗}✳ ❖♥ ♥♦t❡ G = vect(B)✳ ❙♦✐t y ∈ Y ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ H ❞❡

G ❝♦♥t❡♥❛♥t y ∩ G ❞✬éq✉❛t✐♦♥
n∑

i=0

αizi = 0✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡s αi, 0 ≤ i ≤ n ♥♦♥ ♥✉❧✳ ◆♦t♦♥s S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉

♣♦❧②♥♦♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧
n∑

i=0

αix
i✳ ❖♥ ❛ card(S) ≤ n✳ ❆❧♦rs y ∩A ⊂ {Mx | x ∈ S} ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ≤ n✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲♦rsq✉❡ E ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✜♥✐✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ q✉❡

❧❡ rés✉❧t❛t t♦♠❜❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❧❛ q✉❡st✐♦♥✳
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✹✳✹ ❆❞❞✐t✐✈✐té ❞❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✼ ❙♦✐t (E,U, f) t❡❧ q✉❡ U ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E ❡t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s F ✳ ▲✬✉❧tr❛✜❧tr❡

✐♠❛❣❡ ❞❡ U ♣❛r f ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s Y ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ {x ∈ E | f(x) ∈ Y } ∈ U ✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à

❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡✮ ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡✳

▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ▲✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞✬✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✽ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (E,U) t❡❧ q✉❡ U ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E✳ ▲✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❝❛r❞✐♥❛❧❡ ❞❡ U ❡st ❧❡

♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛❧ κ ✭s✬✐❧ ❡①✐st❡✮ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ κ 7→ Ai ∈ U ✈ér✐✜❛♥t ∀i ∈ κ : Ai ∈ U ❡t ∩i∈κAi = ∅

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ r❡❞♦✉té❡✱ ♦♥ ❛❜rè❣❡ ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ U ✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❛ ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐✈✐té é❣❛❧❡ à

ω✳ ❯♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ✭❡♥tr❡ ❣✉✐❧❧❡♠❡ts✱ ❡❧❧❡ ❞é♣❛ss❡ t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛❧✮✳ ❯♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡

♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❛ ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐✈✐té ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ ❛✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t

❝❛r❞✐♥❛❧ ♠❡s✉r❛❜❧❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st tr♦♣ ❣r♦ss✐èr❡ ♣♦✉r s❛✐s✐r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡

♣r♦❢♦♥❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❞✐t✐✈✐té✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❡ s❛✉t ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡ ❡♥tr❡ ω ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛r❞✐♥❛❧

♠❡s✉r❛❜❧❡✳

❖r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞✬✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t s❛✐s✐ ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② q✉✐ ❧✉✐ ❡st

r❛tt❛❝❤é✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✾ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (E,U) t❡❧ q✉❡ U ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✲

❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ U ✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞♦♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡st (E,U,R) ♦ù R := {(x,A) ∈

E × U | x /∈ U}✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ add(E,U) ❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ U ✭s✉r E✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ q✉❛♥❞ U ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ U ❡st ❚♦♣❚✉❦❡②✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐

q✉❡ U ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✐t ✉♥ s❡♥s✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✵ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (E,U) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❚✉❦❡② ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (E,U)✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞♦♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡st (E,U,R) ♦ù R := {(x,A) ∈

E × U | x /∈ A}✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❝❛r❞✐♥❛❧❡ ❞❡ U ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛❧ κ t❡❧ q✉❡ add(E,U) ≤Tuk Iκ

❈♦♠♣❛r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ✉❧tr❛✜❧tr❡s U, V r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r E,F ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❚✉❦❡②✲❛❞❞✐t✐✈✐té✳

❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✵✶ ❙✐ add(E,U) ≤Tuk add(F, V ) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ∈ (E → F ) t❡❧❧❡ q✉❡ V ❡st

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ U ♣❛r f ✳
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s add(E,U) ≤Tuk add(F, V )✳ ❉❡ss✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✿

x ∈ E → f(x) ∈ F | B ∈ V → g(B) ∈ U

❞❡ss✐♥ q✉✐ ❛❜rè❣❡✿ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E,B ∈ V s✐ f(x) /∈ B ❛❧♦rs x /∈ g(B)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❡♥✿

x ∈ g(B) → f(x) ∈ B

✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ V ❡st ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ U ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t B ✉♥

é❧é♠❡♥t ❞❡ V ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A = {x ∈ E | f(x) ∈ B ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ U ✳ ❆❧♦rs ♣♦s♦♥s

A := {x ∈ E | f(x) /∈ B} ∈ U ❡t A2 := g(B) ∩ A✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ A2 ∈ U ✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r A2 = ∅✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s♦✐t x ∈ A2✳ ❆❧♦rs f(x) /∈ B✱ ❞♦♥❝ x /∈ B ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✿

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ∈ (E → F ) t❡❧❧❡ q✉❡ V ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ U ♣❛r f ✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t✱ ♣♦✉r

g := (B ∈ V 7→ {x ∈ E | f(x) ∈ B})✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❞❡ss✐♥✿

x ∈ E → f(x) ∈ F | B ∈ V → g(B) ∈ U,

❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✿ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E,B ∈ V s✐ f(x) /∈ B ❛❧♦rs x /∈ g(B)

▲❡s ❛r❣✉♠❡♥s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✷ ❙♦✐❡♥t (E,U) ❡t (F, V ) t❡❧s q✉❡ U ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E ❡t V ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F ✳

❆❧♦rs add(E,U) ≤Tuk add(F, V ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ∈ (E → F ) t❡❧❧❡ q✉❡ V ❡st

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ U ♣❛r f

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ♣♦✉r add(E,U) ≤ add(F, V ) ❡st✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✸ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦r❞r❡ ❘✉❞✐♥ ❑❡✐s❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ♣❛r

[(E,U) ≤RK (F, V )] := [add(E,U) ≤Tuk add(F, V )]

■♥✉t✐❧✐té ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ✉♥ s✉♣♣♦rt

❯♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❙✐ U ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E ❡t E ⊆ F ❛❧♦rs U ✐♥❞✉✐t

♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ ✐♠❛❣❡ U ′ ❞❡ U ♣❛r id : E → F, x 7→ x✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F q✉❡ ❧✬♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t ❢❛♥tô♠❡ q✉❡ U ✳ ❈❡ ✏é✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✑ ❡st ❡♥ ❢❛✐t s♦✉t❡♥✉❡

♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✹ ❙♦✐t U ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E✱ s♦✐t A ∈ U ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ V := {X ⊆ A | X ∈ U} ❛ ❝♦♠♠❡

✐♠❛❣❡ ♣❛r id : A→ E, x 7→ x ❧✬✉❧tr❛✜❧tr❡ U ✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ t♦✉t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡♥t✐❡r

❡t q✉❛♥❞ E ∈ U ❡t X ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥

X ❡st✲✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ U❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✿

• ♦✉✐ q✉❛♥❞ X ∩ E ∈ U

• ♥♦♥ q✉❛♥❞ X ∩ E /∈ U ✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t U ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✺ ▲✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❚✉❦❡② ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (E,U) ✭♥♦té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s add(E,U)✮ ♥❡ ✏❞é♣❡♥❞ ♣❛s✑ ❞❡ E✱

❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ E t❡❧❧❡ q✉❡ A ∈ U ✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❚✉❦❡②✿

add(E,U) ==Tuk add(A,U ∩ P (A))
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✹✳✺ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❛ss♦❝✐é ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② à ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❖♥ ✈❛r✐❡ ✉♥ ♣❡✉ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à

❞❡s ♦❜❥❡ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✉♥ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✹✳✺✳✶ ❆♥t✐❝♦♠♣❛❝✐té

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s q✉❛s✐❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥t✐❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞♦✐t êtr❡

tr✐✈✐❛❧ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✭♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♠❛❣✐❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❧✬❡♠♣ê❝❤❡r ❞✬êtr❡ q✉❛s✐❝♦♠♣❛❝t✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ♠♦t ❝♦♠♣❛❝t✱ ♣❧✉s ❝♦✉rt à é❝r✐r❡✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ q✉❛s✐❝♦♠♣❛❝t

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✻ ❙♦✐t (E, T ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ T ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♦✉✈❡rts✳ ❖♥ ❧✉✐ ❛tt❛❝❤❡ ✉♥

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✳ ❖♥ ❧❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳

• ❈❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ := E

• ❊❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ := T

• ❈❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✜♥✐❡s F ❞❡ T t❡❧❧❡s q✉❡ union(F ) = E

• ❊❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ := T

• ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ G := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((x, U), (F, V )) t❡❧s q✉❡ x ∈ U ❡t V ∈ F ❡t V ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s U

❊t ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t anticompact(E, T )

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ q✉❛♥❞ s♦♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♥t✐❝♦♠♣❛❝✐té ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t

♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✼ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝ts ♦♥t t♦✉s ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♥t✐❝♦♠♣❛❝✐té tr✐✈✐❛❧✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡

▲❡ ❝❤♦✐①✱ ❤é❧❛s ✭❡t ❝✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❣é♥ér❛❧✮✱ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ à t❡❧ ♦✉ t❡❧ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ q✉✐✱

❡♥tr❡ ❣✉✐❧❧❡♠❡ts✱ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ✧♠❛❣✐❡✧ à ❞é♣❧♦②❡r ♣♦✉r ❛❧❧❡r ✧❝♦♥tr❡✧ s❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛✐tr❡✱ ❞❛♥s ❜✐❡♥

❞❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ ✉♥ ♣❡✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✿

✹✳✺✳✷ ❆♥t✐❝♦♥♥❡①✐té

❙♦✐t (E, T ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t a, b ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ E✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✽ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ disconnect(a, b, E) ❧❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ré♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡

s✉✐✈❛♥t✱ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✿

• ❈❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ := E

• ❈❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ := E

• ❊❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ := T × 2

• ❊❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ := T × 2
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• ●❛r❛♥t✐❡ := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((x, (U, i)), (y, (V, j))) t❡❧s q✉❡ U ∩ V = ∅ ❡t (x, y) ∈ U × V ❡t ✭s✐ (x, y) =

(a, b) ❛❧♦rs i 6= j✱ s✐♥♦♥✱ s✐ y ∈ U ❛❧♦rs i = j✱ s✐♥♦♥✱ s✐ x ∈ V ❛❧♦rs i = j✮✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✾ ❙✐ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts a, b ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ (E, T ) ♥✬② s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡❝tés✱ ❛❧♦rs disconnect(a, b, E) ❡st

✉♥ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ tr✐✈✐❛❧ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳

✹✳✻ ❉❡❣ré ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥✈✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ✈✐✈❛♥t

▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ é♠❡r❣❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥♦✉s ❡♥s❡✐❣♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① à

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ à ✷ ❥♦✉❡✉rs ✭✷ ❥♦✉❡✉rs ❛✉ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✮ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és✳ ❩❋

♥❡ s✉♣♣♦rt❡ ♣❛s ❧✬❛①✐♦♠❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és✱ ♥✐ ♠ê♠❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❥❡✉①

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω ❧❡ s♦✐❡♥t✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ s✉♣♣♦rt❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ♠ê♠❡ AD(R)✳ ❈✬❡st

❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♣❧✉s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❥♦✉❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❛♥s ❞❡ ❣r❛♥❞s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à

❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❥❡✉① ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥és✳ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❝♦♥tr❡❞✐t ❛✉ss✐ AD(N)✳

P♦✉r✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❥❡✉① ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥és ♦♥ ❡st ❞♦♥❝✱ ✭♦♥✿❂✧êtr❡s ❤✉♠❛✐♥s✧✮ ♦❜❧✐❣és ❞❡

r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ✭❢♦♦t❜❛❧❧✱ t❡♥♥✐s✮✱ à ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ✭❧❡ ♣♦❦❡r✮✱ ✳✳✳ ❡t❝ ✳✳✳✱ ♠❛✐s

❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❛✉① ❛r❜✐tr❡s ♦✉ s♦♥t ♠❛tér✐❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝

s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st q✉❛♥❞ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ✉♥ ❛r❜✐tr❡ ♥♦♥ s✉r❤✉♠❛✐♥ ❡t ♥✬❡st

♣❛s ♠❛tér✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♥❡ ré♣♦♥❞ ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ✐❝✐ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♠❛✐s ♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ q✉✐

s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ✉s✉❡❧s à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sés

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ ✉♥ tr✐♣❧❡t (E,m,P ) ♦ù m ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E2 ❞❛♥s P ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ m

❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ✭E ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s✮ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♠❛t❝❤ q✉✬❡❧❧❡s s❡

❧✐✈r❡♥t✳

❙♦✐t z := (E,m,P ) ❛✈❡❝ m ∈ (E2 → P ) ❡t s♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P ✳ ❖♥ ♥♦t❡ Tz ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡

❚✉❦❡② s✉✐✈❛♥t✿ Tz := (E,E, {(x, y) ∈ E2 | m(x, y) ∈ A})✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

♣♦✉r ❧❡ ❥♦✉❡✉r✷ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r

❧❡ ❜❛ttr❡✳ ❊♥♦♥❝❡r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❝✬❡st é♥♦♥❝❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s Tz ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à

{BottomTukey;TopTukey}✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❛r❢❛✐t❡ s✬✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Tz✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊❧❧❡

♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ✉♥ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❖♥ ♥♦t❡ Si ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞✉ ❥♦✉❡✉r i ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

i ∈ {0; 1}

▲❡♠♠❡ ✶✶✵ ❙♦✐t D ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ S0✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❥❡✉ ♥♦♥ str❛t✲❣❛❣♥❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❥♦✉❡✉r 0✳ ❆❧♦rs

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t ❞❛♥s S1 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀s ∈ D : t ❜❛t s

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❡sq✉✐ss❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❛♥s ❬❈❤❛✹❪✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❥❡✉ A ♣❛r

❧❡ ❥❡✉ A′ s✉✐✈❛♥t✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ p ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ❧❡ ❥♦✉❡✉r ✶ q✉❛♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ❛✉ ❥❡✉ A✱ ♠❛✐s ❡♥❝♦r❡

❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ t❡❧❧❡ q✉✬à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✉ ❥❡✉ A ♣♦✉r ❧❡ ❥♦✉❡✉r ✶ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡

❞és❡s♣éré❡✳

❙♦✐t s1, s2, ... ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ D✳ ❙♦✐t p1 ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❣❛❣♥é❡ ❛✉ ❥❡✉ A′ ♣❛r ❧❡ ❥♦✉❡✉r ✶ ❡t ❥♦✉é❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❥♦✉❡✉r 0 ♣❛r

s1✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ t1 s✉✐✈❛♥t❡✿ ❥♦✉❡r ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ét❛✐t sûr q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ p1 q✉✐ ❛❧❧❛✐t s❡ ❞ér♦✉❧❡r✳

❆ ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ r✉♣t✉r❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♣❛r✐✱ r❡❢✉s❡r ❞❡ ❥♦✉❡r✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❜❛t s1 ❡♥ ❥♦✉❛♥t p1✳ ❈♦♥tr❡ s2✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡❧❧❡ ❥♦✉❡

p1✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡❧❧❡ s✬❛rrêt❡ ❞❡ ❥♦✉❡r à ✉♥ ♠♦♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❢♦r❝é♠❡♥t à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♦ù s2 ✈✐❡♥t ❞❡ r♦♠♣r❡ ❧❛ ♣r♦♠❡ss❡ ❞❡
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❝♦♥str✉✐r❡ p1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉❡✉r ✶ ♥✬❡st ♣❛s ❞és❡s♣éré❡ ❛✉ ❥❡✉

A ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ A′✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ p2 ♣❡r❞✉❡ ♣❛r s2 q✉✐ ❡st ❞❛♥s A′ ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡♥❝é❡✳

❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❛✈♦✐r ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s (p1, p2, ...) q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t ∈ S1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n : ❧❡ ♠❛t❝❤ q✉❡ ❧✐✈r❡ t ❝♦♥tr❡ sn ❡st pn✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❝❡s

♣❛rt✐❡s s♦♥t ❞❛♥s A′✱ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞❛♥s A ❡t t ❛ ❜✐❡♥ ❜❛tt✉ t♦✉t❡s ❧❡s sn ❛✉ ❥❡✉ A✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✶ ✭❍②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✮ P♦✉r t♦✉t z := (E,m,P ) q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ✉♥ ❥❡✉ à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❛r❢❛✐t❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣s s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ Tz ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à tr♦✐s

é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥t✿ {TopTukey;BottomTukey;Dω1}

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❙♦✐t < ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r S := S0 ∪ S1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡

s ∈ S : {t ∈ S | t ≤ s} ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ✭✐❡ (S,<) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (ω1,∈)✮✳ ❙♦✐t s ∈ S1✳ ❖♥ ♥♦t❡ t(s) ❧❛ ♣❧✉s <♣❡t✐t❡

❞❡s str❛té❣✐❡s t ∈ S0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀s′ ≤ s✱ t ❜❛t s′ ❛✉ ❥❡✉ A ✭❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳

s→ t(s)|s′ → s′

ré❞✉✐t Dω1
:= (ω1, ω1,∈) à TA✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✿ Dω1

≤Tukey TA

▲❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❥♦✉❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❢❛✐t q✉❡ TA ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ dual(Techange(A))✳

▲✬❛✉t♦❞✉❛❧✐té ❞❡ Dω1
❡♥tr❛✐♥❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❧✐q✉é à echange(A)✱ q✉❡ Dω1

≥Tukey TA✳ ❈♦♥❝❧✉✲

s✐♦♥✿

Dω1
:==Tukey TA

▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ r❛r❡té ❞❡s ❞❡❣rés Tz ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s

✺✳✶ ❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✈s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡

❙♦✐t (E2, F 2, G) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ s✐ G ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡

❛❧♦rs ❞ès q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♦✛r❡ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ●✲❣❛r❛♥t✐ ♦♥ ♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r

❞❡ ❝❡ té❧é♣❤♦♥❡ ♣♦✉r ✈✐♦❧❡r ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té✳

❘❡❢♦r♠✉❧é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✈✉❧❣❛r✐sé❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s✬é♥♦♥❝❡r✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✷ ❆✉❝✉♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♦✛r❡ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ●✲❣❛r❛♥t✐✱ ♦ù G ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ♥❡ ♣❡✉t à ❧❛ ❢♦✐s

• êtr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❊❚

• êtr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ●✲❣❛r❛♥t✐ ✭♥♦t♦♥s✲❧❡ ❚✮ ❡t q✉❡ ● ❡st ♥♦♥

tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥

té❧é♣❤♦♥❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❢❛❜r✐❝❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❍✲❣❛r❛♥t✐ ❛✈❡❝✿

• H ⊆ G

• H ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❛❧❧❛♥t ❞❡ E2 ❞❛♥s F 2

◗✉❡❧ ❡st ❝❡ té❧é♣❤♦♥❡❄ ❘é♣♦♥s❡✿ ❡t ❜✐❡♥ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❚ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❝❤❛♥❣❡✳

▲❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣❧✉s✐❡✉rs ❤✐st♦✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐ r❛❝♦♥t❡♥t ❧❡s ré♣♦♥s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ❚ ♦✛r✐r❛ ❛✉①

✐♥♣✉t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✧❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ∈ E2 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣❧❡

(r, s) ∈ F 2 t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡ q✉✐ r❛❝♦♥t❡ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ q✉❡ ❚ ❢♦✉r♥✐t à ❧✬✐♥♣✉t (x, y) ❡st (r, s) ❖r

❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✿ ❡❧❧❡ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❍ ❞❡s ([x, y], [r, s]) t❡❧

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡ q✉✐ r❛❝♦♥t❡ q✉✬à ❧✬✐♥♣✉t [x, y] ✭t♦✉t❡ ❝❤♦s❡ é❣❛❧❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✮ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ❚ ré♣♦♥❞

[r, s] ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✭♦✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s q✉❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛♥t ❧❡s ré♣♦♥s❡s

❞❡ ❚✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❞✬êtr❡ ●✲❣❛r❛♥t✐✱ ❚ ❡st ❍✲❣❛r❛♥t✐✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ♦✉ ♥♦♥

❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❍ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ✧✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s✧ ❡st ♠❛❧ ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐ ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t

✺✵
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❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ❈❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡ ✈❡r❜❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡s ♦♥t

❧❡ s❡❝r❡t✳✳✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ H s♦✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r H ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

[x, y], [f(x, y), g(x, y)] q✉❛♥❞ (x, y) ♣❛r❝♦✉rt E2✳ ▲❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✐té ❞❡ ●✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❍✱ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐t❡

♣❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ (f ′, g′) ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t✿ ∀(x, y) ∈ E2 : ([x, y], [f ′(x), g′(y)]) ∈ H✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉✐tt❡

à é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a, u, v ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E t❡❧s q✉❡ f(a, u) 6= f(a, v)❀ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥

❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥❝r❡t q✉✐ tr❛♥s♠❡t ✉♥ ❜✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ✈❡rs ❧❡

❝♦♠❜✐♥é✶✳

❆♣♣❡❧♦♥s ❆❧✐❝❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡t ❇♦❜ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✳ ❆❧✐❝❡ ✈❡✉t tr❛♥s♠❡ttr❡ à

❇♦❜ ✉♥ ❜✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❍✲té❧é♣❤♦♥❡ ❚✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ str❛té❣✐❡✿

• ❇♦❜ t❛♣❡ a s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r✳

• ❙✐ ❡❧❧❡ ✈❡✉t tr❛♥s♠❡ttr❡ ✧✈❡rt✧✱ ❆❧✐❝❡ t❛♣❡ ✉ s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r✳

• ❙✐ ❡❧❧❡ ✈❡✉t tr❛♥s♠❡ttr❡ ✧r♦✉❣❡✧✱ ❆❧✐❝❡ t❛♣❡ ✈ s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r✳

• ❙✐ ❇♦❜ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ f(a, u) s✉r s♦♥ é❝r❛♥ ❛❧♦rs ✐❧ s❛✐t q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❧✉✐ ❛ ❞✐t ✧✈❡rt✧

• ❙✐ ❇♦❜ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ f(a, v) s✉r s♦♥ é❝r❛♥ ❛❧♦rs ✐❧ s❛✐t q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❧✉✐ ❛ ❞✐t ✧r♦✉❣❡✧

✺✳✶✳✶ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♣❡✉✈❡♥t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❚ ✭q✉✐ ❡st ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❍✲❣❛r❛♥t✐✮ ♣♦✉r s❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ❜✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✧❞❡ ❆❧✐❝❡ ✈❡rs ❇♦❜✧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✸ P♦✉r t♦✉t❡ ✉♣❧✐❝✐té✱ t♦✉t❡ ❣❛r❛♥t✐❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♦✉ ❜✐❡♥

tr✐✈✐❛❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❚❙❉✳

❈✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❝❡t é♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧✬✉♣❧✐❝✐té✷✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬✉♣❧✐❝✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡

❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✧à ❧❛ ❇♦❤♠✧ ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s

♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡s✮ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❛❞♠❡t s❡s ♣♦st✉❧❛ts à ❧❛ ❢♦✐s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t r❡❧❛t✐✈✐st❡s✱

s♦♥t ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té✱ ❞♦♥❝ ❢❛✉ss❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡

q✉✐ ✈❡✉t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té

♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❢❛❧s✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ ◆❛t✉r❡ ✭♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✮✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❈❖◆❙■❉➱❘❆❚■❖◆❙ P❍❨❙■◗❯❊❙ ✺✷

✺✳✶✳✷ ❘❡♠❛rq✉❡

❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡ s♦♥t ❧à ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❢♦r♠❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✜♥✐s ❡t q✉❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ♥❡

♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✧♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡✧✱ ✐❧ ② ❛ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐❧✐té ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✧✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✧

❡t ✧♠✉❧t✐♠♦♥❞✐s♠❡✧✳

Pré❝✐sé♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✧♠♦♥❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✧ ♣♦ss✐❜❧❡s

❡t ✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡s✳ ✭❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛❞♠❡tt♦♥s ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈✐✈♦♥s ❞❛♥s ✧✉♥ s❡✉❧✧ ♠♦♥❞❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ♥♦✲

t✐♦♥ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ✧✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥✧✭✯✯✯✮ ♣❛r♠✐ ❞❡s é✈❡♥t✉❛❧✐té ✧♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✧✮✳

❆❧♦rs✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛❞♠❡ttr❡ ✧❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s✧✳ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t✲❡❧❧❡s❄ ❊t ❜✐❡♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❤✐st♦✐r❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✭✯✯✯✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❬▼◗✶ ✰ r❡❧❛t✐✈✐té❪ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡

♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✧♠♦♥❞❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s✧✳ ❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✧♠♦♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✧ q✉✐ ❡st ✧❧❛ ❜♦♥♥❡

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ❞❡ ❬▼◗ ✰ r❡❧❛t✐✈✐té❪✳

❈❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ❡♥❣♦♥❝é❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦t ✧✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✧ ♥✬❡st ❡♥

❢❛✐t ❥❛♠❛✐s ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼◗✳ ❆ s❛ ♣❧❛❝❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥ ✉♥✐❝✐té ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♥♦♥ ✉♥✐❝✐tés ❞❡ ♠♦♥❞❡s✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❡♥ ré❞✐❣❡❛♥t ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳

✺✳✷ ■♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ♣r♦✉✈❛❜❧❡

✺✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à r❡♥❞r❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ✏✐rré❢✉t❛❜❧❡♠❡♥t✑ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡

❞❡ ❧❛ ◆❛t✉r❡ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❧❛ s✉♣♣♦s❡ s♦✉♠✐s❡ ❛✉① ♣♦st✉❧❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ❊❚ r❡❧❛t✐✈✐st❡s ❡t ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥

s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ♥❛t✉r❡ ✏✉♥✐♠♦♥❞❡✑ ❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ré♣èt❡ ❞❛♥s ✉♥ st②❧❡ ♣❧✉s ❢r♦✐❞ ❧❡ ♠ê♠❡

❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣✉✐ss❡ ❛✈♦✐r ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s

✺✳✷✳✷ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐t T ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ((E1 × F1) × (E2 × F2), G)✳ ❖♥ ♥♦t❡ H

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((x1, x2), (y1, y2)) t❡❧s q✉❡ ((x1, y1), (x2, y2)) ∈ G✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ♣❛r✿ ❧❛ ◆❛t✉r❡ ❡st

❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✭s❛♥s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞é❧✐s❛tr✐❝❡ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡✮✿ H ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t êtr❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❝✐s✿ G ❡st t❡❧ q✉❡ H ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥✮

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❚ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❡t q✉❡ H ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❚ ❡st ❚❙❉

Pr❡✉✈❡ ✿ ♣♦✉r x ∈ E1 × E2✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❧✬✉♥✐q✉❡ y t❡❧ q✉❡ (x, y) ∈ H ♣❛r (H1(x), H2(x))✳ ◗✉✐tt❡ à ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s

✶✱✷✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ E1, b ∈ E2, c ∈ E2 t❡❧s q✉❡ u := H1(a, b) 6= H1(a, c) =: v✳

✶▼é❝❛♥✐q✉❡ ◗✉❛♥t✐q✉❡
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▲❛ s✉✐t❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❡♥✈♦②❡r ✉♥ I2 ♠❡ss❛❣❡ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ✈❡rs ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é✶✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❇♦❜ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡t ❆❧✐❝❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ à

❇♦❜ ❞✬❡♥✈♦②❡r à ❆❧✐❝❡ x ∈ 2✳ ❇♦❜ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ ✐❢ x = 0 t❤❡♥ ❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ t♦✉❝❤❡ b ❡❧s❡

❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ t♦✉❝❤❡ c✳

❉❡ s♦♥ ❝ôté✱ ❆❧✐❝❡✱ sé♣❛ré❡ ❞❡ ❇♦❜✱ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ t♦✉❝❤❡ a✳ ▲✐r❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✿

r✳ ■❢ r = u t❤❡♥ ❞✐r❡ ✏❥✬❛✐ r❡ç✉ ✵✑ ❡❧s❡ ❞✐r❡ ✏❥✬❛✐ r❡ç✉ ✶✑

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝♦♠❜✐♥é✷

✈❡rs ❝♦♠❜✐♥é✶ ✉♥ I2✲té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❚✉❦❡② ✭✐❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐t ❡①❛❝t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s ❥❛♠❛✐s ❞✐t❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞✐t❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❡st ❧❛

s✉✐✈❛♥t❡✿ ❧❛ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ◗✉❛♥t✐q✉❡ ✭▼◗✮ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ◆❛t✉r❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ✭❞❛♥s s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✿ ❧✬✐♥❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❝❛✉s❛❧ ❡t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐

❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❜✐t ❝❛✉s❛❧ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✮✳

■❧ ② ❛ ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à r❛♣♣❡❧❡r✿ ❧❛ ✈✉❧❣❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ♣rés❡♥✲

t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ▼◗ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t été ♣r♦✉✈é❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✿ ❝❡ s♦♥t ❧à ❞❡s

❛r❣✉♠❡♥ts r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❡t sér✐❡✉①✱ ♠❛✐s s♣é❝✉❧❛t✐❢s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡

q✉❛♥t✐q✉❡ s❡✉❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛❞ ❤♦❝

r❛❥♦✉té❡ ♥✐ r❡❧❛t✐✈✐té✱ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣r❡✉✈❡ ✈r❛✐♠❡♥t ✐rré❢✉t❛❜❧❡ ✭❝❛r ❢♦r♠❡❧❧❡✮ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉✐ ❞✐t q✉❡

❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼◗ ❊❚ ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❊❚ ❞❡ ❧✬ ❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✷ ❞❡ ❧❛ ◆❛t✉r❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳

✺✳✸ Pr♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝❧♦♥❛❜✐❧✐té

✺✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❧♦♥❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ✐♥tr❛✲♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✲s♣é❝✉❧❛t✐✈❡✱

❝✬❡st à ❞✐r❡ ✐♥tr❛✲❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✭❡♥ ❡①❤✐❜❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❧♦♥❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥ç✉

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡✮

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♦ù ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ q✉❡❧s q✉✬❡♥ s♦✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✱

❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❧♦♥❛❣❡ ❛ r❛té ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡

❛ été ✈✐♦❧é❡

✷❍♦rs ♠♦♥❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✦ ■❧ s✬❛❣✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t à ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♥♦♥

tr✐✈✐❛❧❡ ❞✬êtr❡ ♥♦♥❚❙❉✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❍✳❊✈❡r❡tt ❡t ❞❡ s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❛ ❞é❢❡♥❞✉ ✉♥❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱

q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬é✈♦q✉❡ ♣❛s ✐❝✐✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ é✈♦q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ▼◗ ✰ r❡❧❛t✐✈✐té ✰ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡

card(Mondes) ≥ 2 ✭❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é✈♦q✉é❡ ❞❡✈❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐❢♦♥❝t✐♦♥✱ ✐❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥✮
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✺✳✸✳✷ ❚é❧é♣❤♦♥✐❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❜✐❡♥ q✉✬❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é✈✐❞❡♥t❡✱ ❡st ❧✬♦✉t✐❧ q✉✐ ❢❛✐t t♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✺ ❙♦✐t T ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ❞♦♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ❆❧♦rs

t♦✉t❡ t❤é♦r✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♣ré✈♦✐t s❛ ❢❛❜r✐❝❛❜✐❧✐té ♣ré❞✐t ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ♠❛tér✐❡❧❧❡s ♥♦♥

❝❧♦♥❛❜❧❡s✳

Pr❡✉✈❡ ✿

♥♦t♦♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ T ♣❛r ((E1 × F1)× (E2 × F2), G)

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❝❧♦♥❡ s♦♥ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❡♥ E1 ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s✱ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ x ∈ E1 7→ co1(x) ❡t s♦♥ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❡♥ E2

❡①❡♠♣❧❛✐r❡s✱ ♦❜t❡♥❛♥t x ∈ E2 7→ co2(x)✳

❖♥ t❛♣❡ ❧❛ t♦✉❝❤❡ x ∈ E1 s✉r ❝❤❛q✉❡ co1(x) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ f(x) q✉✐ s✬❛✣❝❤❡ s✉r s♦♥ é❝r❛♥✳ ❖♥ t❛♣❡ ❧❛ t♦✉❝❤❡

x ∈ E2 s✉r ❝❤❛q✉❡ co2(x) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ g(x) q✉✐ s✬❛✣❝❤❡ s✉r s♦♥ é❝r❛♥✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ∈ E1×E2 t❡❧ q✉❡ ((a, f(a)), (b, g(b))) /∈ G✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ ❝♦♠❜✐♥és (co1(a), co2(b)) ❛ é❝❤♦✉é à ré❛❧✐s❡r ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ T ✳ ❈❡s ❝❧♦♥❡s ét❛✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ✏✈r❛✐s✑ ❝♦♠❜✐♥és

❞❡ T ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❞❡ té❧é❤♣♦♥❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❣❛r❛♥t✐s

✺✳✹ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ à tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥és✿ ●❍❩

✺✳✺ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥és ✧❞❡ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ◆❛t✉r❡✧

✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✉♥✐♠♦♥❞❡✮✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à êtr❡ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ✉♥ ❧❡❝t❡✉r q✉✐

♥✬❛ ♣❛s ❧✉ ❧❡ r❡st❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❡t ✈✉ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡

à tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥és ❡t ♥♦♥ ❞❡✉① ✭ç❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❊P❘ s♦♥t r♦❜✉st❡s✮✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ à

♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ●❍❩ ❡st ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❡①♣♦sé✳

❈❡t ✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❛ été ❛✣r♠é❡ très ✈✐t❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ✧❝❤♦❝s✧ ♣♦✉r ❧✬❡♥t❡♥❞❡♠❡♥t q✉✬♦♥t r❡♣rés❡♥té

❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ q✉✐ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ❣❡st❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❍é❧❛s

❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❧❡ st❛t✉t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ✐❧ ✈❛ ❞❡ s♦✐ q✉❡✳✳✳ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡✳✳✳

q✉❡ ♣❛rt❛❣❡❛✐❡♥t✱ s❛♥s ❢♦r♠❛❧✐té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❝♦♥❢r♦♥tés à ❝❡s ❝❤♦❝s✳

▲❡s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛✐s ❞❡s

♣r✐♥❝✐♣❡s✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣r❡✉✈❡ ✐rré❢✉t❛❜❧❡ ❝♦♥♥✉❡ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ♣♦st✉❧❛ts à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡

❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡

q✉❛♥t✐q✉❡ s❡✉❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r♦✉✈❡r ✭♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣ré❞✐r❡✮ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡✳
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✺✳✻ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t t❤é♦rè♠❡s

❘❛♣♣❡❧✿ A → B ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ A ❞❛♥s B✱ ✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s f ⊆ A × B t❡❧s q✉❡

∀x ∈ A∃!y ∈ B : (x, y) ∈ f ✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ y t❡❧ q✉❡ (x, y) ∈ f ❡st ♥♦té f(x)✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ f ∗x := (i 7→ f(i)(x(i)))

❡t ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ a(b) ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s êtr❡ ♥♦té ab ♠❛✐s ❧❡s s❡♥s s♦♥t é❣❛✉①✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ (F,+, .)✱ ❧❡ ❝♦r♣s à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts Z/2Z✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♥✬❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞❡ s❛

str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ F2✮ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥t {vert; rouge}✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦té ●❍❩✳ GHZ := {(x, y) ∈ E3 × F 3 | ( s✐ x ∈ {vert}3 ❛❧♦rs

y0 + y1 + y2 = 1) ❡t ( s✐ card({i ∈ 3|xi = vert}) = 1 ❛❧♦rs y0 + y1 + y2 = 0)}✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❜✐❡♥ q✉❡ tr✐✈✐❛❧

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✻ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s (f0, f1, f2) ∈ (E → F )3 t❡❧ q✉❡ ✭✯✮ ♣♦✉r t♦✉t x ∈

E3 : (x, (i ∈ 3 7→ fi(xi))) ∈ GHZ

Pr❡✉✈❡ ✿

♥♦t♦♥s ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t xi := fi(vert) ❡t ai := fi(rouge)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (f0, f1, f2) ✈ér✐✜❡ ✭✯✮✳ ❆❧♦rs x0 + x1 + x2 = 1

❡t a0 + a1 + x2 = 0 ❡t a0 + x1 + a2 = 0 ❡t x0 + a1 + a2 = 0✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ x0 + x1 + x2 = 1 ❡t

a0 + a1 + x2 + a0 + x1 + a2 + x0 + a1 + a2 = x0 + x1 + x2

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s q✉❡ s✐ H ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s GHZ ❛❧♦rs

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ●❍❩ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ✉♥ ❜✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡

t❤é♦rè♠❡ ❡st é♥♦♥❝é ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ❝❛❜❛❧✐st✐q✉❡s ✐♥✉t✐❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✼ ❙♦✐❡♥t i ∈ J 7→ (Ei, Fi) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ (U, V ) := (
∏

i∈J Ei,
∏

i∈J Fi

❡t G ⊆ U × V ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ f := (i ∈ J 7→ (fi ∈ Ei → Fi)) t❡❧ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t x ∈ U : (x, f ∗ x) ∈ G✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i0 ∈ J ✱ a ∈ Ei✱ φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ 2 ❡t ψ ∈ Fi → 2

t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (e, x, y) ∈ 2× U × V : s✐ xi = a ❡t (i ∈ J \ {i0} 7→ xi) = φ(e) ❛❧♦rs ψ(yi0) = e

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t✳

❊♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ●❍❩✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✐t q✉❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡

GHZ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥és q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s ♣♦✉r ré❝❡♣t❡✉r ❘✱

❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠❜✐♥és ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣és ❡t s❡r✈✐r ❞✬é♠❡tt❡✉r ❊✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥

é❧é♠❡♥t ❞❡ 2✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ✏✵✑ ♦✉ ✉♥ ✏✶✑ à ♥♦tr❡ ❣✉✐s❡ ❡♥ ❧✬é♠❡tt❛♥t s✉r ❊✳ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❧❡ r❡ç♦✐t s✉r ❘✱

❡♥ t❛♣❛♥t ❧❛ t♦✉❝❤❡ a s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r✳

✺✳✼ ●❛r❛♥t✐❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❛ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ◗✉❛♥t✐q✉❡ ✭▼◗✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ●❍❩✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣ré❞✐t

❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ q✉✐ ♦✛r❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

• ❈❡t ❛♣♣❛r❡✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥és✳ ❆✉❝✉♥ ✜❧ ♥❡ ❧❡s r❡❧✐❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❡♠♠❡♥❡r ♦ù ♦♥ ✈❡✉t✳

■❧ ❡st à ✉s❛❣❡ ✉♥✐q✉❡✿ ✐❧ s✬❛✉t♦❞étr✉✐t ❞ès q✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé

• ❈❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥é ❛ ✉♥ ❝❧❛✈✐❡r ❡t ✉♥ é❝r❛♥
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• ▲❡ ❝❧❛✈✐❡r ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ t♦✉❝❤❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E

• ▲✬é❝r❛♥ ❡st ✉♥ é❝r❛♥ ✏à ✉♥ s❡✉❧ ♣✐①❡❧✑✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F

• ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞❛t❡ ✭✉❧tér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✮ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❡✉r ❛♣♣✉✐❡ s✉r

✉♥❡ t♦✉❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t q✉✐ s✉✐t✱ ❧✬é❝r❛♥ ❛✣❝❤❡r❛ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r

• ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ((i 7→ xi), (i 7→ yi)) ♦ù xi ❡st ❧❛ t♦✉❝❤❡ ❛♣♣✉②é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r i s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r ❞❡

❝♦♠❜✐♥éi ✈ér✐✜❡♥t (x, y) ∈ GHZ✳

✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ✭❛✣r♠é ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮

●❍❩ ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✐❧ ♥❡ ré❛❣✐t ♣❛s à s❡s ✐♥♣✉t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦✉

❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❡✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ré♣♦♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡✱ ❥✉st❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛❧s✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❞❛♥s s♦♥ ❡①tr❛✐t ✐❧ ♥✬② ❛

♣❛s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ❜✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ✈✐t❡ss❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✭♦✉ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té à

✈✐t❡ss❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝rèt❡✿

q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ E3 → F 3 q✉❡ ❆❧✐❝❡ ♣r♦♣♦s❡ à ❇♦❜ ♣♦✉r ♣rét❡♥❞r❡ ❧✉✐ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

✭♠ê♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✮ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ●❍❩✱ ❇♦❜ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣✉②❡r ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❜♦✉t♦♥s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ s✉r ❧❡s

é❝r❛♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥é ♣♦✉r ✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞✬❆❧✐❝❡ ♦✉ ✈✐♦❧❡r ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

✭❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✿ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ♠❛✐s ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s t♦✉t ❝♦✉rt✳ ▲❛ ✈✉❧❣❛r✐s❛t✐♦♥ ❛ tr❛♥s♠✐s ❧✬✐❞é❡✱ ❢❛✉ss❡✱ q✉❡ ❧❡s ✐♥tr✐❝❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s

❡♥tr❛✐❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡ ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❧♦❝❛❧❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t✳ ❖♥ ❡st ✐❝✐ ❞❛♥s

✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❛ ✈✉❧❣❛r✐s❛t✐♦♥ s✬❡st ✜①é❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦♣ ♠♦❞éré❡✳ ❊♥ ❛✉❝✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ♥✬❡st

✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡rt❛✐♥s é✈♦q✉❡♥t ❧❛ ♥♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❣❧♦❜❛❧❡s é✈♦q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞é❝❧❛r❡r ♥♦♥ ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t

♥❡ ❧❡s s✉♣♣♦s❡♥t ♣❛s ✧❝♦♥♥✉❡s✧✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✧❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✧ ♥✬❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❞❡ s❡♥s ✐❝✐✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡

❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✳✳✳✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s

s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ ∀x∃yR(x, y)✱ ♦♥ ♥❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ∃y∀xR(x, y)✳ ❊✈♦q✉❡r

❧❛ ♥♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧té ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ x ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✉r❛✐t ♣❛s✱ s❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧✉✐

❛ss♦❝✐❡r ❧❡ y t❡❧ q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡❝❡✈❛❜❧❡ ✐❝✐✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ y q✉✐ ✧❢❛❧s✐✜❡ x✧✳

❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ y ❞é♣❡♥❞ ❞❡ x✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❊t❡r♥✐té

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈❆▼▲ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡

❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ♦♥t à ♥♦✉s ❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬ét❡r♥✐té q✉❡ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r✳ ◗✉❡❧s té❧é♣❤♦♥❡s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ré♣été❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣♦✉r ✏❧❡ ♠♦♥❞❡✑ ✉♥ ❛❝t❡

❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé❄ ❖♥ ❛ ❞é❥à é✈♦q✉é q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥

s♦✉❤❛✐t❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ s✉♣♣♦rt❡♥t

❧✬ét❡r♥✐té✳

✻✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡s ✜❝t✐❢s

❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡❧ q✉❡ N ⊆ E✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ u ∈ EN t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✿

un = [ if un+1 /∈ N then 0 else un+1 + 1]

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝ès à ✉♥❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ N ✭♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ IN✮ ❣❛r❛♥t✐t

à ✉♥❡ ❝✐✈✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡♣✉✐s t♦✉❥♦✉rs ♦✉ ❜✐❡♥ ❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧❛ ✏♠✐ss✐♦♥✑

s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡♣✉✐s t♦✉❥♦✉rs✿ ❈❤❛q✉❡ ❥♦✉r✱ à ✶✺❍✱ ❧❡ ❣❛r❞✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❇♦✐t❡ ❞♦✐t ❧✬♦✉✈r✐r ❡t ❧❛ r❡♥♦✉✈❡❧❡r ❞❡ ❧❛

❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿ ✐❧ ❧✬♦✉✈r❡✱ r❡❣❛r❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t x q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ s✬✐❧ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ x /∈ N✱ ✐❧ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡ x ♣❛r

0✱ s✐♥♦♥✱ ✐❧ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡ x ♣❛r x + 1✱ ♣✉✐s r❡❢❡r♠❡ ❧❛ ❜♦✐t❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❡t ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡

♥✬② ❛❝❝è❞❡

▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡

❝✐✲❞❡ss✉s ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✐♠♠♦rt❛❧✐té ❞❡s ❤❛❜✐t❛♥ts ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été✮

❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❛♥❝✐❡♥✱ ♠❛✐s ❢❛♠❡✉①✶✱ ❛✣r♠❡ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❛ ✉♥❡ tr♦♣ ❜❛ss❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❡r✲

♠❡ttr❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧✬ét❡r♥✐té ♣❛ssé❡ ❞✬✉♥❡ ❝✐✈✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✽ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t n 7→ fn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ F ❞❛♥s F ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ s✉✐t❡ u ∈ FN t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N : un = fn(un+1)

✶❝✬❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣ ✧❚♦✉t ❛r❜r❡ ✐♥✜♥✐ à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐ ❛ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡✧

✺✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❊❚❊❘◆■❚➱ ✺✽

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s s♣é❝✉❧❛t✐✈❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❡st ❛✉ss✐

❝♦♥❢r♦♥té❡ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t ♦✛r❡ ✉♥❡ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r

✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ❛❝t❡ ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝✐✈✐❧✐s❛t✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✾ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t n 7→ fn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ F ❞❛♥s F ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ u ∈ FN t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N : un = fn(un+1)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚②❝❤♦♥♦✈

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t t♦♠❜❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t s✐ ❧❛ t♦♣♦❧❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s sé♣❛ré❡✳ Pr❡♥❞r❡ F = R

♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦✜♥❛❧❡ ❡t fn = x 7→ x+ 1

✳

❖♥ ♣❡✉t s✬ét♦♥♥❡r ❞✉ ❝❤♦✐① ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ à ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❣❛r❞✐❡♥ ❞❡

♥❡ r❡t❡♥✐r ❞✉ ♣❛ssé q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❡♥r❡❣✐stré ❧❛ ✈❡✐❧❧❡✳ ◆✬❡st✲❝❡ ♣❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡❄ ❖♥ ♣❡✉t

❞♦♥❝ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❛✉tr❡♠❡♥t ✭❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✮ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝✐✈✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛❣✐t ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛ssé

▼❛✐s ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ❝✐✈✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦♥ ♣❛s à r❡♠♣❧✐r ✏❧❛ ❇♦✐t❡✑ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦✉✈❛♥t ✈❛r✐❡r

❞❛♥s ✉♥ ❣r♦s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♠❛✐s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✱ à s❡ r❛♣♣❡❧❡r t♦✉t ❧❡ ♣❛ssé✱ ❛❧♦rs ❝❡

♥✬❡st ♣❧✉s N q✉✐ ❡st ✉♥ tr♦♣ ❣r♦s ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠❛✐s 2✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✵ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❛✉ ♠♦✐♥s ✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : EN → E t❡❧❧❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ u ∈ EN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ un 6= f(p 7→ un+p+1)

❊t ❡♥ ❛✉❝✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✿

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ u ∈ 2N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N t❡❧ q✉❡

un 6= [ if ∃p > n : up = 1 then 0 else 1]

▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧✈✐♥

s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧✈✐♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ S : EN → EN ✭s❤✐❢t ❣❛✉❝❤❡✮ q✉✐✱ à ❧❛ s✉✐t❡ u ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ s✉✐t❡ S(u)✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✿

∀n ∈ N, S(u)n = un+1

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✶ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧✈✐♥ s✉r E s✐ ❡❧❧❡

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ EN ❞❛♥s E t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ u ∈ EN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r p t❡❧ q✉❡✿ ∀n >

p; φ(Sn+1(u)) = un

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❧✈✐♥ ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✷ ✭❆①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s✉♣♣♦sé✮ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ ●❛❧✈✐♥ s✉r

E

Pr❡✉✈❡ ✿ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ♦✉ ❬●✳P✳❪✳

✻✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t s♦♠♠❛✐r❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét❡r♥✐té

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Dk ❞és✐❣♥❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t (k, k,∈)✱ ♦ù k ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐ ré❣✉❧✐❡r✳

✻✳✸✳✶ ❙✉✐t❡s ❡t ❉❡❣rés ét❡r♥❡❧s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✸ ❙♦✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n : (En, Fn, Rn) t❡❧s q✉❡ Rn ⊆ En×Fn✱ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❚✉❦❡②✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ét❡r♥❡❧❧❡ s✐✿ P♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s fn : Fn+1 → En✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡

❞❡ u ∈
∏

n

En ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ v ∈
∏

n

Fn t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n : fn(vn+1) = un ❡t (un, vn) ∈ Rn✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ tr✐♣❧❡t (E,F,R) ❡st ét❡r♥❡❧ q✉❛♥❞ ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ n 7→ (En := E,Fn := F,Rn := R)

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ét❡r♥❡❧❧❡✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿

• (E,F,R) ♥✬❡st ♣❛s ét❡r♥❡❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r ❡t ✐♥✜♥✐ k t❡❧ q✉❡ Dk ≤Tukey

(E,F,R)✳

• ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts ét❡r♥❡❧s (Ei, Fi, Ri) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ét❡r♥❡❧❧❡

• ❙✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts (En, Fn, Rn) ♥✬❡st ♣❛s ét❡r♥❡❧❧❡ ❛❧♦rs ♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ❧❡

tr✐♣❧❡t (En, Fn, Rn) ❡st ❚♦♣❚✉❦❡② ♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r p ≥ n✱ ❧❡ tr✐♣❧❡t

(Ep, Fp, Rp) ❡st ♥♦♥✲ét❡r♥❡❧✳

• s✐ (E,F,R) ❡st ét❡r♥❡❧ ✈✉ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs V ✱ ✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ét❡r♥❡❧ ✈✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲✉♥✐✈❡rs

• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t ét❡r♥❡❧ a := (E,F,R) ❞❡s ✉♥✐✈❡rs V1, V2 t❡❧s q✉❡ a ❡st ét❡r♥❡❧ ✈✉ ❞❛♥s V1 ❡t a ♥❡

❧✬❡st ♣❧✉s ❞❛♥s V2 ❡t V2 ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ V1

✻✳✹ ❊♥♦♥❝és ❡t ♣r❡✉✈❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s

✻✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t R ⊆ E2✳ ❙♦✐t ❞❡✉① s✉✐t❡s f, g ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s fn, gn ❞❡ E ❞❛♥s E✳ ❖♥ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ R✲té❧é♣❤♦♥❡✱ ❞❡ s❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♣❛ssé

ét❡r♥❡❧ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉r ❛✉ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ✭❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s fn, gn
❝♦♠♠❡ str❛té❣✐❡s✮❄
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❙✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ f, g ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✉✐t❡s u, v ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E ✈ér✐✜❛♥t✿

✶✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n✱ fn+1(un+1)Rvn ✭❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ n + 1 ✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈♦✐t un+1 ❡t ❡♥✈♦✐❡ ✉♥

❘✲♠❡ss❛❣❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r n✱ q✉✐ r❡ç♦✐t vn✮

✷✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n✱ un = gn(vn) ✭▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ n✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝ré❡ ❧❡ un ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ vn
r❡ç✉✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✹ ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s❡r❛ ♥♦té❡ Eter(R, f, g, u, v)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥

(R,E) ❡st ❞✐t❡ ét❡r♥❡❧❧❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ f, g ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ s✉✐t❡s u, v ✈ér✐✜❛♥t Eter(R, f, g, u, v)

✻✳✹✳✷ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬ét❡r♥✐té ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❡♥ tr♦✉✈❡ r❛r❡♠❡♥t

❡♥ ♠❛t❤s✳ ▲❡s ✈♦✐❝✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré♣été❡✱ rés✉♠é❡s ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✿

• ❯♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ét❡r♥❡❧s ❡st ✉♥ ❞❡❣ré ét❡r♥❡❧

• ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ u ✈ér✐✜❛♥t ∀n : un+1Rnun ❛❧♦rs ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✉♥❡ ❞❡s Rn ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t

❚♦♣❚✉❦❡② ♦✉ ❜✐❡♥ P❘❊❙◗❯❊ ❚❖❯❚❊❙✭✐✳❡✳ t♦✉t❡s s❛✉❢ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✮ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Rn s♦♥t ♥♦♥

ét❡r♥❡❧❧❡s✳

• ❈❡ q✉✐ ❡st ❢r❛♣♣❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐t❡♠ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡s Rn ♥✬♦♥t à ♣r✐♦r✐ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❧❡s ✉♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡s

❛✉tr❡s ❡t ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s

▲❡♠♠❡ ✶✷✺ (E,E,R) ❡st ét❡r♥❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ fn ∈ (E → E)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts un ∈ E t❡❧❧❡ q✉❡ ∀n ∈ N : (fn(un+1), un) ∈ R✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱

▲❡♠♠❡ ✶✷✻ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬ét❡r♥✐té ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ (E,E,R)

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✼ (E,F,R) ❡st ét❡r♥❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r κ t❡❧ q✉❡

Dκ ≤Tukey (E,F,R)
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦♥ s✉♣♣♦s❡ E = F ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (E,E,R) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ét❡r♥❡❧❧❡✳ ❙♦✐t ❞❡s fn ∈

(E → E) q✉✐ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡♥t✳ P♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ u ∈ EN ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ (fn(un+1), un) /∈ R✳

◆♦t♦♥s T := T (n 7→ fn) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s u := (u0, .., un) ✈ér✐✜❛♥t ∀i ∈ n : (fi(ui+1), ui) ∈ R✳ ❆❧♦rs T ❡st ✉♥

❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ φT ❞❡ T ❞❛♥s ❧✬♦r❞✐♥❛❧ ❛tt❛❝❤é κ ✭q✉✐ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✮

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ T 2 s✐ u ❡st ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t str✐❝t ❞❡ v ❛❧♦rs φT (v) > φT (u)✳

φT ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r φT (u) := ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à t♦✉s ❧❡s φT (v) q✉❛♥❞ v ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

v ∈ T t❡❧❧❡s q✉❡ v ♣r♦❧♦♥❣❡ str✐❝t❡♠❡♥t u✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ u ❡st ♥♦té❡ [u(0); ...;u(n)] ❡t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1✱ ❞❡ s❡✉❧ t❡r♠❡ x✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ [x]✳ ❖♥

♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ R ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞❡❣ré TopTukey✳

❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ (E,E,R) t❡❧ q✉❡ κ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜t❡♥s✐❜❧❡ ❛✈❡❝

❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡

❙♦✐t i < κ✳ ▲✬♦r❞✐♥❛❧ i ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❛❝❤❛❜❧❡ à ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ′ := T (n 7→ fn+1)

❡st ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à κ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ x(i) ∈ E t❡❧ q✉❡ φT ′([x(i)]) = i✳

▼❛✐s ❛❧♦rs s✐ (f0(x(i)), y) ∈ R✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ φT ([y]) > i ❡t ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ Dκ à R✳

■❧ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ κ ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✳

❙✐ κ = µ + 1 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ E t❡❧ q✉❡ φT ′([x]) = µ✳ ❈♦♠♠❡ R ♥✬❡st ♣❛s TopTukey✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈ E t❡❧ q✉❡

(f0(x), y) ∈ R✳ ❖❘ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ φT ([y]) ≥ κ ❡t ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✻✳✺ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬ét❡r♥✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ét❡r♥❡❧s ❡st ét❡r♥❡❧❧❡✳ ❙♦✐t k ✉♥

❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐ ❡t ré❣✉❧✐❡r✳

✻✳✺✳✶ ❉❡❣rés ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✽ ❙♦✐t k ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐ ré❣✉❧✐❡r ❡t j ∈ J 7→ vj := (E,E,Rj) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Dk s♦✐t

✧❚✉❦❡② ✐♥❢ér✐❡✉r❡✧ à ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s ❞❡s vj , j ∈ J ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ J : Dk ≤Tukey vi

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

α→ (i(α), x(α))|f → φ(f)

❞❡ Dk à s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α; f : s✐ (x(α), f(i(α))) ∈ Ri(α) ❛❧♦rs α < φ(f)✳

❈♦♠♠❡ k ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✿
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• ■❧ ❡①✐st❡ j ∈ J ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ A ❞❡ k t❡❧❧❡ q✉❡ ∀α ∈ A : i(α) = j✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s Dk ≤ (E,E,Rj) ❝♦♠♠❡

❛tt❡sté ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ α ∈ A→ x(α)|y → φ(Constante(y))✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r A

♣❛r k t♦✉t ❡♥t✐❡r✳

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ A ❞❡ k t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ i à A ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❛♥t ∀α ∈ A : (x(α), f(i(α))) ∈ Ri(α) ❡t ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ φ(f) ❡st ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ A ❞❛♥s k ❝❡ q✉✐ ❡st

✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✾ ❙♦✐t d ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ■❧ ❡st ❞✐t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (ai)i∈J ❞❡ ❞❡❣rés

✈ér✐✜❛♥t supiai ≥ d✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j ∈ J : aj ≥ d✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s Dk s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ k ❡st ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r

✐♥✜♥✐✳

■❧ ② ❛ ❞✬❛✉tr❡s ❞❡❣rés ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ t♦✉s ❧❡s ❞✉❛✉① ❞❡s In q✉❛♥❞ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✵ ❙♦✐t (vi, i ∈ I) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❚✉❦❡②✱ n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ inf
i∈I

vi ≤ In✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i t❡❧ q✉❡ vi ≤ In✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❘❡❣❛r❞♦♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f 7→ k(f) ∈ In|p ∈ In 7→ (i(p), y(p)) q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ s✐ k(f) = p ❛❧♦rs

(f(i(p)), y(p)) ∈ Ri(p)✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ j ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ x 7→ fx ✈ér✐✜❛♥t i(k(fx)) = j ❡t fx(j) = x ♣♦✉r

t♦✉t x✳ ❙♦✐t g : x 7→ k(fx)✳ ❆❧♦rs

x 7→ g(x) ∈ In | p ∈ In 7→ y(p)

ré❞✉✐t vj à In ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ p = g(x) ❛❧♦rs p = k(fx)✱ ❞♦♥❝ (x = fx(j) = fx(i(p)), y(p)) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Rj ❝❛r ❝❡ Rj

❡st Ri(k(fx))✳

❆♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝é❧è❜r❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍❡❞❡t♥✐é♠✐

❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st q✉❡ s✐ TG, TH s♦♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❣r❛♣❤❡s G,H✱ ❡t s✐ ♥✐

G ♥✐ H ♥❡ s♦♥t ❝♦❧♦r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ n ❝♦✉❧❡✉rs ❛❧♦rs ❧❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② inf(TG, TH) ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉❝t✐❜❧❡ à In✳

❯♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝é❧è❜r❡ ❞✐t✱ ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❝❡ rés✉❧t❛t q✉❡✿

◗✉❡st✐♦♥ ✶✸✶ P♦✉r t♦✉s ❣r❛♣❤❡s G,H ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ s✐ ♥✐ G ♥✐ H ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❧♦r✐és ❛✈❡❝ n

❝♦✉❧❡✉rs ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t G⊗H ♥♦♥ ♣❧✉s❄

❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❍❡❞❡t♥✐❡♠✐

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ TG⊗H ≤ inf(TG, TH)✳ ▼❛✐s r✐❡♥ ♥✬❛ss✉r❡ q✉❡ TG⊗H ≥ inf(TG, TH)
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❘❡t♦✉r ❛✉① ❞❡❣rés ét❡r♥❡❧s

❱♦✐❝✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡s ❞❡❣rés ét❡r♥❡❧s q✉✐ ❛ ✉♥ ♣r♦✜❧ ét♦♥♥❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✷ ❙♦✐t n ∈ N 7→ (E,E,Rn) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t✿ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ u ∈ EN

t❡❧❧❡ q✉❡

∀n ∈ N : (u(n+ 1), u(n)) ∈ Rn

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s (E,E,Rn) ♥✬❡st TopTukey✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r p t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

n ≥ p : Rn ❡st ♥♦♥✲ét❡r♥❡❧❧❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❡♥t✐❡rs n t❡❧s q✉❡ Rn ❡st ét❡r♥❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s Rp ♥✬❡st ❚♦♣❚✉❦❡②✱ ♦♥ ♣❡✉t

r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❡♥❝❤❛✐♥❡♠❡♥ts ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ét❡r♥❡❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t✿

▲❡♠♠❡ ✶✸✸ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡s u t❡❧❧❡ q✉❡ ∀n ∈ N : (fn(u(n+1)), u(n)) ∈ Rn ✭✯✯✯✮ ❛❧♦rs ❛✉ ♠♦✐♥s

✉♥❡ ❞❡s Rn ♥✬❡st ♣❛s ét❡r♥❡❧❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t (F, F, S) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❚✉❦❡②✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s (E,E,Rn), n ∈ N✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s

(E,E,Rn) s❡ ré❞✉✐t à (F, F, S) ✈✐❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e→ gn(e)|z → hn(z)✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ u q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✯✯✯✮✱ ♦♥ ❞❡ss✐♥❡ ✉♥ ♣❡t✐t s❝❤é♠❛ q✉✐ ❛✐❞❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ♣♦✉r n := 4✿

u5 → f4(u5) →S v5 := g4(f4(u5))|v4 → h4(v4) =: u4

❛ss✉r❡r❛ q✉❡ (f4(u5), u4) ∈ R4✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡s v ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✿

(gn(fn(hn(v(n+ 1)))), vn) ∈ S

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ S ♥✬❡st ♣❛s ét❡r♥❡❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r k t❡❧ q✉❡ Dk ≤ (F, F, S)✳

❖r ❞✬❛♣rès ❧✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ Dk✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ Dk ≤ Rn✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ Rn ♥✬❡st ♣❛s ét❡r♥❡❧❧❡✱ ❈◗❋❉

✻✳✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬ét❡r♥✐té ❡t ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s

♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❚❛r❣❡t✬s ❞♦♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s é♥♦♥❝és✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✉❧té❡s s✉r ❍❆▲✷✳ ❆ ❧❛ ✜♥

❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✭❝✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s

❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s é♥♦♥❝és✮ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❞✉❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡

❚✉❦❡② ❛ ❡♥r✐❝❤✐ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝✐❜❧❡s ❝♦♥❝❡r♥é❡s ✭■♥s♦✉♣ç♦♥♥❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ E2 \ A ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

E \ {(x, y) ∈ E2 | (y, x) /∈ A}✮✳

❉❡✉① ❥♦✉❡✉rs✱ ▲é❛ ❡t ❇♦❜ s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω✱ q✉❡ ♥♦✉s

❛❜ré❣❡♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù E ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ F ❛✉ss✐ ❡t ♦ù ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧

s✉r F ❡t φ, ψ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ E ❞❛♥s F ✳

✷❱♦✐r ❬❈❤❛✷❪ ❡t ❬❈❤❛✹❪
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▲❡ ❥❡✉ G(E,F,≤, n, φ, ψ)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0 ∈ E✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0 ∈ E✱ ♣✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ x1 ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✱ ❡t❝✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ▲é❛ ❥♦✉❡

xi ❛✈❛♥t q✉❡ ❇♦❜ ❥♦✉❡ yi à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ n✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ n✱ ▲é❛ ❥♦✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s

E2 t❡❧❧❡ q✉❡ (E,E,R) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ét❡r♥❡❧✳ ❇♦❜ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ✉♥

❝♦✉♣❧❡ (xn, yn) ∈ E2 \R✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ n✱ ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡✉r ❝♦✉♣❧❡ (xn, yn)✳

▲❡ ❥❡✉ H(E,F,≤ φ, ψ,A)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0 ∈ E✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0 ∈ E✱ ♣✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ x1 ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✱ ❡t❝✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ▲é❛ ❥♦✉❡

xi ❛✈❛♥t q✉❡ ❇♦❜ ❥♦✉❡ yi

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥

❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ G(E,F,≤, n, φ, ψ,A)✱ ▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x) > ψ(y)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ H(E,F,≤

φ, ψ,A)✱ ▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x) > ψ(y) ♦✉ φ(x) = ψ(y) ∈ A✳

✻✳✺✳✸ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♦♣t✐♦♥ ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞✬ét❡r♥✐té ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝♦✉♣

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✹ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r✲

♠✐♥és✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s FEN

✳ ■❧ ❡①✐st❡ φ ∈ T t❡❧ q✉❡✿

♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à

G(E,F,≤, n, φ, ψ)

♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r

❣❛❣♥❡r H(E,F,≤ φ, ψ,A) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐

F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❝❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡

t❛r❣❡t ❞❡ T ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù E ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭♦♥

♠❡t s✉r EN ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t✮ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ♦ù T = {φ} ❛✈❡❝ φ ❝♦♥t✐♥✉❡ EN ❞❛♥s F ✱ s✐ ❧❡

♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ EN t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ EN : φ(x) ≥ φ(y)

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡

❡st q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✭✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ t♦t❛❧ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r♠✐♥és✳

❙♦✐t φ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ FEN

✳

♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à G(E,F,≤, n, φ, φ)

♦✉ ❜✐❡♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r H(E,F,≤

φ, φ,A) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡

♦✉ é❣❛❧ à R ❛❧♦rs ❝❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F ✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❛r❣❡t

❞❡ φ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✐♥✲♠❛① q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

✭♦♥ ② r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é

❝❛♥♦♥✐q✉❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✮✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ② ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡✳
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▲❡ ❥❡✉ GG(E,F,≤, n, φ)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′0✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′0✳ ▲é❛ ❥♦✉❡ x1✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡

y′1✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′1✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ n✱ ▲é❛ ❥♦✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s

E2 t❡❧❧❡ q✉❡ (E,E,R) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ét❡r♥❡❧✳ ❇♦❜ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ✉♥

❝♦✉♣❧❡ (xn, yn) ∈ E2 \ R✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′n✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′n✳ ▲❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ❝❤❛❝✉♥

✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (EN)2✳

▲❡ ❥❡✉ HH(E,F,≤, φ)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′0✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′0✳ ▲é❛ ❥♦✉❡ x1✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′1✱

♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′1✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬ét❛♣❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐

❝❤❛❝✉♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (EN)2✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥

❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉G(E,F,≤, n, φ, ψ,A)✱ ▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x, x′) > ψ(y, y′)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉H(E,F,≤

φ, ψ,A)✱ ▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x, x′) > ψ(y, y′) ♦✉ φ(x, x′) = ψ(y, y′) ∈ A✳

✻✳✺✳✹ ❚❤é♦rè♠❡s ♠✐♥✲♠❛① ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✻ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r✲

♠✐♥és✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s F (EN)2✳ ■❧ ❡①✐st❡ φ ∈ T t❡❧ q✉❡✿

♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à

GG(E,F,≤, n, φ, ψ)

♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r

❣❛❣♥❡r HH(E,F,≤ φ, ψ,A) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

s✐ F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❝❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡

❧❡ t❛r❣❡t ❞❡ T ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✣r♠❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡

❡st q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✭✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✼ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ t♦t❛❧ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r♠✐♥és✳

❙♦✐t φ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F (EN)2✳

♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à G(E,F,≤, n, φ, φ)

♦✉ ❜✐❡♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r H(E,F,≤

φ, φ,A) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡

♦✉ é❣❛❧ à R ❛❧♦rs ❝❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F ✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❛r❣❡t

❞❡ φ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳

✻✳✺✳✺ ❘❡♠❛rq✉❡s

▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❥❡✉① ❧✐♠✐t❡♥t ❞♦♥❝✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ♦r❞r❡s t♦t❛✉① s✉r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R✳ ▲✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✜❧tr❡s ✭q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s ✧♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✧ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛✲

t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡✮ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❜str❛✐t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✽ ❙♦✐t S ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P (E2) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t A ⊆ E2 : A ∈ S ♦✉ {(x, y) ∈ E2 | (y, x) /∈

A} ∈ S✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t F,G ❞❛♥s S : F ◦ G ∈ S ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t S ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t ≤ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r E✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X ❞❡ E t❡❧ q✉❡ {(x, y | x <

y ou x = y ∈ X)} ∈ S ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❣❛❧ à P (P (E))✮✳ ❈❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st

st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❞ès q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉✬♦♥ ❛ ✧r❡t♦✉r♥é✧ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥✱ ✐❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r S ♥✬❡st ♣❛s ✧A ∈ S ♦✉ non(A) ∈ S✧ ♠❛✐s

A ∈ S ♦✉ DualTukey(A) ∈ S

✻✳✻ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❡st ✐♥♦✛❡♥s✐❢

■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝é❧è❜r❡ ♦ù ❧❛ ✧❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥✧ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛✲

t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ét✉❞✐é❡s ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❝❡t ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t s✬❡st✐♠❡r très ❧♦✐♥ ❞❡ ♦r❞✐♥❛✉① ✭✐❧s s♦♥t ❧✬❛r❝❤ét②♣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❛✉ss✐

❤❛✉t q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞❡s❝❡♥❞r❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✮

❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝é❧è❜r❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❛rt✐♥✐❡♥ ❡st

❛✉ss✐ ♥♦❡t❤ér✐❡♥✳

◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧❄ P♦✉rq✉♦✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥♥❡❧é❡✱ ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡✛❛❝❡♥t✲❡❧❧❡s ❧❡s é♠❡r✲

❣❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s❄ P♦✉rq✉♦✐ ❡st✲❡❧❧❡ ❛ss②♠étr✐q✉❡ ✭❝❡rt❛✐♥s ❛♥♥❡❛✉① ♥♦ét❤ér✐❡♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛rt✐♥✐❡♥s✮❄

◆♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❤❛✐té ré♣♦♥❞r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡s✲

s❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡st ❜✐❡♥ t♦t❛❧✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ✧à q✉❡❧q✉❡s

❝❛r❞✐♥❛✉① ♣rès✧✳

P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ✭r❡s♣ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✮ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉A ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧

κ t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ (κ,∈) ❞❛♥s (Ideaux(A),⊃) ✭r❡s♣ (κ,∈) ❞❛♥s

(Ideaux(A),⊂) ✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥♥❡❧é❡ ✰ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✹ é❝r❛s❡ ❧❛

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✧t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥✧ ❞❡ ≤ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ≥ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s ✧❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✧

✭✐❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡s♣ér❡r q✉✬✐❧s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❣rès ❢✉t✉rs

❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✾ ✭❩❋❈ ✰ ❈▼✺✮ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛❧ a ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ b t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠✲

♠✉t❛t✐❢ A s✐ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ♦✉ ❞❡ ♥❡♦t❤ér✐❛♥✐té ❡st ≤ a ❛❧♦rs s♦♥ ❛✉tr❡ ✐♥❞✐❝❡ ❡st ≤ b✳

✸◆♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ♠✐s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✉r ❍❆▲ ✭✈♦✐r ❬❈❤❛✺❪✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✉❡ ♣♦✉r ✜❣✉r❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t t❡①t❡
✹▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❞❛♥s ❬❈❤❛✺❪ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé❡✦✦
✺❞és✐❣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❈❛r❞✐♥❛❧ ▼❡s✉r❛❜❧❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❚✉❦❡② ✐♥♦✛❡♥s✐✈✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡

♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s s♦✉❧❡✈é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✿ ♦♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡❧❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧✉❞✐q✉❡

❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✏❛❝❤❡t❡r✑ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❚✉❦❡② a à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❚✉❦❡② b✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ à ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ t②♣❡ ❝❛s✐♥♦ ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❝❡ té❧é♣❤♦♥❡ ♥❡ s♦✐t ❛ss❡③ ♣✉✐ss❛♥t✳ ❈❡ ✧❛ss❡③

♣✉✐ss❛♥t✧ ✐♥❝❧✉t ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ❢❛❜r✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡

✧❚✉❦❡②✲♣✉✐ss❛♥❝❡✧ ❞✐✛èr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✧❝❛♣❛❝✐té à ❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥✧✳

❈❡ s♦♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛②❛♥t tr❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① à ❧❛ ❝❛t❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡

♠❛♥✐èr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ♦♥ ✈❛ s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛✉① ♣♦✉r q✉❡ t♦✉t

té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ q✉❡❧q✉❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t✮ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ♣❛r✈✐❡♥♥❡

à ❝❛t❛❧②s❡r ❆❯ ▼❖■◆❙ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❳ ✈❡rs ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❨✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❳ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐

❜♦♥♥❡ q✉❡ ❨✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ s❛✐s✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t

♣❛r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❝❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t r♦❜✉st❡ ♣♦✉r

✈❛❧♦✐r ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞♦♥❝ ✧❧❛ ✈✐❡ ❞❡

t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs✧✳

❙♦✐❡♥t a := (E,F,R) ❡t b := (U, V, S) ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ injvirt(a, b) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥✲

t❛♥t ❧✉❞✐q✉❡ ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ❞é❝r✐t ♣❛r✿

• ❈❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✿ E

• ❈❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷✿ V

• ❊❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✿ U

• ❊❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷✿ F

• ●❛r❛♥t✐❡✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((e, u), (v, f)) t❡❧s q✉❡ ❬(e, f) ∈ R ♦✉ (u, v) /∈ S❪✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✿

▲❡♠♠❡ ✶✹✵ injvirt(a, b) ❡st tr✐✈✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a ≤tuk b

✻✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❚❯❑❊❨ ■◆❖❋❋❊◆❙■❱■❚➱ ❉❊❙ ❉❊●❘➱❙ ▲❯❉■◗❯❊❙ ✻✽

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st

❞✐✛ér❡♥t❡ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✿ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s♦♥t sé♣❛rés ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t q✉❡ s✬❡♥✈♦②❡r ✉♥ s❡✉❧ ✏♠❡ss❛❣❡✑ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡

❚ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✱ ❆❧✐❝❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ ((E1 × F1)× (E2 × F2), G) ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❚✳

❖♥ ✐♠♣♦s❡ à ❆❧✐❝❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ x ∈ E✳ ❊❧❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❚✉❦❡② b✲❣❛r❛♥t✐ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥

♠❡ss❛❣❡ à ❇♦❜✳ ▼❛✐s ♥✬♦✉❜❧✐♦♥s ♣❛s q✉❡ ♥♦tr❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s❡ à ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳

❆❧✐❝❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❛✉ss✐✱ t❛♣❡r s✉r ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❞❡ s♦♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❡t ❛tt❡♥❞r❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧✬é❝r❛♥ ♣♦✉r

❡♥✈♦②❡r ✉♥ b✲♠❡ss❛❣❡ à ❇♦❜✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❇♦❜ ♣❡✉t ❛tt❡♥❞r❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡ç✉ s♦♥ b✲♠❡ss❛❣❡ ♣♦✉r t❛♣❡r s✉r s♦♥

❝❧❛✈✐❡r ❞❡ ❝♦♠❜✐♥é✷✳ ❆ ❧❛ ✈✉❡ ❞❡ s♦♥ é❝r❛♥✱ ✐❧ ❞❡✈r❛ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ z ∈ F ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❇♦❜✲❆❧✐❝❡

❣❛❣♥❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❛♥❞ (u, v) ∈ S✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

■❧ ❡①✐st❡ f ∈ ((E × F1) → U)✱ g ∈ (E → E1)✱ h ∈ V → E2 ❡t k ∈ ((V × F2) → F ) t❡❧s q✉❡

♣♦✉r t♦✉s x ∈ U, y ∈ V, (r1, r2) ∈ F1 × F2,

s✐ ((g(x), r1), (h(y), r2)) ∈ G ❡t (f(x, r1), y) ∈ S ❛❧♦rs (x, k(y, r2)) ∈ R

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✬✉♥ b✲té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❚✉❦❡② ❡t ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ❚✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ ❛ été

❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ a ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡

tr✐♣❧❡t (T, a, b) ❡st ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s T q✉✐ s♦♥t t❡❧s q✉❡ (T, a, b) ❡st ❡♥

❝❛t❛❧②s❡

✼✳✶✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✉❞✐q✉❡s q✉✐ ❝❛t❛❧②s❡♥t ❞❡s ❚✉❦❡②

❖♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r q✉❡ (T, a, b) ❡st ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T ≥ injvirt(a, b)✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✶ ▲❡ tr✐♣❧❡t (injvirt(a, b), a, b) ❡st ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉é❝r✐✈♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✿

• f : (x, r1) 7→ r1

• g : x→ x

• h : y → y

• k : (y, r2) → r2

❆✐♥s✐✱ ✈♦②❛♥t x ❆❧✐❝❡ ❧❡ t❛♣❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶✳ ❱♦②❛♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ r1 q✉✐ ✐❝✐ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ U ✱ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡

s♦♥ b✲té❧é♣❤♦♥❡ ♣♦✉r ❧✬é♠❡ttr❡✳ ❇♦❜✱ q✉✐ r❡ç♦✐t y ∈ V t❡❧ q✉❡ (r1, y) ∈ S✱ s✉r s♦♥ ❚✉❦❡②✲té❧é♣❤♦♥❡ b✲❣❛r❛♥t✐✱ t❛♣❡ ❛❧♦rs

y s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r ❞❡ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❞❡ ❚ ❡t r❡ç♦✐t r2 ∈ F ✳ ■❧ ❛♥♥♦♥❝é r2✳ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ T ❡st q✉❡ s✐ (r1, y) ∈ S ✭❡t ✐❝✐ ❝✬❡st

❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s✮ ❛❧♦rs (x, r2) ∈ R✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❣❛❣♥❡✳
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❖♥ s✬✐♥t❡rr♦❣❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✿ ♦♥ ♥♦t❡ ((E1×F1)× (E2×F2), G) ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡

❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ T t❡❧ q✉❡ (T, a, b) ❡st ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡✳ ❊♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♥♦♠s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ (f, g, h, k) ♣♦✉r ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜✱ ✐❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉s x ∈ U ; y ∈ V ; (r1, r2) ∈ F1 × F2 :

s✐ ((g(x), r1), (h(y), r2)) ∈ G ❡t (f(x, r1), y) ∈ S ❛❧♦rs (x, k(y, r2)) ∈ R

❈❡❝✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ T ≥lud injvirt(a, b) ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❛ ❡♥ têt❡ q✉✬✐❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥ts✿

• ❙✐ ❆ ❛❧♦rs s✐ ❇ ❛❧♦rs ❈

• ❙✐ ❆ ❡t ❇ ❛❧♦rs ❈

❖♥ ❛ ❞♦♥❝✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✷ P♦✉r t♦✉t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✱ t♦✉s r❡♣rés❡♥t❛♥ts a, b ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡

❚✉❦❡②✿ (T, a, b) ❡st ❡♥ ❝❛t❛❧②s❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T ≥ludique injvirt(a, b)

✼✳✷ ❉❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✸ ❙♦✐t T r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✐❧ ❡st ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ q✉❛♥❞

♣♦✉r t♦✉s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a, b : s✐ T ≥ injvirt(a, b) ❛❧♦rs a ≥tuk b

◗✉❡st✐♦♥ ✶✹✹

• ◗✉❡❧❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡✉t✲♦♥ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢❄

• ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❋▼◗✶❄

• ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s ❋▼◗ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❚✉❦❡② ✐♥♦✛❡♥s✐❢s❄

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ t❡♥t❡ ❞✬❛❧❧❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❢❛✐r❡

❧❡s ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s✳

✼✳✷✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡

▲❡ ❞❡❣ré ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ s✉✐✈❛♥t ❡st très ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛❧❣ré s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✺ ❙♦✐t E,F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐❡♥t E1 := E2 := E ❡t F1 := F2 := F ❡t G := {((x1, y1), (x2, y2)) ∈

(E1 × F1)× (E2 × F2) | x1 = x2 ⇐⇒ y1 = y2}✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞❡ E ♣❛r F ❡t ♦♥

❧❡ ♥♦t❡ color(E,F )

✶▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋▼◗ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
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▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❡ s✉r s❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ✭♠ê♠❡ s✐ E ❡st ✉♥ très ❣r♦s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t F = 2✮

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✻ ❙✐ card(F ) ≥ 2 ❛❧♦rs color(E,F ) ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢✷✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❛♥❞ F = 2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t p(x, i, y, j)✱ ♣♦✉r (x, y) ∈ E2, (i, j) ∈ {0, 1} ♣❛r✿

✐❢ x = y t❤❡♥ ✐❢ i 6= j t❤❡♥ 0 ❡❧s❡ 1
2

❡❧s❡ ✐❢ i = j t❤❡♥ 0 ❡❧s❡ 1
2

✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ p 6= 0 ❡st color(E,F ) ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✳

❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ ✧♦✣❝✐❡❧❧❡✧ ♥❡ ❞✐t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠❛❣é❡ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❝❡ té❧é♣❤♦♥❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s color(100, 2)✮ ❡st ✧❢❛✐❜❧❡✧ ♣♦✉r s❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲♦rsq✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬❡♥ s❡r✈❡♥t✱ ❧❡ ❞é♠♦♥

❝❛❝❤é ❞❛♥s ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ r❡❣❛r❞❡ s✬✐❧s ♦♥t t❛♣é ❧❛ ♠ê♠❡ t♦✉❝❤❡ ❡t t✐r❡ ❛✉ s♦rt ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (i, i) s✐ ♦✉✐✱ ❡t ✉♥

❝♦✉♣❧❡ (i, 1 − i) s✐♥♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❚❛♥t q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ♥✬♦♥t ❛❝❝ès q✉✬à ❝❡s

ré♣♦♥s❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t r✐❡♥ ❡♥ ❢❛✐r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡✿

▲❡♠♠❡ ✶✹✼ color(E,F ) ❡st tr✐✈✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ card(E) ≤ card(F )

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ r❡❝♦♣✐❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❱✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ color(100, 2) ❝♦❧♦r✐❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ à ✶✵✵ s♦♠♠❡ts ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠✲

❜❧❡✳ ■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s à T := color(E, 2)✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❜✐❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✽ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ cv(n,X) := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧

❡st ❛✉ ♣❧✉s n✳ ❖♥ ♥♦t❡ couv(n,X) ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t couv(n,X) := (X, cv(n,X),∈)

✼✳✷✳✷ ❚✉❦❡②✲♦✛❡♥s✐✈✐té ❞❡ T

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ T := color(E, 2)✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥✿ T ❡st✲✐❧ ❚✉❦❡②✲♦✛❡♥s✐❢❄

▲❡♠♠❡ ✶✹✾ color(E, 2) ≥lud injvirt(couv(2, E), couv(3, E × 2))

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❧✬é❝r✐t✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠❛❣é❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✐t ♣❧✉s ❞❡ ❢❛❝✐❧✐té à ❧✬❛♣♣ré❝✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡✿

• a := couv(2, E)

• b := couv(3, E × 3)

✷▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
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❆❧✐❝❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❞❡ ❚ ❡t ❞✬✉♥ b✲té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❇♦❜ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ ✭✐❧ ❡st é❧♦✐❣♥é ❞✬❆❧✐❝❡ ✮✳

❖♥ ✐♠♣♦s❡ à ❆❧✐❝❡ x ∈ E✳ ▲❡ ❜✉t ❞✬❆❧✐❝❡ ❡st✱ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ b ❡t ❞❡ T ✱ ❞✬❡♥✈♦②❡r à ❇♦❜ ✉♥ a✲♠❡ss❛❣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡t ❞♦♥t x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✬❡❧❧❡ ✈❛ s✉✐✈r❡✿ ❡❧❧❡ t❛♣❡

x s✉r ❧❡ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❞❡ ❚✳ ❊❧❧❡ r❡ç♦✐t i ∈ 2✳ ❊❧❧❡ é♠❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (x, i) s✉r s♦♥ b✲té❧é♣❤♦♥❡✳ ❇♦❜ r❡ç♦✐t ❛❧♦rs

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ✸ é❧é♠❡♥ts ❡t ❞♦♥t (x, i) ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✳ ◆♦t♦♥s (y, i); (z, i); (t, j) ❝❡s tr♦✐s ❝♦✉♣❧❡s r❡ç✉s✱ ✐❡

S = {(y, i); (z, i); (t, j)}✳

▲❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❡t✐t i ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à 2 ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✱

❝❛r ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞❡s ❞❡✉①✐è♠❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s é❣❛❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✸ r❡ç✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r y 6= z s✐♥♦♥ ❇♦❜ ♣❡✉t

❛♥♥♦♥❝❡r m := {y; z; t} ❡t ❣❛❣♥❡r ♣✉✐sq✉✬❛❧♦rs x ∈ m ❡t m ∈ cv(2, E)✳ ❇♦❜ r❛♥❣❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❝❡s tr♦✐s ❝♦✉♣❧❡s✳

■❧ ❞é❝✐❞❡ ❛❧♦rs ❞❡ t❛♣❡r y s✉r s♦♥ ❝♦♠❜✐♥é✷✲❝❧❛✈✐❡r✳ ❙✉r s♦♥ é❝r❛♥ s✬❛✣❝❤❡ k ∈ 2✳ ■❧ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♣❛r✐ s✉✐✈❛♥t✿

• ✐❢ k = i t❤❡♥ ❛♥♥♦♥❝❡r {y; t}

• ✐❢ k 6= i t❤❡♥ ❛♥♥♦♥❝❡r {z; t}

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ ✈✐❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ a✲♠❡ss❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ T ❡t ❞✬✉♥ b✲té❧é♣❤♦♥❡

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ E✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ couv(3, E × 2) ♥✬❡st ♣❛s s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à couv(2, E) ♣♦✉r

❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ color(E, 2) ❡st ❚✉❦❡②✲♦✛❡♥s✐❢✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ card(E) ≤ 2 ❛❧♦rs ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡

couv(2, E) ❡st ❧❡ ❜♦tt♦♠ ❞❡s ❚✉❦❡② ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞❡ color(E, 2) ❡st ❧❡ ❜♦tt♦♠ ❞❡s ❧✉❞✐q✉❡s ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷✳

▲❡♠♠❡ ✶✺✵ ❙♦✐❡♥t E,F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙✐ couv(2, E) ≤ couv(3, F ) ❛❧♦rs card(E) ≤ 2✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❙♦✐t ✉♥ ❞❡ss✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

x ∈ E → f(x) ∈ F | H ∈ cv(3, F ) → g(H) ∈ cv(2, E)

❞❡ couv(E, 2) à couv(3, F )✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ card(F ) ≥ 4 ❡t q✉❡ f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝❡

q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ card(E) ≥ 4✳ ❙♦✐t S := {x1, x2, x3} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✸✱ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s E t❡❧ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥

❞❡ f à S ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ g(S)✳ ❖r ❝❡❧❛ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

card(g(S)) ≤ 2✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✶ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙✐ color(E, 2) ❡st ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❛❧♦rs card(E) ≤ 2 ❡t ❞♦♥❝

color(E, 2) ❡st tr✐✈✐❛❧

■❧ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s é❧✉❝✐❞é❡✿ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s ❧✉❞✐q✉❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① q✉✐

s♦♥t ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s❄

✼✳✸ ❚♦✉t ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❚✉❦❡②✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❡st tr✐✈✐❛❧✦

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❆✈❛♥t ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈✉❡✳
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✼✳✸✳✶ ❉✐✈❡rs❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥

❉✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t s❛♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✉❡r q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡t s❛ ré♣♦♥s❡

♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡❣rés ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞✉ ❣❡♥r❡ ✏❛♥t✐❝❛♥t♦r✑✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✱

s♦♥t t❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ✭❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧s s♦♥t s✉r ❞❡s s✉♣♣♦rts ✐♥✜♥✐s✮ q✉✬✐❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té tr✐✈✐❛✉①

❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❯♥ s❝❡♣t✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ✜♥✐t✐st❡ ❞❛♥s s❡s ♦♣✐♥✐♦♥s ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s

rés❡r✈❡s ❢❛❝❡ à ✉♥ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ à tr✐✈✐❛❧ s❡❧♦♥ ❧✬✉♥✐✈❡rs q✉✐ ❧❡ r❡❣❛r❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✿

• ❧✬✉♥ ❞✐r❛ q✉❡ t♦✉t ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ s✉♣♣♦rt ✜♥✐ ❡st ❚✉❦❡② ✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❢♦rt✱ à

s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② q✉✐ ♥❡ s♦♥t ✈✉s ❝♦❧❧❛♣s❛❜❧❡s ♣❛r ❛✉❝✉♥ s✉r ✉♥✐✈❡rs✳

• ▲✬❛✉tr❡ ❞✐r❛ q✉❡ t♦✉t ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡st ❚✉❦❡② ♦✛❡♥s✐❢✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞✐r❛ q✉❡ s✐ a ❡st ✉♥ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ s✉♣♣♦rt ✜♥✐ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ s✉♣♣♦rts ✜♥✐s t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①✱ t❡❧s q✉❡ non(b ≥tuk c) ❡t ♣♦✉rt❛♥t t❡❧s q✉❡ ✉♥

a✲té❧é♣❤♦♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡r (b, c)✱ ✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ s❡r✈✐r ❞✬✉♥ b té❧é♣❤♦♥❡ ✭❡♥ ♣❧✉s ❞✉ a té❧é♣❤♦♥❡✮ ♣♦✉r

❡♥✈♦②❡r ✉♥ c✲♠❡ss❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ❡st ❞❡ s✉♣♣♦rt ✜♥✐ ✐❝✐✱ ❧❡ ❢♦r❝✐♥❣ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛ ♣❛s ❧❛ ❞♦♥♥❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t

❡st ❛❜s♦❧✉ ✸

❙♦✐t E,F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ✧❛♥t✐❝❛♥t♦r✭❊✱❋✮✧ ❡t ❧❡ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬❡❧❧❡

❥♦✉❡✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✷ ▲❡ té❧é♣❤♦♥❡ anticantor(E,F ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r✿

• ■❧ ❛ ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és

• ▲❡s t♦✉❝❤❡s ❞✉ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E → F

• ▲❡s ❧❛♠♣❡s ❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✶ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E

• ▲❡s t♦✉❝❤❡s ❞✉ ❝❧❛✈✐❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E

• ▲❡s ❧❛♠♣❡s ❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é✷ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F

• ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((f, s), (x, r)) ∈ ((E → F )× E)× (E × F ) t❡❧s q✉❡ s 6= x ♦✉ f(s) 6= r

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s té❧é♣❤♦♥❡s✿

✸❙♦✐t n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t G ⊆
∏

i∈n(Ei × Fi) ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té n✳ ❖♥ ♥♦t❡ a := (I, (i 7→ (Ei, Fi), G))✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ a ❡st ❢♦rç❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ V2 ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs V ❡t ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s i ∈ n 7→ fi ∈ (Ei → Fi) t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈
∏

i Ei : [i 7→ (xi, fi(xi))] ∈ G✳ ❈❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

❡①t❡r♥❡ ❧❛ ❢♦rç❛❜✐❧✐té ❡st s❡❧♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

■❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r a ❡♥tr❡ êtr❡ ❢♦rç❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❆❧✐❝❡ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ❛✉ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t✿

à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❆❧✐❝❡ ❝❤♦✐s✐t i ∈ n ❡t x ∈ Ei ❡t ❇♦❜ ré♣♦♥❞ ♣❛r y ∈ Fi✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, x) ❛ ❞é❥à été ❥♦✉é à ✉♥❡ ét❛♣❡

♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❇♦❜ ❛ ❧❡ ❞❡✈♦✐r ❞❡ r❡❞♦♥♥❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ré♣♦♥s❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s fp
i ❞❡

s✉♣♣♦rt ✜♥✐ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ét❛♣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s p, q s✐ p > q ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ n : fp
i ♣r♦❧♦♥❣❡ fq

i ✳ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ s✐ à ✉♥❡

ét❛♣❡ p✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i 7→ xi ∈ dom(fp
i ) t❡❧ q✉❡ [i 7→ (xi, f

p
i (xi))] /∈ G
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✸ P♦✉r t♦✉t r❡♣rés❡♥t❛♥t r ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ s✉♣♣♦rt ✜♥✐ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✱ ✐❧

❡①✐st❡ E ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ anticantor(E,E) ≤lud r✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ q✉❡❧q✉❡s s♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E,F ✭✜♥✐s ♦✉ ♥♦♥✮✱

anticantor(E,F ) ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧✳ ✭❖♥ ❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r❡♣rés❡♥t❛♥t r ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ à

❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E t❡❧ q✉❡ anticantor(E,E) ≤lud r✮✳

❖♥ ❛ ❞é❥à ♣r♦✉✈é ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦✲✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s

❛♥t✐❝❛♥t♦r ❞❛♥s ❧❡s ❞❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s

✼✳✹ ❙✉♣♣♦rts ✜♥✐s

✼✳✹✳✶ ❊♥♦♥❝és ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜s♦❧✉❡ ✭✐❡ ✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❢♦r❝✐♥❣✮✱ q✉❡ ❧❛ ❚✉❦❡② ♦✛❡♥s✐✈✐té ❡st

✐♥é✈✐t❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✺✹ ❙♦✐t E,F ✜♥✐s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ s✉♣♣♦rts ✜♥✐s a, b

t❡❧s q✉❡ anticantor(E,F ) ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ a ❞❛♥s b ❡t a, b s♦♥t

♣♦✉rt❛♥t t❡❧s q✉❡ b ♥✬❡st ♣❛s ❚✉❦❡②✲s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à a

▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❡st✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❧❡ ♠❛r✐❡ à ❧❛ ❝♦✲✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡s ❛♥t✐❝❛♥t♦r✱ q✉❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✺ ❙♦✐t R ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❢♥✐✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①

r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ s✉♣♣♦rts ✜♥✐s a, b t❡❧s q✉❡ R ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à

❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ a ❞❛♥s b ❡t a, b s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t t❡❧s q✉❡ b ♥✬❡st ♣❛s ❚✉❦❡②✲s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à a

✼✳✹✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✭✈❡rs✐♦♥ ✜♥✐t✐st❡✮

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿ s♦✐t E,F ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✳ ❖♥ ❛❜rè❣❡

A := E×F ❡t T := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ A ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❝❡❧✉✐ ❞❡ E✳ ❙♦✐t R := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s

(X,u) ∈ T ×A t❡❧ q✉❡ u /∈ X✳ ❖♥ ♥♦t❡ a := (T,A,R)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ IE
♥✬❡st ♣❛s ≥tuk a✳ ❖♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ e := anticantor(E,F ) ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡

a ❞❛♥s IE ✳

P♦✉r ❧❡ ❝♦♥❢♦rt ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❆❧✐❝❡✲❇♦❜✳ ❆❧✐❝❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ e té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥ IE
té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❊❧❧❡ s♦✉❤❛✐t❡ s✬❡♥ s❡r✈✐r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥ a ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❚✉❦❡② à ❇♦❜✳ ▲✬❛❞✈❡rs✐té

✐♠♣♦s❡ ✉♥ X ∈ T à ❆❧✐❝❡✳ ❆❧✐❝❡ ❡st ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✿ ♦✉ ❜✐❡♥ X ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s F ✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r

E ✭❝❛s✶✮✳ ❖✉ ❜✐❡♥ ♥♦♥ ✭❝❛s✷✮✳ ▲❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ E t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ F : (x, y) /∈ X✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❆❧✐❝❡ tr❛♥s♠❡t à ❇♦❜✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t IE ✉♥ t❡❧ x✳ ❇♦❜ ❧❡ t❛♣❡ ❛❧♦rs s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r ❞❡ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❞✉ e✲té❧é♣❤♦♥❡

❡t r❡ç♦✐t r✳ ■❧ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ (x, r) /∈ X✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s✶✱ X ∈ (E → F )✳ ❆❧✐❝❡ t❛♣❡ X s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r ❞❡ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❞✉

e✲té❧é♣❤♦♥❡ ❡t r❡ç♦✐t s ∈ E✳ ❊❧❧❡ tr❛♥s♠❡t à ❇♦❜✱ ✈✐❛ s♦♥ IE✲té❧é♣❤♦♥❡ ❝❡ s à ❇♦❜✳ ❇♦❜ t❛♣❡ ❛❧♦rs x := s s✉r s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r

❞❡ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❞✉ e✲té❧é♣❤♦♥❡ ❡t r❡ç♦✐t r✳ ■❧ s❛✐t q✉✬❛❧♦rs (x, r) /∈ X
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✼✳✺ ❙✉♣♣♦rts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

✼✳✺✳✶ ❊♥♦♥❝és ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❜✐❡♥ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡✱ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐❞é❡

é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❛♥t✐❝❛♥t♦r ❞❡ s✉♣♣♦rt ✐♥✜♥✐ ét❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❣é♥ér❛❧✱ ❢♦rç❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝❡rt❛✐♥ q✉✬❛✉❝✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❜s♦❧✉ ♥❡ ♣❡✉t ♠❛r❝❤❡r✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉rt❛♥t✱ ❝♦♠♠❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✜♥✐✱ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❡t t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥ts✿

▲❡♠♠❡ ✶✺✻ ❙♦✐t E,F q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a, b t❡❧s q✉❡

anticantor(E,F ) ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ a ❞❛♥s b ❡t a, b s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t

t❡❧s q✉❡ b ♥✬❡st ♣❛s ❚✉❦❡②✲s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à a

▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❡st✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❧❡ ♠❛r✐❡ à ❧❛ ❝♦✲✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡s ❛♥t✐❝❛♥t♦r✱ q✉❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✼ ❙♦✐t R ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡

❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a, b t❡❧s q✉❡ R ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ a ❞❛♥s b ❡t a, b

s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t t❡❧s q✉❡ b ♥✬❡st ♣❛s ❚✉❦❡②✲s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à a

✼✳✺✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✭✈❡rs✐♦♥ ✐♥✜♥✐t✐st❡✮

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❖♥ ❡st ❢❛❝❡ à ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s E,F ❡t ♦♥ ✈❡✉t

♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t {((x, r), (f, s)) ∈ (E×F )× ((E → F )×E) | f(x) 6= r ♦✉ s 6= x}

♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛t❛❧②s❡r ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a, b✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r E ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡

❣é♥ér❛❧✐té✱ E,F s♦♥t ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ❙♦✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ E ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r ki > E ❡t ki > F ✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

r❡ss❡♠❜❧❡ ✉♥ ♣❡✉ à ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡st❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡

P ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ki, i ∈ E✳ ◆♦t♦♥s R ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❚✉❦❡②✮ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ((x, i), r) ♦ù i ∈ E ❡t x ∈ ki
❡t r ∈ F ✳ ❇♦❜ r❡ç♦✐t (y, t) ∈ P × FE t❡❧ q✉❡ yi > x ♦✉ ti = r✳ ◆♦t♦♥s S ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❚✉❦❡②✮ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❆❧✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡

(x, i) ∈ ki × E❀ ❇♦❜ r❡ç♦✐t (y, s) ∈ P × E t❡❧ q✉❡ yi > x ♦✉ s 6= i✳

▲❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t à ❆❧✐❝❡✱ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❧✉❞✐q✉❡ ❚ ❞✬✉♣❧✐❝✐té✷ anticantor(E,F ) ❡t

❞✬✉♥ ❚✉❦❡②✲té❧é♣❤♦♥❡ R ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❚✉❦❡②✲té❧é♣❤♦♥❡ S✿

■❧ ❡st ✐♠♣♦sé à ❆❧✐❝❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, i) ❛✈❡❝ i ∈ E✳ ❙✉r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❞❡ ❚✱ ❆❧✐❝❡ t❛♣❡ i✳ ❊❧❧❡ r❡ç♦✐t r ∈ F ✳ ❊❧❧❡ s❡ s❡rt

❡♥s✉✐t❡ ❞❡ s♦♥ R✲❚✉❦❡②✲té❧é♣❤♦♥❡ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ((x, i), r)✳ ❇♦❜ r❡ç♦✐t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (y, t) ♦ù t ∈ E → F ❡t y ∈ P q✉✐ s♦♥t

t❡❧s q✉❡ yi > x ♦✉ ti = r✳ ❇♦❜ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠❜✐♥é✷ ❞❡ s♦♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❚ ❡♥ ② t❛♣❛♥t t✳ ■❧ r❡ç♦✐t s ∈ E✳ ■❧ ♣r♦❝❧❛♠❡

(y, s)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ((x, i), (y, s)) ∈ S✿ ❛❧♦rs ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s y > xi ❡t ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s s 6= i✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t

❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❚ ❝❛r ti = r ❡t i = s✳ ■❧ r❡st❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s S ≤Tukey R✳ ❉❡ss✐♥♦♥s ❝❡ q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥✿

(x, i) → ((x′(x, i), i′(x, i)), r(x, i)) | (y, t) → (y′(y, t), s′(y, t))

❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ y(i′(x, i)) > x′(x, i) ♦✉ t(i′(x, i)) = r(x, i) ❡♥tr❛✐♥❡ y′(y, t)(i) > x ♦✉ s′(y, t) 6= i

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧♦✉r❞ à ❧✐r❡✳ ▼❛✐s ❧✬✐♥❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ki ✈❛ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❣r♦ss❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✿ ❡♥ ❡✛❡t✱

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ Bi ❞❡ ki✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t yi ∈ ki ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ti ∈ F ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✿ ♣♦✉r

t♦✉t i ❞❛♥s E ❡t x ❞❛♥s Bi : r(x, i) = ti❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ s✐ j := i′(x, i) 6= i ❛❧♦rs yj > x′(x, i)✳ P♦s♦♥s y2 := y′(y, t)✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s

❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (y2, j := s′(y, t))✳ ❙♦✐t x ∈ Bj t❡❧ q✉❡ x > y2(j)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s s′(y, t) 6= j✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s
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((x′(x, j), i′(x, j)), r(x, j))R(y, t)✳ ❉♦♥❝ t(i′(x, j)) 6= r(x, j)❀ ❞♦♥❝ i′(x, j) 6= j ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ y(i′(x, j)) > x′(x, j) q✉✐

❡♥tr❛✐♥❡ y2(j) > x ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❣❛r❛♥t✐❡

s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ R ⊆ (E1 × F1) × (E2 × F2)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ç❛ ❣é♥èr❡r❛✐t ❞❡

❧✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛✿ (A×B)× C à A×B × C ❡t ((x, y), z) à (x, y, z)

✽✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❋▼◗

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✽ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p ❡t f ✉♥❡ ❢♦r♠❡ n✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ s✉r E✳

❖♥ ♥♦t❡ TelFMQ(E, f, n) := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ((b1, i1), (b2, i2), .., (bn, in)) t❡❧s q✉❡ t♦✉s ❧❡s bi s♦♥t ❞❡s ❜❛s❡s

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❞❡ E ❡t t♦✉s ❧❡s ik s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ p ❡t f(b1(i1), ..bn(in)) 6= 0✳

❯♥ ❞❡❣ré ❞✬❛r✐té n ❡st ❞✐t ❋▼◗ s✬✐❧ ❡st ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

TelFMQ(E, f, n)

❈❡tt❡ ✧❢r♦✐❞❡✧ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦♥❞❡ s♦♥ ✐♥térêt s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ✶✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

●❧❡❛s♦♥✮✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✬❆s♣❡❝t ❛✈❛✐t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✷ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❞✬✉♥❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣❧❡✐♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❙✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈r❛✐❡s ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s✱ ❞é♥✉é❡s ❞❡ t♦✉t❡ s✉r✲❝♦✉❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ❧❡s

❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✱ ●❍❩✷ ét❛♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦rt❡ ✏❞✬❛♣♦t❤é♦s❡✑ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡ ❝♦♥✜r♠é✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✭❛✈❡❝ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s à ❉❊❯❳ ❝♦♠❜✐♥és✮ ♦♥t ❝♦♥✜r♠é ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

q✉❛♥t✐q✉❡s✳

✶❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡ t❤é♦r✐❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s r❡♥❞❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡

q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐st❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✉

❝♦♥t❡①t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡s ❡♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s s❡✉❧❡s✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦rt❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦✉♣ à ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❞✬❊✐♥st❡✐♥✱

q✉✐ s✉♣♣♦s❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❱♦✐r ❬❉❡❧❪
✷❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ●r❡❡♥❜❡r❣❡r ❍♦r♥❡ ❡t ❩❡✐❧✐♥❣❡r ♦✛r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s à tr♦✐s ❝♦♠❜✐♥és✱ ❞♦♥t ❧❡ ✈✐♦❧

❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❞✐❞❛❝t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❡ ♣❧✉s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t

✼✻
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✽✳✷✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✉❞✐q✉❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡ q✉❛♥❞ ✧t♦✉t ❡st ✜♥✐✧ ❞❛♥s

s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥és✱ ❧❡s é❝r❛♥s✱ ❧❡s ❝❧❛✈✐❡rs✳ ▲❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❧✉❞✐q✉❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡s s❡

♣rêt❡♥t à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡s r❡❝♦♥♥❛✐tr❡ ✧❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✧

❣râ❝❡ à ❧✬♦✉t✐❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

■❧ s❡♠❜❧❡ ❤é❧❛s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✾ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❧✉❞✐q✉❡s ❋▼◗ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡s ❡st ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t é♥✉♠ér❛❜❧❡

❖♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r q✉❡ ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ré❝✉rs✐❢✳ ❍é❧❛s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡t é♥♦♥❝é s♦✐t

r❡❧✐é à ✉♥ ❛✉tr❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❈♦♥♥❡s✲❑✐r❝❤❜❡r❣✸ ✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s

❋▼◗ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡s ❡st ❈❖✲ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t é♥✉♠ér❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ré❝✉rs✐❢

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ❞✉❡ à ❆♥❛t♦❧❡ ❑❤é❧✐❢✳

Pr❡✉✈❡ ✿ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥❞r❛ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♣❧✐❝✐té ✷✱ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ s❡ ♠♦♥tr❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❙♦✐t R

✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡ ❋▼◗ ✭R ⊆ (E1 × F1) × (E2 × F2)✮✳❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋▼◗✱ ♣❛r

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ V
⊗
V ❛✈❡❝ (L)(V, V ) ✱✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❤❡r♠✐t✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ V ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐t❛✐r❡

v ❞❡ V
⊗
V ❡t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① p(x1, y1) ❛✈❡❝ (x1, y1) ∈ (E1 × F1) ❡t q(x2, y2) ❛✈❡❝ ✭(x2, y2) ∈ (E2 × F2)

t❡❧s q✉❡ ❧❡s p(x1, y1) ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s q(x2, y2) ✭✐❧s ❛❣✐ss❡♥t ❝❤❛❝✉♥ s✉r ✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✮✳❆✈❡❝ ❞❡

♣❧✉s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✿ ♣♦✉rx1 ✜①é ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y1) ❡st id✱ ♣♦✉rx2 ✜①é ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q(x2, y2) ❡st id✳▲❛

❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ R s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ (x1, y1, x2, y2)) 6∈ R ❛❧♦rs p(x1, y1)q(x2, y2)(v) = 0✳ ❆♣♣❡❧♦♥s TR) ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

❞❡s Id − p(x1, y1)q(x2, y2) ♣♦✉r(x1, y1, x2, y2)) 6∈ R✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s TR)(v) = v✳ ❈♦♠♠❡ TR) ❡st ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡

❞❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ s❛ ♥♦r♠❡ ♦♣ér❛t♦r✐❡❧❧❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✶✳P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❋▼◗ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡s ❡st ❈❖✲ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t é♥✉♠ér❛❜❧❡✱❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥t❡r q✬✉♥❡

r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❋▼◗ s❡r❛ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ TR) ❞❡ ♥♦r♠❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡ q✉❡ ✶ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té

♥♦r♠✐q✉❡ str✐❝t❡ ❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜❛❜❧❡✳P♦✉r ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ C∗✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ C(G)✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞

é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥♥❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ s♦✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

n ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ F1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ j ❞❡ F1 ❞❛♥s n✳ P♦✉r x1 é❧é♠❡♥t ✜①é ❞❡ E1✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡

♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥✲✐è♠❡ ξ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ❢❛✐s♦♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s (ξj(y))p(x1, y) ♣♦✉r y ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥

♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥✲✐è♠❡ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ U1(x1)✳◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡

♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x2 é❧é♠❡♥t ✜①é ❞❡ E2 ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s U2(x2) ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳❉❛♥s ❝❡ ❝❛s♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡

( 1
n

∑n

i=1 ξ
(−ki)U i

1 = p(x1, y1) ♣♦✉r k = j(y1)✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s q(x2, y2) ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ m ❞❡ F2 ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡

❞❡ n ♣♦✉r F1✳❊♥ ❢❛✐t ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s p(x1, y1) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ( 1
n2

∑n

i=1 ξ
(−ki)U1(x1)

i
∑n

i=1 ξ
(ki)U1(x1)

−i =

p(x1, y1)✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ♣❧✉s q✉❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡

U1(x1)✳❋❛✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ TR) ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts Id)✱ ❧❡s U1(x1)
n✱

❧❡s U1(x1)
−n✱ ❧❡s U2(x2)

m ❡t ❧❡s U2(x2)
−m✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s Op(R)✳❊♥ t❛♥t q✉❡

♠♦②❡♥♥❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧❡ à ✶✱ Op(R) ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧❡ à ✶✳ ❈♦♠♠❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

Op(R)(v) = v✱Op(R) ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✶✳❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t G1 ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t

✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡E1 ❡t G2 ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡s é❧é❧♠❡♥ts ❞❡E2✳❈♦♥s✐❞ér♦♥s

♠❛✐♥t❡♥❛t ❧❛ C∗✲❛❧❣è❜r❡ C(G1 × G2) ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ Op(R)

❞❛♥s ❧❛ C∗✲❛❧❣è❜r❡ C(G1 × G2)✱❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ G1 ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s U1(x1) ❡t ❝❡✉① ❞❡ G2 ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s

U2(x2)✳❆♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❛✉ss✐ Op(R)✳P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❡ Op(R) ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧❡ à ✶✳❈♦♠♠❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❛✉ss✐ ❧❡sU1(x1) ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s U2(x2) ❡t q✉❡ ❝❡ s♦♥t ♦✉s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❧❡ Op(R) ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡

❞✉ Op(R) ❞❡ ❧❛ C∗✲❛❧❣è❜r❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ✶ ♥♦✉s

✸❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❈♦♥♥❡s ❑✐r❝❤❜❡r❣✿ ❙♦✐t G ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❧✐❜r❡s à ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❛❧♦rs ❧❛

♥♦r♠❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥tu ❞❡ ❧❛ C∗✲❛❧❣è❜r❡ C(G) ❡st ❧❡ s✉♣ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ u ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✜♥✐❡ ❞❡ C(G)✱ ❝❡ s✉♣ ét❛♥t ❛tt❡✐♥t s✐ u ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬ é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳
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♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡Op(R) ❞❡ ❧❛ C∗✲❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✶✳❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱s♦✐t R ✉♥❡

❣❛r❛♥t✐❡✭R ⊆ (E1 × F1) × (E2 × F2)✮✱ s♦✐tG1 ❡t G2 ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ ❧❡ Op(R) ❞❡ ❧❛

C∗✲❛❧❣è❜r❡ C(G1 × G2) ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✶✱ ❛❧♦rs R ❡st ❋▼◗✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡

❈♦♥♥❡s ❑✐r❝❤❜❡r❣✱ ❝♦♠♠❡ Op(R) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥✐❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡(G1 ×G2)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ C(G1 × G2) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Op(R) s♦✐t ❞❡ ♥♦r♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✶✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t

❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧❡ à ✶✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡

✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ H ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ h ❞❡ H t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉rh ✈❛✉t

h ✭❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥✮✳■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣érs❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ C(G1×G2) ✭C∗✲❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ finie s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧

❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ C(G1) ❡t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ C(G2)✳❈❡rt❡s ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡s p(x1, y1) ❡t ❞❡s q(x2, y2)

♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ✧✈r❛✐s✧ ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♠❛✐s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡

❛ss♦❝✐é à ✶ ❞❡ ❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳■❧ ♥❡ r❡st ♣❧✉s q✉✬à ❛ss♦❝✐é (x1 ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s

♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és à ✶ ❞❡s p(x1, y1)✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s (x2 ❡t ❧❡s q(x2, y2) ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r h ❛✉ f ❞❡

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❋▼◗✳❉♦♥❝ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ R ♥✬❡st ♣❛s ❋▼◗✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ Op(R)

❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ✶✳P❡✉t✲♦♥ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t❄ ❈✬❡st ❧à q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❤é♦rè♠❡

❞❡ ❘✉ss♦✲❉②❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❧✬✐♥❢ ❞❡s s♦♠♠❡ ❞❡♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❛♥❞ ♦♥ é❝r✐t ❝❡t

♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦♣ér❛t✉r❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳P❛r ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s s♦♥t ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❛♥t✐❛✉t♦❛❞❥♦✐♥ts✳❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡

❧❛ sér✐❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈❡r✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st st✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ✶ à ✉♥ ♦r❞r❡ ✜♥✐❡

❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s sér✐❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✳■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❋▼◗ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡s ❡st ❜✐❡♥

❈❖✲ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t é♥✉♠ér❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ré❝✉rs✐❢✳

▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❋▼◗ ❞✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡st

❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✭❡♥ ✷✵✶✹✮✳

✽✳✸ ❚é❧é♣❤♦♥❡s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és

▲♦rsq✉❡ ✈♦✉s ✈♦✉s r❡♥❞❡③ ❛✉ ❝❛s✐♥♦✱ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥✱ à ♣r✐♦r✐ q✉✐ ✈♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ♥❡ tr✐❝❤❡ ♣❛s✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s

✭à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✮ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡st t❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

❝♦♠❜✐♥é à ❧✬❛✉tr❡✱ s❛✉❢ s✬✐❧s s♦♥t ❚❙❉✳

❊st✲❝❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞✐r❡ q✉✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♥♦♥ ❚❙❉ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s q✉❡❧q✉❡ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱

q✉✐ ❛tt❡st❡r❛✐t s❛ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té❄

▲✬✐❞é❡ q✉✐ s✉✐t ❞é❝r✐t ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r✱ s❛♥s ❛♣♣❡❧✱ q✉✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❛ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❡❧❧❡✱ ♣✉✐ss❛♥❝❡

♣♦✉rt❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és C1, C2 ❞✐s♣♦s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞✬✉♥ ❝❧❛✈✐❡r ❡t ❞✬✉♥ é❝r❛♥✳ ◆♦s ❥♦✉❡✉rs

❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ✈♦♥t s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r à ✉♥ ❝❛s✐♥♦ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✿

❆✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ✏♥❡ tr✐❝❤❡ ♣❛s✑✱ ✐❧ ❞❡✈r❛ ♣rés❡♥t❡r s♦♥ ♥✉♠ér♦ ❣❛❣♥❛♥t à ❆❧✐❝❡✳ ❆♣rès q✉♦✐✱ ❆❧✐❝❡ ✭s✉♣♣♦sé❡

sé♣❛ré❡ ❞❡ ❇♦❜✮✱ ✉t✐❧✐s❡r❛ s♦♥ ❝♦♠❜✐♥é C1 ♣♦✉r ✏té❧é♣❤♦♥❡r✑ à ❇♦❜ ❡t ❢❛✐r❡ t♦✉t ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❡r ❞✬✉♥❡ ✏ré❛❧✐té✑

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ ♥✉♠ér♦✳

❇♦❜ ❡t ❆❧✐❝❡ s❡ s❡r♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❛❝❝♦r❞és ❛✈❛♥t s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧s s❡r♦♥t sé♣❛rés✱ ✐❧s ♥❡

♣♦✉rr♦♥t ♣❧✉s s❡ r❡✈♦✐r ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❥❡✉✳

❙✐ ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡ ❡st ♣✉✐ss❛♥t✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❆❧✐❝❡ ♣♦✉rr❛✐t tr❛♥s♠❡ttr❡ à ❇♦❜ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❣❛❣♥❛♥t✳ ❖✉ ♠ê♠❡ ✉♥ ♥✉♠ér♦ q✉✐

♥❡ ❣❛❣♥❡ ♣❛s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② {(x, y) ∈ E2 | x 6= y} ❞♦♥t ♦♥ s❡♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t q✉❡

s✐ E ❡st ✜♥✐ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ ❝❡tt❡ ♣❡t✐t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ à ❇♦❜✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r✱ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡

❞❡ ❣❛✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉✈♦✐r é❧✐♠✐♥❡r ✉♥ ♥✉♠ér♦ ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛❣♥❛♥t ❡st ❞é❥à ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡

s✉❜st❛♥t✐❡❧✳

▼❛✐s q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡✱ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♥♦♥❚❙❉❄
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❈✬❡st à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ré♣♦♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s

tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭❆❧✐❝❡✱❇♦❜✮ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ ❉❡

♠❛♥✐èr❡ ♣❡✉t✲êtr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉✬✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞✬❡s♣ér❛♥❝❡✳ ❉✬♦r❡s ❡t ❞é❥à✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t é♠❡r❣❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬ét✉❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡✿ ❥❡✉① ❞❡ ❝❛s✐♥♦s s✉r✈❡✐❧❧és ♣❛r ❚

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♠♦t ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❞é❥à

é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❡ s❡♥s ✉♥✐q✉❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐s❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐

♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ♦ù ❇♦❜✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❆❧✐❝❡ ❢♦♥t ❞❡s ♣❛r✐s s✉r ❧❡s ♥✉♠ér♦s ❡t s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❛✐♥s✐✱

❥♦✉❡✉rs à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s❡♥s ✉♥✐q✉❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❝❡ st❛❞❡ ♦✉✈❡rt❡ ✳

✽✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✶ ❙♦✐t R ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ R ❡st ♣ré❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉ q✉❛♥❞✿

• ♣♦✉r t♦✉s é❧é♠❡♥ts x1, y1, x2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ E1, F1, E2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y2 ∈ F2 t❡❧ q✉❡

((x1, y1), (x2, y2)) ∈ R ❡t

• ♣♦✉r t♦✉s é❧é♠❡♥ts x2, y2, x1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ E2, F2, E1 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y1 ∈ F1 t❡❧ q✉❡

((x1, y1), (x2, y2)) ∈ R

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❧✉❞✐q✉❡✳ ❉♦♥❝ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐r❛✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✷ ❘ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ S t❡❧❧❡ q✉❡ R ≤lud S ❡t S ♣ré❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✉s❛❣❡✱ ✐❝✐ ♣ré❢♦rt❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t

❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈✐té✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✸ ❖♥ s✉♣♣♦s❡✱ ✐❝✐ F1 ❡t F2 ✜♥✐s✳ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ R ❡st ❞✐t❡ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1] ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣rétés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x1, x2) ∈ E1 × E2 ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, x2, y1, y2) q✉❛♥❞ y ✈❛r✐❡ ❞❛♥s F1 × F2 ❡st

é❣❛❧❡ à ✶✳

✷✳ P♦✉r ✉♥ tr✐♣❧❡t (x1, y1, x2)✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, x2, y1, y2)✱ y2 ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F2 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

(x1, y1) ✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡st❛♥t ✈ér✐✜é❡ s✐ ♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t q✉❛❞r✉♣❧❡t q s✐ p(q) 6= 0 ❛❧♦rs q ∈ R

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✈❡♥t♦r✐❡ ❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts q✉✐ s♦♥t t❡❧s q✉❡ s✬✐❧s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t✱ ✐❧s

✐♥❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t♦✉❝❤❡ q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s t❛♣é s✉r

s♦♥ ❝❧❛✈✐❡r✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ t❡❧s q✉❛❞r✉♣❧❡ts ❛❧♦rs ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉✳ P❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡

❣❛r❛♥t✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts é✈♦q✉és ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ✐tér❡r ❝❡s r❡tr❛✐ts✳ ❈❡ q✉✐

r❡st❡ à ❧❛ ✜♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣ré❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥❚❙❉ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❡t s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✑ ❧✬✐❞é❡ q✉✬♦♥ ♥❡

♣❡✉t ♣❛s s❡ s❡r✈✐r ❞✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❘✲❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s✐♥♦ ♦ù

✉♥❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s❡ s❡r✈✐r❛✐t ❞❡ ❘ ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❞❡ tr✐❝❤❡r✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts

❡①♣❧✐❝✐t❡♥t ❧❛ ♥✉❛♥❝❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡s ❝❛s✐♥♦s✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s ❛✉① ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥❚❙❉✿
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✽✳✺ ❉❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱ ❧❡s

❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✹ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✿

• R ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ ■ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2✮ ❞❡ EI
1 ❞❛♥s F I

1

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ EI
2 ❞❛♥s F I

2 ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ EI
1 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t ① ❞❡ EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡

❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1 ❡t g2 ❞❡ I ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿

((x(g1(i)), f1(x1)(g1(i))), (x(g2(i)), f2(x2)(g2(i)))) ∈ R

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♣✐é✲❝♦❧❧é ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r

❧❡ ♠♦t ✜♥✐ ❡t s✉rt♦✉t ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡s ❝❧❛✈✐❡rs ❞❡ t♦✉s t❛♣❡r ❧❛ ♠ê♠❡ t♦✉❝❤❡✳ ▲❛ ❝❛s✐♥♦✲

✐♥♦✛❡♥s✐✈✐té s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐✲♣❡r♠✉t✲❛❧❧t❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❛❜❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✺ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✿

• R ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ ■ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2✮ ❞❡ E1 ❞❛♥s

F I
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ E2 ❞❛♥s F I

2 ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x1 ❞❡ E1 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t x2 ❞❡ E2✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1 ❡t g2 ❞❡ I ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿

((x1, f1(x1)(g1(i))), (x2, f2(x2)(g2(i)))) ∈ R

▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ✈♦♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s✿

✽✳✺✳✶ ❊♥♦♥❝é ❞❡s ❧❡♠♠❡s

▲❡♠♠❡ ✶✻✻ ❙♦✐❡♥t F1 ❡t F2 ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❙♦✐t ❍ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t

♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ F1, F2✳ ❙♦✐❡♥t u1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u2✮ ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s F1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F2✮

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ F1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F2✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r u1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

u2✮ s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✳ ❙♦✐t R ⊆ F1 × F2 t❡❧❧❡ q✉❡✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y1 ❞❡ F1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y2 é❧é♠❡♥t ❞❡ F2 t❡❧ q✉❡ (y1, y2) ∈ R✳

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y2 ❞❡ F2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y1 é❧é♠❡♥t ❞❡ F1 t❡❧ q✉❡ (y1, y2) ∈ R✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s ❞❡ H ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (y1, y2) ∈ F1 × F2✿

(y1, y2) ∈ R s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ H t❡❧ q✉❡ [y1 = u1(h) ❡t y2 = u2(s(h))]

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧❡♠♠❡ ❛ ✉♥ é♥♦♥❝é ❛ss❡③ ❧♦♥❣✿

▲❡♠♠❡ ✶✻✼ ❙♦✐❡♥t F1, F2 ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ✜♥✐s✳ ❙♦✐t ♣ ✉♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ F1 × F2 ❞❛♥s

[0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡

✶✳ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(y1, y2) ♣♦✉r (y1, y2) ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 × F2 ❡st ✶✳
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✷✳ ♣ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❙♦✐t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ♣✳ ❙♦✐❡♥t u1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u2✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H ❞❛♥s F1 ✭r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t F2✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y1 ❞❡ F1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y1 ♣❛r u1 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(y1, w)

♣♦✉r w ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F2 ♣❛r ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ H✳

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y2 ❞❡ F2 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y2 ♣❛r u2 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(w, y2)

♣♦✉r w ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 ♣❛r ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ H

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s ❞❡ H ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (y1, y2) ❞❡ F1 × F2✱

p(y1, y2) ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt

card({h|H : y1 = u1(h) et y2 = u2(s(h))})

card(H)

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❧❡♠♠❡s✱ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❧❛ s✉✐t à ♣r♦✉✈❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❡♥

❛❞♠❡tt❛♥t ❧❡s ❧❡♠♠❡s✳

✽✳✻ Pr❡✉✈❡s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✶✻✻ ❡t ✶✻✼

✽✳✻✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✻✻

❙♦✐❡♥t F1 ❡t F2 ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❙♦✐t R ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R ∈ F1 × F2 ✈ér✐✜❛♥t✿

✶✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y1 ❞❡ F1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y2 é❧é♠❡♥t ❞❡ F2 t❡❧ q✉❡ (y1, y2) ∈ R✳

✷✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y2 ❞❡ F2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y1 é❧é♠❡♥t ❞❡ F1 t❡❧ q✉❡ (y1, y2) ∈ R✳

❙♦✐t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ F1, F2✳

H ×R s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ H × F1 × F2

H × R ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ H✳ ❙♦✐t v1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t v2✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H × R ❞❛♥s F1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F2✮

❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

✸✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (h, y1, y2) ❞❡ H ×R✱ v1(h, y1, y2) = y1
✹✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (h, y1, y2) ❞❡ H ×R✱ v2(h, y1, y2) = y2

❉✬❛♣rès ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s v1 ❡t v2 s♦♥t ❞❡s s✉r❥❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍ ét❛♥t ✐♥✜♥✐ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞

q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ F1 ❡t ❞❡ F2✱ ❧❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r v1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r v2✮ ❞❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ✜①é ❞❡ F1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ F2✮

❢♦r♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ H ×R ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ H✳

❙♦✐t u1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u2✮ ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H ❞❛♥s F1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F2✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ F1 ✭r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t F2✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r u1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u2✮ s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❍✳

❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s w1, w2 ❞❡ H ❞❛♥s H ×R t❡❧❧❡s q✉❡ u1 = v1 ◦ w1 ❡t u2 = v2 ◦ w2✳

❆♣♣❡❧♦♥s s ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s := w−1
2 ◦ w1✳

❯♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ (y1, y2) ❞❡ F1 ×F2 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à R s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ H t❡❧ q✉❡ (h, y1, y2) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡

à H ×R✳
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❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ (y1, y2) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Rs✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à H × R t❡❧ q✉❡✿

v1(t) = y1 ❡t v2(t) = y2✳

❈❡ q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t h ∈ H t❡❧ q✉❡ v1(w1(h)) = y1 ❡t v2(w1(h)) = y2✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ (y1, y2) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à R s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ H t❡❧ q✉❡ u1(h) = y1 ❡t

u2(s(h)) = y2✳ ❈◗❋❉

✽✳✻✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✻✼

❙♦✐❡♥t F1, F2 ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ✜♥✐s✳ ❙♦✐t ♣ ✉♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ F1 × F2 ❞❛♥s [0,1 ] t❡❧❧❡ q✉❡✿

✶✮ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(y1, y2) ♣♦✉r (y1, y2) ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 × F2 ❡st ✶✳

✷✮ ♣ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❙♦✐t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ♣✳ ❙♦✐❡♥t u1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u2✮ ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s F1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F2✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

s✉✐✈❛♥t❡s✿

✸✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y1 ❞❡ F1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y1 ♣❛r u1 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(y1, w) ♣♦✉r w ✈❛r✐❛♥t

❞❛♥s F2 ❡t ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳

✹✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y2 ❞❡ F2✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y2 ♣❛r u2 ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(w, y2) ♣♦✉r w

✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 ❡t ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳

❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r card(H) ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ▼ ❞é✜♥✐ ♣❛r✿

M = {(k, y, y′) ∈ ×F1 × F2 : 1 ≤ k ≤ card(H)p(y, y′)}

✳

▲❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ▼ ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✳ ❙♦✐t v1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t v2✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ M ❞❛♥s F1✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t F2✮

❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

✺✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (k, y1, y2) ❞❡ M ✱ v1((k, y1, y2)) = y1

✻✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (k, y1, y2) ❞❡ M ✱ v2((k, y1, y2)) = y2

❖♥ ♦❜t✐❡♥t✿

✼✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y1 ❞❡ F1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y1 ♣❛r u1 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(y1, w) ♣♦✉r w ✈❛r✐❛♥t

❞❛♥s F2 ❡t ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳

✽✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y2 ❞❡ F2 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y2 ♣❛r u2 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(w, y2) ♣♦✉r w ✈❛r✐❛♥t

❞❛♥s F1 ❡t ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s w1 ❡t w2 ❞❡ ❍ ❞❛♥s ▼ t❡❧❧❡s q✉❡✿

u1 = v1 ◦ w1 ❡t u2 = v2 ◦ w2✳ ❆♣♣❡❧♦♥s s ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

s := w−1
2 ◦ w1

✳
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❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (y1, y2) ∈ F1 × F2 ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{h ∈ H : y1 = u1(h) et y2 = u2(s(h))}

❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡

{h ∈ H : y1 = v1 ◦ w1(h) et y2 = v2 ◦ w1(h))}

✳

❈♦♠♠❡ w1 ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s ▼✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{m ∈M : y1 = v1(m) et y2 = v2(m)}

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{(k, y, y′) ∈ ×F1 × F2 : 1 ≤ k ≤ card(H)p(y1, y2) et y = y1 et y
′ = y2}

✳

▲❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {h ∈ H : y1 = u1(h) et y2 = u2(s(h))} ❡st ❞♦♥❝ card(H)p(y1, y2)✳ ❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉

❧❡♠♠❡✳

❈❡s ❧❡♠♠❡s ét❛♥t ❛❝q✉✐s✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s✳

✽✳✼ Pr❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✻✹ ❡t ✶✻✺

✽✳✼✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✹

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ s♦♥ é♥♦♥❝é ❡♥ ♣❡t✐ts ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿

▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✿

• R ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ ■ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2✮ ❞❡ EI
1 ❞❛♥s F I

1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡

EI
2 ❞❛♥s F I

2 ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ EI
1 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t ① ❞❡ EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1 ❡t g2 ❞❡ I ❞❛♥s

❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿ ((x(g1(i)), f1(x1)(g1(i))), (x(g2(i)), f2(x2)(g2(i)))) ∈ R

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t R ⊆ (E1 × F1) × (E2 × F2) t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ I ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f1
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2 ✮ ❞❡ EI

1 ❞❛♥s F I
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ EI

2 ❞❛♥s F I
2 ✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿

♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x1 ∈ EI
1 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t x2 ∈ EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ ■ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t

✐ ❞❡ ■✱ ♦♥ ❛ (x(g1(i), f1(x1)(g1(i)), x(g2(i)), f2(x2)(g(i))) ∈ R✳

❖♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ R ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✹✲❛✐r❡ R′ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s EI
1 × I × EI

2 × I✮ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

✉♥ é❧é♠❡♥t (x1, i1, x2, i2) ❞❡ E
I
1 × I × EI

2 × I ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❘✬ q✉❛♥❞

(x(i1), f1(x1)(i1), x(i2), f2(x2)(i2)) ∈ R

P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (x1, x2) ∈ EI
1 × EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ I t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿

(x1(g1(i)), f1(x1)(g1(i)), x2(g2(i)), f2(x2)(g(i))) ∈ R
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✳

P♦✉r t♦✉t (x1, x2) ∈ EI
1 × EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ I ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t i ∈ I✿

(x1(g1(g
−1
2 (i))), f1(x1)(g1(g

−1
2 (i))), x2(g2(g

−1
1 (i))), f2(x2)(g2(g

−1
1 (i))))) ∈ R

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t (x1, x2) ∈ EI
1 × EI

2 ✱ ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t i ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ I t❡❧❧❡s q✉❡

(x1, i, x2, gog
−1
1 (i)) ∈ R′

❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t (x1, x2) ∈ EI
1 × EI

2 ✱ ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t i ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i′ ∈ I t❡❧ q✉❡ (x1, i, x2, i
′) ∈ R′✳

❊♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ✶ ❡t ✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R′ ❡st ❞♦♥❝ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❘ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥

❚❙❉✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❘ s❡ ré❞✉✐t ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t à ❘✬✳

❋✐①♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t i0 ❞❡ ■✳

❙♦✐t α1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t α2✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E1 ❞❛♥s EI
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ E2 ❞❛♥s EI

2 ✮ q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t x1 ❞❡ E1

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x2 ❞❡ E2✮ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ EI
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ EI

2 ✮ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t

é❣❛❧❡s à x1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à x2✮✳

❙♦✐t β1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t β2✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ EI
1 × I ❞❛♥s F1 ✭ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ EI

2 × I ❞❛♥s F2 ✮ q✉✐ à (x, i) ❛ss♦❝✐❡

f1(x)(i) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2(x)(i)✮✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R′✱ ♣♦✉r t♦✉t (x1, i1, x2, i2) ∈ E1 × I × E2 × I✿

s✐ (α1(x1), i1, α2(x2), i2) ∈ R′✱ ❛❧♦rs (x1, β1(x1, i1), x2, β2(x2, i2)) ∈ R✳

❆✐♥s✐ R ≤lud R
′ ❡t ❞♦♥❝ R ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t

❙✐ ❘ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ s❡ ré❞✉✐t ❧✉❞✐q✉❡♠❡♥t à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ S ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s A1 × B1 × A2 × B2 q✉✐ ❡st

♣ré❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉✱ ❞♦♥❝ t❡❧❧❡ q✉❡✿

✶✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (x1, y1, x2) ❞❡ A1 ×B1 ×A2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y2 ∈ B2 t❡❧ q✉❡ (x1, y1, x2, y2) ∈ S✳

✷✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (x2, y2, x1) ❞❡ A2 ×B2 ×A1 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y1 ∈ B1 t❡❧ q✉❡ (x2, y2, x1, y1) ∈ S✳

❙♦✐t ❍ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡✉① ❞❡ B1, B2

❙♦✐❡♥t✱ ♣♦✉r i ∈ {1; 2}✱ ui ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s Bi t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ Fi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts

♣❛r ui s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x1, x2) ∈ A1 ×A2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s(x1, x2) ❞❡ ❍ ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (y1, y2) ∈ B1 ×B2✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✿

• (x1, y1, x2, y2) ∈ S

• ✐❧ ❡①✐st❡ ❤ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❍ t❡❧ q✉❡✿

✸✮ y1 = u1(h) ❡t

✹✮ y2 = u2(s(x1, x2)(h))
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◆♦t♦♥s✿

S′ := {(x1, h1, x2, h2) ∈ A1 ×H ×A2 ×H | h2 = s(x1, x2)(h1)}

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (x1, h1, x2, h2)deA1 ×H ×A2 ×H✱

s✐ (x1, h1, x2, h2) ∈ S′ ❛❧♦rs (x1, u1(h1), x2, u2(h2)) ∈ S✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t R ≤lud S
′ ❝❛r R ≤lud S ❡t ♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ S ≤lud S

′

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r i ∈ {1; 2} ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ αi ❞❡ Ei → Ai ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ βi ❞❡ (Ei ×H) → Fi t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t (x1, h1, x2, h2) ∈ E1 ×H × E2 ×H✿

s✐ (α1(x1), h1, α2(x2), h2) ∈ S′ ❛❧♦rs (x1, β1(x1, h1), x2, β2(x2, h2)) ∈ R✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t tr✐♣❧❡t (x1, h, x2) ∈ E1 ×H × E2✿

(∗) (x1, β1(x1, h), x2, β2(x2, s(α1(x1), α2(x2))(h))) ∈ R

❙♦✐t K ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ H,E1, E2✳ ▼✉♥✐ss♦♥s K ❡t H ❞❡s ❜♦♥s ♦r❞r❡s

❛ss♦❝✐és ❧❡✉r ❝❛r❞✐♥❛❧✳

▼✉♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs K ×H ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ P♦s♦♥s I := K ×H✳

❙♦✐t ♣ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ I ❞❛♥s K q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t (k, h) ❞❡ K ×H ❛ss♦❝✐❡ h✳

❙♦✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ z ∈ {1; 2} ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γz ❞❡ EI
z × I ❞❛♥s I q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t (x, i) ❞❡ EI

z × I ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i ♣❛r

❧✬✉♥✐q✉❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {j ∈ I : x(j) = x(i)} ✭♠✉♥✐ ❞✉ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r I✮ ❞❛♥s ✉♥ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡

I✳

❙♦✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ z ∈ {1; 2} ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ fz ❞❡ EI
z ❞❛♥s F I

z q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ EI
z ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ I ❞❛♥s Fz

q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t i ∈ I ❛ss♦❝✐❡ βz(x(i), p ◦ γz(x, i))✳

▲❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ■ ❡st ✐♥✜♥✐ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ H,E1, E2✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (z1, z2) ∈ EI
1 × EI

2 ✿

card{i ∈ I : card{j ∈ I, z1(j) = z1(i)} > card(H)}

= card{i ∈ I : card{j ∈ I, z1(j) = z1(i)} > card(H)}

= card(I)✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t j ∈ {1; 2}✱ t♦✉t zj ∈ EI
j :

card{(x, k) ∈ E1 ×K : h ∈ H, i ∈ Iγ1(z1, i)(k, h) et z1(i) = x}

= card{(x, k) ∈ E2 ×K : h ∈ H, i ∈ Iγ2(z2, i) = (k, h) et z2(i) = x}

= card(I)

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t z1 ∈ EI
1 ✱t♦✉t é❧é♠❡♥t z2 ∈ EI

2 ✱ ❡t t♦✉t i ∈ I✿
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card{j ∈ I : p ◦ γ2(z2, j) = s(z1(i), z2(j))(p ◦ γ1(z1, i))}

= card{j ∈ I : p ◦ γ2(z2, i) = s(z1(j), z2(i))(p ◦ γ1(z1, j))}

= card(I)

P❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✈❛ ❡t ✈✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r ■ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ S(z1, z2) ❞❡ I → I

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r i ∈ I

p ◦ γ2(z2, S(z1, z2)(i)) = s(z1(i), z2(S(z1, z2)(i)))(p ◦ γ1(z1, i))

❉✬❛♣rès ✭✯✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ✐ ❞❡ ■✱ (a, b, c, d) ∈ R ❡♥ ♥♦t❛♥t✿

a := z1(i)✱

b := β1(z1(i), p ◦ γ2(z2, S(z1, z2)(i)))✱

c := z2(S(z1, z2)(i))✱

d := β2(z2(S(z1, z2)(i)), s(α1(z1(i)), α2(z2(S(z1, z2)(i)))(p ◦ γ1(z1, i)))))

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t i ∈ I✿

(z1(i), f1(z1)(i), z2(S(z1, z2)(i)), f2(z2)(S(z1, z2)(i))) ∈ R

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✹✳

✽✳✼✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✻✺

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ s♦♥ é♥♦♥❝é ❡♥ ♣❡t✐ts ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿

▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✿

• R ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ I ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2✮ ❞❡ E1 ❞❛♥s F I
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❞❡ E2 ❞❛♥s F I
2 ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x1 ❞❡ E1 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t x2 ❞❡ E2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1 ❡t g2 ❞❡ I

❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿ ((x1, f1(x1)(g1(i))), (x2, f2(x2)(g2(i)))) ∈ R

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ E1, F1, E2, F2 ✜♥✐s ❡t R ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✜♥✐ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ■ ❡t

❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1, f2 ❞❡ E1 ❞❛♥s F I
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ E2 ❞❛♥s F I

2 ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x1 ∈ E1 ❡t t♦✉t x2 ∈ E2✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1 ❡t g2 ❞❡ ■ ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿

(x1, f1(x1)(g1(i)), x2, f2(x2)(g2(i))) ∈ R

✳

❇✐❡♥ q✉❡ g1, g2 ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ (x1, x2)✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧✬é❝r✐t✉r❡✳

❙♦✐t p ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E1 × F1 × E2 × F2 → [0,1 ] q✉✐ à (x1, y1, x2, y2) ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t

card({i ∈ I : y1 = f1(x1)(g1(i)) et y2 = f2(x2)(g2(i))})

card(I)

♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x1, x2) ❞❡ E1 × E2✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y, x2, y
′) ♣♦✉r (y, y′✮ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 × F2 ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

P❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t i ♣❛r g−1
1 (i)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

p(x1, y1, x2, y2) =
card({i ∈ I : y1 = f1(x1)(i) et y2 = f2(x2)(g2(g

−1
1 (i)))})

card(I)
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▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y1, x2, y) ♣♦✉r y ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F2 ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à✿

card({i ∈ I : y1 = f1(x1)(i)})

card(I)

rés✉❧t❛t q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ (x1, y1)✳

❊♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y, x2, y2) ♣♦✉r y ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s

F1 ✈❛✉t✿
card({i ∈ I : y2 = f2(x2)(i)})

card(I)

rés✉❧t❛t q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ (x2, y2)✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ R ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t

❙✉♣♣♦s♦♥s R ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ p ❞❛♥s E1 × F1 × E2 × F2 → [0,1 ] t❡❧❧❡ q✉❡✿

✶✮ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x1, x2) ❞❡ E1 ×E2 ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, x2, y1, y2) ♣♦✉r (y1, y2) ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 ×F2 ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

✷✮ P♦✉r ✉♥ tr✐♣❧❡t (x1, y1, x2) ❞❡ E1 × F1 ×E2 ✱❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y1, x2, y) ♣♦✉r y ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F2 ✱♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡

x1, y1 ✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡st❛♥t ✈ér✐✜é❡ s✐ ♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷✳

✸✮ P♦✉r t♦✉t q✉❛❞r✉♣❧❡t (x1, x2, y1, y2) ❞❡ E1 × F1 × E2 × F2 t❡❧ q✉❡ p(x1, y1, x2, y2) 6= 0✱ ♦♥ ❛ (x1, y1, x2, y2) ∈ R✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ p r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✜♥✐ ✭❝❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t

✜♥✐s✮ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s✳

❖r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✜♥✐ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❙♦✐t I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ♣✳

❙♦✐t (x1, x2) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ E1 ×E2✳ ❙♦✐❡♥t u1(x1, x2) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u2(x1, x2)✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍ ❞❛♥s F1 ✭r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t F2✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✿

✹✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y1 ∈ F1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y1 ♣❛r u1(x1, x2) ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y1, x2, w)

♣♦✉r ✇ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F2 ♣❛r ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳

✺✮ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y2 ∈ F2 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ y2 ♣❛r u2(x1, x2) ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, w, x2, y2)

♣♦✉r u2(x1, x2) ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 ❡t ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❍✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❛♣rès ✭✷✮ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ (x1, y1) ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦♠♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡

x2, y2✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠♣♦s❡r à u1(x1, x2) ❞❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ x1 ❡t à u2(x1, x2) ❞❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ x2✳

❉♦ré♥❛✈❛♥t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s u1(x1) ❡t u2(x2)✳
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❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s(x1, x2) ❞❡ H ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (y1, y2) ∈ F1 × F2✱

p(x1, x2, y1, y2) ❡st✿
card({h ∈ H : y1 = u1(x1)(h) et y2 = u2(x2)(s(x1, x2)(h))})

card(H)
✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t h ❞❡ H✱ p(x1, u1(x1)(h), x2, u2(x2)(s(x1, x2)(h))) 6= 0✳

❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❤ ❞❡ ❍✱ (x1, u1(x1)(h), x2, u2(x2)(s(x1, x2)(h))) ∈ R✳

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦s❡r I := H, f1 := u1, f2 := u2, g1 := Id, g2 := s(x1, x2) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡✳

✽✳✽ ❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣♦✉r ❧❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❚❙❉✳ ❙✐ ♦♥ ❛❞❛♣t❛✐t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ♦❜✲

t✐❡♥❞r❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t✿

❯♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st ❝❛s✐♥♦ ✐♥♦✛❡♥s✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥

✈✐❞❡ I ✜♥✐ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1f2 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (x1, x2)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ I t❡❧ q✉❡

♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬ é❧é♠❡♥ts i ❞❡ I s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1− ǫ ✿

(x1(g1(i)), f1(x1)(g1(i)), x2(g2(i)), f2(x2)(g(i))) ∈ R

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡ q✉✐

♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐❞é❛❧✐sé❡ ♦ù ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡r❛✐t ǫ ♣❛r 0✳

✽✳✽✳✶ ❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡

P♦s♦♥s E1 := F1 := E2 := F2 := {0; 1}✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ 2 ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ s❛

str✉❝t✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦r♣s à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✳

❙♦✐t R ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts (x1, y1, x2, y2) ∈ E1 × F1 × E2 × F2 t❡❧s q✉❡✿

y1 + y2 = x1x2

❆❧♦rs R ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

♣♦✉r t♦✉t q✉❛❞r✉♣❧❡t (x1, y1, x2, y2) ❞❡ E1 × F1 × E2 × F2✿

p(x1, y1, x2, y2) := 0, 5 s✐ (x1, y1, x2, y2) ∈ R

p(x1, y1, x2, y2) := 0 s✐ (x1, y1, x2, y2) /∈ R

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✽ R ♥✬❡st ♣❛s ✜♥✐✲♠✉❧t✐✲♣❡r♠✉t✲❛❧❧✲t❛❜❧❡

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ✜♥✐✲♠✉t❧✐✲♣❡r♠✉t✲t❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛

❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s✳
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ I ✜♥✐ ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ {1; 2} ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ fk ❞❡

EI
k ❞❛♥s F I

k t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (x1, x2) ∈ EI
1 × EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ I t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t i

❞❡ I

(x1(g1(i)), f1(x1)(g1(i)), x2(g2(i)), f2(x2)(g(i))) ∈ R

✳

◗✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ■ ♣❛r I × {0, 1} ❡t gk ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ (i, j) ∈ I × 2 ❛ss♦❝✐❡ (gk(i), j)✱ ♦♥ ♣❡✉t s❛♥s

♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ■ ❡st ♣❛✐r✳

❈♦♠♠❡ ✐❝✐ F1, F2 s♦♥t é❣❛✉① à 2 ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ sk ❞❡ EI
k ❞❛♥s 2 q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ EI

k ❛ss♦❝✐❡ ❧❛

s♦♠♠❡ ♣♦✉r i ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s I ❞❡s fk(x)(i)

❙♦✐t a ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ 2I t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ I : a(i) = 1

❙♦✐t b ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ 2I t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ I : a(i) = 0

❙♦✐t c ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ 2I t❡❧ q✉❡ a(i) = 1 ♣♦✉r ✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t i ❞❡ I✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t i ∈ I ❡t t♦✉t (x1, x2) ∈ EI
1 × EI

2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1, g2 ❞❡ ■ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

i ∈ I✿

(x(g1(i)), f1(x1)(g1(i)), x(g2(i)), f2(x2)(g(i))) ∈ R

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s (i, x1, x2) ∈ I × EI
1 × EI

2 :

f1(x1)(g1(i)) + f2(x2)(g2(i)) = x1(g1(i))x2(g2(i))

P❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r ✐ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ■✱ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉♣❧✐❝✐té ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ■ ❡t r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t

❞❡ x1, x2 ♣❛r a, b ♦✉ c✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿

s1(a) + s2(a) = 0 ❞♦♥❝ s1(a) = s2(a)

s1(a) + s2(b) = 0 ❞♦♥❝ s1(a) = s2(b)

s1(b) + s2(a) = 0 ❞♦♥❝ s1(b) = s2(a)

s1(b) + s2(b) = 0 ❞♦♥❝ s1(b) = s2(b)

s1(c) + s2(b) = 0 ❞♦♥❝ s1(c) = s2(b)

s1(b) + s2(c) = 0 ❞♦♥❝ s1(b) = s2(c)

s1(a) + s2(c) = 1 ❞♦♥❝ s1(a)s2(c)

s1(c) + s2(a) = 1 ❞♦♥❝ s1(c)s2(a)

P♦✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ (g1, g2)✳

▲❡s ✻ ♣r❡♠✐èr❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❛î♥❡♥t q✉❡ s1(a), s2(a), s1(b), s2(b), s1(c), s2(c) s♦♥t t♦✉s é❣❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❡❞✐t ♣❛r ❧❡s

❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t q✉✬✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❚ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ♣❡r♠❡t à ✉♥

❝♦✉♣❧❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜ ❞❡ ❢♦♠❡♥t❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❛✉ ❥❡✉ ❞✉

❝❛s✐♥♦ s✉r✈❡✐❧❧é ♣❛r ❚✳
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✽✳✾ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❥❡✉ s✉r✈❡✐❧❧é ♣❛r ❚ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✽✳✾✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ét✉❞✐é✱ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡

P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❆❧✐❝❡ ❡st s✉r ❚❡rr❡ ❡t ❇♦❜ ❡st s✉r ▼❛rs✳ ■❧s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❡✉①✱ s❛✉❢ ❞❡s ❜♦ît✐❡rs ❛✈❡❝ ❞❡s ❜♦✉t♦♥s ❡t ❞❡s ❧❛♠♣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧❡✉r rô❧❡ ✈❛ êtr❡ s②♠étr✐q✉❡✳

❈♦♠♠❡ ❞✐t ❡♥✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠❛t❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡♥s ✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛✐t ✐♥❛❝❝❡s✐❜❧❡

❈❤❛q✉❡ ❥♦✉❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❜♦ît✐❡r✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉r ❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❜♦✉t♦♥✱ ✐❧ s✬❛❧❧✉♠❡ ✉♥❡

❧❛♠♣❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡✳

▲❡ ❝❛s✐♥♦ à ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛❧❧✉♠❡r ❧❡s ❧❛♠♣❡s q✉✬✐❧ ✈❡✉t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛s✐♦♥♦ s✐♠✉❧❡

❧❡ té❧é♣❤♦♥❡✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s N1, N2 ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✭q✉✐ ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✷

é❧é♠❡♥ts✮✳

▲❡ ❝❛s✐♥♦ t✐r❡ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❛♥s N1 q✉✬✐❧ ♠♦♥tr❡ à ❆❧✐❝❡ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❛♥s N2 q✉✬✐❧ ♠♦♥tr❡

à ❇♦❜✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❡st ❞❡ ♣❛r✐❡r s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ q✉✬❛ r❡ç✉ ❧✬❛✉tr❡✿ ✐❧ ❣❛❣♥❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬❛r❣❡♥t s✐

s❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✱ ❡t ❡♥ ♣❡r❞ s✐♥♦♥✳

▲❡s t✐r❛❣❡s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉❡✉r✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡

q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① q✉✬✐❧ ❢❛✐t ✭s✐ ❧❡s ❞❡✉① t✐r❛❣❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦rr❡❧és ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❡s♣ér❛♥❝❡

❞❡ ❣❛✐♥ ♣❛r ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ s❛❝❤❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ r❡ç✉✮✳

❆♣♣❡❧♦♥s E1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦✉t♦♥s ❞✉ ❝❧❛✈✐❡r ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t F1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛♠♣❡s ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❜♦ît✐❡r✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✷ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✶✶✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❇♦❜✳

❙♦✐t R ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s E1 × F1 × E2 × F2✳ ▲❡ ❥❡✉ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s t✐r❛❣❡s ❡✛❡❝t✉és ❡t q✉❡ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs ♦♥t ✈✉ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✱ ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs

❞✬❛♣♣✉②❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s✉r ✉♥ ❜♦✉t♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❜♦ît✐❡r ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❧❡✉r ❛✉r❛ ❞♦♥♥é

❧❡ s✐❣♥❛❧✳

◗✉❛♥❞ ❆❧✐❝❡ ❛ ❛♣♣✉②é ✉♥ ❜♦✉t♦♥ x1 ❡t q✉❡ ❇♦❜ ❛ ❛♣♣✉②é ✉♥ ❜♦✉t♦♥ x2✱ ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❛❧❧✉♠❡r

✉♥❡ ❧❛♠♣❡ y1 s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜♦✐t✐❡r ❡t ✉♥❡ ❧❛♠♣❡ y2 s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜♦ît✐❡r✳ ▲❡ ❝❛s✐♥♦ ❢❛✐t ❝❡ ❝❤♦✐①

❧✐❜r❡♠❡♥t✱ ❡t ✐❧ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛s✐♥♦ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❡st q✉❡ (x1, y1, x2, y2) ∈ R✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s

❞❡✉① ❜♦ît✐❡rs ❡st R− garanti ♣❛r ❧❡ ❝❛s✐♥♦✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r ✈✉ ❧❡✉r ❧❛♠♣❡ s✬❛❧❧✉♠❡r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

❞❡✉① ❡ss❛②❡r❛ ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ r❡ç✉ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡✳
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▲❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ét❛❜❧✐ss❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té ❞❡

✏❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈✐té✑✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❤é♦rè♠❡ s✐t✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ❋▼◗ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡

❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈✐té✳ ❚♦✉s ❧❡s ❋▼◗ s♦♥t ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s q✉✐ ♥❡

s♦♥t ♣❛s ❋▼◗✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ❡st ✉♥ té♠♦✐♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✾ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ F1, F2 ✜♥✐s✳ ❙✐ R ♥✬❡st ♣❛s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡

♣❛r ❧❡ ❝❛s✐♥♦✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ s✐

❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❜♦ît✐❡rs ♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s✐♥♦ t❡❧❧❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡s ❞❡✉①

❥♦✉❡✉rs✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡ q✉✬✐❧s ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ ♦❜t❡♥✐r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❜♦ît✐❡rs

♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s❡ ♠❡tt❡♥t ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ ✐❧s ❞é❝✐❞❡♥t q✉✬❆❧✐❝❡ ❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x1
❡t q✉❡ ❇♦❜ ❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x2 ❡t ❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s q✉✬♦♥ ❧❡✉r ♠♦♥tr❡r❛✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛♠♣❡ y1 ❞❛♥s ❧❡ ❜♦✐t✐❡r ❞✬❆❧✐❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛

♠♦♥tré✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❛❝❤❛♥t y1 ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦♥trés à ❇♦❜

❞é♣❡♥❞r❛✐❡♥t ❞❡ y1✳

❖♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ y1 ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ n2 ♠♦♥tré à ❇♦❜ t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ t✐ré s❛❝❤❛♥t

q✉❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡ y1 s✬❡st ❛❧❧✉♠é❡ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ à s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ t✐ré s❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r✳

▲❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ✧ à ♣r✐♦r✐ ✧ ❞❡ t✐r❛❣❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♠♦♥trés à ❇♦❜ ét❛♥t é❣❛❧❡s✱ ❡♥ ♠✐s❛♥t s✉r n2✱ ❆❧✐❝❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs

♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜♦ît✐❡rs ♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s ✭str❛té❣✐❡

♣❛ss✐✈❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❇♦❜ ❢❛ss❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x2 q✉✬✐❧ ❛♣♣✉✐❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❧✉✐ ♠♦♥tr❡ ✭str❛té❣✐❡

❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❛❝t✐✈❡✮✳

P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛♠♣❡ y1 ❞❛♥s ❧❡ ❜♦ît✐❡r ❞✬❆❧✐❝❡ ♥❡

❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ ♠♦♥tré✳

❉❡ t♦✉t ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ s✐ (n1, n2) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✜①é ❞❡ N1×N2 ✭❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡♥tr❛î♥❡

q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ t✐r❛❣❡ ❞❡ (n1, n2) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡ y1 s✬❛❧❧✉♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜♦ît✐❡r ❞✬❆❧✐❝❡

♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ x1✳

❆❧♦rs s♦✐t p(x1, y1, x2, y2) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡ y1 ❞✉ ❜♦ît✐❡r ❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❧❛ ❧❛♠♣❡ y2 ❞✉ ❜♦ît✐❡r ❞❡ ❇♦❜ s✬❛❧❧✉♠❡♥t

s✐ ❆❧✐❝❡ ❛ ❛♣♣✉②é s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x1 ❡t q✉❡ ❇♦❜ ❛ ❛♣♣✉②é s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x2✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, y1, x2, y)✱ y ♣❛r❝♦✉r❛♥t F2 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ x1✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱

♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜✳

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E1 × F1 ×E2 × F2 ❞❛♥s [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x1, x2) ∈ E1 ×E2 ✱ ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, x2, y1, y2) ♣♦✉r (y1, y2) ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F1 × F2 ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜♦ît✐❡rs s♦✐t ✧ ❘✲❣❛r❛♥t✐ ✧ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t q✉❛❞r✉♣❧❡t (x1, x2, y1, y2) ∈ E1×E2×F1×F2✱
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s✐ p(x1, x2, y1, y2) 6= 0 ❛❧♦rs ((x1, y1), (x2, y2)) ∈ R✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❘ ❡st ❛❧♦rs ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✿

✽✳✾✳✷ ❯♥ ❞❡❣ré ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ♥✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛s ❛✉ ❝❛s✐♥♦

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✵ ❖♥ ❡♥❧è✈❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s✳ ❙✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❘ ❡st ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✱

❛❧♦rs ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs✱ ✐❧ ♥❡

♣❡✉✈❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡ q✉✬✐❧s ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ ♦❜t❡♥✐r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❜♦ît✐❡rs

♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ s✉♣♣♦s❡ R ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈❡✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦♠s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❡t❝✱ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ é♥♦♥❝é

q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐sté❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐✈✐té✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x1, x2) ∈ E1 × E2 ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, x2, y1, y2) q✉❛♥❞ y ✈❛r✐❡ ❞❛♥s F1 × F2 ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳

✷✳ P♦✉r ✉♥ tr✐♣❧❡t (x1, y1, x2)✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s p(x1, x2, y1, y2)✱ y2 ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s F2 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (x1, y1) ✱

❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡st❛♥t ✈ér✐✜é❡ s✐ ♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t q✉❛❞r✉♣❧❡t q s✐ p(q) 6= 0 ❛❧♦rs q ∈ R

▲❡ ❝❛s✐♥♦ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

❙✐ ❆❧✐❝❡ ❛♣♣✉②❡ s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x1 ❡t q✉❡ ❇♦❜ ❛♣♣✉②❡ s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥ x2✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛s✐♥♦ ❛❧❧✉♠❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡ y1 ❞❛♥s ❧❡ ❜♦ît✐❡r

❞✬❆❧✐❝❡ ❡t ❧❛ ❧❛♠♣❡ y2 ❞❛♥s ❧❡ ❜♦ît✐❡r ❞❡ ❇♦❜ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(x1, x2, y1, y2) ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❡✛❡❝t✉és✳

❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❧✐❝✐t❡ ❝❛r ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜♦ît✐❡rs s♦✐t ❘✲❣❛r❛♥t✐✳

P❛r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡ y1
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ x1✱ ❡t ❝❡❝✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❧✐❝❡✲❇♦❜✳

❊♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t✐r❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦♥tré à ❇♦❜ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛

❧❛♠♣❡ y1 s✬❡st ❛❧❧✉♠é❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♥❡ ❧❡ s❛❝❤❛♥t ♣❛s✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ❣❛✐♥ ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡ y1 s✬❡st ❛❧❧✉♠é❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♥❡ ❧❡ s❛❝❤❛♥t

♣❛s✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❇♦❜✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✸✳

✽✳✶✵ ❚é❧é♣❤♦♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ré❡❧s✳ P✉✐ss❛♥❝❡❄

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✶ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ k✳ ❙♦✐❡♥t E1 := E2 := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜❛s❡s

♦rt❤♦♥♦r♠é❡s ❞❡ E✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ s✉r E✳

❙✐ b ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E✱ ♦♥ ♥♦t❡ b(i) s♦♥ ✐è♠❡ é❧é♠❡♥t✳ ❙♦✐t R(A,E) ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✿

R(A,E) := {((u, i), (v, j)) ∈ E1 × F1 × E2 × F2 | A(u(i), v(j)) 6= 0}

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❋▼◗ s♦♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❡❧❧❡s S t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡

E ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ A s✉r E t❡❧s q✉❡ S ≤lud R(A,E)
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❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s♦✐t ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥ ❋▼◗ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❞❡ s♦♥

❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❋▼◗ s♦♥t ✜♥✐♠✉❧t✐♣❡r♠✉t❛❧❧t❛❜❧❡✳ ❘❛♣♣❡❧✿ ❝❡tt❡

♣r♦♣r✐été s❡ ❞é❝r✐t ❛✈❡❝ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♣✐é✲❝♦❧❧é ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥❚❙❉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡

♠♦t ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❛❜❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❥♦✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✷ ❙♦✐t R ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❋▼◗✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s❡s ❝❧❛✈✐❡rs ❡t é❝r❛♥s s♦♥t t♦✉s ✜♥✐s✳ ❆❧♦rs✿

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❋■◆■ I ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t f2✮ ❞❡ EI
1 ❞❛♥s

F I
1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ EI

2 ❞❛♥s F I
2 ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ EI

1 ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t ① ❞❡ EI
2 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s g1 ❡t g2 ❞❡ I ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✿

((x(g1(i)), f1(x1)(g1(i))), (x(g2(i)), f2(x2)(g2(i)))) ∈ R

Pr❡✉✈❡ ✿

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❧✉❞✐q✉❡✳ ❙♦✐t R(A,E) ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❋▼◗ ❡t r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ A✳ P♦s♦♥s I := {1, 2, . . . , r}✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ A ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥✐q✉❡ T ∈ L(E,E) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (u, v) ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ E :< T (u), v >= A(u, v)✳

❙♦✐t T ∗ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❞❡ T ✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s✱ ♣♦✉r w ∈ {1; 2} ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ fw ❞❡ EI
w ❞❛♥s F I

w ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♥✈✐❡♥t

q✉❡ T1 s✐❣♥✐✜❡ T ❡t q✉❡ T2 s✐❣♥✐✜❡ T ∗✳

❆ ✉♥ r✲✉♣❧❡t (b1, , br) ❞❡ ❜❛s❡s ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s ❞❡ E✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ r✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs (k1, , kr) ♦ù k1 ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡s

✐♥❞✐❝❡s k t❡❧ q✉❡✿

Tw(b1(k)) 6= 0

✱ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r s ∈ {1, 2, , r}✱ ks ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ k t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✿

(Tw(b1(k1)), Tw(b2(k2)), Tw(bs−1(ks−1)), Tw(bs(k)))

s♦✐t ❧✐❜r❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ✉♥ t❡❧ r✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs ❡①✐st❡ ❜✐❡♥✳

❙♦✐t x1 = (b1 . . . , br) ❡t xc := (c1, . . . , cr) ❞❡✉① r✲✉♣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡s ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s ❞❡ E✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M

❞✬♦r❞r❡ r ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

M(i, j) := A(x1(i)(f1(x1)(i)), (x2(j)(f2(x2)(j))))

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❙♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s(x1, x2) ❞❡ I t❡❧ q✉❡

♣♦✉r ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t i ∈ I✿

A(x1(i)(f1(x1)(i)), x2(s(x1, x2)(i))(f2(x2)(s(x1, x2)(i)))) 6= 0

❈✬❡st à ❞✐r❡✱

(x1(i), f1(x1)(i), x2(s(x1, x2)(i)), f2(x2)(s(x1, x2)(i))) ∈ R

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦s❡r g1 = Id ❡t g2 = s(x1, x2) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞és✐ré❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❍❛s❛r❞ ♦✉ ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡❄

❖♥ ❛✉r❛ ♥♦té q✉❡ ❧❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣ré❞✐t ✉♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t

✐♥❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ♥❡ ♣❛r❧❡ à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✧❤❛s❛r❞✧✳ ❉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡

❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t t♦✉t ❛✉t❛♥t à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s é❞✐✜❛♥t❡s✿ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❧♦♥❡r✱ ♣✐❡❞ ❞❡

♥❡③ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐té q✉❛♥t✐q✉❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ❞♦❣♠❡ r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❞✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♥✈♦②❡r ✧✉♥ ❜✐t✧ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡

❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ❡t❝✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❢♦r❝❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ q✉❡ ❝✬❡st ♣❛r❝❡

q✉❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❛ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✬✉♥ t❤é♦r✐❡

✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ♦ù ❧❡ ❤❛s❛r❞ ♥❡ s✉r✈✐❡♥t q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐té ♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡

ré❛❧✐tés s✉♣♣♦sé❡s ❜❛♥❛❧❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ✉♥ ♣ré❥✉❣é q✉✐ ✈♦✉❞r❛✐t q✉✬à st❛t✐st✐q✉❡s é❣❛❧❡s ✉♥❡

t❤é♦r✐❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ s✬❛✈ér❡r ❢r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡t r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡♠❡♥t ✐♥❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r

❝❡ ♣ré❥✉❣é ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s❡ ❝♦♥❢♦r♠❡♥t ❛✉① ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠❛♥✉❡❧s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s ✭❧❡ ❜r✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ❡t ✉♥ ❛❧é❛ ré❡❧ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡✳

✾✳✶ ❉✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❧✐♥✐q✉❡ ❞✉ ✈r❛✐ ❤❛s❛r❞ à ❝♦♥st❛ts st❛t✐st✐q✉❡s é❣❛✉①

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ✈✐♦❧ ❞❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐tés ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r s✐ ✉♥ ét❛t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡

r❡❣❛r❞é ♦✉ s✐ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢✉t✲❡❧❧❡ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♣❛r ❧❡s s♣❡❝t❛t❡✉rs ♣r♦❞✉✐t ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

q✉✐ ❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✳

✾✳✶✳✶ ▲❡ ❥❡✉

❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡t Z ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐✳ ❇♦❜ r❡♠♣❧✐t ✭♦✉ ♥♦♥✮ ❞❡s

❜♦✐t❡s ♥✉♠ér♦té❡ ♣❛r Z ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ✭♦✉ ♥♦♥✮ ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ f ❞❡ EZ ✳

❆❧✐❝❡ ♣❡✉t ♦✉✈r✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ❜♦✐t❡s✱ ♠❛✐s ♣❛s t♦✉t❡s✳ P❛r ♦✉✈r✐r✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ q✉✬❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

Y1 ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Z ❡t ❇♦❜ ❧✬✐♥❢♦r♠❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❜♦✐t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s s♦♥t ❞❛♥s Y1✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐❧

♠♦♥tr❡ à ❆❧✐❝❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ EY1 ✭q✉✐ ❡st ❝❡♥sé êtr❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à Y1✮✳ ❆♣rès q✉♦✐✱ ❆❧✐❝❡ ♣❡✉t

✾✹
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r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥ Y2 ❞❡ s♦♥ ❝❤♦✐①✳ P✉✐s ❡♥✜♥ ❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❜♦✐t❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ♦✉✈❡rt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❞♦♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Y1 ∪Y2✳ ❉és✐❣♥♦♥s s♦♥ ♥✉♠ér♦ ♣❛r i ∈ Z✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs ♣❛r✐❡r s✉r

s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉✳

P❛r ♣❛r✐❡r✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ E✳ ❇♦❜ ré✈è❧❡ ❛❧♦rs à ❆❧✐❝❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r f(i) ❞❡ ❧❛ ❜♦✐t❡ ❡t

❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ s✐ x = f(i)

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ❇♦❜ tr✐❝❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥❡ ❝❤♦✐s✐t ♣❛s ✉♥❡ f ∈ EZ ❛✈❛♥t q✉❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡✱

✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠❛❧ à ❣❛❣♥❡r✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥t❡r❞✐t à ❆❧✐❝❡ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡s ❜♦✐t❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉

✐♥❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❇♦❜ ♥❡ tr✐❝❤❡ ♣❛s✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❡st ❆❧✐❝❡✱ ♣♦✉r

s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ ❇♦❜ tr✐❝❤❡✳ ▲❡ ♣ré❥✉❣é ❞✐s♦♥s ❧❡ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉ ✈♦✉❞r❛✐t q✉❡ ♥♦♥✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡✱ q✉❡ s❛♥s ❢❛✐r❡

❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥❛t✉r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♦✉ à ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠❛❣✐❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st q✉❛♥❞✲

♠ê♠❡ ♦✉✐ ❡t ❛tt❡st❡ q✉❡ ✈r❛✐ ❤❛s❛r❞ ❡t ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✧❝❧✐♥✐q✉❡♠❡♥t✧

❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ❡♥ ✉♥ s❡♥s q✉✐ ✈❛ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

✾✳✶✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❆❧✐❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❇♦❜ ♥❡ tr✐❝❤❡ ♣❛s✱ ✐✳❡✳ ✐❧ r❡♠♣❧✐t ❜✐❡♥ ❧❡s ❜♦✐t❡s ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

❞é♠❛rr❡ ✭■❧ ❧❡s r❡♠♣❧✐t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ✈❡✉t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❧❡s r❡♠♣❧✐t✮✳

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ n str❛té❣✐❡s s0, .., sn−1 ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ ♣♦✉r

t♦✉t❡ f ∈ EZ ✭r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❇♦❜✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ n \ {i}✱ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ ❡♥

s✉✐✈❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ sj q✉❛♥❞ ❇♦❜ ❛ r❡♠♣❧✐ ❧❡s ❜♦✐t❡s ❛✈❡❝ f ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ✧✜♥✐✧✳ P♦✉r

❝❡❧❛ ❆❧✐❝❡ ❞♦✐t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ ●❛❧✈✐♥ s✉r E✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ●❛❧✈✐♥ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s

❞✬❛❜♦r❞ ❝❡ q✉✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S ✭❙❤✐❢t✮ ❞❡ EN ❞❛♥s EN✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r u ∈ EN ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✿

∀n ∈ N, S(u)n = un+1.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✸ ❖♥ ❞✐t q✉❡ φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧✈✐♥ ❞❡ E s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ EN ❞❛♥s E q✉✐

✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✿

∀u ∈ EN, ∃p ∈ N : ∀n ≥ p, un = φ(Sn+1(u)).

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✹ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧✈✐♥✱ φ s✉r E✱ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥t✐❡r p

✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r❛ ♥♦té❡ score(u)

Pr❡✉✈❡ ✿

❙♦✐t r ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r EN✳ ❙♦✐t u ∈ EN✳ s✐ u ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ p✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t φ(u) := u(p − 1)✳

❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ : EN → EN ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ ψ(u) := minr({v ∈ EN | ∃k(u, v) ∈ N : u = Sk(u,v)(v)}) ❡t

φ(u) := ψ(u)(k(u, ψ(u)))✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ EN → E✳

❙♦✐t u ∈ EN✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ s✉♣♣♦s❡r ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ◗✉✐tt❡ à ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r Sq(u) ❛✈❡❝ q ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r

q✉❡ ∀n ∈ N, ψ(Sn(u)) = ψ(u)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉✐t❡ n 7→ ψ(Sn(u)) ❞❡ (N,≤) ❞❛♥s (EN, r)✮ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱

❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝❛r r ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ∀n ∈ N : φ(Sn+1(u)) = un✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Z = N× n✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ ●❛❧✈✐♥ s✉r E✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ❊◆ ●❯■❙❊ ❉❊ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆✳ ❍❆❙❆❘❉ ❖❯ ❈❖◆❱❊◆❆◆❈❊❄ ✾✻

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ si

❆❧✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❇♦❜ ❞❡ ❧✉✐ ré✈é❧❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✐t❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ (q, j) ❛✈❡❝ q ∈ N, j 6= i✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ n \ {i}✱ ❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ek := score(q 7→ f(q, k))✳

P✉✐s ❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ r := 1 +maxiei✳ ❊❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛❧♦rs à ❇♦❜ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡s ❜♦✐t❡s ❞♦♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s s♦♥t

(q, i) ❛✈❡❝ q > r✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦✐t❡s r❡sté❡s ❢❡r♠é❡s s♦♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s (p, i) t❡❧s q✉❡ p ≤ r✳

❊❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ v := φ(p 7→ f(r + 1 + p, i)✳ ❊t ❡♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ♣❛r✐❡ s✉r v✳

✾✳✶✳✸ ❚❤é♦rè♠❡

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

▲❡♠♠❡ ✶✼✺ ▲❛ str❛té❣✐❡ si é❝❤♦✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ n \ {i} : score(p 7→ f(p, i)) > score(p 7→

f(p, j))

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✻ P♦✉r t♦✉t❡ f ∈ EZ ✭r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❇♦❜✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ n t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈

n \ {i}✱ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ sj q✉❛♥❞ ❇♦❜ ❛ r❡♠♣❧✐ ❧❡s ❜♦✐t❡s ❛✈❡❝ f

✾✳✶✳✹ ❇♦❜ tr✐❝❤❡✲t✲✐❧

❙✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛r ❇♦❜ ❞❡ f ∈ EZ ❢❛✐t ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛✉ s♦rt ♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

q✉✐ ❞é❝✐❞❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❜♦✐t❡s ♦✉✈❡rt❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♦♥ ❧❡s ♦✉✈r❡✱ ❆❧✐❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❡s♣ér❡r ❛✈♦✐r n−1

❝❤❛♥❝❡s s✉r n ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❝♦♠♠❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❙✐ ♦♥ ét❛✐t ❞❡s ❣é❛♥ts✱ ✭✐✳❡✳ s✐ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❥♦✉❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✜♥✐s✮✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡

✭♠♦②❡♥♥❛♥t ❝❡rt❡s ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❜♦✐t❡s ❢❡r♠é❡s✱ q✉✬♦♥ ♦✉✈r❡✱ ét❛✐❡♥t ❞é❥à

❞ét❡r♠✐♥és ❛✈❛♥t q✉✬♦♥ ♥❡ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧❡s ♦✉✈r✐r✳ P♦✉r ❧❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❡✉ r❡❝♦✉rs à ❛✉❝✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t

❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇❛❪ ❚✳ ❇❛rt♦s③②♥s❦✐✱ ❆❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱

✈♦❧✳✷✽✶ ✭✶✾✽✹✮✱ ♣♣✳ ✷✵✾✲✷✶✸

❬❇✳❙✳❪ ❚✳ ❇❛rt♦s③②♥s❦✐ ❛♥❞ ❙✳ ❙❤❡❧❛❤✱ ❈❧♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ③❡r♦ s❡ts✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▲♦❣✐❝✱ ✈♦❧✳✺✷

✭✶✾✾✷✮✱ ♣♣✳ ✾✸✲✶✶✵

❬❈❛♥❪ ❏♦✉r♥❛❧ ❝❛♥❛❞✐❡♥ s✉r ❧❛ t❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✶✾✾✻

❬❈❛r❪ ❇❛rt♦s③✐♥s❦✐✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❋✉♥❞ ▼❛t❤ ✶✷✼ ✭✶✾✽✼✮ ✷✷✺✲✷✸✾

❬❈❤❛✶❪ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s✱ ❉❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s✱ ✶✾✾✾✱ ♣ré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

❬❈❤❛✷❪ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s✱ ❆ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛♣ ❢r♦♠ Eω t♦ ω✱ ❈✳❘✳❆✳❙✳✱ ❙ér✐❡ ■ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

✸✸✶ ✭✷✵✵✵✮✱ ♣✳ ✺✵✶✳

❬❈❤❛✸❪ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s✱ ❉❡❣rés ❧✉❞✐q✉❡s ❡t ❏❡✉①✱ ✷✵✶✷✱ ♣ré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

❬❈❤❛✹❪ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s✱❚❤❡ ❚❛r❣❡t✬s t❤❡♦r❡♠✱ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❍❆▲ ✭✷✵✶✹✮✳

❬❈❤❛✺❪ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s✱ ▲✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ♣❛r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r

❍❆▲ ✭✷✵✶✹✮✳

❬❈✳❘✳❪ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s ❡t ❏✳P✳ ❘❡ss❛②r❡✱ ❉❡❣r❡s ▲✉❞✐q✉❡s✱ ◆❡✇ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ❲❡❛❦ ❆r✐t❤♠❡t✐❝s✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸

❬❉❛❪ ▼✳▼✳ ❉❛②✱ ❖r✐❡♥t❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❉✉❦❡ ▼❛t❤✳ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳✶✶ ✭✶✾✹✹✮✱ ♣♣✳✷✵✶✲✷✷✾

❬❉❡❧❪ ❏✳P✳ ❉❡❧❛❤❛②❡✱▲✐❜r❡ ❛r❜✐tr❡ ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ▲❖●■◗❯❊ ❡t ❈❆▲❈❯▲✱ ✷✵✵✾

❬❉✳❘✳❪ ❉✐❡♥❡r ❡t ❘❡❡❜✿ ❆♥❛❧②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✳

❬❊s♣❪ ❇❡r♥❛r❞ ❉✬❡s♣❛❣♥❛t✿ ▲❡ ré❡❧ ✈♦✐❧é✳ P❛r✐s ❋❛②❛r❞ ✶✾✾✹

❬❊✈❡❪ ❱♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ❞❡ ❬❊s♣❪

❬❊✳❱✳❪ ❆✳ ❈✳ ❊❧✐t③✉r ❛♥❞ ▲✳ ❱❛✐❞♠❛♥✱ ◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❋♦✉♥❞✳ P❤②s✳

✷✸✱ ✶✾✾✸✱ ✾✽✼✲✾✼✳

❬❋r✶❪ ❉✳❍✳ ❋r❡♠❧✐♥✱ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❚✉❦❡②✬s ♦r❞❡r✐♥❣✱ ◆♦t❡ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✱

✈♦❧✳❳■ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✶✼✼✲✷✶✹

❬❋r✷❪ ❉✳❍✳ ❋r❡♠❧✐♥✱ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ❛♥❞ ❚✉❦❡②✬s ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❆tt✐ ❙❡♠✳ ▼❛t✳ ❋✐s✳ ❯♥✐✈✳ ▼♦❞❡♥❛✱

✈♦❧✳❳❳❳■❳ ✭✶✾✾✵✮✱ ♣♣✳ ✷✾✲✺✵
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