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Stabilisation de la formule des traces tordue V :
intégrales orbitales et endoscopie sur le corps réel

J.-L. Waldspurger
2 avril 2014

La stabilisation de la formule des traces tordue nécessite quelques travaux préliminaires.
Voici 'un d’eux. Dans deux articles précédents ([II] et [III]), on a traité des intégrales
orbitales pondérées et de leur stabilisation, le corps de base étant local non-archimédien.
On considere ici la méme question, le corps de base étant cette fois réel. Quelles sont
les différences? De temps en temps, on doit faire un peu plus de topologie que sur un
corps local non-archimédien. En effet, dans le cas réel, les distributions sont des formes
linéaires continues sur des espaces de fonctions. Cette continuité est essentielle et inter-
vient dans la plupart des démonstrations. Mais ceci n’induit guere de changement dans
la structure des preuves. Il y a une différence beaucoup plus perturbante. Utilisons les
notations des articles précedents : G' est un groupe réductif connexe défini sur un corps
local F, G est un espace tordu sous G et a est un élément de H'(Wg; Z(G)) dont se
déduit un caractere w de G(F). On définit espace Dyeom(G(F),w) des distributions
w-équivariantes a support contenu dans un nombre fini de classes de conjugaison. On
note Do,(G(F),w) le sous-espace engendré par les intégrales orbitales. Si F est non-
archimédien, ces deux espaces sont égaux. Dans le présent article, on a F' = R et ces
deux espaces ne sont plus du tout égaux. Pour un espace de Levi M , on définit a la suite
d’Arthur les intégrales orbitales pondérées tordues et leurs variantes w-équivariantes.
On peut considérer ces derniéres comme des formes bilinéaires (7, f) — [AGZ<7’ f), ou

f appartient a C°(G(R)) et ~ appartient a Dy,(M(R),w). La définition ne s’étend
pas de facon simple & v € DgéOm(M (R),w). Quand on veut "stabiliser” ces intégrales,
on est conduit a transférer les distributions ~. Considérons une donnée endoscopique
M’ = (M', M’,{) de (M, M, a). Supposons que l'on soit dans une situation simple of1 le
recours a des données auxiliaires ne soit pas nécessaire. On peut alors définir un transfert

Ditom(M'(R)) = Dygon(M (R), w),

géom
ol D;égm(M '(R)) est le sous-espace des éléments de Dyeo, (M’ (R)) qui sont stables. No-
tons de méme D%, (M'(R)) le sous-espace des éléments de D,,,(M’(R)) qui sont stables.
Comme le montre un exemple di a Magdy Assem (je remercie Kottwitz de me Iavoir
indiqué), le transfert n’envoie pas en général espace D5, (M'(R)) dans D,.,(M(R),w).
Les constructions que l'on a faites en [II] sur un corps local non-archimédien s’effondrent
si on se limite aux espaces D,,,. La méthode utilisée par Arthur pour résoudre ce

probleme consiste a généraliser la définition des intégrales [AG"4(7’ f) aux éléments v de

D géom(M(R), w) tout entier, cf. [A1]. Nous utilisons une autre méthode. Dans un premier
temps, on se limite aux éléments de Dygom (M (R), w) dont le support est formé d’éléments
v € M(R) qui sont G-équisinguliers, c’est-a-dire tels que M, = G.,. Pour de tels éléments,
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il est facile d’étendre la définition des termes IJ\GZ(% f). La théorie, restreinte a ces distri-
butions, est alors tres semblable a celle du cas non-archimédien. C’est 'objet de la section
1. Pour traiter les distributions a support quelconque, on définit par récurrence un espace
Dir_orp(M(R), w), cf. section 2. C’est grosso-modo I'espace engendré par Do (M (R), w)
et par les images par transfert endoscopique d’espaces fo?orb(]\;[ '(R)) quand M’ par-
court toutes les données endoscopiques de (M, M ,a). Cette définition assure que ces
espaces sont "stables par transfert”, en un sens assez clair. Le point est de montrer que
I'on peut étendre la définition des termes []\%(7’ f) aux éléments v € Dy onp(M(R), w).
On énonce précisément en 2.4 toutes les propriétés que ces termes doivent vérifier. Les
preuves, dont le seul intérét est d’exister, sont 'objet des sections 3, 4 et 5. En gros, on
montre que les termes IACZ(')/, f) peuvent étre définis par un procédé de limite similaire
a celui qu’'utilise Arthur pour les définir dans le cas ou « est une intégrale orbitale a
support singulier. En fait, dans le cas général, on ne mene a bien ce programme qu’en
admettant une hypothese. Celle-ci est I'assertion principale de la stabilisation, a savoir
Iégalité IJ\%"S(')/, f) = IA%(')/, f) quand 4 est une intégrale orbitale & support fortement G-
régulier. A ce gros probleme de définition pres, les preuves sont tres similaires a celles du
cas non-archimédien. On ne les reprendra que rapidement. Le point qui nous intéressera
surtout sera de vérifier que 1’'on ne sort jamais d’espaces pour lesquels tous les termes
sont définis. On obtient les mémes résultats qu’en [I11], c’est-a-dire que tous les résultats
espérés résultent de I'assertion principale évoquée ci-dessus. Comme on vient de le dire,
la différence est que non seulement les résultats eux-meémes dépendent de 'assertion
principale mais méme la définition de certains termes en dépend. Toutefois, on obtient
des définitions et résultats non conditionnels dans le cas ou G est quasi-déployé, G est &
torsion intérieure et a = 1. Dans ce cas, on montre par la méme méthode qu’en [III] que
I’assertion principale est conséquence des résultats d’Arthur.

Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. L'intérét des constructions
des paragraphes 2 a 5 est que le germe en a = 1 de la fonction a — [AGZ (a, f) appartient
a un espace de germes que 'on controle bien. C’est ce qui nous permet d’obtenir les
résultats voulus. Toutefois, pour certaines applications ultérieures, la définition qu’elles
nous fournissent de [ A%(’y, f) n’a pas la meilleure forme possible. Il s’avere que 1'on aura
besoin d'une autre approximation de cette intégrale, que nous établissons dans la section
6. Dans cette nouvelle approximation, on perd sur I'espace des germes de fonctions en
a, qui est moins controlable. Par contre, il n’intervient plus dans la formule que des
intégrales I¢ (y; (a), f), oty (a) est une distribution sur L(R) & support G-équisingulier.
On obtient ainsi une approximation de I]\C;[('y, f) par de telles intégrales.

Dans la derniere section, on dira quelques mots du cas ou le corps de base n’est plus
R mais C.

1 Intégrales orbitales pondérées

1.1 La situation

Dans cet article, le corps de base est R. On considérera soit un triplet (G, G, a) comme
en [IV] 1.1, soit un ” K-triplet” (KG, KG,a) comme en [I] 1.11. Dans le premier cas, on
fixe un espace de Levi minimal M, de G et un sous-groupe compact maximal K de G (R)
en bonne position relativement & M. Dans le second, on écrit KG = (G,)per. Pour
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tout p € II, on fixe un espace de Levi minimal Mpg de é’p et un sous-groupe compact
maximal K, de G,(R) qui soit en bonne position relativement a M, . On définit le
K-espace de Levi minimal KM, de KG et 'ensemble £(K M;) comme en [I] 3.5. On
notera symboliquement K = (K),),en. D'une fagon générale, on simplifie la notation en
supprimant la lettre K de K'G pour les objets indépendants de p € II, par exemple on
pose dim(G) = dim(G,) pour tout p.

On raisonne par récurrence sur dim(Ggc). Pour démontrer une assertion concernant
un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure, on suppose connues toutes
les assertions concernant des triplets quasi-déployés et & torsion intérieure (G/,G’,a’)
tels que dim(G'.) < dim(Ggc). Pour démontrer une assertion concernant un triplet
(G, G, a) qui n’est pas quasi-déployé et a torsion intérieure, on suppose connues toutes les
assertions concernant des triplets quasi-déployés et a torsion intérieure (G, G a ) tels que
dim(G'sy) < dim(Ggse), ainsi que toutes les assertions concernant un triplet (G, G’, a’)
quelconque tel que dim(G's) < dim(Ggc). Si une assertion concerne un espace de Levi
M de G, on suppose connues toutes les assertions concernant le méme triplet (G, G, a) et
un espace de Levi L € £(M) tel que L # M. Pour démontrer une assertion concernant un
K-triplet (KG, K G, a), on suppose connues toutes les assertions concernant des triplets
quasi-déployés et & torsion intérieure (G', G, ') tels que dim(G's.) < dim(Gse) et toutes
les assertions concernant des K-triplets (KG', KG', a) tels que dim(G's.) < dim(Ggc)
(c’est-a~dire que, pour nous, la notion de K-triplet quasi-déployé et a torsion intérieure
n’existe pas). Si une assertion concerne un K-espace de Levi K M e L(K ]\Zfo), on suppose

connues toutes les assertions concernant le meéme triplet (KG, K é’, a) et un K-espace de
Levi KL € L(KM) tel que KL # KM.

1.2 L’application ¢

Jusqu'en 1.7, on considére un triplet (G, G, a). Soit M € L£(M,). En [W1] 6.4, on a
défini, en suivant Arthur, une application ¢, qui, dans le cas qui nous occupe ou le corps
de base est R, n’était définie que sur 'espace C2°(G(R), K) des fonctions K-finies. Cela
parce que 'on utilisait le théoreme de Paley-Wiener de Delorme-Mezo, qui s’applique
a ces fonctions. En utilisant le théoreme de Renard, cf. [IV] 1.4, on va étendre cette
application & tout C°(G(R)). Pour simplifier, on fixe des mesures de Haar sur tous les
groupes qui apparaissent.

Notons C2%(G(R)) I'espace des fonctions f : G(R) — C telles que, pour toute fonction
b € C®(Ag), la fonction f(bo Hg) : v — b(Hg(v))f(7) appartienne a C°(G(R)).

Considérons I'immense produit

P = CX(G(R))% ),

Ses éléments sont les familles (@p)pecz(az), o1 ¢p € CZ(G(R)) pour tout b. L'espace

C*(G(R)) étant muni de la topologie usuelle, on munit P de la topologie produit.
Notons P le sous-espace de P formé des familles (¢)pecoo( Ag) telles que, pour tous
b, € C*(Ag), on ait I'égalité

op(b' 0 Hg) = ¢y (bo He).

On vérifie que c’est un sous-espace fermé de P et on le munit de la topologie induite. On
a une application linéaire

P

C2(G(R))
f (f(bo Hg))pec(as)

N
—
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On vérifie qu’elle est injective et que son image est P. On munit C2(G(R)) de la topo-
logie pour laquelle cette application devient un homéomorphisme de cet espace sur P.
Concrétement, un voisinage de 0 dans C°°(G(R)) est un sous-ensemble U pour lequel
il existe un nombre fini d’éléments by, ...,b, € C(Ag) et, pour tout ¢, un voisinage U;
de 0 dans C°(G(R)) de sorte que U contienne les f € C2°(G(R)) tels que, pour tout 4,
f(bi o Hg) appartienne a U;.

On vérifie que, pour tout v € G(R), I'intégrale orbitale f — I%(7,w, f) se prolonge en
une forme linéaire continue sur C2°(G/(R)). De méme, pour un espace de Levi M € £(M,),
pour une w-représentation tempérée 7 de M(R) (de longueur finie) et pour X € Ay,
lapplication [ JA%(%,X , f) définie en [W1] 6.4 se prolonge en une forme linéaire
continue sur C2°(G(R)).

Modifiant la définition que I'on avait donnée en [W1] 6.4, on note I.(G(R),w) le quo-
tient de C2°(G(R)) par le sous-espace des f € C(G(R)) telles que I¢(v,w, f) = 0 pour
tout v fortement régulier. On voit que ce sous-espace est fermé et on munit le quotient
de la topologie quotient. On peut définir des espaces IP et [P en remplacant dans les
définitions de P et P les espaces C2°(G(R)) par I(G(R),w). On vérifie qu'une applica-
tion analogue & celle construite ci-dessus identifie homéomorphiquement I,.(G(R),w) &
I P. Remarquons que, pour toute w-représentation de longueur finie 7 de G(R) et pour
tout X € Ag, la forme linéaire f s I¢(7, X, f) sur C2°(G(R)) se factorise en une forme

linéaire continue sur /,.(G(R),w). Cela résulte de la locale intégrabilité des caracteres.

Proposition. Soit M € E(MO). 1l existe une unique application linéaire continue

C2(GR)) — Le(M(R),w)
f — d5r(f)

telle que, pour tout f € Cgﬁ(é(R)), pour toute w-représentation tempérée et de longueur
finie @ de M (R) et pour tout X € A, on ait I'égalité

M7, X, o (f) = JS(7, X, f).

Remarque. Comme toujours, il est plus canonique de voir 'application ¢y; comme

une application linéaire de C22(G(R)) ® Mes(G(R)) dans I,.(M(R) ® Mes(M(R)).

Preuve. On reprend la démonstration donnée en [W1] 6.4, en supprimant des conju-
gaisons complexes inopportunes. Fixons un sous-ensemble compact C' de G(R) et notons
C>=(C) le sous-espace des fonctions f € C®(G(R)) telles que Supp(f) € C. Appelons
semi-norme pour C' toute fonction o :NCOO(C’) — R>q telle qu’il existe un nombre fini

d’opérateurs différentiels Dy,...,D,, sur G (R) invariants par translations a gauche de sorte
que, pour tout f € C*(C), on ait 1’égalité

a(f) =D sup,cal(Dif) (7).

i=1,....m
On va commencer par établir I'existence d’une application linéaire

C=(C) — ILJ(MR),w)
f = O (f)



vérifiant les propriétés de 1’énoncé. Soient f € C’i"(é) et b € C(Ay). Pour une w-
représentation tempérée et de longueur finie 7 de M (R), posons

Prp(T) = / IS (7, X, f)b(X) dX.

M

Par inversion de Fourier, on a I'égalité

e®) = [ TGN D
ou
b(\) = / b(X)e<¥ > dX.
A

M
Fixons Q = EUQ € .FM(MO). Pour tout T € 561170(I~/,w), on définit une fonction pyp ,
sur ‘A*E,C par ~
Cror(V) = @pp(Indy (7r,)).

On va prouver les propriétes suivantes 3
(1) il existe r > 0 indépendant de f et, pour tout N > 0 et tout T € Egyo(L,w), il

existe C' > 0 tel que, pour tout v € A} o ona la majoration

e (V)] < C(1 + [v])~NerlBewl,

(2) pour tout N > 0, il existe une semi-norme a pour C' de sorte que, pour tout
T € Eao(L,w) et tout v € Z’A’}J, on ait la majoration

ror @) < ()L + |pu(T) + V)7,

ou u(T) est le parametre infinitésimal de 7.
Notons que le 7 de (1) et la semi-norme a de (2) peuvent dépendre de b. On a une
formule de descente familiere

J]\Gz(_[?’l,dg((ﬂ} V+)‘ Z dg ((%T)V-i-)\) f]—:’/,w)a

M'eL(L

ol les P’ sont des éléments de P(M’) déterminés par le choix d’un parametre auxiliaire.
Pour tout M’, il existe un sous-ensemble compact C' de M’ (R) tel que I'application
f = fp,, envoie continuement C*°(C') dans C*°(C’). On ne perd rien a fixer M’ a

définir une fonction ¢ sur A% . pour f' € C>=(C") par
Srae) = [T (Fedor 1N
A

et a démontrer pour cette fonction des propriétés similaires a (1) et (2). On a prouvé en
[W1] 6.4 que la fonction ¢ 4 - s'écrivait sous la forme

b b (V) :/ U(Y)esr> dy,
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o ¥ est une fonction C'*° sur A; dont le support est inclus dans un compact qui ne
dépend que de b et de C’. L’assertion (1) en résulte. On a prouvé en [W1] 5.2 (en copiant
une fois de plus Arthur) que, pour tout N, il existait une semi-norme « pour C" telle
que, pour tout T € 5611,0(13, w) et tout v € iA%, on ait la majoration

T2 (Fr)os IO < @(f) (4 ()N (1 + o)~
Pour v € 1A} et A € 1A%, on a la majoration
v < v+ A+ Al
d’ou
L+ ] < (14 [+ AN+ [A]),
puis
L+l + AV < @+ )N+ DY

La fonction b est de Schwartz, donc vérifie une majoration
(D] < e(1 4 AN,
Il résulte de ces majorations que 1'on a l'inégalité

|61 ()] < cca(f)(A+ [u(m)) V(A + )7,

ou

cf:/ (1+ A1 A,

Cela démontre la majoration (2) cherchée.

Fixons un ensemble de représentants §ell,0(i,w) comme en [IV] 1.4 (on utilise dans
ce qui suit les notations de cette référence). Les propriétés (1) et (2) jointes au lemme
[IV] 1.3 montrent que, pour tout f € C°(C), la famille (Sof»va)Tegu,o(Lw) appartient

a PWZ3; (L w). De plus, lapplication qui, a f, associe cette famille, est continue. En
sommant ces applications sur tout LerM (MO), on obtient une application continue
de C=(C) dans PW*(M,w) (la condition requise d’invariance par W™ (M) résulte
de la construction). En composant avec I’homéomorphisme pw=! : PW™(M,w) —
I(M(R),w) du théoréme 1.4 de [IV], on obtient une application continue

) C=(C) — I(M(R),w)
f = ¢M,b(f)-

Par construction, on a )
pro(@) = I"(7, dyp(f))

pour toute w-représentation tempérée et de longueur finie 7 de M (R). Pour tout Y € A,
on a alors

Vo) = [ 1 a0 0

:/ ©ro(a)e <”>d>\/ / @ (Fa, X, [)B(X) dX em <V d,



Or, par construction de Jg(%, X, f), on a I’égalité
Ty X, f) = e 5 (7 X ).
Par inversion de Fourier, on obtient

@) PUEY, 65,(0) = JS (Y, )BY).

Remarquons que ces relations déterminent entierement ¢, ,(f). Soit ' un autre élément

de C°(Aj;). On sait que

PG Y, by () 0 Hip)) =V (V)M (R,Y, 647, (f))
D’ou ) }
P Y, by () 0 Hyp)) = JE(7, Y, fbY ) (Y).

Cette relation est symétrique en b et &'. D’ou

PG Y, by (F)V 0 Hip)) = I(7, Y, ¢y (F)(bo Hyp)).

Ces relations entrainent I'égalité ¢ ,(f)(V'oH ) = ¢y 4 (f)(boH ;). La famille (¢, (f))becse(ay,)
appartient donc a 1’analogue ]i’M de l'espace P pour M. Il en résulte Dexistence d'un
unique élément ¢y;(f) € Lue(M(R),w) tel que ¢y, (f) = ¢y (f)(bo Hy) pour tout b.
D’apres la définition de la topologie sur I.(M(R),w) et parce que les applications (3)
sont continues pour tout b, I'application f +— ¢y, (f) est continue. Enfin, soit 7 une w-

représentation tempérée et de longueur finie de M (R) et soit X € A,;. Choisissons une
fonction b € C°(Ay;) telle que b(X) = 1. On a alors
(7, X, oy (f)) = TY(7, X, 65 (f)0(X) = TY(7, X, ¢y (f) (Do Hy))

= IM(7, X, 6y, (f) = TG (7, X, F)b(X)

=

d’apres (4), d’on, puisque b(X) = 1,
(7, X, 6(f)) = JG(7, X, f).

Notre application ¢,;, définie sur C’OO(C’) vérifie ainsi toutes les propriétés requises.

L’application ¢y; étant caractérisée par les égalités ci-dessus, il est clair que, si c’
est un sous-ensemble compact de G (R) contenant C, Tapplication ¢, i relative a C est
la restriction de celle relative & C’. Ces applications se recollent donc en une application
b i CC(G(R)) = Io(M(R),w). Celle-ci est continue par définition de la topologie sur
C>(G(R)) et parce que les applications restreintes & C°°(C) le sont pour tout C.

Soit maintenant f € C2(G(R)). Soit b € C>°(A;). Choisissons une fonction b% €
C>®(Ag) telle que b vaille 1 sur la projection dans Ag du support de b dans A
Définissons une fonction ¢ ,(f) € I(M(R),w) par

Surs(f) = b (F(O6 0 Hg))(bo Hy).

De nouveau, des considérations formelles montrent que 1'égalité (4) est satisfaite. En
particulier, cette définition ne dépend pas du choix de b“. L’application f — ¢ M,b( f) est
continue car c¢’est la composée des trois applications continues

frs f(0° 0 Hy)
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de C2°(G(R)) dans C°(G(R)),
f=ou(f)
de C=(G(R)) dans I.(M(R),w) et

f= f(bo Hy)

de I.(M(R),w) dans I(M(R),w). Le méme calcul que ci-dessus montre que de ces ap-
plications f +— ¢ ,(f) se déduit une application continue f +— ¢y (f) de Coe(G(R))
dans I,.(M(R),w) qui vérifie les propriétés de 1’énoncé. [J

1.3 Définition des intégrales orbitales pondérées

Dans la premiere section de [II], on a défini des intégrales orbitales pondérées JJ‘%(% w, f).
Le corps de base était alors non-archimédien. La définition reprenait évidemment celle
d’Arthur, tout en la modifiant légerement. Il n’y a rien a changer sur le corps de
base R : on définit de méme JG % (v,w, f) pour un espace de Levi M € L(M,) et un

dlément v € M (R). Plus canoniquement, notons Dory(M(R),w) Tespace des distri-
butions sur C°(M(R)) engendré par les intégrales orbitales relatives a des éléments
v € M(R). Alors on peut définir J& (v, f) pour v € Dory(M(R),w)® Mes(M(R))* et f €
C>(G(R))®Mes(G(R)). La dlfference entre le cas archimédien et le cas non-archimédien
est que L'on a 'égalité D(M(F),w) = Dgeom(M (F"),w) quand F est non-archimédien,
tandis que I'on a seulement une inclusion Dy (M (R), w) C Dygom(M (R),w). Rappelons
(cf. [T] 5.2) que ce dernier espace est celui des formes linéaires continues sur I(M(R),w)
qui, relevées en des formes linéaires sur C°(M(R)), sont supportées par un nombre fini
de classes de conjugaison par M (R). Les constructions de [I1] ne permettent pas de définir
TG (7, £) pour € Dyeom( M (R), ) ® Mes(M(R))"

Quoi qu’il en soit, on va définir les avatars w-équivariants IJ\GZ(% f) pour v € Dmb(M (R),w)®
Mes(M(R))* et f € C=(G(R))®@Mes(G(R)), et méme pour f € CgO(é( ))@Mes(G(R)).
Les intégrales orbitales pondérées JA@J(')/, f) s’étendent & f € C2°(G(R)) ® Mes(G(R)) :
on a

TG0 8) = TG, f(bo He)

pour toute fonction b € C°(Ag) telle que b vaille 1 dans un voisinage de I'image par H
du support de v. Quand ~ est une intégrale orbitale associée & un élément v € M (R),
Arthur démontre en [A2] corollaire 6.2 que cette intégrale est donnée par une mesure
sur l'orbite de v qui est absolument continue relativement a la mesure de Haar. On en
déduit aisément que

£ JS (v, £)

est continue sur C2(G(R)) ® Mes(G(R)). On définit une application linéaire continue
sur C2(G(R)) @ Mes(G(R)), qui se factorise en une application linéaire continue sur
I..(G(R),w) ® Mes(G(R)), par la formule de récurrence

190y 8) = IS0 — Y Ih(v,6:(0)).

LeL(M),L#G

La continuité de cette application est assurée par ce que l'on vient de dire ci-dessus,
par celle des applications analogues relatives a L #* G que l'on suppose par récurrence,
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et par la continuité de nos applications ¢;. Une démonstration assez formelle montre
que P'application ainsi définie est w-équivariante (cf. [A3] proposition 4.1 dans le cas non

tordu). Etant continue, elle se factorise donc en une application définie sur I,.(G(R), w)®
Mes(G(R)) (cf. [I] 5.2).

Cette définition étant posée, les intégrales orbitales w-équivariantes vérifient les mémes
propriétés que dans le cas non-archimédien.

Variante. Supposons G = G et a = 1. Supposons fixée une fonction B comme en
[II] 1.8. On note Dyppunip(G(R)) le sous-espace des éléments de D,.(G(R)) a support
unipotent. Pour v € Dyppunip( M (R)) @ Mes(M(R))* et f € I(G(R)) ® Mes(G(R)), on
définit la variante I (v, B, f) comme en [I1] 1.8.

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Supposons fixé

un syteme de fonctions B comme en [II} 1.9. Pour v € Dy(M(R)) @ Mes(M(R))* et
f € I(G(R)) ® Mes(G(R)), on définit la variante I¢ (v, B, f) comme en [IT] 1.9.

Soit @ une classe de conjugaison semi-simple dans M (R). Rappelons que 1'on note
D géom (O, w) le sous-espace des éléments de Dyeom (M (R),w) & support dans I'ensemble
des éléments de M (R) dont la partie semi-simple appartient & O. On dit que que O est
G-équisinguliere si elle vérifie la condition M, = G, pour tout v € O, cf. [II] 1.2(1).
Plus généralement, une réunion finie de classes de conjugaison semi-simples sera dite
G-6quisingulicre si chacune de ces classes Dest.

Supposons que @ soit G-équisinguliere. Fixons v € O. Soit f € C=(G(R)). On sait
alors qu'il existe une fonction f’ € C°(M(R)) et un voisinage de  dans M (R) telle que,
pour +' dans ce voisinage, on ait 1’égalité

[M(fy’,w,f') = []\C:;(fy’,w,f)

cf. [II] 1.7(4). Fixons un tel f’. Pour v € Dyeom(O,w), on peut définir (5, ). La
description que 'on a donnée en [I} 5.2 de 'espace D yeom (O, w) montre que ce terme ne
dépend pas du choix de f’ : il ne dépend que des Ig(v’ ,w, [) pour 7/ fortement régulier
voisin de ~y. Plus précisément, avec les notations de [I] 5.2, il ne dépend que des fonctions
X - [g(exp(X)fy,w,f) pour X € t(R) tel que exp(X)~y soit fortement régulier, ou
T € 7. On peut donc poser ~ )
1G(y, f) = ['"(v, f').

Il est clair que, quand -y est une simple intégrale orbitale, cette définition coincide avec
la définition initiale.

Notons D ¢, é—cqui
D yeom (O, w) pour les orbites O qui sont G-équisingulieres. En réintroduisant les espaces
de mesures de Haar, ce qui précede permet de définir IAC:;(')/, f) pour v € Dgéom,éféqui(M(R% w)®
Mes(M(R))* et f € C®°(G(R)) ® Mes(G(R)) (ou f € I(G(R),w) ® Mes(G(R))). Dans
les paragraphes suivants, on montrera que les constructions du cas non-archimédien

s’étendent a ces termes. Montrons ici qu’ils se comportent de la facon attendue rela-
tivement a l'induction.

(M(R),w) le sous-espace de Dgyeom(M(R),w) engendré par les

Lemme. Soit R un espace de Levi contenu dans M. Soit © une orbite semi-simple dans
R(R). Notons OM I'unique orbite pour I'action de M(R) qui contient ©. On suppose
que OM est G-équisinguliére. ~

(i) Pour tout L € L(R) tel que d%(]\NJ, L) # 0, 'orbite O est L-équisingulicre.



(ii) Pour tout 4 € Dyeom(O,w) @ Mes(R(R))* et tout f € I(G(R),w) ® Mes(G(R)),
on a I'égalité

Z dG [N’ (77fL w)

LeL(R)

Remarque. L’assertion (i) donne un sens a la formule du (ii).

Preuve. L’assertion (i) est la remarque de [II] 2.11. Prouvons (ii). Oublions les mesures
de Haar pour étre plus clair et notons f plutot que f. Fixons encore v € O. Introduisons
une fonction g € I(M(R),w) telle que, pour v € M(R) assez régulier et assez voisin de
v, on ait

I (Y, w, f) ="y, w,g).

De méme, pour tout L comme en (i), introduisons une fonction g[L] € I(R(R),w) telle
que, pour 7" € R(R) assez régulier et assez voisin de =, on ait

IE(,w, fr.,) = IR(Y, w, g[L)).

On va montrer que
(1) les deux éléments gp , et

de I(R(R),w) coincident au voisinage de 7.
Pour 7/ € R(R) assez régulier, on a par définition du terme constant

1"y, w,94,) = " (,w, 9),

autrement dit, si 7" est assez proche de 7,

IR(’Y/a w, gR7UJ) = I]\C"Z(’Y/a w, f)

La formule de I’énoncé que 1’on cherche a prouver est valable dans le cas ol v est une
simple intégrale orbitale. En I'appliquant & I'intégrale orbitale associée a 7/, on obtient

I (Y, w, f) = Z dG IL(7 W, f1.0)s

LeL(R)

ou encore i L i
IR w0, g5) = S dS(T, DI, gl))
LeL(R)
si 7/ est assez proche de . Cela prouve (1).
Par définition

LG, ) = 1" g).
Par définition de 'induction des distributions,

MY, 9) = I"(7, 90)-
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En appliquant (1), on obtient

IS )y =Y dS(M, L)% (v, g[L)).
fec(R)

Mais, pour tout i, on a par définition

17(v, L)) = IL(v, f1.)

et la formule précédente devient celle de I’énoncé. []

1.4 Intégrales orbitales pondérées invariantes stables

On suppose dans ce paragraphe (G, G, w) quasi-déployé et a torsion intérieure. Soit
M un espace de Levi de G. Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans
M (R). D’apres la définition du paragraphe précédent, elle est G-équisingulicre si toutes
les classes de conjugaison par M (R) incluses dans O le sont. Remarquons que, puisque la
définition de cette notion est géométrique, dire que toutes ces classes sont G-équisingulieres
équivaut a dire que I'une d’elles I'est. On note D* (M (R)) la somme des D%, (O),

géom, G- équi géom
ot O parcourt les classes de conjugaison stable semi-simples G- équisingulieres dans
M(R). Pour § € D* (M(R))® Mes(M(R))* et pour f € I(G(R)) ® Mes(G(R)),

géom,G—équi
on définit l’mtegrale orbitale pondérée invariante stable par

(1) SG(8,f) =19(8,F) — 3 i (GG ()55 ) (8,89,

S€Z(NN)TR /Z(C)TR;s£1

On renvoie a [IT] 1.10 pour diverses notations. Expliquons cette formule. Puisque

Dt . (M(R))cC D (M(R)),

géom,G—équsi géom,G—équi
le premier terme [%(6, f) a été défini au paragraphe précédent. Soit s € Z(M)"™®/Z(G) =
Le groupe G’(s) n’est pas en général un sous-groupe de G, mais son systeme de ra-
cines est un sous-systéme de celui de G. Il en résulte aisément que, pour v € M (R), le
systeme de racines de G'(s)., est un sous-systeme de celui de G.,. L’égalité G, = M., force
G'(s)y = M,. Cela entraine que § appartient a Dseom ) équi(M(R)) ® Mes(M(R))*.
Pour s # 1, la dimension de G'(s)sc est strictement inférieure a celle de G. En rai-
sonnant comme toujours par récurrence sur cette dimension, on peut supposer définies
les intégrales orbitales pondérées invariantes stables pour lespace G’ (s). Pour définir
le terme Sﬁ/(s)((s, fG'(S)), on a encore besoin, d'une part, de propriétés qui permettent
d’étendre les définitions au cadre formel que l'on a introduit en [I] pour les données
endoscopiques. On reviendra ci-dessous sur ces propriétés. On a besoin d’autre part de
supposer connu par récurrence le théoreme ci-dessous.

Théoréme . Pourd € D (M(R))® Mes(M(R))*, la distribution f S¢(0,f)

géom,G—équi
est stable.

Ce théoreme sera prouvé dans le paragraphe suivant.
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Abandonnons pour simplifier les espaces de mesures de Haar. Soit O une classe de
conjugaison stable semi-simple et G-équisinguliere dans M (R). Soit f € I(G(R)). Notons
D3t (M(R)) Pespace des combinaisons linéaires stables d’intégrales orbitales sur M(R).
On montrera plus loin que

(2) il existe une fonction f’ € SI(M(R)) et un voisinage de O dans M(R) tels que,
pour tout 7 € D#, (M(R)) dont le support est formé d’éléments G-réguliers dans ce
voisinage, on a l’égalité

Sii(r. f) = SM(r )

(3) pour f’ comme ci-dessus et pour tout § € D O), on a 'égalité

geom(
SE8, ) =SM(, f).

Commencons a expliquer les propriétés formelles requises. Puisqu’on va les appliquer
par récurrence, il est 1égitime de supposer connues toutes les propriétés nécessaires des
intégrales pondérées invariantes stables telles qu’on les a définies ci-dessus. Considérons
des extensions compatibles

150, =G —G—=1let Gy—G

ou Cy est un tore central induit et ou (N}’u est a torsion intérieure. Considérons un ca-
ractere \; de Cy(R). On note M, l'image réciproque de M dans Giy. Soit O une classe
de conjugaison stable semi-simple et G-équisingulicre dans M (R). Fixons une classe de
conjugaison stable @, dans M;(R) qui se projette sur O. Soient § € D, (My(R), O)

et fel /\u(éh<R))- Comme on I'a dit en [I] 5.6, il y a une application linéaire surjective

géom, Ay

Dst (Oh> Dst

géom géom, Ay

(M(R), O).

Fixons une image réciproque § € D, (Oy) de d. Tl est facile de voir que la forme linéaire

© = SA(Z(& ) sur I(Gy(R)) s’étend en une forme linéaire sur I,.(Gy(R)) par la formule

Gy /5 Gy /5
S5 (b.) = S5 (B.p(bo Hy,).
ol b € C*(Ag,) vaut 1 dans un voisinage de I'image par He, de O; (cf. [II] 1.10(2)). La
fonction f appartient & I,.(Gy(R)). On peut donc définir SMh((s, f). On doit prouver

(4) SA(:Z(& . f) ne dépend pas des choix de O, et du relevement 4.

. G
Ainsi, on peut noter ce terme Ssz/\h((S, f).

Considérons maintenant un autre couple d’extensions
150, 5G—>G=1letG,— G

ainsi qu'un caractere \, de C,(R) vérifiant les mémes hypotheses que ci-dessus. On note
Gy, b, TESP. Gh b, les produits fibrés de G, et G, au-dessus de G, resp. de Gh et Gb au-dessus
de G. Considérons un caractere )y, de Gy, (R) dont la restriction a Cy(R) x C,(R) soit
)‘h X Np. Considérons une fonction )‘hb sur Gh »(R) qui se transforme selon le caractere
Agp (cf. [I] 2.6(1)). On déduit de ces données des isomorphismes

25.(Gi(R)) = O (Gh(R))
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et
Dst

géom,\y

(M;(R), 0) = D!

géom, A\, (Mb (R)7 O)

cf. [II] 1.10. Pour f; et f,, resp. 8y et d,, se correspondant par ces isomorphismes, on doit
prouver que

(5) Sy, (0s o) = S, (8, ).

En [II] 1.10, on a vérifié les propriétés (4) et (5) lorsque le corps de base était non-
archimédien. On a vu que, grace a elles, on définissait aisément les termes SSI,,(S)((S , fG/(s))
qui interviennent dans la formule (1). Les preuves de cette référence restent correctes sur
le corps de base R, pourvu qu’on se limite a considérer de véritables intégrales orbitales.
On ne les refait pas dans ce cas et on tient pour acquis que (4) et (5) sont vérifiées si
les éléments 4, 0y et d, sont des intégrales orbitales stables. On va en déduire que ces
relations sont vérifiées pour des éléments généraux.

Dans la situation de (4), on commence par montrer

(6) il existe f; € €25 (M;(R)) et un voisinage €2 de O dans M(R) tels que, pour tout
T e D (MH (R)) dont le support est formé d’éléments Gy-réguliers se projetant dans €,

orb
on ait ’égalité

SeE(r, f) = 8™+, f)).

Introduisons le groupe dérivé M 4or. On peut introduire un sous-tore S de Z (MH)O
de sorte que ¢y @ s = 3,. L’application produit

(1) Gy(R) x S(R) x My ger(R) = My(R)

est un homomorphisme de noyau fini et d’image un sous-groupe ouvert de M;(R). Notons
A le noyau et X sa projection dans C}(R). Le groupe X contient le groupe ¥’ des ¢ € Cy(R)
tels que cO, = O,. D’aprés (2), on peut trouver f” € C(M,(R)) de sorte que, pour
7 € D, (M,(R)) dont le support est formé d’éléments G-réguliers dans un voisinage de
Oy, on ait I'égalité

Sy (. f) = 8™ ).

On peut modifier f” de sorte qu’elle soit nulle au voisinage de cO, pour ¢ € X — 3.
Le groupe Cy(R) agit sur les espaces de fonctions sur Gy(R) ou M;(R) par (¢, c) — ¢°,
ot ¢°(7) = w(cy). I agit par dualité sur les espaces de distributions. Soit ¢ € ¥ et

7 € D5, (M, (R)) dont le support est formé d’éléments Gy-réguliers dans un voisinage de

Oy. On a I'égalité ] ]
Y, (£1)0) = SYe(7E ).
Sicé?d, cestnul. Sice?d, cest
Gy /o1 Gy/v e “1aGy /-
SGET ) = ST ) = M) S G (1),
la deuxieme égalité ci-dessus se vérifiant comme en [II] 1.10. On peut donc aussi bien

remplacer f” par
DI PPHCITOR

ceEY

Fixons §; € Oy. Définissons une fonction f; sur M,(R) de la facon suivante. Sur un
élément md, ot m € My(R) n’appartient pas a 'image de (7), on pose f;(md,) = 0. Pour

(¢,s,x) € Cy(R) x S(R) x M 4er(R)
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On pose

fileswdy) = Ny(e) ™" " (sady).
La définition est loisible : le membre de droite ne dépend que du produit csz. La fonction
ainsi définie appartient a C3 (M,(R)). Soit + € D2, (M,(R)) dont le support est une

C Ay orb
classe de conjugaison stable d’éléments é’u—réguliers se projetant dans un voisinage assez
petit de O. On peut choisir ¢ € Cy(R) tel que le support de 7¢ soit contenu dans un
petit voisinage de O,. On peut modifier ¢ de sorte que ce support soit aussi contenu dans
I'ensemble {szd;;s € S(R),z € M 4,(R)}. On a alors

SYe(F, f) = S, (%) = Aele) S (7, ).
D’apres la propriété du support de 7¢, on a

T T oo G e pemt Gl
SYe (7, 1) = SMa (7, f1) = S (T f) = Sy (7,17 7) = M) (T, ).
Cette suite d’égalités montre que f satisfait les conditions de (6).

Dans la situation de (4), appliquons (3) a l'espace G}, a la fonction f et a la fonction
f; fournie par (6) (on peut les multiplier par une fonction bo H, ¢, comme ci-dessus pour
les remplacer par des fonctions a support compact). On obtient I’égalité

SO (5, f) = S8, £1).

My

Par définition, ce dernier terme n’est autre que Si:[”(é , f;)- Il ne dépend pas du choix de
& donc le membre de gauche ci-dessus non plus. Cela prouve (4).

Dans la situation de (5), on construit de méme des fonctions f; et f;. La relation qui
les définit et le fait que (5) soit vérifié pour des éléments a support régulier implique que
ces deux fonctions se correspondent par I'isomorphisme

S, (M(R)) = SI,, (VL (R)).

Puisque d; et 8, se correspondent, cela entraine

M / y /
S (82, f1) = Sy (85, f7).
Mais on vient de voir que i
el M, '
S, (80 f1) = 95,7 (84, )

et .
S]\GZZ((SM fb) = Si\fb(éba fb/)

L’égalité (5) en résulte.

Soit s € Z(M)"™®/Z(G)'™® avec s # 1. La démonstration ci-dessus, en particulier le
fait que les fonctions f; et f] se correspondent, entraine que les assertions (2) et (3) se
généralisent sous la forme suivante. On fixe cette fois f € I(G'(s)).

(8) Il existe une fonction f’ € SI(M) et un voisinage de @ dans M (R) tels que, pour
tout 7 € D2, (M) dont le support est formé d’éléments G-réguliers dans ce voisinage,
on a I’égalité

S (T, f) = SM(T, f');
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(9) pour f’ comme ci-dessus et pour tout § € D2
naturelle de cet espace), on a 'égalité

(M, O) (avec une définition

géom

Sai (8, f) = SM(8, f).

Venons-en a la preuve de (2) et (3). En fait, on peut identifier ST(M) et ST(M [(R))
ainsi que D M, O) et D%t (). Pour s € Z(M)"/Z(G)'* avec s # 1, on applique

geom( géom

les relations ci-dessus & la fonction f&'¢) on en déduit une fonction f! € SI(M(R)). En
appliquant [I1] 1.7(4) au terme 19 (9, f ), on a une fonction f} € I(M(R)) qui vérifie des
propriétés analogues. En fait, puisqu’on ne lui applique ici que des distributions § qui
sont stables, on peut remplacer f{ par son image dans SI(M(R)). On pose

f="f- > ixr(G,G'(5))f..

s€Z(M)'R /Z (G R;s7#1

Cette fonction vérifie (2) et (3).

1.5 Preuve du théoréme 1.4

On considere d’abord un élément & € D;L,(M(R)) @ Mes(M(R))* dont le support
est formé d’éléments fortement réguliers dans G. S’il n’y a pas de torsion du tout, c’est-
a-dire si G = G, la stabilité de la distribution f — 5%(d,f) a été prouvée par Arthur
([A4] theorem 1.1(b)) . Dans la section 2 de [III], on a effectué une construction qui
ramene le cas a torsion intérieure au cas sans torsion. Dans les derniers paragraphes
de cette section, on avait supposé le corps de base non-archimédien. Comme on I'avait
dit alors, ce n’était que parce que certains objets n’avaient été définis que dans ce cas.
Maintenant que ces objets (a savoir 'application ¢; et les intégrales orbitales pondérées
stables) ont été définis aussi dans le cas ' = R, les résultats de [III] 2 sont valables
dans ce cas. En particulier la proposition [III] 2.8, qui afffirme que, pour (G, G, a) quasi-
déployé et a torsion intérieure et pour § comme ci-dessus, la distribution f — SA%((S, f)

est stable. Passons au cas d’'un élément § € D% (M(R)) ® Mes(M(R))*. Soit

géom,G—équi
f € C*(G(R)) ® Mes(G(R)) dont 'image dans ST(G(R)) ® Mes(G(R)) est nulle. On
introduit une fonction f’ vérifiant 1.4(2) et (3). Le résultat de stabilité que 1'on vient de
prouver et la relation 1.4(2) entrainent que les intégrales orbitales stables assez régulieres
de f’ sont nulles au voisinage du support de 8. La relation 1.4(3) entraine alors que

Sg(&, f) = 0. Cela prouve le théoréme.

1.6 Une formule d’induction

Le triplet (G, G, a) est encore quasi-déployé et a torsion intérieure. Soient R C M
deux espaces de Levi. Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans R(R),
notons OM 1'unique classe de conjugaison stable dans M (R) qui contient O.

Proposition. On suppose que OM est G- eqmsmguhere . .
(i) Pour tout espace de Levi L € L(R) tel que e (M L) # 0, la classe O est L-
équisinguliere.
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(ii) Pour § € D% (O) ® Mes(R(R))* et f € I(G(R)) ® Mes(G(R)), on a I'égalité

géom

Le terme €% (M L) est le méme qu'en [II] 1.14. Le (i) est analogue & celui du lemme
1.3. Le (ii) se prouve comme dans le cas non-archimédien, cf. [II] 1.14.

1.7 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes et endosco-
pie
Revenons au cas ou (G, G, a) est quelconque. Soit M un espace de Levi de G et soit

M’ = (M', M, {) une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M, ay;). Soit

@’ une classe de conjugaison stable semi-simple dans M’(R). On note D;éom(M’ ,O) le

sous-espace des éléments de D%, (M) dont le support dans M (R) est formé d’éléments
dont la partie semi-simple appartient a @'. Il ne correspond pas toujours a O’ de classe
de conjugaison stable dans M (R), mais il lui correspond en tout cas une classe de conju-
gaison par M(C) dans M (C). Nous dirons que @ est G-équisinguliere si tout élément
7y de cette classe dans M(C) vérifie M, = G.. On note D* (M) la somme

géom,G—équi

des D;éom(l\/[' , @) sur les classes de conjugaison stable semi-simples @ qui sont G-

équisingulieres.

Soient § € D* (M) @ Mes(M'(R))* et f € C=°(G(R)) ® Mes(G(R)). Posons

géom, G—équi

IG5 (M, 68, £) = 3 i (G G (5))SEO) (8, £59)),

5eZ(M) R0 )Z(C) w0

On renvoie a [I1] 1.12 pour les notations. Les propriétés formelles nécessaires a la définition
des termes ci-dessus ont été vues dans le paragraphe 1.4. Le point a souligner est que
I'hypothése § € D (M) ® Mes(M'(R))* entraine § € D%, (M) @

géom, G’ (3)—équi

Mes(M'(R))* pour tout 5. En effet, soit § un élément semi-simple de M’(R). Fixons un
élément v € M (C) dans la classe de conjugaison géométrique correspondant a celle de d.
Soit enfin § comme ci-dessus. Alors il y a une injection du systeme de racines du groupe
G'(8)s dans celui du groupe G.,. Et 'ensemble des racines de Mj est celui des racines de
G’(8)s qui, par cette injection, deviennent des racines de M,,. L’égalité M, = G., entraine
donc Mg = G'(8)s. En notant O’ la classe de conjugaison stable de d, on obtient que, si
O’ est G-équisinguliere, elle est aussi G'(5)-équisingulicre.

géom,G—équi

Au lieu d'un triplet (G, G, a), considérons maintenant un triplet (KG, KG,a), ot
KG = (Gp)pen est un K-espace, cf. [I] 1.11 dont on utilise les notations. Soit KM =
(My)pert,, € E(KMO) Soit M/ = (M’, M',¢) une donnée endoscopique elliptique et
relevante de (KM, K M ,apr). Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans
M'(R). Pour chaque composante connexe Mp de KM, avec p € II,y, il correspond &
O’ une classe de conjugaison O, ¢ par M,(C) dans MP(C). Si 'on remplace p par ¢,
O,.c est I'image par ¢,, de O,c. Ainsi la condition M, = G, pour tout y € O, ¢
est indépendante de p € IIy;. Si elle est vérifiée, on dit que @' est G-équisingulicre. On
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"). Soient § € D% (M) ®

définit alors comme plus haut l'espace D*¢
geomG équi

géom G equz(

Mes(M'(R))* et f € C®°(KG(R)) ® Mes(G(R)). On pose

L Me = 3 ip(G.GE)sg 6,9,

5€CZ(N)TR0 ) 2/(G)Fre?

Les termes [ gg’g(l\/[’ ,0,f) que 'on a ainsi définis vérifient les mémes propriétés que
dans le cas d’un corps de base non-archimédien. Ils sont invariants par le groupe d’au-
tomorphismes Aut(K M, M'), au sens précisé en [II] 1.13. Ecrivons complétement ce que
devient la proposition 1.14 de [IT].

(a) Soit R’ un groupe de Levi de M’ qui est relevant. On peut lui associer un K-
espace de Levi KR € L(K MO) tel que KR C KM et une donnée endocopique elliptique
et relevante R’ de (KR, K R, ag). Soit O" une classe de conjugaison stable semi-simple
dans R'(R). On note OM' 'unique classe de conjugaison stable dans M’(R) qui contient
@'. On suppose que OM" est G-équisinguliere. Pour § € D n(R,0") @ Mes(R'(R))* et
f € C*(KG(R)) ® Mes(G(R)), on a alors I'égalité

(1) [II((E&(M/a(sM,af) D KieL(KR) dG<M L)[KLg(R, 9,17 )

On a l’anologue du (i) du lemme 1.3 : 'hypothese implique que O’ est L-équisinguliere
pour tout KL intervenant dans la somme, ce qui donne un sens aux termes de cette
somme. )

(b) Soit R’ un groupe de Levi de M’ qui n'est pas relevant. Soient O’ et OM’
comme ci-dessus. On suppose encore que OM' est G-équisinguliere. Fixons des données
supplémentaires Mj,...,A; pour M. On peut alors définir I'espace D%\ (R!(R), 0% de
distributions sur R} (R). Pour § € D?% R (R), 0")@Mes(R'(R))* et f € C®(KG(R))®
Mes(G(R)), on a alors 1'égalité

(2) IE 2w, 6™ f) = 0.

Remarque. Dans la preuve de cette propriété, l'usage du lemme 2.1 de [A5] fait
dans le cas non-archimédien doit étre remplacé par celui du lemme 3.5 de [I].

géom,\1 (

Soit p € II et soit £, € C°(G,(R)) ® Mes(G(R)). On peut identifier f, & un élément
f e CSO(KG( ) ® Mes( (R)) dont les composantes f; sont nulles pour ¢ € II, ¢ # p.
Si p € 117, on a par définition

KG.E / _ 7KGpE /
IS8, £) = I35 (M, 8, ).

Par contre, si p € I1 —1I1I,;, le membre de gauche est bien défini tandis que celui de droite
ne l'est pas. Il résultera du théoreme 1.10 (quand celui-ci sera prouvé) que le membre de
gauche est nul. Mais ce n’est nullement évident a priori.

1.8 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes endoscopiques

On considere un triplet (KG, KG, a) ou K@ est un K-espace. Soit KM e E(KMO)
Soit. O une classe de conjugaison stable semi-simple dans K M (R). On suppose que O
est G—eqmsmguhere cest-a-dire que pour tout p € Il tel que O N M H(R) # 0, cette
intersection, qui est une classe de conjugaison stable dans M, »(R), est G -équisinguliere.
On fixe un ensemble de représentants & (M, ay;) des classes d’équivalence de données en-
doscopiques de (M, M, ay) qui sont elliptiques et relevantes. Pour tout M’ € E(M ,an),
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il correspond & O une réunion finie O, de classes de conjugaison stable dans M (R).
D’apres la définition du paragraphe précédent, ces classes sont é—équisinguliéres. Soit
Y € Dyeom(O) ® Mes(M(R))*. D’apres la proposition 5.7 de [I], il existe une famille
(OM ) nres(itan) avee O € Dig, (M, Op) @ Mes(M'(R))* pour tout M, de sorte
que
(1) v = Z transfert(dm)-
M'e&(M,ayp)
Fixons de tels objets. Soit f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)). La somme suivante est bien
définie )
(2) > IKE(M, 6w, ).

M'e&(M,ay)
De méme qu’en [II] 1.15, les propriétés indiquées dans le paragraphe précédent impliquent
que cette somme ne dépend pas de la décomposition (1) choisie. On peut définir un terme
I KGg('y, f) comme étant cette somme (2). Par linéarité, ce terme est donc défini pour
Y € DgeomG equz(KMOR) ) ® M68<M(R>>*

Ce terme a les mémes propriétés relativement a I'induction que les intégrales or-
bitales w-équivariantes. Clest-a-dire que soit KR € L(K MO) tel que KR C KM.
Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans K R(R). Notons OM Punique
classe de conjugaison stable dans K M (R) qui contient O. On suppose que OM est G-
équisinguliere. Alors, pour tout 4 € Dgeom (O, w)@Mes(R(R))* et tout f € I(KG(R),w)®
Mes(G(R)), on a I'égalité

IECE M £y = ST (M, D)IEE(y, fip,)-
KLeL(KR)

Remarque. Si l'on ne travaillait pas avec un K-espace, mais seulement avec une
composante, la somme (2) ne serait plus en général indépendante de la décomposition
(1) choisie.

1.9 Une propriété locale des intégrales orbitales w-équivariantes
endoscopiques

On conserve la méme situation. Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple
dans KM (R). On se débarrasse ici des espaces de mesures de Haar en fixant de telles
mesures sur tous les groupes intervenant.

Lemme. On suppose que O est é-équisinguliére. Soit f € I(KG(R),w). .
(i) I existe une fonction f" € I(KM(R),w) telle que, pour tout T € D,n( KM (R),w)
dont le support est formé d’éléments G-réguliers et assez voisins de O, on ait I’égalité
KG.E _ KM !
IKM (T7f)_1 (Taf)'

(ii) Soit ¥ € Dyéom(O,w). Pour f' comme en (i), on a I'égalité

IReE (v ) = IV (. ).
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Preuve. Introduisons la paire de Borel épinglée £* de M, dont on note T™ le tore.
Posons

VI = (T /(0= 0)(T) W) x5 30))

cf. [I] 1.8. Cet ensemble est une variété analytique réelle. Les classes de conjugaison
semi-simples géométriques dans K M (R) sont classifiées par un sous-ensemble de VE M
La classe de conjugaison stable O étant incluse dans une classe de conjugaison semi-
simple géométrique, il lui correspond un point vo € VEM . Soient KR € L(K ]\Zfo) tel
que KR ¢ KM et R' = (R',R',{) € E(KR, ag). Les classes de conjugaison semi-
simples géométriques dans R (R) sont de méme classifiées par une variété VI qui s’en-
voie naturellement dans V5. On note O, la réunion des classes de conjugaison stable
semi-simples dans R'(R) dont 'image dans VM est vp.

Soient KL € L(KR) tel que dg(]\;[,f/) £0et 5 e Z(R)™/Z(L)™9. On a déja vu
que Op, était L/(3)-équisinguliére (on veut dire par 14 que cet ensemble est réunion de
classes de conjugaison stable qui sont L'(§)-équisingulieres). D’aprés une variante des
relations (2) et (3) de 1.4 (voir aussi les relations (8) et (9) de ce paragraphe), il existe
une fonction gy s g/ (KL, 3) € SI(R') telle que

(1) pour tout 7 € D2t (R’) dont le support est formé d’éléments assez réguliers et

orb
assez voisins de Op,, on a 'égalité

S (T (fri )Y D) = S¥(T, gre s (KL, 3));

(2) pour tout § € D2

géom

(R, Op), on a Iégalité
S (8, (Fe)™™) = S8, gy (KL, 5)).

Introduisons le groupe Aut“™(K R, R’) des automorphismes de (KR, R’), espace
ambiant étant K M. Ce groupe agit sur ST(R’) et cette action se factorise par un quotient

fini. Notons Aut®™ (KR, R’) un tel quotient fini. Soit x € Aut"*™ (KR, R’). L’élément
x permute les couples (K L, §) intervenant ci-dessus. On vérifie aisément que la fonction
x(gKR’R,(KIi, §)) a les mémes propriétés que gKR’R,(x(KIi, §)). On peut donc aussi bien
remplacer chaque fonction g,z g/ (K L, S) par

At (KRR Y wlggar (KL, 3)).

z€AutEM (KR,R/)

Cela fait, posons

3)  gxam = Y. d%(M,L) > i (L L'(3))gxc (KL, 3).

KLeL(KR) seZ(R)®0 ) Z(L)TrP

Alors cette fonction est invariante par AutkM (K R, R’). Fixons un ensemble de représentants
E+ (KM, ayy) des classes d’équivalence de couples (K R, R’) comme ci-dessus. Nos construc-
tions définissent une famille (g z /) (k& R/)ee, (K170, COnsidérons les conditi?ns df) la
proposition 4.11 de [I]. La premiere condition est I'invariance de g, ; g/ par Aut®™ (KR, R/),

qui est vérifiée par construction. Pour la deuxieme condition, soient M € E(K ]\Z~ san),
R’ un espace de Levi de M’ qui est relevant et soit (KR, R') I'élément de (KM, ay)
qui lui est associé. La condition de [I] 4.11 impose 1'égalité
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(4) (gKM,M/>R’ = 9KRR'
Celle-ci n’est pas vérifiée en général, mais elle '’est au voisinage de Op,. En effet, soit
T € D5, (R') dont le support est formé d’éléments assez réguliers et assez voisins de Op,.

Les propriétés (1) et (3) nous disent que

(5) SR,('T,QKRJ:{/) = Z d%(Mai)Iggf(R,aTafo,,w)'

KLEL(KR)

On a aussi 3
St (T, (QKM,M/)R') = sM (TM 7gKM,M/)'

La relation (5) appliquée au couple (KM, M') se simplifie en

(6) SM/<TlagKM,M’) = []I((]\CZ,E(M/v Tlu f)7

pour tout 7/ € D, (M) dont le support est formé d’éléments assez réguliers et assez
voisins de O;,. En I'utilisant , on obtient

SRI<T7 (gKM,M’)R/) = [[[((]\%5<M/7 TM/u f)

La relation 1.6(1) dit que ceci est égal au membre de droite de (5). Donc I'égalité (4) est
bien vérifiée au voisinage de O, .

Nous ne détaillerons pas la troisieme condition de la proposition [I] 4.11 : sa validité
locale résulte comme ci-dessus de la relation 1.6(2).

Toute fonction & sur VEM se releve en une fonction sur KM (R) : c’est la fonction
v+ &(vy), ou, pour v € KM(R), v, est le point de VEM qui classifie la partie semi-
simple de 7. Fixons un voisinage 2; de vp et un voisinage 2 de la cloture de €2;. Fixons
une fonction & sur VEM qui est C™, qui vaut 1 sur ; et vaut 0 hors de Q. Pour tout R
intervenant ci-dessus, V' s'envoie dans VM. Par composition avec cette application,
¢ devient une fonction sur V', qui se releve en une fonction ¢ 7 sur R (R). Remplagons
9xir Par son produit avec £z . Cela ne retire rien aux propriétés de cette fonction.
Mais il est plus ou moins clair que, si I'on choisit s assez petit, 'égalité (4), qui n’était
vérifiée que localement, est maintenant vérifiée partout : on a annulé les fonctions la ou
I’égalité n’était pas vérifiée.

On a maintenant obtenu une famille (9 r/) (k2 Ree, (17,0, AU Vérifie les condi-
tions de la proposition 4.11 de [I]. Cette proposition nous dit qu’il existe un unique
f € I(KM(R),w) tel que, pour tout M’ € E(KM,ay), le terme Ireirwe Soit égal
au transfert (f)M'. Soit 7 € D,(KM(R),w) dont le support est formé d’éléments
G-réguliers et assez voisins de @. On peut écrire

T = Z transfert(Tm ),

M’eé’(K]\;I,aM)

st

ou T € D3 (M) a pour support des éléments assez réguliers et voisins de Oyy,. Alors

orb
I"M(r 1) = Z "M (transfert(Ta), f/) = Z SM (rae, (FOM)
M’eE(KM,aM) M’ES(K]\;I,aM)
4 E
= > Mrwgaa) = > g (M ),
M’EE(KM,aM) M’GE(KM,aM)
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cette derniere égalité provenant de (6). Par définition, la derniere expression vaut [ f((ﬂ%g(‘r, f).
Cela prouve que la fonction f’ satisfait le (i) de I’énoncé. )
La preuve du (ii) est similaire, en utilisant la relation suivante pour M’ € (KM, ay) :

SMS, gxcira) = Lo (M, 68, f),

pour tout § € D3L,. (M, Oy ). Elle résulte de la définition de gy 7\ et de (2) ci-dessus.

Cela acheve la preuve. [

1.10 Le théoréme principal

Evidemment, la définition des intégrales orbitales pondérées w-équivariantes donnée
en 1.3 s’adapte aux K-espaces. Soit KM un K-espace de Levi de KG.

Théoréme (a prouver). Soient vy € Dgéoméféqm(KZ\;[(R),w) ® Mes(M(R))* et f €

I(KG(R)) ® Mes(G(R)). Alors on a I'égalité

IEEE (7, £) = I (7, D).

1.11 Reéduction au cas des intégrales orbitales régulieres

Lemme. Soit f € I(KG(R)) ® Mes(G(R)). Supposons I’égalité du théoréme vérifiée
pour tout v € Dop(KM(R),w) @ Mes(M(R))* dont le support est formé d’éléments
G-réguliers. Alors elle I'est pour tout v € D (KM(R),w) ® Mes(M(R))*.

géom,G—équi

Preuve. On oublie comme toujours les questions de mesures. On fixe une classe de
conjugaison stable semi-simple O dans K M (R) qui est G-équisingulicre. On doit montrer
que, sous I'hypothese de I’énoncé, le théoreme est vérifié pour v € D yeom (O, w). D’apres
la définition de 1.3, on peut fixer une fonction f” € I(KM(R),w) telle que

(1) IEC(r, f) ="Mz, 1)

pour tout T € Doys(KM(R),w) dont le support est formé d’éléments assez réguliers et
voisins de O ;

(2)  Ieg (v ) =1"Y(y, 1)
pour tout v € Dyeom (O, w).
Le lemme 1.8 nous fournit une fonction f’ qui a les mémes propriétés relativement
aux intégrales orbitales pondérées endoscopiques :

(3) Iyt ) =1 )
pour tout 7 € Dy(KM(R),w) dont le support est formé d’éléments assez réguliers et
voisins de O ;
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(4) LG ) = 1, )
pour tout v € Dyeom (O, w).
L’hypothese de I’énoncé et les relations (1) et (3) impliquent que f" et f” sont égales
au voisinage de O. Mais alors les relations (2) et (4) impliquent ’égalité cherchée. OJ

1.12 Elimination des K-espaces

Revenons & un triplet (G,G,a) et & un espace de Levi M de G. On peut inclure
le triplet comme composante connexe d'un triplet (KG, K G, a). L’espace M est alors
une composante connexe d'un K-espace K M et on ne perd rien a supposer que K M €
E(KMO). Supposons le théoréme 1.10 prouvé pour ces données. Soient M’ €
E(KM,ay), 6 € D% (M) @ Mes(M'(R))* et f € I(G(R),w) ® Mes(G(R)). On

géom, G—équi

a défini Igj’g(M',é,f) en 1.6. On note ici transfert(d) le transfert de & & M(R). On a
alors I'égalité

(1) ISF(M,6,F) = IS (transfert(8), ).

En effet, introduisons la fonction 50 ¢ [(KG(R),w) ® Mes(G(R)) dont la composante
sur G(R) est f et dont les autres composantes sont nulles. Introduisons le transfert

trans fert’C(8) de & & KM(R). Sa composante sur M(R) est transfert(d). On ne
connait pas les autres composantes, mais peu importe. Par définition, on a

G.E (A _ TKGE KG\ _ 71KGE KM KG
I25(ML6,8) =1 27 (M,6,£77) = T2 (trans fert™ 7 (8), £77).
Grace au théoreme, on obtient
G.E ! KG KM KG
I7(M,6,8) = I (transfert™ ™ (8), £77).
Puisque f KG ogt concentré sur la composante G (R), ce dernier terme est égal par définition
a I (transfert(d),f). Cela prouve (1).

1.13 Le cas quasi-déployé et a torsion intérieure

Soit (G, G, a) un triplet quasi-déployé et a torsion intérieure. Soit M un espace de
Levi de G et soit M’ une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M, ayy).

Proposition. Pour tout § € D* (M) @ Mes(M'(R))* et tout f € I(G(R)) ®

Mes(G(R)), on a I'égalité

géom,G—équi

Ig’g(l\/[’, 4,f) = Ig(transfert((‘i), f).

Preuve. Un argument analogue a celui du paragraphe 1.11 nous ramene au cas ou
d appartient & D?, (M') @ Mes(M'(R))* et le support de & est formé d’éléments G-
réguliers. La preuve est alors la méme que celle de la proposition [I1T] 2.9(ii). C’est-a-dire
que les constructions de la section 2 de [III] nous raménent au cas d’'un groupe sans

torsion. Dans ce cas, l'assertion résulte de [A5] théoreme 1.1(a). O
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2 Un nouvel espace de distributions

2.1 Définition de I’espace Dtr_orb(G(R))

Soit (G, G, a) un triplet quasi-déployé et a torsion intérieure. On définit un sous-
espace Dy,_op(G(R)) C Dgéom(é<R)) par récurrence sur dim(Ggc). Une fois cet espace
défini, on pose D' (G(R)) = Dy_orp(G(R)) N D;’éom(G(R)). On a besoin d’étendre les
définitions dans la situation habituelle suivante. On considere des extensions compatibles

150 =G —»G—=>letGy—G

ou Cj est un tore central induit et ol (N}’u est encore a torsion intérieure. On se donne
de plus un caractere Ay de Cy(R). En supposant défini I'espace Dy, o (Gy(R)), on note
Dy —orp 2, (Gh( )) son image naturelle dans Dy¢om,z, (G3(R)). De méme, on note Df;fforb’/\h (Gy(R))

Pimage naturelle de D5t , (Gy(R)) dans Dyom, (G4(R)). Supposons donnés d’autres ob-
jets 3 R
1-C, -G —~>G—~1.,G, -G

et A\, vérifiant les mémes conditions. Supposons donnés comme en 1.4 un caractere Ay
de Gy, (R) et une fonction Ay, sur Gy, (R) se transformant selon le caractere Ay),. A I'aide
de cette fonction, on construit les isomorphismes habituels

DgéOWvAu(éh (R)) 2 Dyéomn, (Gy(R))
Do, (Ge(R)) = D3, (GH(R)).

On montrera plus loin que .
(1) Dir—orbr, (G5(R)) et Dy, Orb,,\b(Gb(]R)) se correspondent par le premier isomor-
phisme; Dfﬁ_orb,)\h(Gu(R)) et Dt Ab(Gb(R)) se correspondent par le second.

Si maintenant G’ = (G',G’, s) est une donnée endoscopique relevante de (G,é,a),
avec G' # G, on introduit des données auxiliaires G,...,A;. L'espace Dj ., 5, (G1(R)) est
bien défini et on note D}/, ,(G’) le sous-espace de D3 (G') auquel il s ‘identifie. D’aprés
(1), cette définition ne dépend pas du choix des données auxiliaires. On peut montrer
que, si G{ est une donnée endoscopique équivalente a G’, I'isomorphisme déduit d'une
equlvalence entre Dt (G') et Dgiom(G{)) envoie D3t OTb(G’) sur Dtr u(Gh) (on ne
donnera pas la preuve formelle similaire a celle de (1)). Rappelons qu’en général, on note
& (G a) un ensemble de représentants des classes d’équivalence de données endoscopiques
elliptiques et relevantes de (G, G,a). On simplifie cette notation en & (G) dans notre
situation quasi-déployée a torsion intérieure. Cela étant, on définit Dy, _ Orb(G(R)) comme
le sous-espace de Dgeom(G(R)) engendré par Dorb(G(R)) et par les images par transfert
des espaces Dtr o (G)) pour G € £(G) tel que G # G.

Soit (G, G, a) un triplet qui n’est pas quasi-déployé et a torsion intérieure. On définit
Dir—orp(G(R),w) comme le sous-espace de Dygom(G(R),w) engendré par Doy (G(R), w)
et par les images par transfert des espaces D', (G’) pour G’ € £(G, a).

Soit (KG, KG,a) un K-triplet. On définit Dy, o (KG(R), w) comme le sous-espace
de Dyeom(KG(R),w) engendré par Do(KG(R),w) et par les images par transfert des
espaces D3t (G') pour G’ € £(G, a).

Remarque. Pour p € TI, la projection naturelle Dysom (K G(R), w) — Dyéom(Gp(R),w)
envoie Dy, o (K G (R),w) sur Dtr,orb(é'p(R), w). J’ignore par contre si ’homomorphisme

Dtrforb(Ké(R)u w) — EBpEHDtrforb(ép(R)u w)
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est surjectif.

Avant de prouver (1), on doit rappeler qu’en [I] 1.12, on a défini un groupe G4 (R),
un groupe réductif connexe Gy et des homomorphismes

G(R) = Gu(R) ™5 Gouw(R).

On a des objets similaires pour les espaces tordus, ainsi que des applications

G(R) = Cup(R) Y5 G (R).

On a

(2) Gy = G, Gy = G et les applications G(R) — Gq(R) et G(R) — G(R) sont
surjectives.

Preuve. Les assertions pour les espaces tordus résultent de celles pour les groupes.
Le groupe Gy est le groupe quasi-déployé tel que Go =GP0 Ici, § = 1 et G est quasi-
déployé, d’ott Gy = G. Par définition, G4(R) = H'Y(T'r; Gs¢ — G). Fixons une paire
de Borel (B, T) de G définie sur R. L’application naturelle

H1’0<FR; Tsc — T) — Hl’O(FR; GSC — G)
est bijective. On a une suite exacte
T(R) = H(Tg;T) = HY'(Tr; Tse = T) — H'(T'r; Tye).

Mais T, est un tore induit, donc le dernier groupe est nul. La premiere fleche est donc
surjective et, a fortiori, I’lhomomorphisme G(R) — G4 (R) est surjectif. [J
Prouvons (1). Rappelons la suite exacte

1—>G*—>G*h—>éh—>1.

On fixe une paire de Borel épinglée de Gh conservée par l'action galoisienne. Elle se
restreint naturellement en une telle paire pour G. En notant 7' et T} y leurs tores, on a la
suite exacte

1—>T—>Tu—>(7u—>1.

Elle se restreint en une suite exacte
(3) 1= Z(G) = Z(Gy) — C, — 1.

Soit G' = (G, G, s) une donnée endoscopique de (G, é’) On ne perd rien a supposer que
seT.OnadG' = Gy (on rappelle que G, est la composante neutre du centralisateur
Z4(s) de s dans G) . Posons Gh (Gy)s. On a Gh T,G' = Z(Gy)G' et la suite

4) 126G -G —-0—1

est exacte. On pose G, = Z(é’h)g’. Ce sous-groupe de LG agit sur G%, d’olt une action
galoisienne sur ce groupe compatible avec la suite exacte ci-dessus. On introduit un
groupe G’u quasi-déployé sur R de sorte que CA}’u, muni de son action galoisienne, en soit
un groupe dual. On a une suite exacte duale de la précédente

1-C =G =G =1
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La donnée Gy = (G}, Gy, s) est une donnée endoscopique pour (Gy, é’u) On obtient une
application G’ — G; qui, & une classe d’équivalence de donnée endoscopique pour (G, G),
associe une classe d’équivalence de donnée endoscopique pour (Gy, Gy). Montrons qu’elle
est bijective. Il suffit de définir son inverse. Pour cela, partons d’'une donnée endoscopique
G| = (G}, Gy, s) pour (Gy, Gy). On suppose s € T;. Quitte a multiplier § par un élémer}t Ade
Z(Gy), on peut gréace a (3) supposer que s € T'. On a comme ci-dessus Gy = (Gy)s = T, Gy,
d'ott G; NG = TGy = G puisque T' C G. En posant G' = G, on a encore la suite
exacte (4). On introduit un groupe G’ quasi-déployé sur R de sorte que G’ soit dual
de G'. Posons G’ = G; N L@G. Montrons que le triplet G’ = (G', G, s) est une donnée

endoscopique pour (G, é) La seule condition non évidente est la suivante. Il existe un
cocycle a : Wg — Z(Gy), qui est un cobord, de sorte que sgw(s)™' = a(w)g pour tout
w € Wr et tout (g, w) € G;. Quand on se restreint a (g,w) € G’, tous les termes sauf

éventuellement a(w) sont dans G. Ce dernier terme est donc lui-aussi dans G, donc dans
Z(Gy) NG = Z(G). Donc a est un cocycle de Wy dans Z(G). 11 faut voir que c’est un
cobord. Cela résulte de

(5) Phomomorphisme naturel H(Wg; Z(G)) — H'(Wg; Z(Gy)) est injectif.

Il s’insere dans une suite exacte

1= Z(G)"™ = Z(Gy)™ — C;* — H'(Wa; Z(G)) — H' (Wa; Z(Gy).

La suite (3) entraine que I'homomorphisme Z(GH)FR’O — CA'uFR’O est surjectif. Or C' est
induit donc CI'® est connexe. Il en résulte que le deuxieme homomorphisme de la suite
ci-dessus est surjectif, d’ou (5).

Il est clair que 'application G'u — G’ que 'on vient de construire est inverse de la
précédente, ce qui prouve la bijectivité de ces deux applications.

Considérons deux données G’ et G; qui se correspondent ainsi. Rappelons que,

puisque (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, G’ est relevante si et seule-
ment si G:(R) # 0 ~([I] lemme 1.9). De méme pour Gj. Puisque Cj est induit, l'ap-
plication G}(R) — G'(R) est surjective. Les deux ensembles sont vides ou non vides
simultanémént. Donc G’ est relevante si et seulement si G; I’est. Supposons ces données
relevantes. Fixons des données supplémentaires G, é’l, Ch, él, A; pour G'. Notons Gj
le produit fibré de G et G} au-dessus de G'. Le groupe dual G}, s’identifie au quotient
de G' x Z(Gy) x Z(Gy) par le sous-groupe des (21, 22, 23) € Z(G') tels que 212025 = 1.
L’homomorphisme &; : G' — LG/1 se prolonge en un homomorphisme SP’l : gg — LG;J de
la fagon suivante. Soit (gy,w) € Gi. On écrit gy = 29, avec z € Z(Gy) et (g,w) € G'.
Ecrivons & (g, w) = zh X w, avec 2z € Z(G4) et h € G’. On note én,l(gh,w) I'image
de (h, 2, 1) Elans Gy - On vérifie que ce terme ne dépend pas des choix faits et que
I"application £, ; ainsi définie est un homomorphisme. On note G ; le produit fibré de G|
(qui est 'espace de la donr}ée endoscE)pique G}) et de G au-dessus de G'. Soit (d,1,7,)
un couples d’éléments de G | (R) x Gy(R) qui sont fortement réguliers et qui se corres-

pondent. Ce couple a une image naturelle (6;,7) € G} (R) x G(R) formée d’éléments
fortement réguliers qui se correspondent. On pose Ay (dy1,7,) = A1(d1,7). On vérifie
que Gy |, é"m, Ch, ém, Ay est un ensemble de données auxiliaires pour Gj.
Considérons maintenant d’autres données indexées par b comme en (1). Pour la méme
donnée G’ et les mémes données auxiliaires, on construit de méme G| et des données
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auxiliaires Gf | ,..., Ay 1. On peut appliquer aussi ces constructions pour les produits fibrés
GE , et (N}”u ,- On a donc une donnée endoscopique Gr’u , pour (G”u by ~é ,) et des données auxi-
liaires GE o5 Q1. On vérifie que GE ,.1 est le produit fibré de Gf | et G | au-dessus de
G et que éé ,1 est le produit fibré de é/h,l et G| | au-dessus de G. D’apres [I] 1.12 et (2)
ci-dessus, on a un homomorphisme naturel G7,(R) — Gg(R) et une application compa-
tible G!,(R) — Ga(R). ]?e meéme, on aun homomorphisme G}, ,,(R) = Gy, op(R) et une
application compatible G/ubab(R) — Gypa(R). On les compose en un homomorphisme

th1.ap(R) = Gipap(R) et une application compatible éé,b,l,ab(R) — Gypap(R). Grécge a
(2), le caractere Ay, se factorise en un homomorphisme de Gy,(R) et I'application Ay,
se factorise en une application définie sur Gy, (R). Par composition avec les applications
précéidentes, on obtient un caractere )‘EM de GEM(R) et une application compatible )‘EM
sur G, 1 (R).

Introduisons des notations pour nos applications

Dtr—orb(éh(R)) Dtr—orb(Gb(R))
p)‘h l/ Dx, l’

On veut prouver que, pour 7y, € Dtr,orb(éu(R)), il existe v, € Dy_orp(Gy(R)) tel que
Lopx, (7y) = pa, (77,). Par définition, on peut écrire v, comme somme d'un élément v, ,,,,

qui est une honnéte intégrale orbitale et d'une somme sur G’ € £(G) tel que G’ # G,
d’éléments trans fert(dy), ou & € D;!_,,(G{). Pour les intégrales orbitales, il n’y a pas

tr—orb
de probleme. Il existe presque par définition un élément =, ., € Dory(G,(R)) tel que
LoD, (Viors) = P, (Vporp)- Fixons G, En fixant des données auxiliaires comme ci-dessus,
on identifie dy & un élément de Dfﬁ—grb,)\1< NE,1<R)) (A1 est le caractere de C1(R)). On le
st

releve en un élément 8,1 € Dy, (G} 1(R)). On a le diagramme suivant

~ Px =~ trans fert
D3t (G1(R) Dt (Gia(®) "7 Dy (Go(R))
(6) DX, \l/ DX, \l/ DX, l/
D;éom,)\h (G/h,l (R)) D;éom,)\h X A1 ( E,l <R>) D9é0m7>\u (Gﬂ (R>)

On vérifie que la suite du bas se complete en un homomorphisme que l'on peut appeler

transfert : D% ( NIH,I(R)) — Dgéom,r, (Gy(R))

géom,)\h X A1

qui rend ce diagramme commutatif. On a alors

P, o transfert(dy) = py, o transfert o py,(dy1) = transfert o py, o (5/h,1)’
ol 5&71 = pa,(03,1). De I'application 5‘h,b71 se déduit un isomorphisme

5t Ditom a, (G2 (R)) = Dyl s, (G4 (R)).

géom,\y géom, A\,

Il résulte de sa construction qu’il se descend en un isomorphisme encore noté

i’ : Dy (G (R)) = Dy (G5 1(R)).

géom, Ay X A1 géom, A\, X \1
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On vérifie que le diagramme suivant est commutatif

= P s ~ ransfer

D3, (G2 (R)) Do (GLIR)) ™S Dy, (G(R))
ity it Ll

= P s ~ transfert

(G,(R) ™ Dt (GLLR)) "™ D omn, (G5(R))

géom, A\, X A1

Dst

géom,\,
En posant &), = ¢§"(d7 ), on obtient

Lo py, o transfert(d,) = v o trans fert o py, (8, ,) = trans fert o py, (4} ).

Puisque G’ # G, on peut appliquer (1) par récurrence en remplagant G, éh et éb~par G/,
11 et Gy . Puisque 0y, € Dy, (G} ;(R)), on obtient que &, ; € Dy, 5, (G}, (R)).

On reléve &), en un élément 8,; € Dj! (é;1<R)) Par un diagramme similaire a (6)

tr—orb
pour les indices b, on a

trans fert o px, (8} 1) = px, o trans fert o py,(8,1).

st
tr—orb

L’élément py, (d,,1) s'identifie & un élément 6, € D (G]) et I’égalité ci-dessus se récrit

transfert o py, (8} 1) = px, o trans fert(dy).

On a obtenu
Loy, otransfert(dy) = py, o transfert(d,).

Notons =, la somme de 7, ,, et de la somme pour tout G’ € £(G), avec G' #
G, des éléments transfert(d,) que l'on vient de construire. Par définition, on a =, €
Dir—or(G5(R)) et on a prouvé 1'égalité ¢ o Pa, (1) = pa, (75)- Cela démontre la premiere
assertion de (1).

Prouvons la seconde assertion. On voit qu’elle résulte de la propriété suivante, qui
porte sur une seule série de données : ) 3

(7) on a Végalité D, , (Gs(R)) = Dir-orpp, (G(R)) N Dit . (Go(R)).

L’inclusion du membre de gauche dans celui de droite est évidente par définition.
L’inclusion inverse signifie que, si 4 est un élément de Dy, o (G4 (R)) tel que P, () est

stable, alors il existe & € D3t (Gy(R)) tel que Px,(7) = pa,(8). Avant de le prouver,

énoncons deux propriétés de Despace Dyr_on(G(R)). Le groupe Zg(R) agit par trans-
lations sur G(R) et conséquemment sur l'espace de distributions Dgys,(G(R)). Pour
z € Zg(R), on note v — 7 cette action. Alors

(8) pour z € Zg(R) et 4 € Dy_onp(G(R)), 0n a 4* € Dy_orn(G(R)).

Appelons caractere affine de G(R) une fonction y sur G(R) telle qu'il existe un
caractere y de G(R) de sorte que ¥(z7) = x(2)X(7) pour tous z € G(R) et v € G(R).
Un caractere affine agit par multiplication sur C°(G(R). Cette action se quotiente en
une action sur I(G(R)) et on a aussi une action duale sur Dy, (G(R)) que 'on note
(X,y) — xv. Alors

(9) pour tout caractere affine y de G(R) et tout v € Dy_op(G(R)), on a Xy €
Dtrforb<G<R>>' -

Les propriétés (8) et (9) sont claires si I'on remplace 'espace Dy._op(G(R)) par
Doy (G(R)). On les prouve alors par récurrence en étudiant comment se comportent les

actions de Zg(R) ou d'un caractere affine relativement au transfert.
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Revenons a la preuve de (7). Soit 4 € Dy o (Gy(R)). Introduisons le groupe dérivé
Glider de Gy. L'image dans Gu,der(R)\éu(R) du support de 4 est finie. On peut donc
écrire v = Zi:l,...,n v,, de sorte que

- pour tout 4, ; appartient & Dyg (Gy(R));

- Pimage du support de ~; dans Gy g, (R)\G4(R) est un unique point ; ;

- pour i # j, on a x; # ;.

On peut récupérer chaque «y, comme combinaison linéaire de x~ pour des caracteres
affines ¥ convenables de Gy (R). D’aprés (9), on a donc 4; € Dy (Gy(R)) pour tout i.
Soient ¢ # j, supposons que x; = cz; avec ¢ € Cy(R). Posons v = v + )\u(c)_l'yj -
Cet élément est encore dans Dy, o (Gy(R)) d’apres (8) et vérifie P, (Y) = pa, (7). Mais,
pour 7', la composante v; est remplacée par Ah(c)*l')/; et la projection de son support est
x;. Cette composante s’ajoute a 7y, et on a diminué le nombre des composantes. En pour-
suivant, on arrive a un élément que 1’on note encore ~y, qui appartient a Dtr,orb(éu(R))
et a méme image par py, que le v initial, mais dont I'ensemble {1, ..., z,,} associé vérifie
la condition : sii # j, on a x; € Cy(R)x;. Posons A = Cy(R) NGy ger (R). C'est un groupe
fini. Grace a (8), on peut moyenner « par ce groupe sans changer les propriétés ci-dessus
de cet élément et supposer que v° = \y(c)7y pour tout ¢ € A. Supposons alors que py, ()
soit stable. On a prouvé en [II] 1.10(5) qu’'un ~ vérifiant toutes les hypotheses ci-dessus
était stable. Donc v € Dt (G4(R)). Cela prouve (7) et la seconde assertion de (1). O

tr—orb

2.2 Premiéres propriétés de I’espace D;,_,,(G(R),w)

Considérons un triplet (G,~(~}’, a) quelconque. Soit O une classe de conjugaison stable
d’éléments semi-simples dans G(R). Posons Dy, (O, w) = Dir—orp(G(R), w)ND géom (O, w).
Dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, on pose Dif_ (O, w) =

tr—orb
Dy (G(R),w) N D,y (O,w). On &

(1) Dtr,orb(é’(R),w) = ®oDyr—orp (O, w) ot O parcourt toutes les classes de conju-
gaison stable d’éléments semi-simples dans G(R);

(2) si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, D*__ (G(R),w) = ®oD;t_, (O, w).

Preuve. L’espace Di_om(G(R),w) est la somme de Doy(G(R),w) et des espaces
trans fert(Dy_os(G')), oit G parcourt £(G, a), avec la restriction G’ # G'si (G, G, a) est
quasi-déployé et a torsion intérieure. Pour prouver (1), il suffit de montrer que chacun de
ces espaces vérifie une décomposition analogue. C’est clair pour espace Do(G(R),w).
Pour un espace transfert(Dy—ou(G')), cela résulte par récurrence de l'assertion (2) ap-
pliquée & G'. Cela prouve (1). Supposons (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure.
Pour un élément v € Dy (G(R)) s'écrivant 3 p Yo, 0lt Yoo € Dysom(0), I'élément ~
est stable si et seulement si 7, est stable pour tout O. Alors (2) résulte de (1). O

Pour un K-triplet (KG, K é,a) et une classe de conjugaison stable O d’éléments
semi-simples dans K G(R), on définit de méme Dy, ,4(O,w) et on a encore

(3) DtT‘—OTb(KG(R)a CU) = @~(’)Dtr—orb(ol CU) . B

Revenons a un triplet (G, G, a). Soit M un espace de Levi de G. On a

(4) 'homomorphisme d’induction envoie Dy, _ o (M (R))®@Mes(M(R))* dans Dy, o (G(R))®
Mes(G(R))*; si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, ’homomorphisme d’in-
duction envoie Dt . (M(R)) ® Mes(M(R))* dans Di*__ ,(G(R)) ® Mes(G(R))*.

Preuve. On oublie les espaces de mesures. La deuxieme assertion résulte de la premiere
puisque l'induction conserve la stabilité. La premiere assertion est vraie si on remplace

les espaces Dy, par les espaces d’intégrales orbitales D,,;. Il nous suffit donc de fixer
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une donnée M’ € £ (M ), avec M’ # M dans le cas ou (G,é,a) est quasi-déployé et a

torsion intérieure, de fixer & € Dst__  (M') et de prouver que (transfert(6)) appartient

a Dy orp(G(R))). 11 existe un élément G’ € £(G) dont M’ soit une "donnée de Levi”.
Puisque le transfert commute a I'induction, on a

(transfert((‘i))é = trans fert(8<).

. ’ ! . \
En raisonnant par récurrence, on peut supposer que 8% appartient & Dt (G'). Alors

I’élément ci-dessus appartient par définition a Dtr_orb(é (R)). O

Pour un K-triplet (KG, KG, a) et un K-espace de Levi KM € L(KM,;), on a de
meme

(5) 'homomorphisme d’induction envoie Diy—orp(KM(R)) @ Mes(M(R))* dans
Dtr—o?"b(KG(R)) ® M@S(G(R))*

2.3 Un lemme de séparation

On considére un triplet (G, G, a) quelconque et un espace de Levi M de G. On a
défini en [II] 3.1 un ensemble 7, AQ/I et, pour tout J dans cet ensemble, un espace U; de
germes au point 1 de fonctions définies presque partout sur A (F'). Le corps de base F
était non-archimédien dans cette référence. Les mémes définitions valent sur le corps de
base R. On ne les reprend pas en se contentant de renvoyer a [II] 3.1. Toutefois, il nous
faut donner une démonstration de la propriété essentielle [II] 3.1(3). Celle donnée dans
cette référence ne s’adapte pas au corps de base R. Signalons en passant que la propriété
[I1] 3.1(2) devient fausse sur R. Mais elle ne nous servait qu’a démontrer (3).

Lemme. Soient J € \7]3 et u € U;. Supposons que M #* G et que u soit équivalent &
une constante. Alors u = 0 et cette constante est nulle.

Preuve. L’élément J est formé de familles o = (o )i=1,... 5, OU

- =Aay — aa;

- les a; sont des racines de A,; dans G linéairement indépendantes;

- le réseau @;=; . nZa; qu’elles engendrent dans a}“Z(R) est un réseau fixé R;.
A une telle famille, on associe la fonction

o uga) = [ log(lai(a) - as(a)!|x)

i=1,....n

définie presque partout sur A,;(R). Introduisons la relation de £-équivalence dans J : @ =
(0j)iz1,..n est £-équivalent a o = (&)1, si et seulement si on a 'égalité ensembliste
{xa;;i = 1,...,n} = {£a;i = 1,...,n} (en adoptant une notation additive pour les
racines). La fonction u, ne dépend que de la classe de £-équivalence de a. Fixons un
sous-ensemble J C J de représentants des classes de t+-équivalence. L’élément u est une
combinaison linéaire

u= Z Collgs

acd

avec des coefficients complexes ¢,. On se limite & un voisinage de 1 dans Ay;(R). Tout
élément dans un tel voisinage s’écrit de fagon unique a = exp(H) avec H proche de 0.
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On pose d(a) = ||H]||, ou ||.|| est la norme euclidienne fixée sur a,;(R) ~ Ay;. Dire que u
est équivalent a une constante c signifie qu’il existe r > 0 de sorte que, si ’on se restreint
a un domaine défini par les relations

a(a) = 1]z > Cd(a),
ou C' est une constante positive fixée, il existe C’ > 0 tel que 1'on ait une minoration
u(a) = ¢| < C'd(a)"

pour a dans le domaine assez proche de 1. Cette notion d’équivalence se descend a
I’algebre de Lie. Pour chaque o € J, introduisons la fonction

Hisvog(H) = ] log(|20:(H)r)

i=1,....n
définie presque partout sur a,;;(R). Pour tout ¢, on a 1'égalité

exp(a;(H)) — exp(—a;(H))

log(lexp(oy(H))—exp(—cy(H))[r) = log(|20;(H)|r)+log(] 20;(H)

|r)-

Le second terme est analytique au voisinage de H = 0 et nul en ce point. Cela entraine
que les fonctions v, et H — u,(exp(H)) sont équivalentes. Posons

v = g CaVq -

aeJ

Alors v est équivalent a la constante c. Cela entralne

(1) v(H) = ¢ pour tout H € ay(R).

En effet, fixons un point H en position générale. Considérons ’ensemble {tH;t €
R,0 < t < 2}. Il est contenu dans un domaine comme ci-dessus. En conséquence, la
limite de v(tH ) — ¢ est nulle quand ¢ tend vers 0. Pour tout a € J, la fonction ¢ +— v, (tH)
est polynomiale en log(t) pour t > 0. Donc aussi v(tH) — ¢. Quand ¢ tend vers 0, log(t)
tend vers +o00. Un polynome en log(t) ne peut tendre vers 0 que s’il est identiquement
nul. Donc v(tH) — ¢ = 0 pour tout t. Appliquée a t = 1, cette relation donne (1).

Les fonctions v, se quotientent en des fonctions sur a;(R)/as(R). On ne perd rien
a supposer, pour simplifier les notations, que az = {0}. Considérons une fonction

f= Z TaVus

aed

avec des coefficients z, € C. Notons J(f) l'ensemble des a € J tels que z, # 0.
Considérons la réunion des a € J(f), vus comme des ensembles de formes linéaires
sur a,;(R). C’est un ensemble fini de racines, notons-le ¥(f). Chacune d’elles détermine
I'hyperplan de a;;(R) sur lequel elle s’annule. D’ot1 un ensemble fini d’hyperplans. Le
complémentaire dans a,;(R) de la réunion de ces hyperplans est réunion finie de cones.
La fonction f est clairement analytique sur chacun d’eux. Soit C I'un de ces cones et soit
d € C. On va montrer

(2) si f(H) — d est identiquement nul sur C, alors J(f) est vide.

On raisonne par récurrence sur un entier N > 1 : on montre que les relations ” f(H)—d
identiquement nul sur C” et " J(f) a N éléments” sont contradictoires. L’assertion est
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évidente si NV = 1 : une fonction v, n’est certainement pas constante sur un cone ouvert
(le nombre de racines n = ay; — ag = ay; étant strictement positif d’apres ’hypothese
M # G). Soit N > 2, supposons que f(H)—d soit identiquement nul sur C et que J(f) ait
N éléments. Notons que, si l'on fixe & = ()i=1,..» € J(f), C est contenu dans 'une des
composantes connexes du complémentaire des hyperplans noyaux des «;. Puisque les «;
sont linéairement indépendants, il en résulte que C a au moins n murs. C’est-a-dire qu’il
y a au moins n hyperplans H; pour j = 1,...,n, d’équations §;(H) = 0, avec §; € X(f),
de sorte .que l'intersection de H; avec I'adhérence de C contienne un ouvert de H;. On
choisit de tels hyperplans. Il y a certainement un j et un o = (®;)i=1,.., € J(f) tel que
B; # %o, pour tout ¢. Sinon, tout a € J(f) contiendrait +0, ..., £0,, sa classe de %£-
équivalence serait uniquement déterminée et J(f) ne contiendrait qu'un élément. Fixons
un j comme ci-dessus et posons simplement 8 = ;. Il existe un a = (a;)i=1,.., € J(f)
et un i tel que f = . Cela traduit simplement l'appartenance de 3; a X(f). Notons
J1(f) le sous-ensemble des a = (o)i=1,.» € J(f) tels que B soit I'un des xo; et Jo(f)
son complémentaire dans J(f). Ce que l'on vient de dire signifie que J1(f) et Jo(f) sont
tous deux non vides. Notons H I'hyperplan défini par S(H) = 0, soit @ un élément de
a,;(R) orthogonal a H et tel que C soit contenu dans H +R-gw. Montrons que 'on peut
trouver un ensemble ouvert non vide U C H et un réel € > 0 de sorte que

(B3){H +tw;HeUO<t<e} CC;

(4) pour o € X(f) avec aw # £, on a a(H) # 0 pour tout H € U.

On peut certainement assurer (3) par I'hypothese que H est un bord de C. Pour
assurer (4), il suffit de retirer de U le sous-ensemble des H qui sont annulés par une
racine o € X(f), a # £6. 1l faut vérifier que 'ensemble obtenu reste non vide. Il suffit
pour cela que les a en question ne s’annulent pas identiquement sur H, ou encore qu’ils ne
soient pas proportionnels a 5. Supposons « € 3(f) et a = ef3, avec e € Q et e # 1. Par
définition, « intervient dans une famille o € J(f) tandis que J intervient dans une famille
B € J(f). Ces deux familles ne sont pas les mémes : une famille ne peut pas contenir [
et ef car ces deux éléments ne sont pas linéairement indépendants. L’hypothese o = ef8
avec e # +1 interdit aux éléments de la famille o d’engendrer le méme réseau que les
éléments de la famille 5. Cela contredit la définition de .J. D’ou les assertions ci-dessus.

On fixe U et € comme ci-dessus. Fixons H € U, soit t €]0, ¢[. Pour o = (i)iz1,.n €
J1(f), on peut supposer oy = ££. On pose & = (@;)i=2..». On a

Vo (H + tw) = log(bt)vy (H + tw),

ou b = |2f(w)|r. Dans o/ n’interviennent que des racines « vérifiant I’hypothese de (4),
donc pour lesquelles a( H +tw) ne s’annule pas en ¢t = 0. Il en résulte que t — vy (H +tw)
se prolonge en une fonction analytique en ¢t au voisinage de ¢ = 0. Pour la méme raison,
si a € Jo(f), la fonction t — v, (H + tw) se prolonge en une fonction analytique en ¢ au
voisinage de ¢t = 0. Posons

fi= Z Tala,

acJi(f)

fo= Z TaVq-

acJa(f)

Alors les fonctions t — f{(H + tw) et t — fo(H + tw) se prolongent en des fonctions
analytiques en t au voisinage de ¢t = 0. De plus

(5) log(bt) fi(H +tw) + fo(H +tw) —d = f(H +tw) —d =0
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d’apres 'hypothese et (3). Si f{(H + tw) n’est pas identiquement nul, on en déduit

d— fo(H + tw)

log(!) =~ tm)

et log(bt) se prolonge en une fonction méromorphe au voisinage de t = 0. C’est impossible.
Donc f{(H + tw) est identiquement nul. D’apres (5), on a aussi fo(H + tw) = d. Cela
est vrai pour H € U et t €]0,¢[. Donc fo(H) = d pour H dans un ouvert non vide de
a,;;(R). La fonction fy est du méme type que f. Il lui est associé un ensemble fini de
cones dans lesquels elle est analytique. L’assertion précédente entraine que fo(H) = d
pour H dans 'un de ces cones. Le nombre d’éléments de Jy(f) est compris entre 1 et
N — 1. I’hypothese de récurrence dit que ces deux propriétés sont contradictoires. Cela
acheve la preuve de (2).

Achevons la preuve du lemme. Les deux assertions (1) et (2) entrainent que les coef-
ficients ¢, de v sont nuls. Donc la fonction u initiale est nulle et alors aussi la constante
c.

Variante. Supposons G = G et a = 1. On fixe une fonction B comme en [II] 1.8.
On a défini dans cette référence 1'ensemble ¥(Ays, B). On en déduit en ensemble JG(B)
similaire au J E précédent. Le lemme reste valable pour cet ensemble.

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en [II] 1.9. Pour un élément semi-simple € M(R), on a défini
dans cette référence I'ensemble ¥(Ays, B,). On en déduit un ensemble J G( ,) pour
lequel le lemme reste valable.

2.4 Programme d’extension des définitions

On considere les trois situations suivantes.

(A) On se donne un K-triplet (KG, KG,a), un K-espace de Levi KM € L(K M)
et une classe de conjugaison stable semi-simple © dans KM (R). On note OK la classe
de conjugaison stable dans KG(R) qui la contient.

(B) On se donne un triplet (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure, un espace
de Levi M de G et une classe de conjugaison stable semi-simple © dans M (R). On note
O% 1a classe de conjugaison stable dans G( ) qui la contient. On fixe un systéme de
fonctions B sur G(R) comme en [I1] 1.9.

(C) On se donne un groupe G, un Levi M de G et une fonction B sur G(R) comme
en [II] 1.8. On considere la classe de conjugaison stable dans M (R) réduite a {1}.

Dans le cas (A), écrivons KM = (Mp)penlw. Pour p,q € IIM, les tores Ay, et Ay
s’identifient. On note A, ; ce tore commun. Il s’en déduit une identification des en-

sembles J ]\q/ et J. ]\q/[q. On note J. gg cet ensemble commun. On se propose de définir
p q

- pour tout J € J. II((E, une application linéaire
PG Dy (0, w) @ Mes(M(R))* = Uy ® (Dyeom (O, w) @ Mes(M(R))*)/AnnEC
- pour tout v € Dy orp (O, w) @ Mes(M(R))*, une application linéaire f — IKG (v 1)

sur I(KG(R),w) ® Mes(G(R)).
Dans le cas (B), on se propose de définir
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- pour tout J € J E(Bo), deux applications linéaires

05 Diporp(0) @ Mes(M(R))* — Uy ® (Dyeom (O) @ Mes(M(R))*)/AnnS,
et

0§ : Dt (0) ® Mes(M(R)) = Uy @ (D (O) ® Mes(M(R))")/Anny:

tr—orb géom

- pour tout ¥ € Dy (O) ® Mes(M(R))*, une application linéaire f — Ig('y, B, f)
sur [(G(R)) ® Mes(G(R)); ~

- pour tout § € Dyl ,(0) ® Mes(M(R))*, une application linéaire f — 5% (4, B, f)
sur SI(G(R)) ® Mes(G(R)).

Dans le cas (C), on note par un indice unip les objets relatifs a la classe {1} C M(R).
On pose par exemple Dy —ynip(M(R)) = Dy oprp({1}). On se propose de définir

- pour tout J € JG(B), une application linéaire
P5  Dir—unip(M (R)) @ Mes(M(R))" — Uy @ (Dunip(M (R)) @ Mes(M(R))")/Anng,;;

- pour tout ¥ € Dy ynip( M (R))@Mes(M(R))*, une application linéaire f — I$;(~y, B, f)
sur I(G(R)) ® Mes(G(R)).

Si de plus G est quasi-déployé, on se propose de définir

- pour tout J € JG(B), une application linéaire
oDt (M(R)) ® Mes(M(R))* = U; ® (D

tr—unip unip

(M(R)) ® Mes(M(R))*)/AnnSLG.

unip?

-pour tout § € D, (M(R))®@Mes(M(R))*, une application linéaire f — S§; (8, B, f)
sur SI(G(R)) ® Mes(G(R)).

Dans le cas (A), considérons une donnée endoscopique M/ = (M, M’, ) de (KM, KM, a),
elliptique et relevante. Considérons une classe de conjugaison stable semi-simple O’ dans
M'(R) qui correspond & O. Soient § € D5t ,(O') ® Mes(M'(R))* et a € Ay (R) en
position générale et proche de 1. Nos hypotheses de récurrence et quelques formalités
que nous passerons nous autorisent a définir

- pour J € jfé\gj, le terme

POE M, 8,0) = > GG Y transfert(o] 7 (6,¢(a))),

seCZ(NI)T®0 /2(C)Tef 17 (BE, )i

cf. [I1} 3.8 ; c’est la valeur en a d'un élément de U;&(Dgeom (O, w)@Mes(M(R))*)/AnnkC.
-pour f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)), I'intégrale endoscopique

KO8 (M, 8, £) = 3 i (G, G (3)) Sy (8, B £9')),
5€lZ(M)TR0 /Z(G) R0

Il y a des variantes de ces définitions dans les cas (B) et (C). Les notations doivent
étre adaptées de fagon évidente. L'unique différence est que, dans le cas (B) et dans le
cas (C) avec G quasi-déployé, les hypotheses de récurrence ne permettent de définir ces
termes que si M’ # M.

Venons-en aux conditions imposées aux applications que l'on se propose de définir.
Considérons le cas (A). Pour v € Dy (O, w) @ Mes(M(R))* on a déja défini en 1.3 une
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application linéaire f — I KG ('y, f). D’autre part, les définitions du cas non-archimédien

de [IT] 3.4 s’appliquent et fournlssent pour tout J € 7, ffg un élément

PG () € Uy ® (Dory(O,w) © Mes(M(R))*)/Ann&C

On impose
(1) les définitions coincident pour v € D,,(O,w) @ Mes(M(R))*.
Pour M/, O', § comme ci-dessus, on impose
(2) on a l'égalité

IKG G(transfert(d),f) = Igg’g(M',é,f)

pour tout f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R));
(3) on a l'égalité

P (trans fert(8),a) = ply ¥ (M, 8, a)

pour tout J € jfgg et tout a € A, ;7(R) en position générale et proche de 1.
On impose i
(4) pour tout v € Dy orp (O, w) @ Mes(M(R))*, tout J € JES et tout a € Ay 7(R)

en position générale et proche de 1, la distribution induite p?é('y,a)KG appartient a
Dir—onp(OFC ) @ Mes(G(R))*; ]

(5) pour tout ¥ € Dy (O, w)@Mes(M(R))* et tout f € I(KG(R), w)@Mes(G(R)),
le germe en 1 de la fonction a +— IKG (a7, £), qui est définie pour a € A y;(R) en position
générale et proche de 1, est équwalent a

Z Z IKG ~, )Kf,’f)'

KLeL(KM) Jej}f}éj

Notons que a~y est é—équisingulier donc I KG (a'y,f) est défini d’apres 1.3. D’autre

part, d’apres (4), les termes IKG(pJ (v,a)¥ ,f) sont définis (ou plus exactement, le
seront quand notre programme sera rempli).

Nos termes doivent vérifier les propriétes habituelles de compatibilité a I'induction.
Soit KR € E(KMO) tel que KR C KM. Soit Oy une classe de conjugaison stable
semi-simple dans K R(R), supposons que O soit la classe de conjugaison stable dans
K M(R) qui la contient. Soit 4 € Dy o (Op iy w) @ Mes(R(R))*. On impose

(6) pour tout f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)), on a I'égalité

IEG (ST £y = ST dS(M, DIEE(y, £i1.,);

KLeL(KR)

(7) pour tout J € jfé\i et tout a € Ay ;7(R) en position générale et proche de 1, on
a I'égalité ] ] ] ] ]
POy M a) = > d4(M, L)p* (v, a)M,
KieL(KR),JeJ;jlg

of. [I1] 3.10.
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Les propriétés (4) a (7) ont des analogues dans les cas (B) et (C), qui n’en different
que par la notation. Dans le cas (B) et dans le cas (C) avec G quasi-déployé, on a des
propriétés similaires pour les termes stables. Ecrivons-les dans le cas (B). On impose

(8) pour tout § € Dt (O) @ Mes(M(R))*, tout J € jE(B@) et tout a €
Ay (R) en position générale et proche de 1, la distribution induite 09(6 , a)é appartient
b Dl (0%) ® Mes(G(R))":

(9) pour tout & € Ds__,(O) @ Mes(M(R))* et tout f € SI(G(R),w) ® Mes(G(R)),
le germe en 1 de la fonction a — Sg(aé ,f), qui est définie pour a € Ay(R) en position
générale et proche de 1, est équivalent a

2. 2 8

LeL(M) jegk (Bo)

o

(ch(8,a)", B, £).

Soit R un espace de Levi tel que R C M. Soit O, une classe de conjugaison stable
semi-simple dans R(R), supposons que O soit la classe de conjugaison stable dans M (R)
qui la contient. Soit § € D! (Op) @ Mes(R(R))*. On impose

(10) pour tout f € S(G(R),w) ® Mes(G(R)), on a I'égalité

SE(M,B,f)= Y ¢G(M,L)SL(®,B.f;);
LeL(R)

(11) pour tout J € jg(B@) et tout a € Ay (R) en position générale et proche de 1,
on a I’égalité o ) ) )
o5 (8" a) = Z e%(M,L)crﬁ(é,a)M.
ieL(R),JeJ}%(B@R)
On veut aussi que les applications stables soient déduites des non-stables par les
formules habituelles. C’est-a-dire que, soit d € Dt (O) ® Mes(M(R))*. On impose

' tr—orb

(12) pour tout f € I(G(R),w) ® Mes(G(R)), on a I'égalité

Sng B,f) = []\G:4<5a B.f) - Z iy (G, é/(s))Sﬁ/(s)((S’B’fG/(S));

s€Z(M)'R/Z(G)TR s#£1

(13) pour tout J € jg(B@) et tout a € Ap/(R) en position générale et proche de 1,
on a I’égalité

¢ 3 . = A G/ (s
0G(8,a) = p5(8,a) — > iq(G, G ()58, a).
Ss€Z()T= ) Z(G) 8 5#1,7€7S P (Bo)

Ce programme sera réalisé inconditionnellement dans les cas (B) et (C) dans les
sections 3 et 4. Dans le cas (A), il sera réalisé dans la section 5 sous une hypothese qui
sera expliquée dans le paragraphe suivant.

2.5 Réduction des conditions imposées dans le cas (A)

Considérons le cas (A) du paragraphe précédent. Dans le cas ou K M = KG, on voit
que notre probleme admet une solution unique. Pour v € Dy (O, w) @ Mes(G(R))*
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et f € I(KG(R),w)® Mes(G(R)), on a [If((g('y,f) — I5CG(~,f). L'ensemble jf((g est

réduit a 1’élément vide. L’application ,06“; est 'identité, modulo 'identification Uy = C.
On suppose désormais KM #+ K G.

On impose '’hypothese suivante

(Hyp) pour tout 4 € Dou(KM(R),w) ® Mes(M(R))* dont le support est formé
d’éléments fortement G-réguliers et pour tout f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)), on a

ve 1z TKGE _ 1KG
Pégalité 1. 2% (v, f) = [EE(v,1).

D’apres le lemme 1.11, cette hypothese implique que la méme égalité vaut sous I'hy-
pothese plus faible v € D 4, & i ( KM (R),w) ® Mes(M(R))*.

Soit ¥ € Dy—orp(O,w) @ Mes(M(R))*. Par définition, il existe

= Yorb € Dm“b(o7w) ® M@S(M(R))*,

.....

et relevantes

- pour tout i = 1,...,n, une classe de conjugaison stable semi-simple O, dans ]\;[Z'(R)
correspondant & O et un élément §; € Di!__ (M}, O}) @ Mes(M'(R))*,

de sorte que

(1) Y= Yorp T Z transfert(d;).
i=1,....,n

Cette décomposition n’est toutefois pas uniquement déterminée.

Les conditions (1), (2), (3) de 2.4 imposent les égalités

(2)  IEG(y ) = TG (v B) + Y TECE(ME, 6, 6)

pour tout f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)) et

3) A5 a) = ama) + Y PF (M, 65,a)

pour tout J € jf((]\(j et tout a € Ay ;7(R) en position générale et proche de 1. L’assertion
d’existence d’applications vérifiant les propriétés (1), (2) et (3) de 2.4 revient a dire que
les membres de droite de (2) et (3) ci-dessus ne dépendent pas de la décomposition (1).

L’ensemble 7. II((JS admet un unique élément maximal, cf. [IT] 3.1. C’est 1’élément J,,q,
tel que, pour a = {ay, ..., 4y} € Jas, le Z-module R, . engendré par les a; contient
toute racine de A (R) (c’est-a-dire toute racine de Ay (R) dans g,(R), pour un quel-
conque p € II1M). Supposons

(4) pour tout J € J, II((E, J # Jinaz, il existe une application linéaire p’ G vérifiant les
propriétés (1) et (3) de 2.4.

Comme on vient de le montrer, cette application est uniquement déterminée. On
va montrer qu’en admettant cette propriété (4), et sous 'hypothese (Hyp), on peut
réaliser le programme de 2.4. Considérons une donnée endoscopique M’ = (M’, M, ()
de (KM, K M ,a), elliptique et relevante. Considérons une classe de conjugaison stable
semi-simple @’ dans M’(R) qui correspond & O. Soient § € D;t__ ,(O0') @ Mes(M'(R))*
et f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)). Montrons que

(5) le germe en 1 de la fonction



qui est définie pour a € A, ;;(R) en position générale et proche de 1, est équivalent a

]II((]\G/IE(M/ 6 f Z ]KG KG’E(M/ 6 (J,)KG f)
Jejffﬁ

+ Z Z IKG(pJ (transfert(é),a)KL,f)'

KLeL(KM),KLAKM,KG Jej}féél

Preuve. On reprend la preuve de la proposition [I1] 3.9. Elle montre que le germe en 1
de la fonction a — I gzg (M, ad, f) est équivalent a celui de la fonction qui, & a, associe

(6) > > inp (L, L'(3))

KLeL(N) JeJKL ez (M) w0 /7 (L) k0

> [5G4 (L (3), 0 D(8,6(a) @), £).

L’(5 e
7egE O (BS) I

Considérons un KL tel que KL #+ K M, KL # K G. Alors on connait par récurrence les
propriétés de tous les termes. En particulier

IEGE(L(3), 05, 9(8,6(a) V), £) = IKC (trans fert(o, P (8, £(a))¥ D), £)

= IKG(trcmsfert(aJ, ((5, f(a)))KE, f).

D’apres la définition de pffL’g(M’ ,0,a), la somme en § et J' devient

TEG(pNLE M 8, a) T F).

Puisque pfi’g(M’, 8,a) = pL(transfert(8),a), la sous-somme indexée par KL de la
formule (6) est égale a celle de la formule (5). Considérons maintenant I'espace de Levi
KG. On a trivialement

Ie6 (G/(3),05(8,€(a) ¥ 6) = I"C(trans fert(o5" (8,£(a)) ¥ D). 1)

KG

= [Ké(t'r’ansfe'r’t(a?//(g) (6, f(a)))Ké, f).

De nouveau, la sous-somme indexée par K G dans la formule (6) coincide avec la deuxieme
somme de la formule (5). Enfin, pour KL = KM, la somme en .J se réduit & 'unique
terme J = ), la somme en § se réduit & Punique terme § = ¢. La sous-somme indexée par
K M dans la formule (6) coincide avec le premier terme de la formule (5). Cela démontre
(5).

Conservons les données M/ et O'. Soit R’ un espace de Levi de M’. Soit O%, une
classe de conjugaison stable dans R'(R), supposons que O’ soit la classe de conjugaison
stable dans M’ (R) qui la contient. Supposons R’ relevant. On construit comme en 1]
3.4 un K-espace de Levi KR € L(KM,) tel que KR C KM, de sorte que R’ soit
I'espace d'une donnée endoscopique R’ de (KR, K R, a) qui est elliptique et relevante.
Soit 6 € Dj_,,,(R',0%,) ® Mes(R'(R))*. Alors

tr—orb
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(7) pour tout f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)), on a I'égalité

I5GE Y, 6™ f) = Sooag, L)IK“(R’ 8, frin);

KM
KLEL(KR)

(8) pour tout J € jf((ﬁ et tout a € Ay ;;(R) en position générale et proche de 1, on
a I'égalité

POEML M a) = N SV, D)pf (R, 8,0)"

KLeL(KR),JeTKE

La preuve de ces propriétés est analogue a celle de la proposition [II] 1.14(i).
Considérons maintenant un élément v € Dy (O, w) @ Mes(M(R))*. Choisissons
une décomposition (1). Etudions le germe en 1 de la fonction qui, & a, associe

9)  IEC (o, )+ Y IEGF (ML &i(a), £).

i=1,...,n

On applique la propriété (5) a chaque terme de la somme en 7. Le premier terme
TEC (a7 4, ) satisfait la propriété 2.4(5), les termes py%(v,,;, @) étant définis comme en
[11] 3.2. En effet, la preuve de cette référence s’applique. D’autre part, pour J € JX¢ e

J # Jmas, hypothese (4) assure la validité de I'égalité (3). Notons I KG 177, ) le membre
de droite de (2). Notons ,0 (’y, a) le membre de droite de (3) pour J = Jy4,. On

obtient alors que le germe en 1 de la fonction qui & a associe (9), est équivalent a celui
de la fonction qui, a a, associe

(10) LSO H+ 15, (va) i f+ 30 Iy, )

JEJIIf]gyJ?éJmax

+ Z Z [KG ~, )Ki’f).

KLeL(KM),KL#AKM,KG JEJKé

L’hypothese (Hyp) assure que (9) est égal a I G w(av,f). Ce terme est indépendant de la
décomposition (1). Dans (10), tous les termes sauf deux sont aussi indépendants de cette
décomposition. On obtient que le germe en 1 de la somme de ces deux termes restants
est indépendant de cette décomposition, a équivalence pres. Précisément, le germe en 1

de
KG KG KG
Ly () + 177 (p,  (v,a)"7, 1)

est bien déterminé a équivalence pres. Comme fonction de a, le premier terme est
constant, tandis que le second appartient a U, . . Le lemme 2.3 assure que chaque
terme est bien déterminé. Que le premier soit bien déterminé pour tout f signifie que
le membre de droite de (2) est indépendant de la décomposition (1). Que le deuxiéme
terme soit bien déterminé pour tout f signifie que L, ('y, a)X% est bien déterminé, ou

encore que p,  (7,a) l'est, modulo AnnOG Clest- a—dlre que le membre de droite de

(3) est indépendant de la décomposition (1). Comme on l'a dit, cela assure Iexistence
de termes vérifiant les conditions (1), (2) et (3) de 2.4. Ces termes étant maintenant
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bien définis, I'expression (10) n’est autre que la somme figurant dans 2.4(5) et le calcul
précédent prouve cette relation.

Pour vérifier 2.4(4), on peut supposer soit que v € D,(O,w) ® Mes(M(R))*, soit
qu’il existe M, O’ et § comme plus haut tels que v = transfert(d). Dans le premier cas,
la propriété 2.4(4) est claire : on a méme pf,(é('y,a)Ké € Doy (OKC w) @ Mes(G(R))*.
Dans le second cas, on applique la définition

A A G.e A ) = =g~
P (v, a)K¢ = pf (M, a) K¢ = > i (G, G'(3))
5eZ(M)TR0 ) Z(C) w0

Z (transfert(af;,(‘;)((‘i, f(a))))Ké.

J/ejél(g)

o (BG), e

Par commutation du transfert a I'induction, on récrit le dernier terme
transfert (crﬁl(g)(é, 5(@))GI(§)> .

Par récurrence, on sait que le terme entre parenthése appartient & DSt (G/(5), 0%

Mes(G'(3;R))*, avec une notation évidente. Son transfert appartient donc & Dy, o4 (OFY w)®
Mes(G(R))*. Donc aussi p5% (v, a)%¢.

Pour démontrer les propriétés 2.4 (6) et (7), on peut de nouveau supposer soit que
Y € Dorp(Op g, w) @ Mes(R(R)), soit qu'il existe R/, O, et § comme plus haut tels que
~ = transfert(d). Dans le premier cas, les propriétés se démontrent comme dans le cas
non-archimédien, cf. [IT] 1.7 et [II] 3.10. Dans le second cas, elles résultent de (7) et (8)
ci-dessus. Cela réalise entierement notre programme.

2.6 Réduction des conditions imposées dans le cas (C)

On considere le cas (C) de 2.4. Comme en [III] 1.1, on peut affaiblir nos hypotheses
de récurrence car il est clair qu'en partant de notre groupe non tordu, toutes nos
constructions ne font apparaitre que de tels groupes. Nos hypotheses sont donc les
suivantes. Si G est quasi-déployé, on suppose toutes les assertions connues pour des
groupes quasi-déployés G’ tels que dim(G's) < dim(Gge). Si G n’est pas quasi-déployé,
on suppose toutes les assertions connues pour des groupes quasi-déployés G’ tels que
dim(G'se) < dim(Ggsc) et toutes les assertions connues pour des groupes non-quasi-
déployés G’ tels que dim(G'se) < dim(Gge). Pour une assertion relative a un Levi M de
(G, on suppose toutes les assertions connues pour le méme groupe G et pour tout Levi
L e L(M) avec L # M.

De nouveau, le probleme posé en 2.4 est a peu pres tautologique si M = G. On
suppose M # G.

L’ensemble J5(B) a encore un élément maximal J,,4,. On suppose

(1) pour tout J € JG(B), J # Jmaq, il existe une application linéaire p§ vérifiant les
propriétés (1) et (3) de 2.4.

Si G n’est pas quasi-déployé, on impose une hypothese similaire a celle du para-
graphe précédent, que l'on formule différemment. Soit M’ = (M’', M’,{) une donnée
endoscopique elliptique et relevante de M. On suppose
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(Hyp) pour tout § € D%, (M'(R))®@Mes(M'(R))* dont le support est formé d’éléments
fortement G-réguliers et pour tout f € I(G(R)) ® Mes(G(R)), on a Iégalité

I95(M, 8, ) = IS (trans fert(8), f).

Alors la méme démonstration que dans le paragraphe précédent s’applique et notre pro-
gramme est réalisé. Supposons maintenant G' quasi-déployé. On n’a plus besoin de ’hy-
pothese (Hyp) : elle est vérifiée d’apres la proposition 1.13. Dans un premier temps,
les hypotheses de récurrence ne permettent de démontrer les propriétés (5), (7) et (8)
du paragraphe précédent que pour des données M’ telles que M’ # M. Mais, dans la
décomposition (1) de ce paragraphe, il n’apparait par définition que de telles données. La
démonstration s’applique et démontre ’existence d’applications vérifiant les propriétés
(1), (2) et (3) de 2.4. On obtient aussi les propriétés (4) a (7) de ce paragraphe.

Passons aux variantes stables des applications. Soit € Dj;_,,.,,(M(R))@Mes(M(R))*.
Pour f € I(G(R))® Mes(G(R)), on définit S$;(8, B, f) par la formule habituelle 2. 4(12)
Pour J € JH(B) et a € Ay (R) en position générale et proche de 1, on définit 0§ (8, a)
par la formule 2.4(13). On suppose

(2) pour tout J € JG(B), J # Jimaz, 05(8,a) appartient &

(D, (M(R)) ® Mes(M(R))*)/AnnSLS

unip unip*

La méme preuve qu’en [IT] 3.7 montre que le germe en 1 de la fonction
a > S (ad, f)

est équivalent a

PR CHCROER IR Y > S¢(eh(8, )", B £).

JeTS(B) LeL(M),L#G JeTE (B)

Supposons que f soit instable, c’est-a-dire que son image dans SI(G(R)) ® Mes(G(R))
soit nulle. D’apres le théoreme 1.4, S$(ad,f) = 0. Dans la somme ci-dessus, tous les
termes sauf deux sont nuls, soit par hypothese de récurrence (pour L # M, L # (), soit
d’apres hypothese (2) (pour les J € JG(B), J # Jimaz). On obtient que le germe en 1
de

19(05 . (8,a)°, ) + SG(6, B.f)

Jmaz

est équivalent a 0. Comme fonction de a, le premier terme appartient a Uy, ,_, le second
est constant. Le lemme 2.3 implique que ces deux termes sont nuls. Cela étant vrai pour
tout f instable, cela signifie que la distribution f — S$(8, B,f) et 0§ (8,a)¢ sont
stables. D’apres le lemme [I] 5.13, cette derniere propriété équivaut a ce que 0§ (4,a)
appartienne a (D}, (M(R)) ® Mes(M(R))*)/Annfj;’E).

La propriété 2.4(8) résulte de la définition 2.4(13) par le méme argument qui nous
a permis de prouver 2.4(4) dans le paragraphe précédent. La propriété 2.4(9) résulte du
calcul ci-dessus. Enfin, les propriétés 2.4(10) et 2.4(11) se prouvent comme en [II] 1.14
(ii). Notons que ces trois derniéres propriétés impliquent a leur tour les propriétés (5),
(7) et (8) du paragraphe précédent pour la donnée M’ = M, cas que 'on avait laissé en
suspens. On a ainsi réalisé notre programme.
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2.7 Réduction des conditions imposées dans le cas (B)

On considere le cas (B) de 2.4. On n’a pas besoin de I’analogue des hypotheses (Hyp)
de 2.5 et 2.6 : elle est vérifiée d’apres la proposition 1.13. Par contre, il s’avere que la
distinction d’un élément maximal de J AG/I(B@) n’est plus pertinente. On impose

(1) pour tout J € J JS(B@), il existe une application linéaire p§ vérifiant les propriétés
(1) et (3) de 2.4.

On définit I'application ¢§ par la formule 2.4(13). On impose

(2) pour tout J € J&(Bo), tout § € D;f_, ,(O)@ Mes(M(R))* et tout a € Ay (R) en
position générale et proche de 1, 05 (8, a) appartient & (Dggom((’))@Mes(M(R))*)/Annf;’G.

A T'aide de ces deux hypotheses, la méme preuve que dans le paragraphe précédent
réalise notre programme.

3 Extension des définitions, cas des groupes non tor-
dus

3.1 Rappel des résultats d’Arthur

Dans cette section, on considére un groupe non tordu, c’est-a-dire un triplet (G, G, a)
tel que G = G et a = 1. On fixe une fonction B comme en [II] 1.8. On affaiblit nos
hypotheses de récurrence comme on 'a expliqué en 2.6. Soient M un Levi de G et M’
une donnée endoscopique de M elliptique et relevante. Le résultat suivant a été prouvé
par Arthur ([A4] théoreme 1.1).

(1) Soit & € D2, (M')® Mes(M'(R))* dont le support est formé d’éléments fortement

orb

G-réguliers et soit f € I(G(R)) ® Mes(G(R)). Alors on a ’égalité
IG (trans fert(8),f) = 195 (M, 8, ).

Autrement dit, 'hypothese (Hyp) de 2.6 est vérifiée. Rappelons qu'une variante
du lemme 1.11 montre que cet énoncé s’étend aux éléments § € D (M) ®

géom,éféqui
Mes(M'(R))*.

3.2 Reéalisation du programme de 2.4

Soient M un Levi de G et J € JS(B). En [l1] 3.1, on a associé¢ & J un groupe G
contenant M comme Levi. On a dim(Gysc) < dim(Gse) et cette inégalité est stricte si
J n’est pas I’élément maximal. Soit v € Dy —ynip(M(R)) @ Mes(M(R))*. On I'écrit

(1) Y=o + Z transfert(d;)

i=1,...,n

comme en 2.5(1). Les données endoscopiques M qui apparaissent ici vérifient M/ # M
si G est quasi-déployé. Pour J € JG(B) et a € Ay (R) en position générale et proche de
1, posons

P57, 0) = p§ (Vory @) + p5€ (M, 8, a).



Comme dans le cas non-archimédien (cf. [I] 3.2), pG (., a) est I'image de p57 (Yo, @)
par la projection

(2)  (Dunip(M(R))@Mes(M(R))")/Anngy, — (Dunip(M (R))@Mes(M(R))*) /Anns;

unip unip*

La méme preuve qu’en [I11] proposition 1.4(i) montre que, pour tout i = 1, ...,n, p5¢ (M, 8;, a)
est 'image de ,oG” (M., 8;, a) par la projection (2). Il en résulte que B?('y, a) est I'image
par cette projection de 1’élément

p 707"b7 Z pGLh )

i=1,...,n

Supposons J non maximal. Alors dim(Gjsc) < dim(Ggc) et, par récurrence, le terme
ci-dessus est indépendant de la décomposition (1) : il vaut p57 (v, a). Il en résulte que
pf('y, a) est indépendant de cette décomposition. Cela prouve I’assertion (1) de 2.6.

Supposons G quasi-déployé. Soient & € Djf_,.. (M(R)) @ Mes(M(R))*, J € J5;(B)
et a € Ay (R) en position générale et proche de 1. Comme on I'a dit en 2.6, on définit
05(8,a) par I'égalité 2.4(13). La meme preuve qu’en [III] proposition 1.2(i) montre que

(3) 05 (8, a) est Vimage de i57057(8,a) par la pI‘OJeCtIOH (2).

Si J n’est pas maximal, on sait par récurrence que 5 77(8,a) est stable. Il en résulte
que 057 (8, a) Vest aussi. Cela prouve I'assertion (2) de 2.6.

On a ainsi vérifié les trois assertions dont on a vu en 2.6 qu’elles suffisaient a réaliser
le programme de 2.4.

3.3 Passage a un revétement

Considérons deux groupes G et Gy réductifs et connexes et un sous-tore Z C Z(G).
On pose G, = Z x Gy et on suppose donnée une suite exacte

1) 1-5-G >G0—=1

ol = est un sous-groupe fini central de G, et ou ¢ se restreint a Z en le plongement
naturel. Considérons un voisinage ouvert V; de 1 dans Gy(R), invariant par l'action
naturelle de Gq(R) =~ Gy .4(R) et assez petit pour que ¢ se restreigne en un isomorphisme
de Z(R) x Vy sur V = ¢(Z(R) x V;). On a défini en [III] 3.1 des applications linéaires
L*Gu7G : Dysom (Vi) = Dgeom (V) et L&Gu  Dyéom (V) = Dgeom(Vi). Leur définition conserve
un sens sur le corps de base R. Leur description est un peu plus compliquée que dans le cas
non-archimédien, car les distributions sur Z(R) sont un peu plus compliquées. Notons
D yeom(V')y le sous-espace des éléments de Dy (V) qui s’annulent sur toute fonction
f € C=(V) dont la restriction a g(V;) est nulle. Notons Dyeom(V)¢® le sous-espace
des éléments de D geonm (Vi) qui sont invariants par l'action de G(R). On a une projection
naturelle p : Dyeom (Vi) — Dgeom(Vﬁ) . L’application LG ¢ se factorise en

L*Gu,G
(2)  Dgeom(Ve) & Dygeom(Va)*™® =" Dygeom(V)z € Dygeom (V).

En sens inverse, rappelons que tout élément H € Sym(3) définit un opérateur différentiel
O sur C°(Z(R)). Pour z € Z(R) et H € Sym(3), notons 0, i 1'élément de D y¢om(Z(R))
défini par 17(0, g, f) = (Ou f)(z). Alors tout élément v € Dyeom(Z(R)) s'écrit de fagon
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unique vy = ZZEZ(R) 0..m., avec H, = 0 pour presque tout z. Fixons une base (H;)en
de Sym(3) formée d’éléments homogenes. On suppose Hy = 1. Alors tout élément v €
D yéom (V') s’écrit de facon unique sous la forme

Y= Z Zaz,H, ®7z7@"

2€Z(R) i€N

o Yz, €St un élément de Dgéom(v)ti- Notons Vi I'unique élément de Dgégm(Vﬁ)G(R) tel
que L’&ﬁ,c(’)’z,l-,ﬁ) =7, On a alors

B the,(M = D Vaop

z€Z(R)

L’application L*Gn,G se restreint en une application
Dunip(G5(R)) = Dunip(G (R)).

Contrairement au cas non-archimédien, elle n’est pas surjective. Par exemple, pour un
élément non nul H € 3(R), la distribution f — < f(exp(tH));—o sur C=(V) est &
support unipotent mais n’appartient pas a 'image. Il est toutefois clair que 'application

se restreint en une application surjective
Dorb,unip(Gti(R)) — Dorb,unip(G(R))-

Supposons G quasi-déployé. Les constructions s’adaptent aux distributions stables
(en supposant V; invariant par conjugaison stable) et nos applications se restreignent
en des applications entre les espaces D;’éom(W) et D;gom(V). Les groupes G et Gy ont
méme groupe adjoint. L’action par conjugaison sur G d'un élément de G(R) s’identifie &
celle d'un élément de Gy ap(R). Or toute distribution stable sur G4(R) est invariante par
conjugaison par Gy 4p(R). Il en résulte que la projection p de la relation (2) est I'identité

sur Dt (V;). A fortiori

géom

(4) Papplication v, ¢ © Dy (Gr(R)) — Dy, (G(R)) est injective.

unip

Lemme. (i) Les homomorphismes LG,.c €t Lgq, se restreignent en des isomorphismes
inverses I'un de I'autre entre Dy —upniy(G(R)) et o ¢, (Dr—unip(G(R))). On a les inclusions

L*G,Gu(Dtr—unip(G(R))) C p(Dtr—unip(G(R))) C Dy —unip(G(R)).
(ii) Si G est quasi-déployé, on a les relations

1,6y (Dir—unip(G(R))) = P(Dir—unip(G5(R))) C Dir—unip(G5(R))

et

Preuve. On fixe des mesures de Haar sur chacun des groupes. On va prouver 'inclusion
) Di—unip(G(R)) C 16, ¢(Dir—unip(G(R))).

Il suffit de démontrer qu'un ensemble de générateurs de Dy _ynip(G(R)) est contenu
dans le membre de droite. D’apres 2.2(3), 'espace Diy—unip(G(R)) est engendré par
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Doryunip(G(R)) et les espaces transfert(Djy_,,;,(G')), ot G’ parcourt les données en-
doscopiques elliptiques et relevantes de G, avec G' # G si G est quasi-déployé. Un
élément de D ypp unip(G(R)) appartient 'espace de droite de (5) : tout élément unipotent
de G(R) est I'image naturelle d'un élément unipotent de Gy(R). Soit G’ = (G', G, s)
une donnée endoscopique elliptique et relevante de G, avec G’ # G si G est quasi-
déployé. Considérons un élément v € Diyynip(G(R)) de la forme transfert(d), ou

0 € D;l_,,.;,(G). Dualement a la suite exacte (1), on a une suite exacte

(6) 155 -G —=2ZxGy—1,

ol = est un sous-groupe fini central de G. L'élément s € G s’envoie sur un élément
(2,84) de Z x Gy. En notant (¢} la composante neutre de Zéu(sﬁ), on a la suite exacte

15556 = ZxG — L

Le groupe G’/ =, contient Z donc est de la forme Z x G;, o G; est un sous-groupe de
L@y, Ce groupe définit une action galoisienne sur CA}Q On introduit un groupe quasi-
déployé G sur R dont le groupe dual soit (A}’gi Alors G = (G}, G}, s3) est une donnée
endoscopique pour Gy. On vérifie aisément qu’elle est elliptique et relevante. Remarquons
que les groupes Gg et G’ sont dans la méme situation que Gy et G. C'est-a-dire que 'on
a une suite exacte

15, =-2ZxG, =G =1

On peut appliquer par récurrence la relation (5) a G’ et G}. Modulo quelques forma-
lités, on peut aussi bien I'appliquer & G’ et Gj. On obtient que § appartient a I'espace
LEQ G/(Dtr—ump(Gé))- Mais, d’apres (3), application L*Gé a © ey a, est I'identité sur cet
espace. Posons 8y = 1§, G&(é). Alors 6 = L*G& o (0¢). D’apres le (ii) du lemme appliqué

par récurrence, on a 0y € Dtr,ump(G’ﬁ). On a I'égalité
(7) transfert o L*Gég, = i(, ¢ O lrans fert

cf. [I11] 3.7(4). On en déduit v = (g;, ¢ o transfert(dy). Mais transfert(d;) appartient a
Dy —unip(Gy(R)) par définition de cet espace. Cela démontre que « appartient au membre
de droite de (5). Cela prouve cette assertion.

Le membre de droite de (5) est contenu dans Dgem(V); d’apres (2). La relation
(3) entraine que, pour tout sous-espace X de Dgepm(V)s, les homomorphismes LG, et
LG, Se restreignent en des isomorphismes inverses I'un de 'autre entre X et L, (X).
Donc (5) entraine la premiere assertion de 'énoncé. Soit v € Dy_ynip(G(R)), écrivons
Y = &), avee vy € Dy—unip(Gy(R)). Puisque v € Dyeon(V); comme on vient
de le voir, la relation (3) entraine que if; ¢, (¥) = p(v;). D'ou la premicre inclusion
de (i). Par simple transport de structure, l'espace Dy, _ynip(Gy(R)) est stable par tout
automorphisme de Gy. En particulier, il est stable par I'action de G(R). On en déduit
P(Dir—unip(G(R))) C Dyr—unip(G4(R)), ce qui acheve la preuve de (i).

Supposons G quasi-déployé. On va prouver I'inclusion

®) 6 (Dir—unip(Gy(R))) C Dir—unip(G(R)).

De nouveau, il suffit de prouver que, pour 7, dans un ensemble de générateurs de
Dy —unip(G3(R)), on a LEmG("/ﬁ) € Dir—unip(G(R)). Clest clair si vy € Dorpunip(G3(R)).
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Soit G} = (G}, G, s3) une donnée endoscopique elliptique et relevante pour Gy, telle que
Gy # G. Soit v, € Dy —unip(G4(R)) de la forme transfert(dy), avec 8y € Dtr,um-p(Gg).
Rappelons qu’a la donnée endoscopique Gg est associé un caractere wy de Gy q.q(R) selon
lequel se transforme le facteur de transfert, cf. [I] 2.7. Il se restreint en un caractere de
G(R). Si cette restriction est non triviale, 'image de transfert(d;) par la projection p
est nulle. Autrement dit p(v;) = 0. Mais ¢, ¢ op = 15, &, donc gy, () = 0. A fortiori,
1G,,c(V2) € Dir—unip(G(R)). On est ramené au cas ol la restriction de wy & G(R) est
triviale. Montrons que

(9) pour G quasi-déployé, 'homomorphisme de H'(Wg; Z (@)) dans le groupe des
caracteres de G(R) est bijective.

Que G soit quasi-déployé ou pas, H'(Wg; Z (G)) s’identifie au groupe des caracteres
de Gu(R). En effet, en fixant un sous-tore maximal 7' de G défini sur R, ces deux
groupes s’identifient respectivement a HO(Wg;T — Thq) et HO(Tg;Tye — T) et on
connait I’assertion pour ces derniers groupes. L’assertion (9) équivaut a dire que, si G
est quasi-déployé, 'homomorphisme G(R) — G4 (R) est surjectif. On a démontré cela
en 2.1(2).

Fixons s € G qui se projette sur (1, s4) par 'homomorphisme de la suite (6). Notons
G’ I'image réciproque de 7 x gg dans “G. 11 agit sur G, et munit ce groupe d’une action
galoisienne. On introduit un groupe G’ quasi-déployé sur R dont G, est le groupe dual.
Posons G’ = (G', G, s). Montrons que c’est une donnée endoscopique pour G. La seule
condition non évidente est la suivante. Pour w € Wy et (g,w) € G, on a une égalité
sgw(s)™' = a(w)g, ol a est un cocycle de Wy dans Z(G). 11 faut voir que ce cocycle est
un cobord. En reprenant les définitions de [I] 2.7, on voit que la restriction de wy & G(R)
est précisément associée a la classe de a. L’hypotheése que cette restriction est triviale
jointe a (9) entraine que a est un cobord. On poursuit alors la démonstration comme
ci-dessus. En appliquant (8) par récurrence a G’ et G, on a L*G& a(04) € Diy—unip(G).

: * 4 13+ 4 A * st /
Puisque 1y, Préserve la stabilité, on a méme LG§7G/(5ﬁ) € Djy_nip(G'). Alors

tG,.c(Vy) = Lg, ¢ o transfert(8y) = trans fert o L*G;7G/((Sﬁ).

Ce dernier élément appartient a trans fert(D;! (G’)) qui est inclus dans Dy, —yn;,» (G(R)).

tr—unip
Cela prouve (8).

Les premieres assertions de (ii) résultent de (8) comme (i) résultait de (5).

Comme on l'a dit, cf. (4), p est 'identité sur les distributions stables. A fortiori,
(D5t nip(G(R))) = Dyl (G(R)), ce qui est la derniere égalité de 1’énoncé. On a
aussi

Dfﬁ—unzp<Gﬁ<R)) = p(Df:—ump(Gﬁ (R))> C p(Dtrfump<Gﬁ (R))) N D;Zom<Gﬁ <R>)
- Dtr—unip(Gﬁ(R)) N D;Zom(Gﬁ (R)) = Df:—ump(Gﬁ (R))

Les inclusions de cette suite sont forcément des égalités, donc

D3 nip(G4(R)) = p(Diynip(C3(R))) 1 D (G(R)).

tr—unip géom

Puisque 1f;, ¢ et 1f; ¢, sont des isomorphismes inverses entre Dy, —unip(G(R)) et p(Dyr—unip(G:(R)))
et qu’ils préservent la stabilité, on a

161,64 (Dt unip(G(R))) = P(Dir—unip(G3(R))) N Dy (Gy(R)) = Diy i (Gy(R)).

tr—unip
C’est I'avant-derniere égalité de (ii) qu’il restait a prouver. [J
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3.4 Revétement et applications p; et o

On conserve la situation précédente. Soit M un Levi de G. On note M, son image
réciproque. On a M, = Z x Mj, ou My est un Levi de Gy. La fonction B sur G se releve
en une fonction encore notée B sur Gy. Les ensembles J(B) et J, ES(B) s’identifient et,
pour J dans cet ensemble, on peut identifier les deux espaces de germes U relatifs aux

groupes ambiants G et Gy, cf. [III] 3.2. On fixe une mesure de Haar sur Z(R), qui permet
d’identifier Mes(G(R)) a Mes(Gy4(R)) et Mes(M(R)) a Mes(My(R)), cf. [III] 3.1.

Lemme. (i) Soient J € J(B) et vy € Diy—unip(M;(R)) @ Mes(M(R))*. Supposons
1&,,¢(72) € Dir—unip(M(R)) ® Mes(M(R))*. Alors on a I'égalité

* * G
/)SJ © LMu,M<7ﬁ> = lmy,m © /)Ju<’7u)-

(ii) Supposons G quasi-déployé. Soient J € Jij(B) et 6; € Djl_,...(My(R)) ®
Mes(My(R))*. Alors on a I'égalité

* * G
U? © LMu,M(dﬁ) = Lyy,m © ch”(Jﬁ).

Remarque. Les ¢}, ), intervenant dans les membres de droite sont en fait tensorisés
avec l'identité de U}.

Preuve. Pour simplifier, on abandonne les espaces de mesures. L’action de M (R) sur
M;(R) se prolonge en une action G(R) sur Gy(R). Par simple transport de structure, on
voit alors que

Gy — Gt
pop; (V) = ps op(vy)-
Parce que t}y, ay © P = tiy, > e membre de gauche de I'égalité du (i) ne dépend que de
p(7;). Pour la méme raison et grace a 1'égalité ci-dessus, on voit que c’est aussi le cas
du membre de droite. On peut alors reformuler I'assertion (i) de la fagon suivante. Soit
Y € Dyp—unip(M(R)). Alors il existe vy € Dyp—unip(My(R)) tel que ¢y, o(vy) = v et que
I'égalité du (i) soit vérifiée. 1l suffit de démontrer cette assertion quand ~ parcourt un
ensemble de générateurs de Dy, —unip(M(R)). Pour v € Doppunip(M(R)), on choisit ~, €
Doy unip(Mz(R)) et 1'égalité résulte des définitions comme dans le cas non-archimédien.
Soit maintenant M’ = (M’, M’, () une donnée endoscopique elliptique et relevante de
M, avec M'" # M si G est quasi-déployé. Considérons un élément vy € D ypp unip(M (R)) de
la forme transfert(d), ou d € D;f_,..(M’). Comme dans la preuve du lemme précédent
(ou 'on remplace le groupe G par M), on construit une donnée endoscopique MQ =
(M, M}, ¢;) de My qui est elliptique et relevante. On choisit d; € Dyl (M}) tel que

LK/I&M,(%) = §. On peut choisir vy = transfert(d;). D’apres 2.4(3), on a

G Gy.E
p5(v,a) = p55 (M, 8,a) et pj* (v, a5) = p;*" (M3, 6y, a)
pour a € Ay (R) et ay € Ay, (R). Clest-a-dire

5 (v,a) = S iwGGs) Y transfert(af P(8,€(a))),

SECZ(M)Tr /Z(G)'R 71eg S By
G . Gi(s)
P (v a5) = > ingy(Gy, Gi(s)) > trans fert(o ;" (8, &(ay)))-
SEGZ(My) R /Z(Gy) R

G’ (s)
! Ii -7
JEeT (B);J'—J
#
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On a
Z(M)'* ) Z(G)'™ = Z(Maa)"™ = Z(My0a)™ = Z(My)™ | Z(Gy)"™.

Les sommations en s des deux formules ci-dessus s’identifient. Pour s fixé, on vérifie
aisément 1’égalité

ing (G.G(s)) = gy (G, Gl(s)).

Les sommations en J' d’identifient. Supposons que a et a; se correspondent par la relation
a = q(ay). Les termes &(a) et (ay) se correspondent par une relation similaire. Pour J/
fixé, on peut appliquer par récurrence ’assertion (ii) du lemme :

G, S * G, (S)
05 (8,6(a) = Gy aw (" (84, E(a)))-
En utilisant 3.7(6), on obtient

transfert(a?,/(s) (8,€(a))) = g a1 © t'r’ansfe'r’t(a?,”(s)(

8y, &(ay)))-

On en déduit .
p§<77 CL) = [;]k\/lu,M(pJu (7117 aﬁ))'

Cela prouve (i). Le (ii) s’en déduit comme dans le lemme [I1I] 3.6. O

3.5 Un résultat d’induction

On suppose G quasi-déployé. Soit M un Levi de G.

Lemme. Soit ¥ € Dynip(Msc(R)) @ Mes(Mgc(R))*. Supposons que la distribution
induite (t3;,. 7 (7)€ soit stable. Alors il existe § € Dif. (Msc(R)) @ Mes(Mgc(R))*
tel que l'on ait I’'égalité

(l’}k\dsc,M(’Y))G - (l’}k\dsc,M((s))G'

Remarque. On rappelle que Mgc est le revéetement simplement connexe du groupe
dérivé de M. Le lemme serait plus facile mais plus faible si ’'on remplacait ce groupe par
I'image réciproque M. de M dans Ggc.

Preuve. On fixe des mesures de Haar sur tous les groupes intervenant. Introduisons
les espaces I(G(R))unip.ioc €6 ST(G(R))unipioc de [I] 5.2 et [I] 5.5. L’indice unip remplace
comme a notre habitude l'indice O de ce paragraphe, cette classe O étant réduite a
{1}. Rappelons la description que I'on a donnée en [I] 5.2 de l'espace I(G(R))unip.ioc-
On fixe un ensemble T de représentants des classes de conjugaison par G(R) de sous-
tores maximaux de GG. Pour T € T, notons Mr le plus petit Levi de G contenant T
Il est déterminé par la condition Ay = Ap. Notons LM7(T) I'ensemble des racines de
T dans my. Ce sont les racines imaginaires de T'. Notons t, le sous-ensemble des X € t
tels que a(X) # 0 pour tout o € “M7(T). On note Q I'ensemble des composantes
connexes de t,(R) et on fixe un élément Qp € Q. Posons Wg(T') = Normeamw)(T)/T(R)
et W(T) = Normg(T)/T. On a Wg(T) C W(T)'™. Pour w € W(T)'™®, notons n(w) le
nombre de racines a € XM7(T) telles que I'hyperplan noyau de a sépare Qp de w(Qr).
On pose e(w) = (—1)"®). C’est un caractere de W (T)'®. En remplacant G par My, on
définit le sous-groupe WM (T) c W(T). Remarquons que I'r agit trivialement sur ce
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sous-groupe et que WM (T) agit transitivement sur 2. On note C[[t(R)]] I'espace des
séries formelles sur t(R). Soient f € I(G(R)), T € T et Q € Q. On définit une fonction
dpra sur Q par ¢pra(X) = I1%exp(X), f). Cette fonction se prolonge en une fonction
C* dans un voisinage de €2. On note ¢srq son développement en série formelle en 0.
Pour w € Wg(T') et X € ¢(R), on a I'égalité

(1) prrwe(w(X)) =prralX).

L’application f +— (¢rr1.0)reT 0c0, S quotiente en une injection

I(G(R))unip,loc — @TET,QEQTC[[t(R)H'

Cette injection est un homéomorphisme de l'espace de départ sur son image, laquelle
est fermée dans l'espace d’arrivée. L’espace I(G(R))unipioc €st muni d'une filtration
(FMI(G(R))unip.ioc) n=ag—1.... angy» O My est un Levi minimal. L’espace FMI(G(R))unipioc
est celui des f € I(G(R))unipioc tels que @rro = 0 pour tous 7', Q tels que ar > n.
Pour décrire le gradué Gr™I(G(R))unip.ioc, introduisons les notations suivantes. Pout tout
T € T, le groupe Wg(T) agit naturellement sur C[[t(R)]]. On note C[[t(R)]]"=™)< le sous-
espace isotypique pour l'action du groupe Wg(T'), de type €. Notons 7" le sous-ensemble
des T € T tels que ar = n. Pour f € F"I(G(R))unipioc €6 T € T", la série prra,
appartient & C[[t(R)]]"*()<. Pour une autre composante 2 € Q, soit w € WM (T) tel
que = w(27). On a alors

(2) prra = €e€W)psra,.
L’application f +— (@710, )rer se quotiente en un homéomorphisme
Gr*I(G(R))uniptoc EBTGT"CHJ‘(RH]WR(T)’E-

Des descriptions analogues valent pour I'espace SI(G(R))unipioc- On doit seulement
remplacer pour tout T' le groupe Wg(T) par W (T)'™®. Notons s¢ : I(G(R))unipioc —
ST(G(R))unip.oc la projection naturelle et s I'application déduite entre les gradués de
degré n. On voit que s“™ est la somme sur 7' € T des applications

C[leR)]]"=Dre — C[[t(R)]] VD #e
4 = D wew (m)r i (r) S(W)w(P).

Cette application admet une section naturelle

ClHR)VO™= 5 C[(R)]]We(T)<
® = W)= We(T)] .

On obtient ainsi une identification de Gr"SI(G(R))unip.i0c & un sous-espace de Gr™I(G(R))unip.ioc-
Il est facile de reprendre les preuves des paragraphes 4.15 et 4.16 de [I] (qui concer-
naient les espaces I(G(R)) et SI(G(R))) et de montrer que les résultats de ces para-
graphes valent pour nos espaces I(G(R))unipioc €6 ST(G(R))unip ioc-
On décrit de méme les espaces I (M (R))unip.iocs L(Msc(R))unip ioc €tC... et leurs gradués.
Selon notre habitude, on ajoute si nécessaire des exposants M ou Mgc dans les notations
pour les objets obtenus en remplacant 1’espace ambiant G par M ou Mge.
On dispose de I'application de restriction resys : I(G(R))unip,ioc = L(M(R))unip.ioc. De
la projection Mgc(R) — M (R) se déduit une application naturelle targ. ar @ (M (R))unip.ioc —
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I(Msc(R))unip.ioe- Notons resyrge. = targenr 0resy : I(G(R))unipioc = I(Msc(R))unip.ioe-
Décrivons cette application. Soit f € I(G(R))unipioe, posons f' = resnyq.(f). Soient
T € TM et U € Q. La fonction ¢ 17 o appartient a C[[t,,(R)]], ou 77, est 'image
réciproque de 7" dans Mge. Fixons g € G(R) tel que ady,(T") € T. Posons T' = ad,(1")
et Q = ad, (). Alors, pour X’ € t (R), on a I'égalité

opra(X') = prralady(X)).

Pour f' € I(Msc(R))unipioc, T € T et ©Q € Q, considérons la condition
(Hyp) pra il existe ¢ € C[[t(R)]] telle que, pour tout 77 € TM, tout g € G(R) tel
que ady(T") =T et tout X’ € t/ (R), on ait 1'égalité

QO(adg(X,) = ()Of/yT/,adg—l (Q) (X/)

Notons V' le sous-espace des f' € I(Mgsc(R))unipioc tels que, pour tous T € T et
Q€ Qp, la condition (Hyp) p 1o soit vérifiée. D’apres la description ci-dessus, I'image de
resa,, est contenue dans V. L’application resj,,, est compatible aux filtrations. On note
Teshrqe I'application déduite entre gradués de degré n. On note p™ : F"I(G(R))unipioc —
GrI(G(R))unipioc et pMsem™ » FI(Msc(R))unipioe — Gr™I(Msc(R))unipioc les projec-
tions naturelles. Nous allons prouver que

(3) 'image de resy,. est égale a V' ;

(4) lintersection avec F™I(Mgc(R))unipioc de I'image de resp,, est l'image par
resyg, de F'I(G(R))unipioc;

(5) soit f" € Ker(resy,.); alors il existe f € Ker(resyg.) N F"I(G(R))unipioc telle
que p"(f) = /"

On a vu que I'image de resy,. €était contenue dans V. On va d’abord prouver

(6) soit f" € VN F"I(Msc(R))unipioc; alors il existe f™* € Gr™I(G(R))unip.i0c tel que
resiy,, (f") = pMsen(f).

Soit T' € T™. Considérons une fonction ¢ € C[[t(R)]] satisfaisant 'hypothese (Hyp) y/.r.0,-
Soit w € Wg(T'). Montrons que la fonction e(w)w(y) satisfait encore cette hypothese.
On fixe z € Normgw)(T) tel que w soit la restriction de ad, & T. Soient 7" € T™,
g € G(R) tel que ady(T") =T et X' € £, (R). On a

e(w)w(p)(ady(X")) = e(w)plady-1y(X") = e(w)@s 17,0, 1, (20)(X'),

d’apres 'hypothese (Hyp)p 7.0, appliquée a T et 7 tg. Soit w' € WM (T") tel que
ady-1,(Qr) = w'(ad;~1(Qr). On a T" € T L'hypothese f € F"I(Msc(R))unip.ioc

entraine que ’analogue de la condition (2) est vérifiée. C’est-a-dire que
Pp 1 ad, @) (X)) = € (W)pp 104, @) (X)),

en notant pour plus de précision ¢ le caractere de WM (T"). Mais 1'application o +
ad,-1(a) se restreint en une bijection entre I'ensemble des racines o € M7 (T) telles
que I'hyperplan noyau de « sépare Qp de w(€2r) et I'ensemble des racines 3 € XM (T7)
telles que I'hyperplan noyau de 3 sépare ad,-1(2r) de adg-1,(Qr). 11 en résulte que
e(w) = €'(w’). On obtient alors

e(ww(e)(ady(X")) = .1 0a, - (02) (X').

Donc e(w)w(yp) vérifie (Hyp) ¢ r,0,. On peut alors remplacer ¢ par

We(D)I™ ) ew)u(p).

weWgr(T)
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Cette fonction satisfait encore (Hyp) s r.q, et appartient a C[[t(R)]]"=@)€. Notons plus

précisément 7 cette fonction. La famille (¢r)rern s'identifie a un élément f* € Gr™I(G(R))unip.ioc-
On vérifie que resf (") = pMse(f). Cela prouve (6).

Montrons maintenant que

(7) VN F"I(Msc(R))unipioc €st 'image par resyg. de F*I(G(R))unip.ioc-

On raisonne par récurrence sur n. C’est clair si n < ag puisqu’alors tous les espaces
sont nuls. Soit n > ag, supposons l'assertion démontrée pour n — 1. Soit [/ € V N
F'I(Msc(R))unipioe- D’apres (6), il existe f € F'I(G(R))unipioc tel que pMsem(f —
resuqe (f)) = 0. Cela entraine f' — resyg.(f) € F* 1 (Msc(R))unip.ioe- Puisque l'image
de resprq. est contenu dans V', on a aussi f' —resy.(f) € V. En appliquant ’hypothese
de récurrence, [’ — resy,.(f) appartient a 'image par resy,. de F* ' T(G(R))unip.ioc-
Cela entraine que f’ appartient a I'image par resy,. de F"I(G(R))unip.ioe, 0ot (7).

Pour n maximal, (7) implique (3). Une fois (3) connue, (4) est équivalent a (7). En-
fin, soit f* € Ker(resy,.). Choisissons fo € F"I(G(R))unipioc tel que p"(fo) = f".
L’hypothese f* € Ker(resh, ) implique resyg.(fo) € F* ' (Mgc(R))unipioc- En appli-
quant (4), il existe fi € F" ' T(G(R))unipioc tel que resyre. (f1) = resase(fo). L’élément
[ = fo— fi appartient a Ker(resyg.) N F"I(G(R))unipioc €t vérifie p*(f) = f™. Cela
prouve (5).

Montrons que

(8) I'image de I'application resy, est fermée dans I(Mgsc(R))unip,ioc-

Pour tout 77 € TM, fixons un ensemble de représentants Wy du quotient {g €
G(R);ady(1T") € T}/T'(R). Considérons 'espace

X = EBT’ETM,Q’EQT/,gEWT/C[[t;c(R)“'

L’espace
Y = EBT’ETM,Q’EQT/C[[t;cOR)H

s’identifie au sous-espace fermé des éléments de X dont les composantes sont indépendantes
de g € Wyr. On a dit que I(Msc(R))unipioc s'identifiait & un sous-espace fermé de Y. 11
s’identifie donc aussi a un sous-espace fermé de X. Posons

Z = @rer 0e0, C[[tR)]].

On définit une application ¢ : Z — X de la fagon suivante. Soit (¢7,0)reT.0c0, € Z.
Soient T" € T, Q' € Qp et g € Wy, Pour X’ € t.(R), posons

01 ,00,g(X") = Qad, (1),ad, () (adg(X)).

Limage de (¢r,0)reT 0c0, Par ¥ est alors la famille (@170 g) e e, gew,, - L'as-
sertion (3) revient a dire que 'image de resp,. est égale a l'intersection dans X de
I(Msc(R))unipioc €t de 'image de . Pour prouver (8), il suffit donc de prouver que
I'image de ¢ est fermée dans X. L’espace des series formelles, disons sur t(R), est le
produit sur ¢ € N des espaces de polynomes homogenes de degré i sur t(R). Ce résultat
s’étend bien str a nos espaces X et Z :ona X =[], X et Z = [[,.y Zi- L’application
1 est le produit d’applications v; : Z; — X;. Soit alors x € X qui est dans 'adhérence de
I'image de 1. Pour tout ¢, la composante x; € X; est dans I’adhérence de I'image de ;.
Or les espaces X; et Z; sont de dimensions finies donc I'image de ; est fermée. On peut
donc choisir z; € Z; tel que ¥;(z;) = ;. Mais alors, I'élément z = HZEN z; € Z vérifie
¥(z) = . Donc x appartient a 'image de 1. Cela démontre (8).
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On a de méme une application res3;. . = tage aroresyy : ST(G(R))unipioc = ST(Mgc(R))unipioc-
Elle se décrit de la méme fagon que resy,.. Des propriétés analogues a (3), (4), (5) et
(8) valent pour cette application.

Nos applications sont compatibles aux filtrations. Pour tout n, on en déduit un dia-
gramme commutatif

res”
Mg

GT”I(GOR))UM;)JOC — GT”I(MSC (R)>unip,loc
SGJL J/ SMsc,n \l/

st,n

GT”S](G(R))ump,loc resi/gsc GrnSI(MSC(R))unip,loc

Montrons que

(9) Im(resy,, ) N Ker(sMsem) = resy,  (Ker(s9™)).

Comme on ’a vu ci-dessus, on peut identifier Gr"SI(G(R))unipioc & Un sous-espace
de Gr"I(G(R))unip.ioe- On a alors

Gr"I(G(R))unip,ioc = Ker(sG’") ® Gr"SI(G(R))unip,ioc-
De méme
GT”I<MSC<R))unip,loc = Ke'r(SMSC’n) ©® GT”S[<MSC(R>)unip,loc-

Les deux sections sont compatibles aux applications resj, . et 'r’es‘;\?gc. Précisément,

resyy;... envoie Gr"SI(G(R))unip,ioc dans Gr*ST(Msc(R))unip,ioc €t coincide avec 'r’es‘;\?gc

sur Gr"SI(G(R))unip i0c- Cela résulte des descriptions ci-dessus et de la propriété suivante
(10) pour tout 77 € T™, on a I'égalité

(W(T")"=  We(T")] = [WH(T')" - W' (T7)].
On vérifie que les suites suivantes sont exactes
1 — WM (T — W(T)'™* — W (Mp) — 1,
1— Wa'™(T') = Wa(T') = W(Mp) — 1.
On en déduit 1’égalité
(W (T Wie(T)] = (W4 () W7 (1),
On a de méme
W)= - W (1)) = W ()= W™ (1))

D'oit (10).

Soit alors f € Gr"I(G(R))unip,oc: Supposons resi;  (f) € Ker(ssc™). Ecrivons
[ = fot [ avee fo € Ker(s“") et f* € Gr"SI(G(R))unip,ioc- On a sMscmoreshy, (f) =
resi.. (f*). Ce terme est nul par hypothese. Donc resy,  (f) = resh;. . (fo), ¢’est-a-dire
reshy..(f) appartient a rest; (Ker(s%")). Cela prouve (9).

Montrons que I'assertion (9) se releve des gradués aux espaces eux-meémes, c’est-a-dire

(11) Im(resyg.) N Ker(sMse) = resyr,. (Ker(s%)).
On démontre par récurrence sur n que

(12) resnrse (F' (G (R))unipioe) N Ker(sMse) C resy,. (Ker(s9)).
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Soit f' € resarg (F'I(G(R))unipioc) N Ker(ss). Alors pMsen(f') € Im(resh,,.) N
Ker(sMscm). Dapres (9), il existe f" € Ker(s") tel que resy,  (f") = pMsen(f’).
Comme on 'a vu en [I] 4.17 (on a dit que les résultats de ce paragraphe s’appliquaient
a nos espaces localisés), il existe f € F"I(G(R))unipioc N Ker(s®) tel que p™(f) = f™.
Posons fi = [’ — resyg.(f). Les égalités ci-dessus entrainent p™scn(fl) = 0, donc
fo € Fr (Mso(R))unipioe- L'6lément f§ appartient encore & l'image de resys,,. En
appliquant (4), on a f] € resyree (F" H(G(R))unipioc). Puisque f € Ker(s®), on a
resuq.(f) € Ker(s™s¢) donc aussi f) € Ker(sMsc). En appliquant '’hypothese de
récurrence, on obtient f§ € resyg.(Ker(s®)). Alors f' = fi + resy.(f) appartient
aussi & res .. (Ker(s®)). Cela prouve (12).

Pour n maximal, (12) entraine que le membre de gauche de (11) est inclus dans celui
de droite. L’inclusion opposée est évidente. D’ou (11).

Notons I'™*(G(R)) le noyau de I'application naturelle I(G(R)) — SI(G(R)). Rappe-
lons que

(13) 'image naturelle de I (G(R)) dans I(G(R))unip.ioc est dense dans Ker(s®).

En effet, c’est 'assertion [I] 5.15 (4) dans le cas particulier k = 1 et My = G = G.

Venons-en a la preuve du lemme. Soit 4 comme dans I'énoncé. C’est une forme
linéaire continue sur I(Mgc(R))unipioe- On cherche un élément & € Djl, (Msc(R)),
c’est-a-dire une forme linéaire continue sur SI(Msc(R))unipioe, OU encore une forme
linéaire continue sur I(Mgo(R))unip,ioc nulle sur Ker(s*s¢). La condition (13, 2,(7))% =
(thrge0(0))€ revient & dire que - et & coincident sur 'image de resy,.. Cette image
est fermée d’apres (8) et la somme de cette image avec Ker(sMs¢) est aussi fermée :
c’est I'image réciproque par sMs¢ de I'image de resj}sc qui est fermée par I'analogue
de (8). La condition nécessaire et suffisante pour que d existe est donc que « annule
Im(resyrs.) N Ker(sMse). Ou encore, d’apres (11), que v annule resy,.(Ker(s%)).
D’apres (13), cet espace est 'adhérence de 'image par respy. de I'image naturelle
de I"™"(G(R)) dans I(G(R))unipoe- L'hypothese que (th,.,(7)) est stable signifie
que v annule cette image. Etant continue, v annule aussi son adhérence, c’est-a-dire
resyrse (Ker(s9)). Cela achéve la démonstration. [J

3.6 Un corollaire
Soient M un Levi de G et J € JG(B).

Corollaire. (i) Soient v € Dy_ynip(M(R)) @ Mes(M(R))* et a € Ap(R) en position
générale et proche de 1. Alors il existe T € Dypip(Msc(R)) @ Mes(Msc(R))* tel que
p5 (7, a) soit I'image de i3, . 5, (T) modulo AnnG,, .

(ii) Supposons G quasi-déployé. Soient 6 € Dj! . (M(R)) @ Mes(M(R))* et a €
An(R) en position générale et proche de 1. Alors il existe T € Dy, (Msc(R)) ®

Mes(Msc(R))* tel que 0§(d,a) soit I'image de vy, . 5 (T) modulo Annffng)

Preuve. Pour v € Dypunip(M(R)) @ Mes(M(R))*, 'élément p§ (v, a) appartient
par définition & Doy ynip(M (R)) @ Mes(M(R))* (plus exactement, est I'image modulo
AnnG,., d'un élément de cet espace). Puisque Dopp ynip(M (R)) @ Mes(M(R))* est Iimage
par L.y de Dorpunip(Msc(R)) @ Mes(Mgsc(R))*, Passertion (i) vaut pour «. Soit
M’ = (M', M’;{) une donnée endoscopique elliptique et relevante de M, avec M’ # M
si G est quasi-déployé. Soit & € D! (M') ® Mes(M'(R))*, considérons 1’élément

tr—unip
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~ = transfert(d). Par définition, on a

P?('Y, a) = p?g(M/? d,a) = Z in (G, G/(S))
s€CZ(M)'®R/Z(G) "

Z transfe'r’t(a?/(s)(é, £(a))).

71T By T

Fixons s et J’' apparaissant dans cette somme. En appliquant le (ii) de 1’énoncé par
récurrence, on peut supposer que a?l(s)(é,g(a)) est I'image par L}%C’M, d’'un élément
Tor € Dii(Mgo(R)) ® Mes(Mgo(R))*. On sait que la donnée M’ détermine une
donnée endoscopique M/, de Mgc. L’application L?wgc, w se factorise en vy, p OL}k\/[éo M

Posons 7/, ;, = LLgC7Méc(TS7J/). On a alors aﬁl(s)(é,g(a)) = (T3 ), Aol

transfert(crfﬁl(s)(é, £(a))) = threo.s © trans fert(T), ).

On a alors p§ (v, a) = ti. 0 (T), Ol

T = Z in (G, G'(s)) Z transfert(T’, ;).
SECZ(M)"R/2(G)" = 7eT 8 (B
Cela démontre (i) pour - et cela acheve la preuve de cette assertion (i).

Supposons G quasi-déployé. Pour & € Djf . (M(R)) ® Mes(M(R))*, on voit de
méme, en appliquant (i) et les hypotheses de récurrence, que 05(68,a) est 'image par
Urigens Aun élément 7/ € Dypip(Mso(R))@Mes(Mgse(R))*. On sait que Uinduite 0§ (8, a)¢
est stable. En appliquant le lemme 3.5, il existe 7 € D;.. (Msc(R)) ® Mes(Msc(R))*
tel que les induites & G des distributions 3, 5(7') et tj,. . »(T) soient égales. Mais
st,G

alors 0§ (4, a) est 'image de ¢}, . »(7) modulo Ann;,. Cela prouve (ii). O

4 Extension des définitions, cas quasi-déployé et a
torsion intérieure

4.1 Descente et endoscopie

On a rappelé dans la section 5 de [III] les liens entre descente et endoscopie. Le corps
de base y était non-archimédien. Presque tout reste valable sur notre corps de base réel.
Il faut toutefois modifier légerement l'identité cruciale [III] 5.1(3). Rappelons brievement
la situation. Dans ce paragraphe, le triplet (G, G, a) est quelconque. On considére une
donnée endoscopique G’ = (G, G, 5) de (G, G, a) elliptique et relevante. On fixe des
données auxiliaires Gf,...,A;. Considérons un diagramme (e, B', T", B, T, n) joignant deux
éléments semi-simples € € G'(R) et n € G(R). On suppose G quasi-déployé. On fixe un
relevement €; de e dans G (R). On fixe une décomposition d’algebres de Lie g} = ¢; ® ¢’
On construit comme en [I] 1.2 une action galoisienne quasi-déployée sur G, qui conserve
une paire de Borel épinglée de ce groupe complétant la paire (BNG,, TNG,). On note G
ce groupe muni de cette action. Celle-ci est telle que I’application identité ¢ : G, — G est
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un torseur intérieur. On a construit en [W2] 3.5 une donnée endoscopique G’ = (G', G, 5)
de Gsc. Le couple (G, ‘. sc) se complete en un triplet endoscopique non standard.
Soit y € G tel que yo(y)~' € I, = Z(G)?G,. On pose nly] = y~'ny. Alors ¢ o ad, est un
torseur intérieur de G, sur G. Ainsi, la donnée G’ est aussi une donnée endoscopique
pour Gy,. Supposons qu’elle soit relevante. Puisque Gg¢ est simplement connexe, il
n’est pas besoin de données auxiliaires pour cette donnée et on peut fixer pour celle-
ci un facteur de transfert A(y). Soit Y € g/(R) en position générale et proche de 0.
Modulo les isomorphismes de [III] 5.1, on le décompose en Y. + Z avec Y. € g 5c(R)
et Z € 3(G;R). On décompose Z en Z; + Z,, avec Z; € 3(G;R) et Zy € 3(G';R). On
transfere Yy, en un élément Y. € gs(R). On pose Y = Y,. + Z,. Supposons que Y se
transfere en un élément X[yls. € gypy,s¢(R). On pose X[y] = X[ylsc + Z1. On a

(1) il existe b € 3(GL;R)* et, pour tout y comme ci-dessus, il existe d(y) € C* de
sorte que, pour toutes données Y, X[y] comme ci-dessus, on ait ’égalité

d(y)Ay) (exp(Y), exp(X[ylsc) = =7 Ay (eap(Y)er, exp(X [y])nly)-

Preuve. Commencons par fixer des tores maximaux dans nos différents groupes et
supposons que les éléments Y, Y et X[y] appartiennent aux algebres de Lie de ces tores.
Le lemme [I] 2.8 entraine qu'il existe (b, b2) € 3(G1; R)* @ (1 —60)(3(G,R)*) de sorte que
la fonction

e~ <Pt XA, (eap(Y)er, exp(X [y])nly])

soit localement constante. On a prolongé par exemple b; en une forme linéaire sur g} (R)
nulle sur g} ¢o(R). L’égalité se simplifie puisque la projection de X [y] dans 3(G; R) est in-
variante par 6 : on a < by, X[y] >= 0. Onaaussi < by, Y >=< by, Z >, ou by est la restric-

tion de by a 3(G; R). Un méme résultat vaut pour le facteur A(y)(exp(Y), exp(X[ys)) :
il existe 0] € 3(G'";R)* tel que la fonction

€7<bl1’Z2>A(y) (61’17(}7)7 exp(X[ylse))

soit localement constante. On peut identifier b a un élément de 3(G~; R)*, cf. [III] 5.1(1).
En posant b = b} — by, on obtient que le rapport

(2) e A(eap(Y)er, exp(X [y])nly]) Aly) (exp(Y), exp(X[ylse) ™!

est localement constant. Il résulte des définitions de [I] 2.8 que les termes by et b} ne
dépendent ni des tores fixés, ni de 1’élément y (les constructions se situent dans les
groupes duaux et ne voient pas y). L’élément b non plus. On peut calculer la fonction
localement constante (2) de la méme fagon qu’en [W2] chapitre 10. On obtient qu’elle est
constante, les tores étant fixés. Il reste a prouver que cette constante ne dépend pas des
tores. Dans la notation de [W2], il s’agit de prouver 1'égalité A(T,T) = 1. La méthode de
[W2] paragraphe 12 consistait & plonger la situation locale dans une situation définie sur
un corps de nombres et a utiliser une formule de produit pour déduire la valeur de A(7,T)
de valeurs analogues dans une situation non ramifiée. La méme méthode s’applique et
ramene 1’égalité a prouver a ’égalité analogue dans une situation non ramifiée sur un
corps non-archimédien. La preuve dans ce cas a été faite dans [W2]. Cela prouve (1). O

Le facteur exponentiel qui intervient en (1) affecte la description du transfert des dis-
tributions si celles-ci font intervenir des dérivations dans la direction centrale de GZ. Mais
ce n’est pas le cas si on se limite aux distributions provenant de G g via I'application
L*Gé,scﬂe de la section 3. En particulier, la relation [III] 5.2(7) reste valide.
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4.2 Localisation

Dans la suite de la section, on considere un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a torsion
intérieure. Soit 7 un élément semi-simple de G(R). Conformément a la convention de [I]
5.10, nous notons

descf’* : Dyéom(Gn(R)) @ Mes(Gy(R))* = Dyeom(G(R)) @ Mes(G(R))*

I’application linéaire déduite de la descente d’Harish-Chandra. Comme on I’a dit dans
cette référence, elle n'est définie que sur les éléments de D¢ (G,(R)) @ Mes(G,(R))*
dont le support est assez voisin de l'origine. Le groupe Zg(n;R) agit naturellement
dans Dynp(G,(R)) @ Mes(G,(R))* via son quotient fini Zg(n : R)/G,(R). Notons O
la classe de conjugaison de 1) par G(R). Alors la restriction de descy™ & Dynip(Gy(R)) ®
Mes(G,(R))* se factorise en

(1) Dounip(G(R)) @ Mes(Gy(R))* 5 (Dunip(G(R)) @ Mes(G,(R))*)Zc0F)

G,*
descy ~

>~ Dyeom(0) @ Mes(G(R))" C Dyeom(G(R)) @ Mes(G(R))*,
ou l'exposant Zg(n;R) désigne selon 1'usage le sous-espace des invariants et ou p est la
projection naturelle sur ce sous-espace.
Supposons G, quasi-déployé. On a de méme une application linéaire

st,é,* . st
desc, 2 Diéom

(Gy(R)) @ Mes(Gy(R))" — Dy,

géom

(G(R)) ® Mes(G(R))",

cf. [I] 5.10. Posons 2, = Za(n)/Gy. Le groupe = * agit naturellement sur D}, (G, (R))®

unip

Mes(G,(R))*. Notons O la classe de conjugaison stable de 7. Alors la restriction
descst@* a D3t (G, (R)) ® Mes(G,(R))* se factorise en

(2)  Dihiy(CylR)) ® Mes(Gy(R))* 5 (D3t (GlR)) @ Mes(Gy(R))")="

st,é,* ~
L, (0 @ Mes(G(R))* € D, (G(R)) © Mes(G(R))",

avec des notations similaires a celles ci-dessus. Notons ) (n) 'ensemble des y € G tels
que yo(y)~' € G, pour tout ¢ € I'r. Fixons un ensemble de représentants Y(n) de
I'ensemble de doubles classes G,\Y(n)/G(R). Pour y € Y(n), on pose nly] = y 'ny.
L’application ad, se restreint en un torseur intérieur de G, sur sa forme quasi-déployée

G, grace auquel on peut transférer une distribution stable sur G, (R) en une distribution

st,é,*

sur Gy, (R). On note transfert, cette application. Les applications descné’* et descy

sont reliées par 1'égalité

st, G x G, x
(3) descnt’G’ = Z desc,p) o trans fert,,
yeY(n)

cf. 1] 5.10.
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4.3 Localisation des espaces Dy, ,,(O)

Soit @ une classe de conjugaison stable d’éléments semi-simples dans G (R). Fixons
n € O tel que G, soit quasi-déployé. On introduit un ensemble y(n) comme dans le
paragraphe précédent. En général, Pensemble {n[y];y € Y(n)} n’est pas un ensemble
de représentants des classes de conjugaison par G(R) dans O. Il est plus gros. On peut
toutefois supposer que si n[y] est conJugue a nly’], alors ces deux points sont égaux. On
peut alors fixer un sous-ensemble X' (1) C Y(n) de sorte que {n[y];y € X(n)} soit un
ensemble de représentants des classes de conjugaison par G(R) dans O.

Lemme. (i) L’espace Dy or(O) @ Mes(G(R))* est contenu dans la somme sur y € X(n)
des images par desc, [’y] de Dy —unip(Giy(R)) @ Mes(Gp(R))*.

(ii) L'espace D;! . (O) ®@ Mes(G(R))* est contenu dans 'image par desc;t’a* de

Diy—unip(Gn(R)) @ Mes(Gy(R))".

tr—unip

Preuve. Oublions les espaces de mesures. Considérons (i). I est clair que Dyy(O)
est contenu dans la somme sur y € X (n) des images par desc® o } de Do, unip(Gypy (R)).

Considérons une donnée endoscopique G’ = (G',G',s) de (G,G) avec G' # G. Soit
~ € Diy—or(O), supposons qu'il existe € D (G') tel que 7 = transfert(d). On
veut prouver que < appartient a la somme des images par descS; o] ©de Dy, unip(Gpy (R)).
Par linéarité, on peut fixer une classe de conjugaison stable O’ dans G'(R) qui se transfere
en O et supposer que § € Dt (G’ ). On fixe € € O’ tel que G, soit quasi-déployé.
On fixe des données auxiliaires G7,...A; pour G’ et un point ¢ € G’ (R) au-dessus
de €. On applique (ii) par récurrence (plus exactement, on applique une forme de (ii)
adaptée comme toujours a la situation des données auxiliaires ; on laisse cette adaptation

au lecteur). On peut donc fixer o, € Dj_,,..,(G1 . (R)) tel que § = descifc "(8e,).

Appliquons le lemme 3.3(ii) : on peut fixer ds¢ € Djf_,.;,(GLsc(R)) tel que o, =
e (6sc). Alors y est calculé par la formule [ITI] 5.2(7). Cette formule se simplifie

dans notre situation quasi-déployée et a torsion intérieure. Les constantes c¢(y) valent
L. Surtout, le groupe Gsc, qui en général est en situation d’endoscopie non standard
avec G g¢, est ici égal a ce groupe. On obtient le résultat suivant. Pour tout y € Y(n),
on note d[y| 'image de L*G,,S c,@(é sc) par l'application transfert, a G sc(R), avec la

convention que ce transfert est nul si G’ n’est pas relevante pour Goy,sc- Alors

1 = Z d(y descn[y © G, 50:Goy (O Y1)
yeY(n)

Le lemme 3.3(ii) assure que ¢, ~,(ds¢) € Dj
sC»

tr— unzp(G/(R)) On a alors 6[y] € Dtr—unip(Gn[y},SC(R))-
Mais, parce que Gy, n'est pas quasi-déployé, le lemme 3.3 n’assure pas que L*Gn[y],scu . (6[y])
appartient a Dy ynip(Ghpy) (R)). Pour le voir, il faut utiliser encore une simplification due

a notre situation quasi-déployée et a torsion intérieure. Non seulement G ¢ s’identifie

au groupe G's., mais G’ lui-méme s’identifie au groupe d’une donnée endoscoplque de

G, ou encore de G- Notons G” cette donnée. La donnée précédente G’ est déduite de

G” par la construction de la preuve du lemme 3.3. Posons §' = e a(dsc). On peut
sc»

considérer que c’est un élément de D! (G'). On a alors

tr—unip

*

U150 Cont] (8ly]) = LG[y]’sc,(;n[y] otransfert,(8') = transfert, o LE/7G,,(6/).
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Parce que G. est quasi-déployé, le lemme 3.3(ii) assure que L*G/7G//(5/) appartient a

Djnip(G”). Alors L*Gn[y],sc,Gn[y]@[y]) appartient a Dy _ynip(Gpp(R)). La formule (1)
se récrit
7= Z descn[y v)),
yeX (n)
ol
— AV !
Wl= D, AW, e, (O

y'€Vm)inly'1=nly]
Cela assure que = appartient a I'espace indiqué en (i) et cela acheve la preuve de cette
assertion.

Soit maintenant § € D;* _,(O). D’apres ce que 1'on vient de prouver, on peut écrire

tr—orb

2) 8= desc(vly)),

yeX (n)

avec Y[y] € Diyp—unip(Gypy (R)) pour tout y. Appliquons 4.2(1) en remplacant 1 par n{y|.
On note p, la projection qui intervient dans cette relation. Cette application consiste
a moyenner sur un groupe d’automorphismes de G,,. Comme on 'a déja dit, I'espace
Dy —unip(Gipy) (R)) est invariant par automorphismes, donc aussi par p,. On peut rempla-
cer y[y] par py(v[y]), qui appartient encore & Dy ynip(Gyp(R)). D’autre part, d’apres
4.2(2), on peut écrire

(3) = desc;t’G’*(dn),

avec 0, € DZZZP(GU(R))E’F?R. Appliquons 4.2(3). On obtient
(4) Z descn[y "ly]),
yeX (n)
ol
~'ly] = Z transfert, (9,).

Yy €Vm)mly=nly]
Fixons y’ € Y(n). Pour g € Zg(n[y'],R), on vérifie que ad, o transfert, = transfert, o

adyg)-1. On a y'g(y') " € Zg(n) et on vérifie que I'image de cet élément dans =, est
fixe par FR Donc §,, est fixe par ad, g(,)-1, donc trans fert, (8, est fixe par Zg(n[y'], R).

I en résulte que, pour tout y € X(n), '[y] est invariant par Zg(n[y], R). Puisque descgﬁ
est injectif sur les distributions fixées par ce groupe, les égalités (2) et (4) entrainent que
~[y] = ¥'[y] pour tout y. Appliquons cela & y = 1 (on peut supposer que 1 appartient a
notre systeme de représentants X (n)). Cela entraine 4'[1] € Dyy_unip(Gy(R)), ¢’est-a-dire

Z transferty(0,) € Dy—unip(Gy(R)).
y'eVm)nly'l=n

Un élément y' € V() tel que n[y’] = n appartient & Z;(n) et son image dans =, est fixe
par I'g. On voit que transfert, n’est autre que I’action de I’élément de EER ainsi défini.
Puisque d,, est fixe par cette action, on obtient transfert, (é,) = 6,. Le membre de
gauche de la relation précédente n’est autre que 8, multiplié par le nombre d’éléments
de I'ensemble de sommation. Donc &, € Dy —ynip(Gy(R)). Puisque c’est une distribution
stable, on a 9, € Dj! (G,(R)). Alors l'assertion (ii) résulte de (3). O

tr—unip
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4.4 Un résultat d’induction

Soit @Y une classe de conjugaison stable semi-simple dans G(R ). Fixons 7 € OF tel
que G, soit quasi-déployé. Notons M le commutant de Ag, dans M. Cest un espace de
Levi de G,onane M(R) et M, = G,. On note O la classe de conjugaison stable de n
dans M (R).

Lemme. Les applications d’induction
Dy orp(0) @ Mes(M(R))* — Dy o(0OF) @ Mes(G(R))*

et
Dst

5t (0) ® Mes(M(R))* — Dit_,,(0%) @ Mes(G(R))*

tr—orb

sont surjectives.

Preuve. On oublie les espaces de mesures. L’application
1) MNYY()/M(R) = G\Y(n)/G(R)

est toujours injective et 'hypothese M, = G, entraine qu’elle est surjective, cf. [I] lemme
5.12. Un systeme de représentants M (1) du premier ensemble de doubles classes est donc
aussi un tel systeme pour le second ensemble. Un élément ~ € DOrb(Oé) est combinaison
linéaire d’intégrales orbitales dans G(R) associées & des éléments unfy] ot y € YM(n)
et u est un élément unipotent de Gy (R) = M, (R). I est induit de la méme com-
binaison linéaire d’intégrales orbitales dans M (R) associées aux mémes éléments. Cette
combinaison linéaire appartient a Do,,(O). Soit maintenant G’ = (G',G’, s) une donnée
endoscopique elliptique et relevante de (G,G) avec G # G. Soit v € Dy_opp(O) tel
qu'il existe 8 € Dt (G') de sorte que v = transfert(d). On veut prouver que v est
induit d'un élément de Dy, _op(OM). Par linéarité, on peut fixer une classe de conju-
gaison stable semi-simple O¢ dans G’ (R) et supposer & € Dy _op(G/, OF). On fixe
e € O avec G' quasi-déployé et on fixe un diagramme (e, B, 7", B, T,7). Notons R
le commutant de Ag dans G’. Puisque (G, é) est quasi-déployé et a torsion intérieure,
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R’ détermine un espace de Levi R de G de sorte que T C R et que l'isomorphisme
T’ ~ T se restreigne en un isomorphisme Ap ~ Ap. Alors R’ est Uespace d'une donnée
endoscopique elliptique R’ de (R, R). L’élément 1 appartient & R(R). On a les relations
Ay = Ag, C Ag = Ar = Ag, donc R C M. Notons @ la classe de conjugaison
stable de e dans R’ (R). En appliquant par récurrence la deuxiéme assertion du lemme
(adaptée & la situation endoscopique), il existe g/ € D5t Orb(R' O') tel que & = (dr/)%".
Posons v = transfert(dr/). Cette distribution appartient & Dy, _,(Op), ot Of est la
classe de conjugaison stable de 1 dans R(R) Par commutation du transfert a llnduc-
tion, v = (v5)¢ = (v;7)¢, ou Vit = (7R)M Puisque v,; € Di—orp(O), cela démontre
I’assertion cherchée, d’ou la premiere assertion du lemme.

Soit maintenant § € D;’ . (O%). D’apres ce que l'on vient de prouver, il existe
Yii € Diy_orn(O) tel que § = (v,;7)¢. D’apres le lemme [I] 5.12(iii), il existe aussi
Oy € Dityn(O) tel que 6 = (8,;)¢. Introduisons le groupe N des éléments n €
G(R) tels que ad, conserve M et O. Il agit via son quotient fini N/(N N M(R)) sur
D yéom(O). Cette action conserve (par transport de structure) les sous-espaces Dy, o (O)
et D (O). Evidemment, 'induction est insensible a I'action de ce groupe, ¢’est-a-dire

géom
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que (ad,(v,))% = AF pour tout v; € Dyeom(O) et tout n € N. On peut donc rem-
placer les éléments v,; et §,; par leur moyenne sous l'action de N sans changer les
propriétés précédentes. Autrement dit, on peut supposer «; et ,; invariantes par N.
D’apres le lemme [I] 5.12(iii), l'induction induit un isomorphisme de Iespace des inva-
riants D ¢onm (O)Y sur Dgégm(Oé). Cela entraine v,;; = ;. Cet élément appartient donc
a Dit . (O). Cela prouve que 4 est induit d'un élément de cet espace, ce qui démontre
la seconde assertion du lemme.

4.5 Définition des termes p§ et a?, premier cas

~ On fixe pour la suite de la section un systeme de fonctions B comme en [I1] 1.9. Soient
M un espace de Levi de G et O une classe de conjugalson stable semi-simple dans M (R).
On note O la classe de conjugaison stable dans G (R) qui la contient. Fixons n € O avec
M,, quasi-déployé, introduisons le sous-espace de Levi R de M tel que Ap = Ay;,. On
note O la classe de conjugaison stable de 7 dans R(R) On suppose dans ce paragraphe

(1) R# M.

Soit J € j]g(Bo). Pour v € Dy 0(0) @ Mes(M(R))*, fixons grace au lemme
4.4 (appliqué avec G et M remplacés par M et R) un élément v5 € Dy on(Op) ®
Mes(R(R))* tel que v = (’yR)M. Pour a € Ay (R) en position générale et proche de 1,
posons

@ Sra= S LN Dy a).

LeL(R);7eTk(Bo )

Tous les termes sont définis par récurrence, en vertu de ’hypothese (1). On a

(3) ce terme ne dépend pas du choix de vp.

Preuve. On a introduit un groupe N C M(R) dans la preuve du lemme 4.4. Ce groupe
agit sur Dy, (Ofp) ® Mes(R(R)) et aussi sur £(R). On vérifie que, pour n € N, ad,,
permute les espaces de Levi L tels que dG(M LY#0etJe jL(BO ). Par transport de
structure, il est plus ou moins clair que

5P (ad,(v7), a) = ada(ph(v 5, a).

Puisque l'induction de R & M est insensible & la composition avec ad,, on obtient que
remplacer 5 par ad,(7yp) ne change pas le membre de droite de (2). On peut alors
aussi bien remplacer 75 par sa projection naturelle sur I’espace des invariants par N.
Mais, d’apres le lemme [I] 5.12(iii), cette projection est uniquement déterminée par .
L’assertion (3) s’ensuit. [J

La formule (2) définit une application linéaire

05+ Diy—oy(O) ® Mes(M(R))* = Uy @ (Dyeom(O) @ Mes(M(R))*)/Ann,

On va prouver qu’elle vérifie les conditions (1) et (3) de 2.4, c’est-a-dire :

(4) cette définition coincide avec celle de [II] 3.4 pour v € D,(0O) @ Mes(M(R))*;

(5) soit M’ une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M) avec M’ # M ;
soit @ une classe de conjugaison stable semi-simple dans M’ (R) correspondant a O ; soit
de Dt (M,0)® Mes(M'(R))*; alors p?g(l\/[' 8) = p§ (transfert(d)).

Dans la situation de (4), on peut choisir v5 € Dyp(Op) ® Mes(R(R))*. L’égalité
cherchée résulte alors du lemme [II] 3.10. Dans la situation de (5), on voit en reprenant
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la preuve du lemme 4.4 que 'on peut introduire une donnée endoscopique R’ de (@, R),
qui est une donnée de Levi de M, une classe de conjugaison stable O, dans R’ (R)

correspondant & O et a Op, et un élément g € Djf_,,(R', O}, ), de sorte que § =

(6g/ )™ . D’apres analogue de la relation 2.5(8) (qui est valide d’apres I'hypothese M’ #
M), on a alors
6)  pTE(M,8,a) = > dS(M,L)p5* (R, 6pr,a)™.

LeL(R);JeJ}%(BOR)
En utilisant les hypotheses de récurrence, on a

p?g(R,v Or, a) = pg('Yﬁzv a)

ol vy = transfert(dr/). Mais v est un élément de Dy, (Op) @ Mes(R(R))* tel que
(vp)M = transfert(d). Alors le membre de droite de (6) coincide avec celui de (2) pour
~ = transfert(d). Cela prouve (5).

On définit une application linéaire

0§ D;t,(0)® Mes(M(R))* = U @ (Dyeom(O) ® Mes(M(R))*)/Anng

tr—orb

par la formule habituelle 2.4(13). On doit prouver qu’elle prend ses valeurs dans U; ®

(D5t (©) & Mes(MR))")/Ann§C. Soit 8 € D, (0) @ Mes(M(R))". Diaprés le
lemme 4.4, on peut fixer 85 € Dt | (Op) ® Mes(R(R))* de sorte que § = (63)". A

partir des relations d’induction déja connues, en particulier la formule (2), on prouve
formellement que

(1) 05(8,a) = 3 G (M, LYok (85, a)"

Eeﬁ(é);JeJ}%(B%)

pour a € Ay (R) en position générale et proche de 1. Les distributions du membre de
droite sont stables modulo Ann&, d’ott I'assertion cherchée.

On a ainsi vérifié les conditions (1) et (2) de 2.7 et on a vu dans ce paragraphe qu’elles
suffisaient a réaliser le programme de 2.4. Cela valide ce programme sous 'hypothese (1).

4.6 Définition des termes ,0§ et 0?, deuxieme cas

On fixe encore 1 € O avec M, quasi-déployé et on suppose maintenant que Ay, =
AM.

Du systeme de fonctions B se déduit une fonction B,, sur le systeme de racines de Gy,.
Pour simplifier, on note encore B cette fonction. L’égalité Ay, = Ay, identifie les racines

de Ay, dans G, a des racines de Ay, dans G. Si Ag € Ag,, 'ensemble jj\g;[(B@) est vide
et on n’a rien a démontrer. Supposons Ag = Ag,. Alors les deux ensembles 7 JS(B@)

et J, ]S;’(B) s’identifient. Les deux espaces U; possibles associés a un élément J de cet
ensemble s’identifient par I'égalité Ay = Apy,. Soient v € Dy_opp(O) @ Mes(M(R))* et
J € JE(Bo). Grace au lemme 4.3(i), on écrit

v=Y descit(vly)),

yeX ()
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avec Y[y € Dy—unip(Mypy (R)) ® Mes(M ] (R))*. On pose
1) §jdwc; S ().

yEX

Les éléments pf"“’] (v[y]) ne sont définis que modulo 'annulateur AnnSm de 1 application

ump

d’induction de M, a Gy Il est clair que desany’] envoie cet annulateur dans Anno de

Papplication d’induction de M & G. L’élément p5 () est donc bien défini dans
U ® (Dyiom (O) @ Mes(M(R))*)/AnnS,.
La définition ne dépend pas des choix faits. En effet, pour y € X (n), notons p, la

projection de 4.2(1) relative a n[y]. Puisque desc™ [’] op, = desc%}* , on peut remplacer

desc%y’]* par desc%y’}* o p, dans les égalités précédentes. On a déja dit que pf
équivariant par p,, c¢’est-a-dire que

M Gtait

py(05" (v [y]) = 5™ (py(¥[y)))-

L’élément p, (y[y]) est uniquement déterminé et appartient & Dy, ynip( My (R))@Mes( M, (R))*.
Cela prouve que la formule (1) ne dépend pas des choix de ~[y]. De méme, changer
ensemble de représentants X (n) revient a transporter les distributions ~[y] par des
isomorphismes, ce qui ne modifie pas le résultat.

On va montrer que I'application p§ ainsi définie vérifie les conditions (1) et (3) de
2.4, c’est-a-dire

(2) cette définition coincide avec celle de [II] 3.4 pour v € D,(O) @ Mes(M(R))*;

(3) soit M’ une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M) avec M’ # M ;
soit O’ une classe de conjugaison stable semi-simple dans M’(R) correspondant & O ; soit

de Dt (M,0)® Mes(M'(R))*; alors p5° (M, 8) = p§ (trans fert(8)).

Dans la situation de (2), on peut choisir des ¥[y] € Db, unip( My (R))@Mes( M, (R))*.
La preuve est alors la méme qu'en [I11] 4.1.

Dans la situation de (3), fixons € € O" avec M/ quasi-déployé. On fixe un diagramme
(e, BM',T'. BM T,n) d’espaces ambiants M’ et M. On a Ay = Ay par ellipticité et on
suppose d’ abord

On fixe des données auxiliaires M/,...,A; pour M/ et un élément e; € M!(R) au-dessus
de €. Grace au lemme 4.3(ii), on peut fixer é. € Dj_,,...(M] . (R)) ® Mes(M!(R))* de
sorte que

0= descif’M{’*(ée).
Remarquons qu’on peut identifier un voisinage stablement invariant de 1 dans Mj . (R)
a un tel voisinage de 1 dans le produit Cy(R) x M/(R). Ainsi Dj_,...(M] El(R) ®
Mes(M!(R))* s’identifie & Djf ., (M!(R) ® Mes(M/(R))*. On a expliqué en 4.1 que
les résultats de la section 5 de [III] valaient, mutatis mutandis, sur notre corps de base
réel. On peut alors reprendre la preuve de [III] 7.1. Dans notre situation quasi-déployée
et a torsion intérieure, les constructions se simplifient. Le groupe M! apparait comme
le groupe de la donnée endoscopique M’ de cette référence. On n’a plus besoin de pas-
ser aux revetements simplement connexes des groupes dérivés. On obtient les formules

paralleles
transfert(d Z desc ;] o transfert,(8.),

yeylw
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(M/ d,a) Z desc y’] "[y]g(l\/[’ dc,a))
yeYM (n)
pour tout a € Ay (R) en position générale et proche de 1. D’apres 2.4(3) qui est déja

prouvé pour le groupe G, (puisqu’il n’est pas tordu), on a

p?"[y]’g(l\_/l', d.,a) = p?"[y] (transfert,(d.),a)
pour tout 3. On a une application surjective p : YM(n) — XM(n) et on peut supposer

nos systemes de représentants choisis de sorte que 7[y] soit constant sur les fibres. Pour
y € XM(n), posons

Yly] = Z transfert,(d.).

y'ep~1(y)

Les formules ci—dessus se récrivent

transfert(d Z descn[y’* [y])
yeXM ()
et
pJ (M/ 6 a’ Z descn[y ( [y]7 a’))
yeX M (n)

11 suffit d’appliquer la définition (1) pour conclure a égalité p5¢ (M, §) = o5 (trans fert(d)).
Cela prouve (3) sous I’hypothese (4). ) )

Supposons maintenant Ay # App. On introduit 'espace de Levi R de M’ tel que
Apnr = Ap. Cest 'espace d'une donnée endoscopique elliptique d'un espace de Levi R
de M contenant 1. On note 0%, la classe de conjugaison stable de € dans R'(R) et Op
(R, 0%) @
Mes(R'(R))* de sorte que & = (6g/)™. On applique I'analogue de 2.5(8) qui est valide
puisque M’ £ M :

celle de 7 dans R(R). Apphquant le lemme 4.4, on peut fixer dgs € D3

tr—orb

(5)  pSE(M,8,a) = 3 dS(M, L) o5 (R, 6, a)™.
LeL(R )JEJL(BO )

Fixons L apparaissant ci-dessus. Par récurrence, on peut supposer que

py (R, 8w,a) = pli(transfert(dw:), a)).

On a les relations Ap C Ag, C Ar, = Ar = Agr. Donc Ag = Ag,. On est donc dans la
situation de départ, avec G et M remplacés par L et R. Ecrivons

(6)  transfert(dr:) = Z desc’y* [y]).

yeXE(n)

On peut supposer que p§(tmns fert(drs,a)) est donné par 'analogue de la formule (1),
a savoir

L Ly
p(transfert(drs),a) = Z descﬁ’y](pJ “H(y[y], a)).



D’otu par induction

P (R, 6, 0)" = pl(trans fert(@w),a)" = 7 desclli (0" (v[y], 0)").

yeX R (n)

Revenant a la formule (5), on obtient

(M, 8, a) Z desc o] (X D),
yeX B (n)
ou .
Xoyl= Y. dg(M.L)p;" (vly),a)*m.

LeL(R), JEJL(BO)

Notons E l'ensemble des L € L(R) tels que J € *71%(303) et dg(M, L) # 0. Fixons

y € X%(n). Notons E,,) Vensemble des L' € L% (R,y,) tels que J € jl%;[y}(B) et

A (M, L) # 0. Montrons que

n[y]

(7) lapplication L Ly, se restreint en une bijection de E sur E,,; pour LeE,
on a égalité dG(M, L) = dp"" (Myy), Lyy)).

On ne perd rien a supposer y = 1 (on n’utilisera pas ici le fait que G, est quasi-
déployé). Comme on l'a dit plus haut, le fait que J é (Bo,,) soit non-vide implique que
Ap, = Ap et que j}%(BOR) = jlg:(B). Si L € F, onadonc J € jé;(B) et les égalités
As = Ag, pour S = G, M, L, R. Il en résulte que ng(Mn,Ln) = d%(M,IN/) = 0. Donc
L, € E,. Notons que I'égalité précédente est la derniere assertion de (7). L’égalité Ay, =
Ay, implique que L est uniquement déterminé par L,. Réciproquement, pour L' € E,, on
définit L par Dégalité A, = Ay et des arguments analogues montrent que L € E. Cela
prouve (7).

Grace a (8), on peut récrire

G
XJ[?/] = Z dRZ[[z}(Mn[y]aL/)pJ (7[:9] a)Mn[y]'
LrerCnly) (Rn[y]),Jej}%;[y] (B)

En vertu de la formule de descente 2.4(7) déja prouvée pour le groupe G, on obtient

Gny
X[yl = p, "™ (v[y)", a),

d’ol
(M, 8, a) Z descn[y " [y Mo, a)).

yeX B (n)

Par induction, la formule (6) donne

transfert(d) = (transfert(dr/)) Z desc ~[y] o).

yeXR(n)

Il y a une application naturelle de X%(n) dans XM (n) : & un élément 4 du premier
ensemble, on associe 'unique élément y du second tel que les points n[y’] et n[y] soient
conjugués par un élément de M(R). En fixant une telle conjugaison, on peut identifier
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[y & un élément de Dy, Orb(Mn[y] (R)) @ Mes(M,,(R))*. En notant v[y] la somme

des y[y/|Mnv) sur les éléments 3 s’envoyant sur y, on obtient
transfert(d Z descn[y ~[y])
yeXM(n)
et
pJ M/ 6 a Z descn[y ( [y]7a’))
yeXM (n)

Mais alors, la définition (1) conduit a I’égalité

p§,5<M/, d,a) = p?(transfert((s), a).

Cela acheve la preuve de (3)
On définit application ¢ par la formule 2. 4(13) Soit 8 € Dt (O)@Mes(M(R))*.
D’apres le lemme 4.3 (ii), on peut choisir §,, € D;! (M,(R))® Mes(M,(R))* de sorte

que 0 = desc;” M, *(8,). Pour a € Ap(R) en position générale et proche de 1, on a

tr—unip

9) 058, a) = &% (n)descs M (057(8,, a)),

cf. [IIT] 4.3 pour la définition de e%(n). Cela se prouve comme en [III] 7.3, & partir de

la formule de descente déja prouvée pour le terme p5(8,a). La formule (9) implique que
0§ (8, a) est stable modulo Ann&,.

On a ainsi vérifié les conditions (1) et (2) de 2.7. Elles impliquent la validité du
programme de 2.4.

5 Extension des définitions, cas général

5.1 Un résultat complémentaire pour ’endoscopie non stan-
dard

On considere ici un triplet endoscopique non standard (G, G, j), cf. [III] 6.1 dont on
reprend les notations. Rappelons qu’il y a une correspondance bijective entre classes de
conjugaison stable semi-simples dans g; (R) et classes de conjugaison stable semi-simples
dans go(R). De cette correspondance résulte un isomorphisme

SI{(g1(R)) © Mes(Gi(R)) = SI{(g>(R)) © Mes(Ga(R))".

En effet, les espaces SI(g;(R)) sont décrits par Shelstad (celle-ci traite le cas des groupes
mais la description vaut a fortiori pour les algebres de Lie). Le point essentiel de cette
descrition sont les conditions de saut. Mais celles-ci sont insensibles au remplacement
d’une racine par un multiple réel (ici rationnel) de cette racine. L’assertion ci-dessus
s’ensuit.

Soient M et M, des Levi de G; et G5 qui se correspondent. En remplacant ci-dessus
G et Gy par My et M,, puis en dualisant, on obtient un isomorphisme

(1) Dgiom(mi(R)) ® Mes(Mi(R))" ~ Dy, (m2(R)) @ Mes(Ms(R))".

géom géom
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En le restreignant aux distributions a support nilpotent, puis en passant aux groupes
par I’exponentielle, on obtient un isomorphisme

(2)  Dinip(Mi(R)) ® Mes(My(R))" ~ Dy, (Ma(R)) @ Mes(Ma(R))".
En reprenant la preuve du lemme [II] 3.1, on voit que cet isomorphisme envoie Annfﬁ;;t
sur Annfjgt.
On impose

(3) la fonction b (cf. [ITI] 6.1) est constante sur I'ensemble de racines XM2(T5).
Montrons que
(4) sous I'hypothese (3), I'isomorphisme (2) se restreint en un isomorphisme

Dst

tr—unip

(M1 (R)) ® Mes(M;(R))* ~ D:

tr—unip

(Ms(R)) © Mes(Ma(R))*.

L’hypothese (3) entraine que les revétements simplement connexes des groupes dérivés
de M; et M, sont isomorphes. Notons Mge ce revétement commun et notons b la valeur
constante de b sur ¥M2(T;,). L’automorphisme X + bX de mgc induit un automor-
phisme v — ~[b] de D2 (mge(R)) @ Mes(Mgo(R))*, qui se releve en un automorphisme

nil

de D;.;,(Msc(R)) @ Mes(Msc(R))* noté de la méme fagon. On a un diagramme com-
mutatif
Dinip(Mi(R)) @ Mes(My(R))" =~ Dy, (Ma(R)) @ Mes(My(R))*

L}F\dsc,Ml T T L}kaCSMQ
(Mse(R)) ® Mes(Mso(R))* 723 Dst (Moo (R)) @ Mes(Mgo(R))*.

unip

Dst

unip

D’apres le lemme 3.3, les applications ¢}, . ,,, pour i = 1,2 deviennent des isomorphismes
quand on remplace les espaces D;},; par les espaces Dj_,,... Il suffit donc de prouver
que Uespace Djf_,...(Msc(R)) ® Mes(Mgsc(R))* est stable par I'application v — ~[b].
Plus généralement, considérons un groupe réductif connexe GG sur R et un réel non nul 7.
On définit comme ci-dessus 'automorphisme v — ~[r] de Dynip(G(R)) ® Mes(G(R))*.
On montre que

(5) lespace Dyy_ynip(G(R)) ® Mes(G(R))* est invariant par cet automorphisme;

(6) si G est quasi-déployé, Djf . (G(R)) @ Mes(G(R))* est invariant par cet auto-
morphisme.

Puisque 'automorphisme respecte clairement la stabilité, (6) résulte de (5). Il est
clair que lespace Dorpunip(G(R)) @ Mes(G(R))* est invariant par l’automorphisme.
Soit G’ une donnée endoscopique elliptique et relevante de G, avec G' # G. Soit
0 € Dy}, (G )@ Mes(G'(R))*, posons v = trans fert(d). On doit prouver que y[r] ap-
partient & Dy _ynip(G(R)) ® Mes(G(R))*. Comme dans la preuve de [III] 6.7, on montre
qu’il existe une constante ¢(r) # 0 telle que v[r] = c(r)transfert(d[r]). En utilisant (6)
par récurrence, on a d[r] € Dy, (G') @ Mes(G'(R))*, d'ott la conclusion. Cela prouve
(5) et (4).

Supposons que le triplet (G1,Ga, j.) est équivalent a un triplet quasi-élémentaire.
Notons (Go1, Go2, Jox) le triplet élémentaire sur Fy = R ou C tel que (G, G, ji) soit
équivalent au triplet déduit de (Go 1, G2, jo«) par restriction des scalaires de Fy a R.
Aux Levi M; et M, sont associés des Levi My, et Mo de G et Goo. Supposons 1'une
des conditions suivantes vérifiée :

(7) (Go.1, Goa, jox) est du type (1) de [III] 6.1;

(8) (Go1, Goa, Jox) est de 'un des types (2) ou (3) de [III] 6.1; pour i = 1,2, si Gy; est
de type B,, resp. C,, les éléments de M0 (Tj ;) sont des racines longues, resp. courtes.
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Chacune de ces conditions implique (3). La condition (8) implique que le groupe Msc
défini ci-dessus est isomorphe a un produit de groupes SLi(R) si Fy = R, de groupes
SL(C) si Fy = C.

Soient B; et B des fonctions comme en [I11] 6.4, vérifiant toutes deux les hypotheses
de [II] 1.8. On a alors un lemme similaire a [III] 6.5.

Lemme. On suppose vérifiée I'une des conditions (7) ou (8). Pour i = 1,2, soient
Ji € jj\(jz(Bl) et §; € Djf .., (M;(R)) ® Mes(M;(R))*. On suppose que J; et J se
correspondent par la bijection entre les ensembles Y(Ay;,, B;) et que &, et 82 se cor-
respondent par l'isomorphisme (4) ci-dessus. Alors, pour tout X; € ayy, (R) en position
générale et proche de 0, les éléments 05 (81, exp(X1)) et 0%1’5220%2(52, exp(j.(X1))) se

correspondent par I'isomorphisme (4).

Ce lemme sera démontré sous hypotheses en 5.7. Il faut 'inclure dans notre schéma
de récurrence. On a défini Uentier N (G4, G, j.) en [I11] 6.1. Rappelons que (Go, Gy, j; )
est aussi un triplet quasi-élémentaire. On pose

Nmaa:(Gl) GQ?j*) = Sup(N(Gla GQ)j*)a N(G27 Gl)j*_l))'

Plus simplement, si (7) est vérifiée, N (G, Ga, j.) = 0. Si (8) est vérifiée et que les
systemes de racines de Gy ; et Go 2 sont de type B, ou C,,, on a N™*(Gy, G, j.) = [Fo :
R](4n* — 1). Soit N € N. Pour démontrer le lemme relativement & un triplet tel que
N™ (G, Gy, 7x) = N, on le suppose vérifié pour tout triplet (G, Gb, j.) vérifiant des
conditions similaires et tel que N (G, G}, j.) < N. On suppose aussi vérifiés tous nos
résultats concernant des triplets (KG, KG, a) tels que dim(Gg¢) < N. Par ailleurs, pour
démontrer un résultat concernant un tel triplet (KG, KG, a) tel que dim(Ggc) = N, on
suppose le lemme ci-dessus vérifié pour tout triplet (G, Gs, j,) comme ci-dessus tel que
Nmax(Gh Gz,j*) < N.

On a

(9) supposons le lemme vérifié dans le cas ou les trois conditions suivantes sont
satisfaites : (G, Go, j.) est quasi-élémentaire, (8) est vérifiée et By est constante de
valeur 1; alors le lemme est vérifié.

Preuve. Comme en [III] 6.7, on montre que I’assertion du lemme est insensible a la
multiplication de j,, By ou By par des constantes. Cela nous rameéne au cas ou (G1, G, j)
est quasi-élémentaire. Si (7) est vérifié, j, provient d'un isomorphisme de Gy sur G et
'assertion est tautologique. Si (8) est vérifiée, on voit que l'une des fonctions B; ou
By est constante. 11 est clair que le lemme pour (G1, Gs, j.) est équivalent a celui pour
(Ga, G4, j71). Quitte & échanger ces deux triplets et & multiplier nos fonctions par des
constantes, on peut donc supposer B; constante de valeur 1. Cela prouve (9).

5.2 Réalisation conditionnelle du programme de 2.4

On considere un K-triplet (KG, KG, a), un K-espace de Levi KM € L(K M) et une
classe de conjugaison stable semi-simple O dans K M (R). On va réaliser le programme
fixé en 2.4 sous I’hypothese (Hyp) de 2.5, que 1'on rappelle :

(Hyp) pour tout 4 € Dop(KM(R),w) ® Mes(M(R))* dont le support est formé
d’éléments fortement G-réguliers et pour tout f € I(KG(R),w) ® Mes(G(R)), on a
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Iégalité
IRGE (v, 8) = TG (7. 6).
Ecrivons KG = (G))perr, KM = (Mp)penlw. Soit J € jfggl Pour p € IT" | on peut
identifier J a un élément de J Ai” En [II] 3.1, on a associé a J un sous-groupe G, ; C G,

et un sous-espace tordu ép, g C é'p, qui contiennent respectivement M, et ]\pr. On voit
que la collection (ép7j)peH1VI s’étend en un K-espace tordu KG; = (G )pen,, dont KM
est un K-espace de Levi. Signalons que, parce qu’on se s’intéressera qu’a des distributions
induites & partir de KM, les composantes (N}’n 7 pour p € II; — II™ ne joueront aucun
role.

Soient v € Dyp(O,w) @ Mes(M(R))* et a € Ay ;;(R) en position générale et proche
de 1. On définit comme en [II] 3.2 le terme

pRC(y,a) € (Dyeom(O,w) @ Mes(M(R))*) JAnnlsC.
Comme dans ce paragraphe, c’est I'image de p’ 7 (’Ya a) par 'application naturelle
(1) (Dgéom(O,w)®Mes(M(R))*)/AnngG" — (Dgéom(o,w)®Mes(M(R))*)/Anngé.

Soit M’ = (M, M, ¢ ) une donnée endoscopique de (M, M, a), elliptique et relevante,
soit 0" une classe de conjugaison stable semi-simple dans M'(IR) corespondant a O et soit
de D (M,0)® Mes(M'(R))*. Pour a comme ci-dessus, on définit p?G’g(M’, d,a)

tr—orb
comme en 2.4.

KGJ,

Proposition. Le terme pfng(M’ 0, a) est I'image de p/; (M, 4, a) par I'application

(1).

Cela sera prouvé dans les paragraphes 5.3 et 5.5. i
Admettons ce résultat. On va vérifier la condition 2.5(4). Soit donc J € J, I[((]\g’[ un
élément non-maximal. Soit v € Dy (O, w) @ Mes(M(R))*. On Iécrit

(2) Y ="+ Z transfert(d;)

i=1,....,n

comme en 2.5(1). On pose

e g KG,E
p§G(77 a’) = pg(G('Yorbv CL) + pJ (M;7 6@'7 a)-
i=1,...,n
On doit prouver que cette expression ne dépend pas de la décomposition (2). D’apres
ce que l'on a dit ci-dessus pour =,,, et d’apres la proposition pour les autres termes,
pXC (v, a) est image de

P oy a) + Y PO (ML, 6, a)

i=1,....n

par l'application (1). Or dim(Gsc) < dim(Gsc) puisque J n’est pas maximal. Par

récurrence, l'expression ci-dessus ne dépend pas de la décomposition (1) : elle vaut

pf,(GJ('y,a). Il en est donc de méme de pC(v,a). Cela prouve 2.5(4). Comme on l'a

vu en 2.5, cette relation suffit, sous I'hypothese (Hyp), pour valider le programme de 2.4.
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5.3 Preuve de la proposition 5.2, premier cas

On fixe M/, O, § comme dans cette proposition. Pour simplifier, on fixe des mesures
de Haar sur tous les groupes qui apparaissent, afin de se débarrasser des espaces de
mesures. On fixe un élément ¢ € O tel que M/ soit quasi-déployé et un diagramme
(e, BM' ' BM T,n) joignant € a un élément n € O. L’élément n appartient a une
composante M,(R) de KM (R). Fixons des données auxiliaires M/,...,A; pour M’ et un
élément €; € M{ (R) au-dessus de e. On note O] la classe de conjugaison stable de ¢;
dans M} (R). On peut identifier § & un élément &, € Dy ., (O7). Supposons d’abord

(1) Anp # Appr.

Notons R’ le commutant de Ay dans M’ et Op la classe de conjugaison stable de €
dans R'(R). On note R} 'image réciproque de R’ dans M/ et (9;%/1 la classe de conjugaison
stable de €, dans R}(R). D’aprés le lemme 4.4, on peut fixer 51%,1 e D, /\1((9}%,1) de

sorte que ;7 soit I'image de Ry par induction de R’l a ]\;[{ Du diagramme fixé se déduit
un homomorphisme ¢ : T%° — T’. On note par anticipation A By la composante neutre

de I'image réciproque de A,y par cet homomorphisme. Dans la composante ]\pr, on a fixé
un espace de Levi minimal M, . Quitte a conjuguer 7, on peut supposer ARP C AMpo'

On note Rp le commutant de A &y dans Mp. C’est un espace de Levi semi-standard, qui

se complete en un K-espace de Levi K'R. On note Op, la classe de conjugaison stable
de n dans K R(R) L'espace R’ apparait comme l'espace endoscopique d'une donnée
endoscopique R’ de (K R, K R, a). Des données auxiliaires fixées pour M’ se déduisent des
données auxiliaires pour R’. On voit que & i, S ‘identifie & un élément de D!, (R/, 0%)

tr—orb
que 'on note dgrs. Pour J € \7][((]‘@4 et a € Ay ;7 (R) en position générale et proche de 1,
on a alors la formule d’induction 2.5(8) :

2)  pNOEM,6,a) = > dS(M, L) pK " (R, s, a) M.
KLeLKG(KR),JegKE
On a la formule parallele
3)  PNE(M,8,a) = 3 dS7 (8, L) (R, Oy, ).
KLeLKGr1(KR),Jeg KL

On voit aisément que 'application KL +— KLy est une bijection de l'ensemble des
KL € LXC(KR) tels que J € \7[[(% sur Pensemble des KL/ € £XC1(KR) tels que

J € jfflf; . Pour KL dans lensemble de départ, on a
dg(M, L)= dg"(M,EJ).

En effet, cela résulte des égalités Az = Ag, Aj, = Aj. L'hypothese (1) permet d’appli-

quer par récurrence la proposition 5.2 a tous les termes apparaissant dans les formules ci-

dessus. C'est-a-dire que, pour tout K L intervenant dans (2), pr Y(R/, 8r/, a) est I'image

KLy (R, dr/, a) par 'application

de p;
Dyiom (O ) /Anngsf — Dyiom(O ) AnnlsE.
I1 en résulte que pKL S(R’ Ors,a)fM 1 ogt I'i image de pKLJ’ (R, dry, a)KM par application
D geom (O, w)/AnngG" — Dyéom (O, w)/Anngé.
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Les formules (2) et (3) entrainent que pfé’g(M’, d,a) est 'image de pfé"’g(l\/[’, d,a) par

la méme application. Cela prouve la proposition 5.2 sous I'hypothese (1).

5.4 Comparaison des espaces KG et KG,;

On conserve les mémes notations qu’au début du paragraphe précédent (mais on
n’'impose pas '’hypothese (1) de ce paragraphe). On a noté p I'élément de II tel que
n e ]\;fp(R). Pour simplifier, posons simplement M = Mp, G = Gp. Fixons une paire de
Borel épinglée € = (B, T, (Eq)aca) de G de sorte que M soit standard pour (B,7). On
peut supposer que (BN M, T) est la paire de Borel pour M figurant dans le diagramme
fixé en 5.3. On note X¢(T') I'ensemble des racines de T dans g et X¢(Ay;) celui des
racines de Ay; dans g. On peut considérer que X%(A,;) C a-. On a une application de
restriction

YUT) — XC¢(A;) u{0}

« — OéAM
Soit J € J, 1\(4; Cet élément détermine un Z-module R, de rang ay; — ag dans a},. Le
groupe G est engendré par T et les sous-espaces radiciels associés aux o € X¢(T)
tels que as . € R;. On note Y6 (T) I'ensemble des racines de T' dans g;. On a donc
YEI(T) € X4(T). La paire £ est munie d'un automorphisme 6. L’ensemble X7 (T) est
invariant par 6. Posons By = BN G ;. Notons A 'ensemble des éléments de 97 (T) qui
sont simples pour l'ordre associé a Bj. Les ensembles A et A; contiennent tous deux
'ensemble AM des racines simples de 7' dans m pour l'ordre associé & BM. Complétons
(By,T) en une paire de Borel épinglée £; = (B, T, (Eja)aca,) de sorte que E;, = E,
pour a € AM,

Soit a € L9 (T). On voit que, si a est de type 1, resp. 2, en tant qu’élément de
SY(T), a est encore de type 1, resp. 2, en tant qu’élément de ¥¢7(T'). Par contre, si «
est de type 3 en tant qu’élément de X%(T'), a peut étre de type 1 ou 3 en tant qu’élément
de X5/ (T). En effet, il existe 8 € X(T) qui est de type 2, de sorte que a = 5+ 60m4/2(f).
Si B € ¥¢/(T), a reste de type 3 dans X/ (T'). Si B & X%/ (T), o devient de type 1 dans
3¢ (T). Notons %57 (T) 'ensemble des o € X67(T)) qui sont de type 3 dans $¢(T) et
de type 1 dans X67(T) (I'indice irr évoquant peut-étre ”irrégulier”). Soient e € Z(G, £)
et ey € Z(éJ,EJ). On a ey = tye, avec un t; € T. L'égalité E;, = E, pour a € AM
entraine que t; € Z(M). Montrons que

(1) pour a € X/(T), on a (Na)(t;) = 1si a & XZ/(T) et (Na)(t;) = —1 si
a e X8(T).

Preuve. Notons 0 = ad, et 0; = ad,,. Ce sont des automorphismes respectivement de
G et Gy. Il s’en déduit des automorphismes de X¢(T') et % (T). L’automorphisme 6,
de X9/ (T) est la restriction de I'automorphisme 6 de X¢(T). Soit a € X%/ (T), notons
comme toujours n, le plus petit entier n > 1 tel que 6"(a) = « (ou 0% (a) = «, c’est
pareil). Soit u, I'espace radiciel associé a a. On sait que 6" agit sur u, par 1 si «, vu
comme élément de X¢(T), est de type 1 ou 2, et qu’il agit par —1 si « est de type 3 (cf.
[KS] 1.3). Une propriété analogue vaut pour §7*. On en déduit que 6’ coincide avec 6"
sur u, si a ¢ 257 (T), tandis que 67 coincide avec —6" sur ug, si a € X5/ (T). Or, par
construction, 0’ coincide avec (Na)(t,)0™ sur u,. L’assertion (1) s’ensuit.

Passons maintenant aux groupes duaux. On fixe une paire de Borel épingléef:' =
(B, T, (Ea)aca) de G. Rappelons qu’il y a une bijection o — @ entre X¢(T) et X¢(T).
On identifie M au Levi standard associé au sous-ensemble AM de A. On peut identifier
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G J au sous-groupe de G engendré par T et les sous-espaces radiciels associés aux & pour
a € EG’( )- On pose B; =G NB et on complete (BJ, T) en une paire de Borel épinglée
£ = (B;,T,(Eja)aca,) de sorte que E;4 = FE4 sia € AM. On note 6 I automorphisme
de G associé & 0 qui conserve & et o — o laction galoisienne qui conserve £. On définit
de fagon similaire 'automorphisme 6; et I'action galoisienne o — o, . L’automorphisme
6, nest pas en général la restriction de 6 &Gy car cette restriction n’a pas de raison de
respecter I'épinglage de ce groupe. Mais il existe s, € T tel que 0 7 soit la restriction de
ads, o 0. L’égalité EJa — E, si a € AM entraine que s, € Z(M). Comme ci-dessus

(2) pour a € X/(T), on a (Na)(s;) = 1 si a & XG(T) et (Na)(s;) = —1 si
o € $5(T).

De méme l'action galoisienne o +— o, n’est pas en général la restriction de o — o¢.
Prolongeons ces actions galoisiennes en des actions de Wg. La preuve de [II] 1.10(10)
montre qu’il existe un cocycle x : W — Z (M ) de sorte que wg, soit la restriction de
ady () © wg pour tout w € Wrg.

Introduisons les espaces tordus (G x Wg)0, (G x Wg), et (M x Wg)0M, ot M est
la restriction commune de 6 et 0 JAaM. 1 n’y a pas en général de plongement d’espaces
tordus

(G x We)0; — (G x We)b.
On a toutefois deux plongements
(é X WR)é
A -/
(M X WR)QM
\ A A
(GJ X WR)HJ

Les restrictions & 7" de 6, 0; et 6™ coincident. Pour simplifier, nous noterons 6 cette
restriction.

5.5 Preuve de la proposition 5.2, deuxiéme cas

On conserve les notations de 5.3, on suppose maintenant

(1) AMe/ - AM’- _ ~ )

Rappelons que M’ = (M', M’, (). On peut supposer ¢ = COM avec ¢ € T. Soient
J e \7[}((]\@/[ et a € Ay ;7(R) en position générale et proche de 1. Par définition

() pfOM,8,a) = > i (G, G'(s0))

s€CZ (M0 /Z(G) w0

Z transfe'rt(a?/ (59) (0,£(a))),

J/GJG "0 (BY gt

(3)  pJE(M,8,0) = > iy (G, Gy (16,))

teCZ(M)T=0/7(G )Tl

Z transfert(aJ, (GJ)(é,a)).

& (6
J’EJM‘[(t I (By)Ttes
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Pour simplifier, on a noté uniformément B les fonctions Bg, qui interviennent dans la
premiere somme et B les analogues de la deuxieme somme. Rappelons que les sommes
en J’ sont vides ou réduites a un seul élément.

Soit s € QZ(M)FR’é/Z(G)FR’é. Introduisons le systeme de racines ZG,(Sé)e(T’) de
G'(s6). relativement au tore T”. Comme en [I1] 1.8, on note ¢ 9<(T”, B) I'ensemble des
B(B)7' pour 8 € ZG'(Sé)E(T’). Un élément 5 de ZG'(Sé)E(T’) ou de ZG/(Sé)E(T', B) peut
s'identifier & un élément de t%* via I'isomorphisme ¢ : # — t. Notons £ ¢0e(T" B) le
sous-ensemble des 5 € ZG/(Sé)e(T/,B) tels que 84 € R;. Notons ZG,(Sé)e’J(T’) le sous-
ensemble des 8 € S0 (T") tels que B(B)~1 € £ D/ (T", B). Par définition, il existe
J' € JE:(SG)(B) tel que J' +— J si et seulement s’il existe f3,..., 5, € ZG,(Sé)e’J(T’,B),
de sorte n = ay; — ag et que la famille (Bi,AM)izl,...,n engendre R;. Cette description
entraine -

(4) supposons qu’il existe J' € j]g:(se)(B) tel que J' — J; alors G’(sé) est elliptique.

En effet, pour une famille (53;);=1,., comme ci-dessus, la famille (ﬁi,AM)z‘:l,.,,m est
linéairement indépendante, donc les restrictions a ay;, des 3; sont linéairement indépendantes.
A fortiori, ay; —ag =n < ayy — Qg (s9)- Par Ihypothese (1) et lellipticité de M, on a
an; = ay, AU agy5 < ag. Cette inégalité est forcément une égalité, donc G/(s0) est
elliptique. o

Supposons qu’il existe J' € jj‘g;(se)(B) tel que J' — J. Soit J, I'unique élément
qui s’envoie sur J, introduisons le groupe G’(sf).;, comme en [II] 3.3. On a alors
EG’(se)eJ(T/) — NG (s0)e,us (1T").

Notons t I'image de s par ’application naturelle

CZ(M)FR,é/Z(G)FR7é N gZ(M)FR’é/Z(GJ)FR’é.

Par analogie avec ce qui précede, on définit les ensembles 2670« (T") et £C 0« (T' | B)).
Montrons que A )

(5) on a I'égalité XN (T B) = 2C W00 (T" B).

On doit une fois de plus rappeler la description du systeme de racines ZG/(Sé)e(T "
ainsi que la description de la fonction B. On écrit n = ve, avec v € T et e € Z(é’,c‘f).
D’apres [W2] 3.3 et [II] 1.11, le systeme de racines est la réunion des ensembles suivants

(a) les Na pour o € X9(T) de type 1 tels que Na(v) = 1 et Na(s) = 1; on a
B(Na) =n,;

(b) les 2Na pour a € X9(T) de type 2 tels que Na(v) = 1 et Na(s) = 1; on a
B(2Na) = 2n,;

(c) les 2Na pour o € XY(T) de type 2 tels que Na(v) = —1 et Na(s) = 1; on a
B(2Na) =ng;

(d) les Na pour o € X¢(T) de type 3 tels que Na(v) = 1 et Na(s) = —1; on a
B(Na) = 2n,.

Evidemment, les o parcourent ici les orbites dans X¢(7T) pour I'action du groupe
d’automorphismes engendré par #. Rappelons qu’a tout ay de type 2 est associé une
racine az = g + 0™2/%(ay) de type 3. On a Nay = Nas, Nas = Naz mais ng, = 2nq,.
Cette correspondance se quotiente en une bijection entre orbites de type 2 et orbites de
type (3). Ainsi, les cas (c) et (d) peuvent étre remplacés par

(¢’) les 2Na pour a € L9 (T) de type 3 tels que Na(v) = —1 et Na(s) = 1; on a
B(2Na) = 2n,;
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(d") les Na pour a € X9(T) de type 2 tels que Na(v) = 1 et Na(s) = —1; on a
B(Na) = n,.

Pour tout o € X%(T), notons a..s sa restriction & t’. Pour 8 = Na, I'élément n '3
coincide avec a,.s comme forme linéaire sur t. De méme, pour 3 = 2Na, 1'élément
(2n,) '8 coincide avec a..s. Dire que la restriction & a,; appartient & R; revient a dire
que ay . € R;. On voit alors que le systeme UCORY (T", B) est formé des a,..; pour
a € X9(T) tel que A, € Ry et tel que 'une des conditions suivantes soit vérifiée

(e) awde type 1, Na(v) =1 et Na(s) =1;

(f) a de type 2, Na(v) =1 et Na(s) = +1;

(g) a de type 3, Na(v) = —1 et Na(s) = 1.

L’ensemble Zfo(téJ)ﬁ(T') se décrit par des conditions analogues a (a), (b), (¢’), (d’).
Le systéeme X¢(T) doit étre remplacé par X7 (T), c’est-a-dire le sous-ensemble des o €
SE(T) tels que aa. € Rj. Les types 1, 2 et 3 sont relatifs a ce systeme et, pour les
distinguer des précédents, on note ces types 1;, 2 et 3. Le terme s ne change pas. Par
contre, I’écriture 1 = ve est remplacée par n = ey, avec vy € T' et ey € Z(é], Es). On
a vy =vt;, ottty vérifie 5.4(1). Le calcul se poursuit et on obtient que N (T B))
est formé des «,..s pour a € ZG(T) tel que « Ay € R; et tel que 'une des conditions
suivantes soit vérifiée

(e)s a de type 1;, Na(t;'v) =1 et Na(s) = 1;

(f)s a de type 25, Na(t;'v) = 1 et Na(s) = £1;

(9); a de type 35, Na(t;'v) = —1 et Na(s) =1

Soit a € BY(T) tel que aa. € Rj. Supposons d’abord que son type soit le méme
dans X%(T) et dans X7 (T)). D’ aprés 5.4(1), on a Na(t;) = 1. Les conditions (e), (f) ,
(g) sont alors respectivement équivalentes a (e), (f), (¢g),. Supposons maintenant que
le type de a change. On a vu qu’alors « est de type (3) et de type (1);. D’apres 5.4(1),
on a Na(t;) = —1. Mais alors, les conditions (g) et (e); (qui sont les seules pouvant
concerner «) sont équivalentes. Cela prouve l'égalité (5)-

Notons Z I'ensemble des s € (Z(M)'®?/7(G) = tels que i (G, G (s0)) # 0 (cest-
a-dire que G/(s0) est elhpthue) et qu’il existe J' € j *)(B) tel que .J' — J. Notons
Z; Vensemble des ¢ € ¢Z(M)™=/Z(G )T tels que i (G, G (t0,)) # 0 et qu'il existe

J e jM;’(SGI (By) tel que J' — J. Montrons que
(6) Z est 'image réciproque de Z; par la projection naturelle

CZ(M)"™)Z(G)™ — ()" 2(G ).

L assertion (4) montre que, dans la définition de Z, la condition que G'(s) est
elliptique est superflue : elle est entrainée par l'existence de J'. La condition s € Z
équivaut donc a ce qu’il existe S, ..., 8, € X (s6)c, J(T’, B), de sorte n = ay; — ag et que
la famille (Bi7AM)i:17___7n engendre R;. De méme, la condition t € Z; équivaut a ce qu’il
existe 31, ..., By € D WN(T' B)), de sorte n = ay; — ag et que la famille (Bia gy )i=t,.m
engendre R;. L’assertion (5) montre que la condition pour s équivaut a la condition pour
t, ou t est 'image de s par la projection naturelle. Cela prouve (6).

Posons Z = Z(G)NT"™%0_ Soit s € Z, notons ¢ son image dans Z;. Le groupe Z est
d’indice fini dans Z(G'(s@))FR’ comme dans Z(Gf](téJ))FR’e On pose

[Z(G (1)) : Z(G (s6))™7) = [2(G(t6,))™" : Z)[2(G ()™ = 2],

Montrons que
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(7) on a I'égalité
i (G, Gy (0)) [ Z(Gy (t0,))7 - Z(G'(s0)"7) = [2(G )™+ Z(G) = )iy (G, G (D).
On a un diagramme commutatif
ZONS0/Z(G0 S 20 2(Gy)!
Bl Cl
Z(M')'=)Z Z(N")'= ) Z(G,(t6.,))"
E
Z(NM")'= ) Z(G/(s0)) T

1o

Toutes les fleches sont surjectives et de noyaux finis. On en déduit les égalités
\ker(A)||ker(C)| = |ker(B)||ker(D)| = |ker(EB)||ker(E)|*|ker(D).

Par définition, on a

ZM/ (GJ, G/
[2(Cy(t0,))™=" - (

) [ker ()],
“7) = [ker(D)||ker(E)| ",

J

5(t0
(s

L’assertion (7) s’en déduit.
Pour s € Z, resp. t € Z;, notons Jg, resp. J;, I'unique élément de j G/ (s0) (B), resp.
de jG (tGJ (

Lemme. Soit s € Z, notons t son image dans Z;. On a l’égalité

7), qui s’envoie sur J.
(Z(G)(t6,))"™ - Z(G’(sé))FR]transfert(oi,(Sé)(5, £(a))) = t?“ansfert(gif’(té")((s’ £(a))).

Nous prouverons ce lemme au paragraphe suivant. Admettons-le et achevons la preuve
de la proposition 5.2. La formule (2) se récrit

p?Gg(M', d,a) = Z iy (G, é"(sé))transfert(ai/(Sé)(5, £(a))).
s€Z
En utilisant (7) et (8), on obtient
PECE M, 8,0) = [2(G)"™  Z(GYI) Y iy (G, Gy (th))trans fert(as (8.6 (a))).
sEZ
ou t est la projection de s dans Z;. Le nombre d’éléments du noyau de cette projection

Z — Z; est égal & [Z(G))"=0 : Z(G)'=9). La formule ci-dessus devient

prg M. 8, a) Z i (G, G (t0)))transfert(o, (téJ)(d,g(a))).

teZy

Mais le membre de droite est égal a celui de la formule (3), donc est égal a pféJ (M, 8, a).
Cela prouve la proposition 5.2.
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5.6 Preuve du lemme 5.5

On fixe s € Z, on note ¢ son image dans Z;. Pour simplifier, on pose G’ = G’(sé) et
= G/;(t0;). On fixe des données auxiliaires G1,...,A; pour la donnée G" et G} 1,...,A 71

pour la donnée G’;. On note M{ et M 715 Tesp. T~1’ et f’]’l, les images réciproques de
M’ resp. T, dans G, et é’f,,l. On fixe des éléments ¢; € T/(R) et e, € T~},1(R) se
projetant sur €. On note O) la classe de conjugaison stable de ¢, dans Mj(R) et O,

celle de €5, dans M7, (R). Notons M/ . I'image réciproque de M/ dans G go. Puisque
Gt sc = G, 50, ¢est aussi image réciproque Mj de Mj ., dans G}, 5o On a une

,€1,SC 1,61
suite d’homomorphismes

]M es

(1) Dzsfnzp(ME/,SC(R)) Si> ) Dzsfnzp(Msl,sc(R)) thmp(M{,El,sc(R))

M/

lelscl\/lel st /
=N pst(Af

unip 1,61

R) % D (0 = D (MI(R), 0)) =~ D3, (M, 0').

géom

Introduisons le groupe =, = Zy/(€)/M!. Son sous-groupe d’invariants Z-* agit sur chacun
des espaces ci-dessus, de la facon suivante. Il agit trivialement sur Dgeom(M’ ,O') et

D3, (M}(R), ©}). Posons Cy; = {c € C1(R); ce; € O)}. Soit # € Zyp(€) dont I'image

éom,\
dzfns u: soit fixe par ['g. Alors ad,(€1) = ¢1(z)e; ou ¢i(z) € Cyy. L'appication z — ¢1(x)
se quotiente en un homomorphisme Z'* — (1 4. Le groupe C} 4 agit par multiplication sur
, donc aussi sur D%, (O7). On tord cette action par la restriction a Cy 4 du caractere

)\1 Vla ’homomorphisme précédent, on obtient une action de ZL'* sur Dgiom((%). Pour z
comme ci-dessus, I'application ad, préserve M) . Ce groupe est quasi-déployé. Fixons-
en une paire de Borel épinglée définie sur R. Quitte a multiplier z par un élément de
M!, on peut supposer que ad, respecte cette paire de Borel épinglée. Alors ad, est
un automorphisme de M qui est défini sur R. On obtient ainsi une action de =le
sur My, par automorphlsmes définis sur R. D’ott aussi une action sur Dy, . (M] . (R)).
On tord cette action par le caractere © — Ai(ci(z)) et on obtient I'action cherchée de
=i sur Dyl (M{  (R)). La méme connstruction définit des actions de ce groupe sur

Dfnw(M{ o, «(R)), fomp(ME’ «(R)) et D;jj”p( ;SC(R)). Les homomorphismes de la suite
ci-dessus sont équivariants pour les actions de Z'®. En notant par un exposant les sous-

espaces d’invariants, on obtient une suite d’homomorphismes

i Yt

= s =
(2) fomp( E/,SC’(R)> ‘ Si> l)ztm‘p(‘]\Je,,sc(]R))H6 = Dutnip(M{,El,sc<R)) ‘

!
M’ M/ —Tr desc.,

1,eq1,sc 1,e s = € s EF]R
S Dy, (M (R))F 5 Do (07)
— Dgeom)\l( 1(R)7O/1) D;Zom(M,aO)'

Maintenant, les homomorphismes de cette suite sont injectifs. En effet, les homomor-
phismes L}‘W oM et 3 4 sont injectifs d’apres 3.3 (4), méme sans passer aux

€,sc l,e1,5¢°71 €1

invariants. L”application alesc61 M ci- dessus est injective d’apres [I] 4.8. Enfin, I'injec-

tivité de ’homomorphisme D% ((’)i)“ﬁ — D3t
les définitions.

D’apres la définition de 2.1, notre distribution § € D!

4 st
élément 6, € Dy,

~/ ! - A
om ctomay (M1 (R), OF) se vérifie aisément sur

5t (M O) se remonte en un
(04). On voit que I'action que I'on a définie de =L sur D3 (O}))

€ géom
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respecte le sous-espace Dfﬁ Orb( 1). Quitte & moyenner par cette action, on peut sup-
poser 8; € D:!

Dy —unip(Mj ., (R)). Pour la méme raison, on peut supposer 0., € Dy —unip(M] 61(]R))EER.

D’apres le lemme 3.3, §, se reléve en un élément d,. € D;t_ ump(Me’ «(R)) dont on peut

encore supposer qu’il est invariant par Z'*. Enfin, toujours d’apres le lemme 3.3, 8. se
releve en un élément dsc € Dy, (M! o(R)), dont on peut encore supposer qu’il est
invariant par ZL%. L’injectivité des homomorphismes de la suite (10) entraine que toutes

ces distributions sont uniquement déterminées par 9.

p mb(@{)* . D’apres le lemme 4.3(ii), §; se releve en un élément &, €

L’élément J; € J, @'(B) s'identifie & un élément de jg:l(B), puis & un élément
1

de le 61( ), puis a un élément de jMe "?(B). Les formalités que l'on a passées en-

trainent que 0§ (8, ¢(a)) est U'image naturelle dans D (M, 0") /Annf;}G/ de I’élément
ail(dl, ap), ol a; est un élément quelconque de Ay (R) se projetant sur £(a) € App(R).
L’hypothese ( ) de 5 5 permet d’appliquer la relation 4.6 (9) : ail(él,al) est I'image

par desci™* de €y (el)af “1(de,,a1). Un caleul facile, cf. [III] 7.1(4), montre que

G _ Gl
eMl(el) ey (€). Dapres le lemme 3.4, o, (d,,,a1) est I'image par Uhry ML de
G;,SC

0,77 (85c, a'), ot @’ est un élément quelconque de Ay (R) ayant méme projection que a;
dans Ay (R)/Ag (R), ou encore ayant méme projection que §(a) dans Ay (R)/Aq (R).

En résumé, 0§ (8,£(a)) provient par la suite (1) de I'élément eg/(e)a%’sc(dsc,a’) €

st,G.
Dzsfnzp(Msl sc( ))/Annump SC'
Des constructions analogues valent pour la donnée G’;. On note cette fois M/ ;.

I'image réciproque de M/ dans G'; ¢o. De facon analogue a (1), on a une suite

U

M gooM¢ g,
(3) Dzsfnzp( E/,SC(R)) : — yorhe thmp(Msl JSC(R)) D'Zil'lp(Mle,EJ’l,SC(R))
‘) f],l,eJ’l,sc’M.ll,l,eJ’l desc:; ]1MJ v

Dzsfnzp(M‘,],l,elz’l (R)) — D;Zom( L,],l)
- Dgeom )\Jl(MQ/],l(R%OZ],l) DSt (M/,O )

géom
On a aussi une suite analogue a (2)

—T'n M

(1) Dot (Mo ()™ S5 Dt (M (R))F

unip unip €,J,sc

R

~ Dyl (MY o (R))F

Jl,e5,1,5¢C

*

L ’ st My g ox
M

Jlegq,sc’ T ey =I'r desce 71

=

Dinip(Mj ., (R))=

unip

st ! EE
Diiom(O71)

géom

M!Ll(R)’ ) DSt (M,’O )

géom

— D

geom)\jl(

L’élément d se remonte successwement en elements 01,0 0sc et 055¢c. Le méme

€J,17

calcul que plus haut montre que oo 7, (5,&( )) provient par la suite (3) de I'élément

e]‘Gd//( )zihscai‘“sc(élsc,a]) DZ%ZP(MQJSC( ))/Ann m’”p“sc, ol @/, est un élément

quelconque de Ay (R) ayant méme projection que {(a) dans Ay (R)/Ag (R).
Les composés des suites (1) et (3) ne sont pas égaux. L’isomorphisme composé

Dgeom )\1( ~{(R>7O/1) DSt (M/7O ) Dgeom )\zl(ML/]J(R)’ f],l)

géom
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est donné par la fonction de transition \ entre les deux séries de données auxiliaires pour
M’ déduites des données auxiliaires pour G’ et pour G’;. En général, cet isomorphisme
est plus difficile a calculer que dans le cas non-archimédien. Quand des distributions
font intervenir des dérivées dans les directions centrales de Mj ou M}, la formule fait
intervenir des dérivées de cette fonction de transition. Mais ce n’est pas le cas pour
les distributions provenant de M/ g.. Pour celles-ci, le calcul est le méme que dans le
cas archimédien. On obtient que les composés des suites (1) et (3) sont proportionnels,
la constante de proportionnalité étant la valeur 5\(61, €s1)- On note simplement ¢ cette
valeur. Précisément, pour 7sc € Db, (M! 5o(R)), I'image de Tgc par (1) est égale a
I'image de ¢Tg¢ par (3). D’autre part, dans les suites (2) et (4) interviennent des actions
de Z* sur Djl. (M! 4o(R)). Ces actions sont les mémes d’apres [I] 4.8(2). Puisque les

€ unip
suites (2) et (4) sont injectives, on en déduit I’égalité 6 ;sc = cdsc.
Posons

C = %0(e)eS ()M Z(G)) + Z(G)¥] !

M/
Supposons démontrée 1'assertion suivante, ou a’ et a’; sont comme ci-dessus :

7Gl
(5) il existe un élément 7 € D;},; (M! 5o(R)) dont I'image dans D;,; (M SC(R))/AnnZZi;’SC
) G
soit ch:’SC(ésc, a’) et dont 'image dans DZtmp(Ms/ 1.5c(R))/Ann ump“ *“soit ¢ 'Co ;" (0 g 5e, a).

(M, 0') par la suite (1). Cest

aussi I'image de ¢ par la suite (3). Alors ¢$'(4,¢(a )) est I'image de eM,( €)T mo-

Fixons un tel 7 et notons 7 son image dans Dgeom

dulo AnnS,, tandis que ag’ (6,£(a)) est image de C'~1 e ( )T modulo Anno, Donc
transfert(a?’((‘i, €(a))), resp. transfert(oif’(é, £(a))), est 'image de eM,( e)transfert(r),

resp. C! ( Jtrans fert(t), dans Dgéom(O)/Anng. Compte tenu de la définition de C,
cela demontre le lemme 5.5.
Démontrons (5). Introduisons le groupe (G{ go)s, et son revétement simplement

connexe que I'on note simplement G*'. Notons M* I'image réciproque de M . dans G' et

T" le sous-tore maximal de M qui se projette dans 7". Posons G* = G';_ g0, M? = M ;.

et notons 72 le sous-tore maximal de M? qui se projette dans 7”. L’ homomorphlsme

M’

Diyip(M{ 50(R)) 5

unip

]Me sc

Diip(M{ 1o(R))

unip €,5C

est le composé de la suite

[ 1
JVI& SC”]M IVI ]\Je sc

D3l (Mso(®)) 5™ Dyt (M (R))

unip unip

st !

Dump(Me sc(R))
G/

En utilisant successivement 3.2(3) et le lemme 3.4, on voit que ¢, (85, a’) est 'image

G6 1 N
par le deuxieme homomorphisme ci-dessus de i;“*“0§ (8',a'), ot 8' = 1}, SC’M1<6SC>

et al est est un élément quelconque de A1 (R) ayant méme projection que &(a) dans

AM/ (R) /AG/ (R) . POSOHS
G; _
C/ — C(ZJS ’SC> 1

et 6% = c 10, = Urr o omz(0sc). Pour i = 1,2, on note a’ un élément de A, (R) qui
a méme projection que (a) dans Ay (R)/Aq/(R) = Apr(R)/Ag (R). Lassertion (5)
résulte de

(6) il existe un élément 7 € D3}, (M! g-(R)) dont I'image dans Dump( HR ))/Annump

unip

soit 0§ '(8',a') et dont 'image dans D3t (M?*(R ))/Annump soit C"0§ (62 2).

unip
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Dans la preuve de 5.5(5), on a calculé les ensembles de racines ©¢" (T%) pour i = 1,2,
On peut de méme calculer les ensembles de coracines associés X (T7), en utilisant les
formules de [W2] 3.3. Donnons le résultat. Pour a € X¢(T'), notons @™ I'image de & € t
dans ¢ par l'application £&. On obtient que les éléments de £¢ (T1) sont de la forme
cHa)ar, ot a € (T est tel que ozAM € Ry et c'(a) € Q*. Les a sont soumis & 1'une
des conditions suivantes et le terme c¢!() est décrit dans chaque cas :

(a) a de type 1, Na(v) =1, Na(s )_1 c( ) =1,

(b) a de type 2, Na(v) =1, Na(s) =1 ( )=1;

(¢) a de type 3, Na(v) = —1, Na(s) = 1 o) =1/2;

(d) a de type 2, Na(v) =1, Na(s) = —1; c!{a) = 2.

Une description analogue vaut pour $¢” (T2). Les types 1, 2, 3 sont remplacés par
1y, 27, 37, I’élément v est remplacé par tjlu et la fonction ¢? est donnée par les mémes
formules que ci-dessus. En utilisant la relation 5.4(1), on voit que la seule différence entre
les ensembles 26" (T et £.¢°(T?) provient des racines vérifiant (c) et telles que a soit de
type 1;. Dans ce cas, ¢ (T") contient 4" /2 tandis que 32(T?) contient ¢"*. Puisque
t! et t2, vus comme sous-espaces de t', sont engendrés par les ensembles de coracines,
on en déduit déja que t' = t2. On note j, : t+ — 2 et j* : 2 — t'* les identités. En
reprenant les calculs de 5.5, on voit que, de méme, la seule différence entre les ensembles
de racines X6 (T") et ©6°(T?) provient des racines vérifiant (c) et telles que o soit
de type 1,. Dans ce cas, X¢ (T") contient 2N« tandis que X (7?2) contient Na. On
définit une fonction b : ZGQ(T2) — Q- qui vaut 1 sauf sur les racines N« précédentes,
pour lesquelles b(Na) = 1/2. On obtient que X (T1), resp. X¢ (T1), est formé des
b(B2) 5% (Ba), resp. b(B2)7;  (Ba), pour By € NE°(T?). Cela montre que (G',G?, 7j,) est
un triplet endoscopique non standard. On a une fonction B sur »& (T*) et une fonction
B sur ©¢° (T?). En reprenant les formules de 5.5, on voit que ces fonctions sont reliées
comme en [II1] 6.4. C’est-a-dire, soit B, € X (T2), notons 1 = b(B,)~1j*(5) 'élément

By(82)
b(B2) -

Les sous-ensembles S (T) et ©M*(T?2) se décrivent comme ci-dessus, en remplacant
la condition a € X¢(T) par a € XM(T). Puisque XM (T) C £ (T), une racine dans
YM(T) est de méme type dans G et G;. Cela entraine que la fonction b vaut 1 sur
»M? (T?). Autrement dit, la correspondance endoscopique non standard se restreint en la
correspondance naturelle entre les ensembles de racines de M! et M? (celle qui provient
de l'identification de ces ensembles de racines a celui de M, s¢).

On peut décomposer notre triplet endoscopique non standard en produit de tri-
plets (G}, G2, j.;) pour i = 1,...,m, chacun d’eux étant équivalent & un triplet quasi-
élémentaire. Les Levi M*' et M? et les tores T et T? se décomposent conformément en
produits [,_, . M} etc.... On note b; la restriction de la fonction b & 2 (T2). On va
prouver que

(7) pour tout i = 1,...,m, les données (G}, G%,j.;), M}, M? et b; vérifient les condi-
tions du lemme 5.1 et on a l'inégalité N™* (G}, G, j.;) < dim(Gsc).

Un raisonnement analogue a celui de la preuve du lemme 6.1 de [III] nous ramene
au cas ou le groupe G 4p est simple. Il y a un cas particulier : celui o G 4p est de type
Ag, et ou l'action de 6 sur ce systeme est ’automorphisme non trivial. Hors de ce cas,
il n’y a pas de racines de type 3. La définition de b entraine alors que cette fonction est
constante de valeur 1. Donc j, provient d'un isomorphisme de G*! sur G? et 'assertion
est claire. Considérons le cas particulier ci-dessus : G ap est de type As, et 'action de
0 est non triviale. Le groupe G; peut se réaliser comme intersection de commutants
dans G d’éléments de A ;. Dans un groupe de type Aj,, un tel commutant est de type

de X6 (T") qui lui correspond ; on a alors B(f;) =
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A, x ... A,, . De plus, le systeme de racines de G; est stable par 0. Il en résulte que ce
systeme de racines, muni de son automorphisme 6, est produit de sous-systemes de I'un
des types suivants

(e) Ag, muni de 'automorphisme non trivial;

(f) Az, 1 muni de 'automorphisme non trivial ;

(g) A x A,y muni de la permutation des deux facteurs.

Quant a l'action galoisienne, 1’élément non trivial de I'r ne peut agir sur le systeme
Ag, que par l'identité ou par 6. Il en résulte que chacun des sous-systemes ci-dessus
est stable par cette action. Rappelons que le groupe G2 est déduit de G par la suite
d’opérations suivantes : on passe de G & un groupe Gf](té 7), on passe de celui-ci au
commutant Gf,(té)e, on passe ensuite au reveétement simplement connexe. Il est clair que
ces opérations se décomposent selon la décomposition ci-dessus du systeme de racines
de G. Clest-a~dire que, si on fixe i € {1,...,m}, il existe une composante de I'un des
types (e), (), (g) ci-dessus de sorte que G? soit une composante irréductible (sur R)
d'un groupe issu par le méme procédé que G2 & partir de cette composante. Comme plus
haut, ’assertion a prouver pour les données indexées par i est claire si b; est constante.
Par construction de la fonction b, la fonction b; est constante sauf si la composante en
question contient des racines de type 1 provenant de racines de type 3 dans GG. Les racines
de type 3 dans G sont celles qui sont fixées par 6. Une telle racine n’intervient pas dans une
composante de type (g). Elle peut intervenir dans une composante de type (e), mais alors
elle y est encore de type 3. Il reste les composantes de type (f). Supposons que G? soit issu
d’une telle composante. Les racines de type 1 de cette composante provenant de racines
de type 3 dans G sont exactement celles qui sont fixées par 6. Par endoscopie tordue, on
crée des groupes de systeémes de racines de type B, x Dy x A,, X...x A,,. En passant a un
commutant, les types D, ou A, ne créent que des systemes de méme type. Or, d’apres la
classification des données endoscopiques non standard élémentaires, cf. [III] 6.1, de tels
types ne peuvent intervenir que dans des données élémentaires ”triviales”. On obtient la
conclusion pour notre triplet (G}, G?, j.;) sauf si celui-ci provient d’'une composante B,
ci-dessus. En passant a un commutant dans une telle composante, on obtient un groupe
de méme type que ci-dessus, c’est-a-dire By X Dy X Ay X ... X A, . Par le méme argument
de classification, on obtient la conclusion pour notre triplet (G}, G, j.;) sauf si le systeme
de racines de G? est la composante B,y. Supposons qu'il en soit ainsi. On vérifie aisément
que les racines de Asg,/;1 fixées par 6 créent des racines courtes dans la composante B,,.
Cela passe a la composante B,y ci-dessus. Il en résulte que les racines de G? sur lesquelles
b ne vaut pas 1 sont les racines courtes de G%. Sur celles-ci, b vaut 1/2. Puisque b vaut
1 sur les racines dans M?, ce groupe ne contient pas de racines courtes. D’autre part,
d’apres la classification de [ITI] 6.1, ou bien le triplet (G}, G%, j.;) est trivial, ou bien G}
est de type C (la premiere possibilité est d’ailleurs exclue sauf si p’ = 1 puisque, d’apres
la description ci-dessus, b n’est pas constante si p’ > 1). Cela montre que les données
indexées par ¢ vérifient les hypotheses de 5.1. Par ailleurs, il résulte des définitions que
N™e= (G G2, j,;) = 4(p')? — 1. On a nécessairement p’ < n’ (ol n’ est Pentier associé a
la composante de type (f) fixée). On a aussi n’ < n. Puisque dim(Gsc) = (2n+1)? — 1,
on en déduit 'inégalité N™ (G}, G2, j.;) < dim(Gsc). Cela vérifie (7).

Remarquons que, dans I’égalité (6), les faits que les points a' et a? soient proches
de 1 et que j, : t8 — ¢ soit I'identité (ces espaces étant vus comme sous-espaces de
t') entrainent que l'on peut identifier ces deux points a' et a?. Ou encore, avec les no-
tations du lemme 5.1, on a a' = exp(X) et a®> = exp(j«(X)), pour un X € apn(R).
D’apres (7), on peut appliquer ce lemme 5.1. Celui-ci nous dit que 09:(51, a') s’envoie
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1 2

sur ¢, Mgcrf((‘i a?) par la correspondance
s Gls s G2.s
Dul;np( 1 (R>>/Annunzpt Duinp( 2 (R))/Annunlpt
Comme on I'a vu en 5.1, on a un diagramme commutatif
Dzsﬁtnzp(ME,SC(R))
t 4 ™ t 2
Dyip(MY(R)) — Dyip(M*(R))

(
D’apres le corollaire 3.6(ii), I’élément og’: (6", a
1

. GLG? 2
Donc T s’envoie sur chvMQU% (52,a2
prouver 1’égalité

). Pour démontrer (6) et le lemme 5.5, il reste a

Gl G2
Cpt e =

(8) s

Puisque b prend pour valeurs 1 et 1/2, j-! envoie le Z-module engendré par & (T?)
dans le Z-module engendré par 26" (T"). Puisque les groupes G' et G2 sont simplement
connexes, ’homomorphisme j; ! se reléve en un homomorphisme 72 — T". Dualement,
on a un homomorphisme T — T2. 11 se restreint en un homomorphisme

i Z(MY)' — Z(MP),

|~1. Notons

En se reportant a la définition de [I11] 6.4, on vérifie 1'égalité cﬁ?;i} = |ker(y)

M ad 1e dual du groupe M .. introduit plus haut. Notons aussi H le dual de (GLsc) .-
Alors ' = M! ./Z(H 7). Considérons le diagramme commutatif
Z(M® )7 = Z(M)® )7
A \l/ A A J/ A
Z(M')'=/Z(G")' Z(M')'=/Z(G))'
3 \
Z(M)")Z(G)"™ Z(M)"2(G)y )"
I
Z(Me, ad)
L I
Z(M{4q)'* [ Z(H)™™
I
Z(M")'e 2 Z(M?)"

Toutes les fleches sont surjectives et a noyaux finis. Calculons le nombre d’éléments du
noyau de I’application composée

Z(M®/Z — Z(M?)'=.

En utilisant le chemin nord-est du diagramme, et en appliquant la définition de [IT1] 4.3,
on obtient

[Z(G) 2 Z

En utilisant le chemin sud-ouest, on obtient
[Z(G'= : 2)eS, ()Y Z(H) (e

En utilisant la définition de [II1] 1.2, on voit que |Z(H) | =
résulte alors de la définition de C’. Cela acheve la preuve.

G1,G?
Cpt,n2

)

(1 ie 59)~1. L’assertion (8)
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5.7 Preuve du lemme 5.1

On considere un triplet (G, Go, j.) muni de diverses données comme en 5.1. Grace
a 5.1(9), on suppose de plus que notre triplet est quasi-élémentaire, que la condition
5.1(8) est vérifiée et que B est constante de valeur 1. Comme on ’a remarqué en 5.1,
la condition 5.1(8) implique que le revétement simplement connexe commun Mgo des
groupes dérivés de M; et M, est isomorphe a un produit de groupes SLi(R) si Fy = R, de
groupes SLi(C) si Fy = C. Soit H un groupe quasi-déployé tel que Hge soit isomorphe
a un produit de groupes SLi(R) ou SLg(C). On a

(1) D5l (H(R)) = Dt (H(R)).

Preuve. Le lemme 3.3 nous ramene au cas H = Hgc. 1l suffit donc de traiter les cas
H = SLp(R) ou H = SLi(C). Le méme lemme nous ramene aux cas H = GLg(R) ou
H = GL(C). Mais alors, ces groupes n'ont pas de données endoscopiques elliptiques
autres que la donnée "maximale” H. La définition de 2.1 montre que Dy (H(R)) =
D,.»(H(R)) et Iassertion s’ensuit. O

Reprenons la preuve de [I1I] 7.7. On introduit le triplet (G, G, a) associé & (G, Gy, j.)
comme en [II1] 6.2. On fixe un élément 7 € G (R) qui conserve une paire de Borel épinglée
E = (B, T,(Ey)aca) de G définie sur R. De cette paire se déduit une paire de Borel
épinglée de G, définie sur R. On peut identifier Gy a G, de sorte que le Levi M; de G
devienne un Levi de GG, standard pour cette paire. On note M le commutant de A M, dans
G.Onane M(R), M, = M, et M est standard pour £. Décrivons plus concretement
ces objets. Il y a quatre cas.

(a) G; = Sp(2n) et M; est un Levi isomorphe a GL(ny) X ... X GL(ny), avec nq + ...+
ny = n. Dans ce cas, G = SL(2n) et ad, est 'automorphisme extérieur habituel de ce
groupe. On vérifie que M est le Levi standard de GG de blocs ny X ... X ng X ng X ... X ny.

(b) G; = Spin(2n + 1) et M; est I'image réciproque dans ce groupe d'un Levi de
SO(2n + 1) isomorphe & GL(ny) X ... x GL(ng), avec ny + ... + ny = n. Précisément,
M est isomorphe au groupe des (x1,...,zx,t) € GL(ny) X ... X GL(ng) x GL(1) tels
que det(xy)...det(xy)t> = 1. Dans ce cas, G = Spin(2n + 2). L’action de O(2n + 2) sur
SO(2n+2) se releve en une action sur G et on peut réaliser ad,, comme la conjugaison par
une symétrie élémentaire qui est un élément de O(2n+ 2) de déterminant —1. On vérifie
que M est I'image réciproque dans G d'un Levi de SO(2n+2) isomorphe a GL(ny) X ... X
GL(ny) x GL(1). Comme ci-dessus, M est isomorphe au groupe des (x1, ..., Tg, Tpy1,1) €
GL(ny)X...x GL(n,) x GL(1) x GL(1) tels que det(xy)...det(xy)zpy1t* = 1. Mais on peut
faire disparaitre I'élément xjq et M est simplement isomorphe GL(ny) x ... x GL(ny) X
GL(1).

(c) Les objets sont déduits par restriction des scalaires de C a R des objets du cas
(a) définis sur C.

(d) Les objets sont déduits par restriction des scalaires de C a R des objets du cas
(b) définis sur C.

On doit inclure le triplet (G, G, a) dans un K-triplet (KG, KG,a). L’espace de Levi
M s’étend en un K-espace de Levi KM. On a en fait KM = M. En effet, on sait que
KM est lui-méme un K -espace. D’apres la définition de [I] 1.11, ce K-espace est réduit
a une seule composante connexe pouvu que H!(T'g; Mgc) soit trivial. Cest le cas d’apres
la description ci-dessus : le groupe Mgc est produit de groupes SL(m) ou de groupes
déduits par restriction des scalaires de SL(m) sur C. Comme en [II1] 5.1, on note Y
'ensemble des y € M tels que yo(y)~! € Ié” . Rappelons que, parce que G est simplement
connexe, Zq(n) est connexe et cette propriété perdure lorsqu’on passe a un Levi. Il en
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résulte que I,sz = M,,. Considérons I'’ensemble de doubles classes

M\YY /M (R).

Montrons que
(2) cet ensemble de doubles classes est réduit a un élément.
Preuve. On sait que cet ensemble est en bijection avec le noyau de I'application

H'(Tg; M,) — H'(Tg, M).

Il suffit de prouver que H'(T'g;M,) = {1}. Rappelons que M, = M;. Dans les cas
(c) et (d), le groupe M; est complexe et H'(I'g; M) = {1}. Dans le cas (a), M, est
un produit de groupes GL(m), d’ott la méme conclusion. Dans le cas (b), posons L =
GL(ny) x ... x GL(n). On a une suite exacte

1> {£l} - M, - L—1
D’ou une suite exacte
Mi(R) = L(R) — H'(Tg; {#1}) = H'(Tr; My) — H'(Tg; L) = {1}

Puisque H!(Tg; {£1}) a deux éléments, il suffit de prouver que la premiere application
de la suite ci-dessus n’est pas surjective. Mais il résulte de la description de M; que cette
image est formée des (z1,...,x) € L(R) tels que det(xy)...det(zy) > 0. Cela prouve (2).
O

On peut prendre comme ensemble de représentants de notre ensemble de doubles
classes ’ensemble Y™ = {1}

On introduit les données endoscopiques maximales G’ = (G, ééNWR, é) de (KG, K G, a)
et M/ = (M',Mé x Wg,0) de (KM, KM, a) = (M, M,a). Remarquons que G’ est aussi
la donnée G/(0) déduite de M’ et de Délément § = §. Comme en [III] 6.3, I'élément
n € G( ) détermine un élément e € Z(G’)™. Si Pon remplace les espaces ambiants
G et G' par M et M’, on obtient évidemment le méme élément e. On fixe un dia-
gramme (e, BM’ ,T’,BM,T, n), on BM = BN M. Remarquons que Gy = G. = G’ et
M, = M = M.

Comme d’habitude, on néglige les espaces de mesures. On dispose d’éléments d; et d5.
On peut identifier 5 & un élément de D}, (M!(R)). En fait, d’apres (1), il appartient
a D2t (M!(R)). On pose

orb,unip

0 = desct M (8,).
C’est un élément de D%, (), ot O est la classe de conjugaison stable de e dans M'(R).
Posons T = transfert(§). C'est un élément de Dypn(O), ott O est la classe de conju-
gaison stable de 1 dans M (R). Montrons que
(3) T appartient a D,,(O).
Preuve. On a calculé 7 a la fin de la preuve de [III] 7.1. Avec les notations de cette
référence, on a

T = Z cM[y]descﬁy’]* o transfert,(61).
yejj]VI

Remarquons que 'application o}‘wn[y] . qui figure en [III] 7.1 disparait puisque les

Maly)
groupes Gy, sont ici simplement connexes. L’élément §; appartient a D5, (O'), c’est-a-

dire que c’est une combinaison linéaire stable d’intégrales orbitales. L’homomorphisme
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desc%y] envoie une combinaison linéaire d’intégrales orbitales sur une telle combinaison
linéaire. En général, les applications transfert, ne vérifient pas cette propriété. Mais
elles les vérifient dans notre cas particulier car Y™ est réduit & {1} et transfert; est
I'identité. [J i

Les éléments J; et Jy du lemme 5.1 déterminent un élément J € jfé\(j Soit a €
A r(R) un élément en position générale et proche de 1. D’apres (3), on peut définir un
élément pK%(7,a) € Dyoom(0)/AnnEY, ot O est la classe de conjugaison stable de 6*
dans KM(R) = M(R). On peut aussi 'élément p’“¥(M’,d,a) du méme espace. Nos
hypotheses de récurrence posées en 5.1 nous autorisent a appliquer les résultats de 2.4 :
on a l'égalité p&X¢(1,a) = p?G’g(M’, d,a). A partir de cette égalité, la preuve de [III] 7.7
entraine 1’égalité du lemme 5.1. Il faut toutefois vérifier que cette preuve s’applique. En
inspectant cette preuve, on voit que la seule chose a vérifier et que I'hypothese (2) de
[II1] 7.1 est vérifiée pour les triplets (G'(3)sc, G'(5)c.sc,j=) qui apparaissent et qui sont
différents de notre triplet (G4, G, j.) de départ. Pour un tel triplet, le groupe G'(3) est
un groupe endoscopique de G,, déduit de la facon habituelle du groupe endoscopique
"maximal” du Levi M, de G,,. Autrement dit, il se déduit de G; et du groupe endosco-
pique "maximal” de M;. Les groupes endoscopiques de (G; étant bien connus, on voit
que les propriétés suivantes sont vérifiées :

- (G'(5)sc, G'(3)e.50, J«) est produit de triplets équivalents & des triplets quasi-élémentaires
(G1.i, Gay, jui), pour i = 1, ...,m, qui sont de I'un des types (1), (2) ou (3) de [III] 6.1; le
Levi M’ ~ M; de G'(5) détermine pour chaque i un Levi M, ; de Gy,

- si un triplet (Gi;, Ga,, j«i) est de type (2), resp. (3), les racines dans M;; sont
longues, resp. courtes;

- si (G'(8)sc, G'(3)e.s0, J«) est différent de (G, G, j.), on a pour tout i l'inégalité
N™(G 4, Gayy Jri) < N™ (G, Ga, jy). -

Les deux premieres propriétés impliquent que le triplet (G'(3)sc, G'(8)e.sc, j«) Vérifie
les conditions de 5.1. On voit qu’alors, I'hypothese (2) de [III] 7.1 équivaut au lemme 5.1.
La derniere propriété ci-dessus et nos hypotheses de récurrence assurent que ce lemme est
vérifié pour les triplets (G/(5)sc, G'(3)c.s0, j«) différents de (G, G, j.). La démonstration
de [III] 7.7 s’applique donc bien. Cela acheéve la preuve.

6 Un résultat d’approximation

6.1 Un espace de germes de fonctions

Dans toute la section, (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure. Soit M un
espace de Levi de G. Soit L € £(M). Une racine a € (Ay;) (considérée comme une
forme linéaire sur Ay,), se décompose en ay +a¥, on ay € A} et o € A»*. Considérons
Pensemble des formes linéaires ay, pour L € L(M) et a € £(Ay). On note VG le sous-
ensemble des éléments non nuls. On note US; le sous-ensemble des H € A, tels que
a(H) # 0 pour tout a € V\§. Clest le complémentaire dans A, d'un ensemble fini
d’hyperplans. Notons V§, 'espace des fonctions sur US, , qui sont combinaisons linéaires
de fonctions

H H log(lexp(ria;(H)) — exp(—rio;(H))|r)

i=1,....n
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ott les a; appartiennent & V)5 et les r; sont des réels non nuls. On considere les éléments de
X% comme des fonctions définies presque partout sur A,,. Remarquons que ces fonctions
sont invariantes par translations par Ag. On peut aussi bien considérer qu’elles sont
définies sur A,

Appelons domaine adéquat dans Ay, l'intersection d’un voisinage ouvert de 0 dans
Ayps avec 'ensemble des H € Ay, qui vérifient la condition |a(H)|g > ¢||H|| pour tout
a € VG, ot ¢ > 0 est un réel fixé (on note ici ||.|| la norme euclidienne fixée sur Ay;) .
Soit u un germe de fonction défini presque partout au voisinage de 0 dans A;. On dit
qu’il est faiblement équivalent a 0 s’il existe » > 0 et si, pour tout domaine adéquat, il
existe C' > 0 tel que |u(H)| < C||H||" pour tout H dans le domaine et assez proche de
0. On dit que deux germes u et v’ sont faiblement équivalents si et seulement si u — u’
est faiblement équivalent a 0.

Remarque. Ces définitions dépendent de G mais cela ne nous génera pas.

Une fonction dans V¢, peut étre faiblement équivalente & 0. On note EST:M le sous-

espace des éléments de V§; qui sont faiblement équivalents & 0 et on pose V§; = VS, / X& M-
Remarquons que, si u est une fonction définie presque partout sur A,; qui est faible-

ment équivalente a 0 et si v € EJ\GZ’ alors uv est faiblement équivalente a 0 : le produit
d’une fonction a croissance logarithmique et d’une fonction décroissante en ||H||" est
décroissante en ||H||"~¢ pour tout € > 0.

6.2 Approximation des intégrales orbitales pondérées invariantes
On note [ nd% I’homomorphisme d’induction

Dorb<M<R)) ® M€S<M<R))* — Dorb<é<R)) ®~M68<G<R))*
gl — o '

On fixe une réunion finie O de classes de conjugaison semi-simples par M(R) dans M (R).
Considérons un élément

¢ € VS ® Ind$, (Do (O) @ Mes(M(R))*).

Relevons-le en un élément ¢ € V§; ® Ind%(DOrb(OG) ® Mes(G(R))*). On peut I'évaluer
en un point H € U§;, on obtient un élément ((H) € Ind%(DOrb(O) ® Mes(M(R))*). La
fonction H — ((H) ne dépend du choix du relevement ¢ qu’a faible équivalence prés (en
un sens similaire & celui du paragraphe précédent). Une telle équivalence importera peu,
on notera donc simplement H — ((H) cette fonction. On rappelle que, si vy € D,,(O) et
a € Ay (R), on peut définir la distribution a. Sa valeur sur une fonction ¢ € C°(M(R))
est égale a la valeur de v sur la fonction “p, olt “p(d) = ¢(ad) pour tout § € M(R).

Fixons désormais un systeme de fonctions B sur G(R).

Proposition. II existe un unique homomorphisme

£9(B) : Do (0) @ Mes(M(R))* — VS, @ IndS (Dopy(O) @ Mes(M(R))*)

tel que, pour tout v € Dyp,(O) @ Mes(M(R))* et tout f € C°(G(R) @ Mes(G(R)), le
germe de la fonction définie presque partout sur Ay, qui, a H € Ay, associe

> If(eap(Hy)E! (v B HY). )
Lec(M
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soit faiblement équivalent au germe constant de valeur

G
IM(7vBaf)

Remarques. (1) Comme souvent, il est implicite que les fonctions £¥(B) interve-
nant pour L #+ G ont été déterminées par récurrence par le méme énoncé appliqué en
remplacant G par L. i

(2) Pour M = G, on a VM = C. L’application €M (B) est I'identité.

_ Preuve de I'unicité. On peut supposer par récurrence que les §L sont déterminés pour
L # G. Pour un tel L, la classe d’équivalence faible de la fonction

H s IS (exp(H, )¢ (v, B, H), £)

est bien déterminée. En effet, ¢&(v, B, H) est uniquement déterminée modulo une
combinaison linéaire de fonctions H +— u(HL)~z, ot u € EOLM et v;i € Do(OF) @
Mes(L(R))*. Or, pour de telles données, la relation 2.4(5) (qui est vérifiée dans notre
situation quasi-déployée et a torsion intérieure) entraine que la fonction

H s u(H")IS (exp(Hy )i, f)

est faiblement équivalente a 0. Alors la formule de I’énoncé détermine la classe d’équivalence
faible de la fonction

H s 198y, B, H), f).

Fixons une base (v;);e; d'un supplémentaire de Xg  dans V$,. On peut relever %(v, B)
de facon unique en un terme

Ev.B) =D 1@,

iel

olt les y; appartiennent & Ind% (Do (O) @ Mes(M(R))*). Alors I%(%(v, B, H), f) est
faiblement équivalent a ]

Z U@'<H)[G<7i7 f).

el
Donc la classe d’équivalence faible de cette somme est bien déterminée. Par définition
de la base (v;)sers, cela entraine que les coefficients 1¢(«y,,f) sont bien déterminés. Cela

étant vrai pour tout f, les distributions -, sont uniquement déterminées. Donc (v, B)
est uniquement déterminé, ce qui prouve l'unicité. B
Preuve de l'existence. Par linéarité, il suffit de traiter le cas ou - est l'intégrale
orbitale associée & un élément v € M (R) de partie semi-simple dans O et & une mesure
de Haar sur M, (R). Pour deux espaces de Levi L et I/ tels que M C L C I/, on sait
définir la fonction H r%’ (v,exp(H), B) pour un point H en position générale dans
Ay, cf. [IT] 1.9. Elle est d’ailleurs invariante par translations par Ay, donc définie pour
H en position générale dans A%;. En fait, on a montré en [II] 1.7(9) qu’elle s’étendait par
continuité au voisinage de tout point de A% en position générale (dans cette référence, il
n’y avait pas de systeme de fonctions B mais le résultat s’étend a ce cas). On peut donc
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définir r "(v,exp(Hy), B) pour tout H € Ay en position générale. Plus précisément, le
résultat de 11} 1.7(9) affirme que l'on a I'égalité

3) Y (y.eap(Hy), B) = rF' (v, exp(Hy), B)

ot 7 est un élément quelconque de Porbite induite de v & L. Cela implique que cette
fonction est définie pour H € U§; proche de 0. Définissons une fonction H — 7% (7, H,B)

sur U par la formule de récurrence

(4) fJ\Gz(%Ha B) = — Z ffh(”y,HL,B)rg(fy,e:cp(HL),B).
LeL(M),L#G

On vérifie facilement que c’est un élément de V.
Cela étant, on pose

%(~, H, B) = (1) 957 (v, H, B)~.

Pour prouver que cette définition satisfait la condition de 1’énoncé, on doit calculer le
germe de I'expression

S© I (eap(HL)E (v, B, HY), £).

LeL(M)
Ceci n’est autre que
(5) > (=1 (y, HY B)IE (exp(Hp)y", £).
LeL(M)
Soit L € £(M). Fixons une famille (v;),— 1,....m de représentants des classes de conjugaison

par L(R) dans l'orbite induite par 7. On peut décomposer [G(ea:p(HL)'y ,f) en somme
de I (exp(Hy)v;, f), ott ; est Vintégrale orbitale associée & v; et une certaine mesure
sur Ly, (R). On a montré en [II] 3.2(1) que le germe de I (exp(H,)7;, f) était équivalent
a
7 (-~ Ry, eap(HL), B)IS (A E, B, ).
ReL(L)

L’équivalence utilisée dans cette référence n’était pas la méme qu’ici, mais elle était plus
forte d’apres les définitions. La méme assertion vaut donc pour notre équivalence faible.
La relation (3) nous dit que les coefficients 7 (v;, exp(Hy), B) sont indépendants de 4 et

valent 74 (7, exp(H 1), B). On peut regrouper les expressions ci-dessus et on obtient que

I G(exp(H )", f) est faiblement équivalent &

S° (—1) By, exp(Hy), B)IS (7T, B £).
ReL(L)

L’équivalence faible se conserve par multiplication par une fonction de V§,. Donc I'ex-
pression (5) est faiblement équivalente a

S© (—)mer X RIS (AR, B, £),
ReL(M)
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ol
XHH)= > ry(y, H" B)ri(y,exp(HyL), B).
LerR (NI
Mais la définition (4) entraine que X (H) = 1 tandis que X R(H) est équivalent & 0 si
R # M. Donc (5) est faiblement équivalent a I¢ (v, B,f). O

6.3 Approximation des intégrales orbitales pondérées invariantes
stables

On fixe une réunion finie O de classes de conjugaison stable semi-simples dans M (R).
En fixant pour un instant les mesures, on définit I'espace

Dst

tr—orb

(G(R),0) = Dy

tr—orb

(G(R)) N IndS, (D2, (0)).

Proposition. II existe un unique homomorphisme

(0) ® Mes(M(R))* = V$ ® D' (G(R),0) ® Mes(G(R))*

tr—orb

gé,st(B) . Dst

tr—orb

tel que, pour tout § € D;t_ . (O) @ Mes(M(R))* et tout f € C®°(G(R) ® Mes(G(R)),

le germe de la fonction définie presque partout sur Ay, qui, a H € Ay, associe

> S7(cap(HL)E!(8, B, H"), 1)
Lec(M

soit faiblement équivalent au germe constant de valeur

SG(8, B, f).

Remarques. (1) Pour H en position générale, la distributionfexp(HL){L“(5, B, HL)
est G-équisinguliere (c’est-a-dire supportée par des éléments v € L(R) tels que L, = G,),
donc I'intégrale Sg(e:cp(HL)§L’St(5, B, HY), f) est bien définie.

(2) Si M = G, €Mt(B) est inclusion naturelle.

L’assertion d’unicité se démontre comme pour la proposition précédente. L’existence
sera démontrée en 6.5.

6.4 Approximation des intégrales orbitales pondérées invariantes

associées aux éléments de Dy _,,(M(R)) ® Mes(M(R))*

On fixe une réunion finie O de classes de conjugaison stable semi-simples dans M (R).
En fixant pour un instant les mesures, on définit I'espace

Dir—ors(G(R), ©) = Dy o (G(R)) N Ind%, (Do (O)).
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Proposition. [I existe un unique homomorphisme

SG’(B) : Dtr—orb(o) ® MGS(M(R))* — V]\G/I ® Dtr—orb(é(R)7 O) X MGS(G(R))*

tel que, pour tout v € Dy orp(O) @ Mes(M(R))* et tout f € CF(G(R) @ Mes(G(R)),
le germe de la fonction définie presque partout sur Ay, qui, a H € Ay, associe

Z Ig(exp(HL)gL(77 Ba HL)Lv f)
Lec(m)
soit faiblement équivalent au germe constant de valeur

1% (v, B,f).

Remarque. Si M = G, £¥(B) est Dinclusion naturelle.

Preuve. L’unicité se démontre comme en 6.2. Démontrons I'existence. Par linéarité,
on peut supposer que 7y est une intégrale orbitale appartenant a D,,,(O) ® Mes(M(R))*
ou qu'il existe une donnée endoscopique elliptique et relevante M’ de (M, M ), avec
M' # M, qu'il existe une classe de conjugaison stable @ dans M’'(R) correspondant
a une classe dans O et qu'il existe § € D5t (M, 0') @ Mes(M'(R))*, de sorte que
~ = transfert(d). Le premier cas est traité par la proposition 6.2. Traitons le second.
On écrit M' = (M', M’ (). D’apres 2.4(2) (qui est valide dans notre situation), on a

I'égalité
(1) 1S(y,B.f) = IS5 (M, 8, B,f) = S i (GG (5))SCE O (5, B, £9'9),

SECZ (N & /2(G) R

On peut appliquer la proposition 6.3 par récurrence a chacun des termes intervenant ici.
Comme toujours, on doit développer quelques formalités pour adapter cette proposition
au cas de données endoscopiques. Le seul point a expliquer est que la multiplication
(H,0) — exp(H)d a un sens dans D5, (M') @ Mes(M'(R))*, pour H € Ay =~ App.
En effet, introduisons des données auxiliaires Mj,...,A;. Identifions § & un élément §; de
D;éom,Al(M{(R)) ®@ Mes(M'(R))*. L’élément H € Ay ~ App se releve en un élément
Hy € Ay et la distribution exp(H1)d; est bien définie. On a introduit en [IV] 2.1 un
caractere )\Q[Mi de Ay = exp(Axr ). La distribution )‘%q (exp(Hy))exp(H;)d1 ne dépend
pas du relevement H; de H. En effet, on ne peut modifier H; que par un élément de
Ac,, donc exp(H;) par un élément ¢ € Ag,. Or cd; = A\i(c) 7', et Ay coincide sur g,
avec )\Q[Mi. D’ou l'invariance cherchée. On vérifie que, si 'on change de données auxi-
liaires, les distributions )\gM{ (exp(Hy))exp(Hy)d, se recollent en un unique élément de
D¥.,.(M') @ Mes(M'(R))*, que I'on note exp(H)d. On applique la proposition. Chaque
terme Sﬁl/(s)(é, B,fG'(S)) se développe en une somme indexée par des espaces de Levi
L' e £Y(M’). Comme on 'a déja vu plusieurs fois, un tel espace de Levi donne nais-
sance & un espace de Levi L € £(M). Le terme s définit une donnée endoscopique L/(s)
de (L, L) de sorte que L', ~ L/(s). Pour simplifier les notations, on anticipe cela dans la
formule suivante. On obtient que le membre de droite de (1) est faiblement équivalent a
la fonction sur Ay, qui a H associe

Z ZM/ (é, é/<3)) Z S[(‘;’,(ié;) (exp<HL)£L/(S)7St<57 37 ]¥L)7 fG/(S))

s€CZ(M)T® /Z(G)'® LLeLS ()(M')
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En regroupant les couples (s, i;) selon 'espace de Levi L associé, on obtient comme en
[IT} 3.7 que l'expression ci-dessus est égale &

2 2. (L D(s) Y i (G.A)

LeL(M) secZ(M)Tr /Z(L)Fr tesZ(L)'R/Z(G)R

SO (eap(Hy)EY 948, B, H"),£5'V)

ou encore

S 3 i (L, L () 19 (L (s), eap(HL )€Y 548, B, H"), £).

LeL (M) se¢Z(M)Tr/Z(L)FR

Les distributions exp(Hp)EY ®)s1(§, HX, B) sont G-équisinguliéres pour H en position
générale et on peut appliquer la proposition 1.13. Cela nous permet de remplacer ci-

dessus )
154 (L (s), exp(Hy )€ (3, B, 1Y), £)

par )
[g(transfert(exp(HL)§L/(S)’“(6, B, H)),1).

On a
trans fert((exp(H, )Y %48, B, H)) = exp(Hy)(trans fert(€¥' (8, B, H"))).

La somme se récrit

(2) " IS (exp(Hy)EM(S, B, HY), £),
LecL(n)
ou
3)  €M8,B,H") = > iy (L, L' (s))trans fert(€¥ 9! (8, B, H")).
s€CZ(M)TR/Z(L)Tr

Pour tout s apparaissant ci-dessus, le terme £'():5!(§, B) appartient & V]\LJI,(S)@fo_OTb(L’ (5),0")®

Mes(L'(s;R))*. On a l'inclusion naturelle VZ,(S) C VI, En reprenant les définitions, on

voit que le transfert envoie Dif__ (L'(s),0") @ Mes(L'(s;R))* dans Dy, o (L(R), O) ®

tr—orb
Mes(L(R))*. Donc £4(8, B) est bien un élément de V¥, ® Dy, _orp(L(R), ©) @ Mes(L(R))*
comme on le voulait. On a montré que le membre de droite de (1) était faiblement
équivalent a (2). C’est la relation de ’énoncé. [J

6.5 Preuve de la proposition 6.3

Comme on l'a déja vu plusieurs fois, la preuve est essentiellement la méme que la
précédente. On part de la formule

Sg((s?Baf> = []\6:2(6787 f) - Z ZM(é’ él(S))Sﬁl(s)(é’B’fG/(S)).
S€Z(VI)T= /2GR 51
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On applique la proposition 6.4 au premier terme et la proposition 6.3 par récurrence aux
autres. On obtient que SAGZ(é , B, f) est faiblement équivalente a la fonction sur Ay, qui
a H associe

O Y ((enp(H)E 6, B HY) ) - X,(H)).
LeL(M)

ou

Xip(H) = > iy (L, L'(5)) > i) (G.G'(1))

s€Z(M)® /Z(L)Tx tesZ(L)T® /2(G) R 1
G/ (t (s).s /
S (exp(Hy)E¥ 48, B, H"),£9'),

Supposons d’abord L # G. D’apres notre hypothése de récurrence, le terme § L“((? , B, H")
est déja défini. On voit qu'ajouter a X (H) le terme S§ (exp(Hp )6 (0, B, H"), f) re-
vient a supprimer la restriction ¢ # 1 dans la formule ci-dessus. La somme en t devient

alors )
G,E "(s),s
[i (L/<8)7exp<HL)§L( ) t<67BuHL)7f)'

En appliquant la proposition 1.13, c’est aussi

[g(ea:p(HL)tmnsfert(&v(s)’“(d, B, H)),1).

Alors

S (exp(Hy )8, B, H), £) + X; (H) = IS (exp(H,)E(8, B, H"), ),
ou )

¢4(8, B, H") = > iy (L, L'(s))trans fert(€¥ (8, B, HY)).

s€Z(M)'R/Z(L)Tr
On applique la définition 6.4(3), en se rappelant qu'’il s’agissait d’une égalité dans %78
c’est-a-dire & faible équivalence pres. Elle implique que £4(8, B, HE) et §L(5,B,H Ly
sont faiblement équivalents. Alors le terme indexé par L de la formule (1) est faiblement
équivalent & SY (exp(Hy,)E*(8, B, H"),f).

Supposons maintenant L = G. La définition se simplifie :

Xe(H) = > i (G, G () SO (@5 B, H), £9)
Ss€Z(M)TR /Z(G)TR s#1

= > i (G, G (sNIC (transfert(€¥ (8, B, H)), )

s€Z(M)'R/Z(CTR s#£1

= [é<£é(57 BvH)vf) - [é(fé’3t<5737 H>7f>7

ol on a posé i ]
(2) €90, B, H) =¢(8, B, H)

— Z i (G, G (s))trans fert(€S®(8, B, H)).

s€Z(M)TR /Z(G)TR s#1
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Alors le terme indexé par G dans la formule (1) est égal a Ié(éé’St((s,B, H),f). Cette
formule devient

(3) IGO0, B H).E)+ Y SC(eap(Hy)EM (8, B, HE),£).

LeL(M),L#G

La distribution £%(8, B, H) appartient & Dy, _os(G(R)) ® Mes(G(R))*. Les distributions
¢G'()s4(§, B, H) appartiennent & D3t (G/(s)) ® Mes(G'(s;R))*. Leur transfert appar-

tr—orb

tient & Dy orp(G(R))® Mes(G(R))*. La formule (2) montre que §G’St(5, B, H) appartient
aussi a cet espace. Pour la méme raison, §é’8t(5, B, H) appartient a Ind%(Dgéom(O) ®
Mes(M(R))*). Donc §G’St(5, B, H) appartient & Dy,_os(G(R), O)® Mes(G(R))*. Fixons
un supplémentaire W de Xg v dans X%. Il existe un unique élément §é’5t(6,B) €
W ® Dy orp(G(R), 0) @ Mes(G(R))* qui soit faiblement équivalent & §é’3t(6, B). Dans
la formule (3), on peut remplacer fé’St(é,B,H) par §évSt(6,B,H). Supposons que f
soit instable, c’est-a-dire que son ir;lage dans SI(G(R)) ® Mes(G(R)) soit nulle. En
vertu du théoreme 1.4 et des propriétés énoncées en 2.4, les termes SAC;I((‘},B,f) et
S¢ (exp(HL)E™*1(d, B, H"),f) sont nuls. On obtient que I9(£%* (8, B, H),f) est faible-
ment équivalent a 0. On peut écrire

(8, H, B) = D wi(H),

.....

partiennent & Dy, (G(R), O) @ Mes(G(R))*. Alors

1965218, B, H), ) = 37 w(H)I(,.£).

Par définition de W, ceci ne peut étre faiblement équivalent a 0 que si tous les coefficients
sont nuls. Cela étant vrai pour tout f instable, les distributions -y, sont stables. Grace
au lemme [I] 5.13, elles sont induites d’éléments de D%, (O) ® Mes(M(R))* et appar-

géom
tiennent donc a D3t

st J(G(R),0)® Mes(G(R))*. Donc £9%4(8, B) prend ses valeurs dans
I'espace voulu. Puisque ces valeurs sont stables, on peut remplacer le premier terme de
(3) par SY(¢9=4(8, B, H),f). Alors (3) devient la formule de 1’énoncé de la proposition
6.3. Cela acheve la démonstration. [

7 Le cas des groupes complexes

Considérons tres brievement le cas ou le corps de base n’est plus R mais C. On
considere donc un triplet (G, G, a) défini sur C. Tous les résultats de I’article restent va-
lables. Pour le voir, on peut reprendre les démonstrations et constater qu’elles valent aussi
bien dans le cas complexe. Certaines se simplifient : par exemple, les K-espaces dispa-
raissent. On peut aussi appliquer les résultats du cas réel au triplet réel (Gg, GR,aR)
déduit du triplet initial par restriction des scalaires. Cette deuxieme méthode per-
turbe les hypotheses de récurrence. Pour (G, G, a), celles-ci concernent des triplets com-
plexes (G, G’, a’) vérifiant en tout cas dim(G's,) < dim(Gge). Pour (G, G, ag), elles
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concernent des triplets réels (G', G, a’) vérifiant dim(G's,) < dim(Gg.sc) = 2dim(Gsc).
En fait, on n’applique ces hypotheses de récurrence qu’a des triplets déduits de (G, Gr, ag)
par des opérations naturelles : passage a un Levi, a une composante neutre d’'un commu-
tant, a ’espace d’'une donnée endoscopique etc... On constate que toutes ces opérations
construisent des objets de méme type que (G, Gr, ag), c’est-a-dire déduits par restric-
tion des scalaires d’objets définis sur C. On voit ainsi que les hypotheses de récurrence

posées pour (G,é,a) suffisent a assurer la validité des raisonnements pour le triplet
(GRu GR7 a]R) .
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