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Abstract – This paper discusses a new subspace iden-
tification method for the identification of MIMO non-
linear dynamic systems which are in the form of a
weigthed combination of local linear state-space mod-
els. This method is based on the estimation of Markov
parameters and ERA algorithm in order to determine
minimal and balanced state realisations of local models.
A Monte Carlo experiment on an example illustrates
the method performances.

keywords – Multimodel, subspace method, nonlinear
system identification, Markov parameters.

Résumé – Cet article propose une méthode d’identifi-
cation d’une représentation multi-modèle des systèmes
dynamiques non linéaires MIMO par la technique des
sous-espaces. Cette méthode d’identification des sous-
espaces est basée sur l’estimation des paramètres de
Markov et l’algorithme ERA qui permet d’obtenir sans
itération une réalisation minimale et équilibrée pour
chaque modèle local. Une simulation de Monte Carlo
sur un exemple académique illustre les performances
de la méthode proposée.

Mots Clef – Représentation multi-modèle, méthode
des sous-espaces, paramètres de Markov, système dy-
namique non linéaire, identification de système.

1 Introduction

Que ce soit pour élaborer une loi de commande
d’un système, prédire son comportement ou encore
effectuer un diagnostic de fonctionnement, l’iden-
tification des systèmes dynamiques non linéaires
est un point essentiel de l’automatique. Différentes
représentations non linéaires ont été proposées dans
la littérature. Les plus classiques sont celles utili-
sant des structures de type NARMAX [1] ou plus
particulières comme les modèles d’Hammerstein et
de Wiener [2]. Mais il est souvent très difficile de
représenter le comportement du système dans toute
sa plage de fonctionnement avec ces structures.

L’intérêt de l’approche multimodèle est de
représenter le système par un ensemble de modèles
simples (linéaires) valides dans une zone de fonc-
tionnement limitée. Le modèle global est obtenu
par interpolation des modèles locaux [3]. Des fonc-
tions d’activation déterminent le degré d’activation
de chaque modèle dans chaque zone et assurent une
transition entre les différents modèles.

Cette approche a surtout été utilisée pour
l’identification d’une représentation entrée/sortie

des systèmes dynamiques non linéaires multi-
entrées/mono-sortie (MISO) [3] [4] [5] [6] [7].
L’identification d’un multi-modèle comporte
différents aspects dont la recherche d’une structure
(définitions des zones de fonctionnement et des
structures des modèles locaux) ayant de bonnes
capacités de généralisation et l’estimation des
paramètres de celle-ci. Ces points ont été abordés
dans les articles précédemment mentionnés.

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement
à l’identification des différents modèles linéaires
locaux multi-entrées/multi-sorties (MIMO), notre
approche pouvant être utilisée avec n’importe
quelle méthode existante de détermination des
zones de fonctionnement (nombre et position).

Pour ce faire, nous proposons une nouvelle for-
mulation de la méthode des sous-espaces. Les
méthodes des sous-espaces permettent d’identifier
une représentation d’état des systèmes dynamiques
linéaires MIMO à partir des mesures des entrées
et des sorties. Contrairement à la plupart des
méthodes des sous-espaces qui passent par une
étape de détermination de la matrice d’observabi-
lité et une estimation de la matrice des séquences
d’état pour déterminer l’ordre et une réalisation
du modèle [8], notre approche est basée sur l’es-
timation des paramètres de Markov et l’algorithme
ERA [9] pour obtenir une réalisation minimale
et équilibrée pour chaque modèle local. De plus,
contrairement aux récents travaux de Verdult [10]
sur l’estimation paramétrique d’un multimodèle
(MIMO), notre approche n’est pas itérative.

Dans la section 2, la structure du multimodèle
considérée est introduite. Nous définissons, dans
la section 3, les notations utilisées dans la suite.
Dans la section 4, après avoir expliqué le prin-
cipe de la méthode d’identification proposée, nous
développons deux variantes de cette méthode per-
mettant d’identifier soit un modèle local particu-
lier ou l’ensemble des modèles locaux. Enfin, dans
la section 5, les deux techniques d’identification
établies dans cet article sont testées sur un exemple
de simulation.

2 Position du problème

Nous supposons que le système étudié peut être
représenté par un multi-modèle dont la sortie est



définie par :

yk =

h∑

s=1

ωs(zk) ys,k (1)

où ys,k ∈ R
l est la sortie du sième modèle lo-

cal, ωs(zk) est le degré d’activation correspondant
à ce même modèle local et h indique le nombre
de modèles locaux. Le vecteur d’activation zk ca-
ractérise la zone de fonctionnement dans laquelle le
système évolue.

Les degrés d’activation sont définis tels qu’à
chaque instant :

0 ≤ ωs(zk) ≤ 1,

h∑

s=1

ωs(zk) = 1

Chaque modèle local s est décrit par l’équation
suivante :

{
xs,k+1 = Asxs,k + Bsuk + Ksek

ys,k = Csxs,k + Dsuk + ek
(2)

où xs,k ∈ R
ns est le vecteur d’état du sième modèle

local, uk ∈ R
m est le vecteur des entrées et ek ∈ R

l

est un bruit blanc décorrelé avec les entrées :

Eeket =

{

R > 0 , k = t

0 , ailleurs.

A partir de q mesures des entrées-sorties et des
h fonctions d’activation supposées connues, notre
objectif est d’identifier les h modèles locaux, i.e. :

– les ordres ns des modèles locaux,
– les réalisations (As, Bs, Cs, Ds) des modèles lo-

caux.
Nous proposons pour cela une méthode des sous-

espaces utilisant une écriture matricielle parti-
culière obtenue par “empilement” des équations de
sorties. Dans un premier temps, nous allons définir
les notations utilisées dans la suite.

3 Notations

La matrice des séquences de sortie du modèle
global est définie par :

Y i =
(

yi yi+1 . . . yi+j−1

)
(3)

avec q = i + j − 1 et i > ns.
La matrice de Hankel d’entrée est définie par :

U =







u1 u2 . . . uj

u2 u3 . . . uj+1

...
...

...
...

ui ui+2 . . . ui+j−1







(4)

La matrice E de Hankel des bruits est définie de
la même manière.

La matrice des séquences d’état du sième modèle
local est définie par :

Xs =
(

xs,1 xs,2 . . . xs,j

)
(5)

La matrice diagonale des degrés d’activation du
modèle local s est définie par :

Ωs =







ωs(zi) 0 0 0
0 ωs(zi+1) 0 0
...

...
...

...
0 0 0 ωs(zi+j−1)







(6)

La matrice des séquences de sortie du modèle
local s est définie par :

Y i
s =

(
ys,i ys,i+1 . . . ys,i+j−1

)
(7)

La matrice pondérée des séquences de sortie du
modèle local s est quant à elle définie par :

Y i
s,ω = Y i

s Ωs (8)

La matrice de Hankel d’entrée pondérée du
modèle global est définie par :

Uω =
[
UT

1,ω UT
2,ω . . . UT

h,ω

]T
(9)

où
Us,ω = U Ωs (10)

est la matrice de Hankel d’entrée pondérée du
modèle local s.

La matrice d’observabilité étendue Γi,s du sième

modèle local est définie par :

Γi,s =







Cs

CsAs

...
CsA

i−1
s







∈ R
(l×i)×ns (11)

La matrice de commandabilité à rebours du sième

modèle ∆i,s est décrite par :

∆i,s =
(
Bs AsBs . . . Ai−1

s Bs

)
(12)

La matrice des paramètres de Markov de la par-
tie déterministe Hd

s,i du sième modèle local et de la

partie stochastique Hst
s,i de ce modèle sont définies

par 1 :

Hd
s,i =

(
CsA

i−2
s Bs CsA

i−3
s Bs . . . CsBs Ds

)
(13)

Hst
s,i =

(
CsA

i−2
s Ks CsA

i−3
s Ks . . . CsKs I

)
(14)

La matrice Hd
i des paramètres de Markov de la

partie déterministe est notée :

Hd
i =

[
Hd

1,i Hd
2,i . . . Hd

h,i

]
(15)

4 Identification du système
Afin d’identifier les modèles locaux composant le

modèle global, nous allons estimer, dans un premier
temps, les matrices contenant les paramètres de
Markov des modèles locaux. Puis pour déterminer
l’ordre et les réalisations des modèles locaux à par-
tir de cette estimation des paramètres de Markov,
nous utilisons l’algorithme ERA (Eigenvalue Rea-
lization Algorithm) [9].

1Les exposants ’d’ et ’st’ signifient respectivement
’déterministe’ et ’stochastique’



4.1 Estimation des paramètres de Markov

Relation matricielle d’entrée-sortie locale

La relation matricielle (16) relie la matrice des
séquences de sortie pondérée du modèle local s à
la matrice des séquences d’état et aux matrices de
Hankel d’entrée et de bruit de ce modèle.

Y i
s,ω = CsA

i−1
s XsΩs + Hd

s,iUΩs + Hst
s,iEΩs (16)

Démonstration
La démonstration est établie dans le cas

déterministe ; le cas stochastique est facilement
établi en généralisant le résultat obtenu.

De l’égalité suivante :

Y i
s,ω = (ωs(zi)ys,i . . . ωs(zi+j−1)ys,i+j−1)

nous déduisons :
Y i

s,ω =
(

ωs(zi)
(
CsA

i−1
s xs,1 + CsA

i−2
s Bsu1 + . . . + Dsui

)

. . .

ωs(zi+j−1)
(
CsA

i−1
s xs,j + CsA

i−2
s Bsuj + . . .

+Dsui+j−1)
)

En regroupant les termes dépendant de l’état et
les termes dépendant des entrées, on obtient :

Y i
s,ω =

(
ωs(zi)CsA

i−1
s xs,1 . . . ωs(zi+j−1)CsA

i−1
s xs,j

)

+
(

ωs(zi)(CsA
i−2
s Bsu1 + . . . + Dsui) . . .

ωs(zi+j−1)(CsA
i−2
s Bsuj + . . . + Dsui+j−1)

)

Y i
s,ω = CsA

i−1
s XsΩs+

Hd
s,i







ωs(zi)u1 . . . ωs(zi+j−1)uj

ωs(zi)u2 . . . ωs(zi+j−1)uj+1

...
...

...
ωs(zi)ui . . . ωs(zi+j−1)ui+j−1







Enfin nous obtenons :

Y i
s,ω = CsA

i−1
s XsΩs + Hd

s,iUs,ω �

On peut noter une grande similitude entre la re-
lation (16) et la relation matricielle classique des
sous-espaces qui lie les matrices de Hankel d’entrée
et sortie (voir [8] page 139 équation (5.4)). Il sem-
blerait alors intéressant de faire une projection qui
annulerait la matrice des séquences d’état pondérée
et permettrait d’estimer la matrice Hd

s,i des pa-
ramètres de Markov du modèle local s (voir [11]).
Malheureusement, la présence des degrés d’activa-
tion dans l’équation (1) ne permet pas de réaliser
cette projection. De plus, la matrice des séquences
d’état Xs du sième modèle local est inconnue.

Pour éviter d’estimer cette matrice des séquences
d’état, nous supposons que chaque modèle local
est stable. A partir d’un ordre i donné, la relation
entrée/sortie précédente devient :

Y i
s,ω ≃ Hd

s,iUΩs + Hst
s,iEΩs (17)

Les sorties sont expliquées uniquement par les
entrées, le modèle local est alors approché par un
FIR (filtre à réponse impulsionnelle finie).

Remarque 1 – Nous choisirons alors les entrées
décalées dans le temps comme vecteur zk dans
l’équation (1).

Démonstration

Y i
s,ω = CsA

i−1
s XsΩs + Hd

s,iUs,ω + Hst
s,iEΩs

Puisque la matrice As est supposée stable, la ma-
trice des séquences d’état est bornée. De plus, la
matrice de pondération Ωs ne contient que des va-
leurs comprises entre 0 et 1, elle est aussi bornée.
Nous pouvons alors négliger le terme CsA

i−1
s XsΩs

à partir d’un ordre i donné. �

On peut alors estimer la matrice Hd
s,i des pa-

ramètres de Markov du modèle s par une technique
des moindres carrés. Mais cela suppose la connais-
sance de la sortie de ce modèle (matrice Y i

s,ω) dont
nous ne disposons pas.

Dans la suite, nous proposons deux méthodes
pour estimer les h matrices Hd

s,i à partir de la sortie
globale.

Estimation de la matrice Hd

p,i du modèle p

Le théorème suivant permet d’estimer la matrice
Hd

p,i des paramètres de Markov du modèle p par
la projection oblique des sorties parallèlement à
l’espace engendré par les entrées pondérées corres-
pondant à tous les modèles locaux excepté le pième

sur l’espace engendré par les entrées pondérées du
pième modèle.

Théorème 1
Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. les matrices As (s = 1, . . . , h) sont stables,

2. la matrice Uω est de plein rang

alors

Y iΠŪ⊥
p,ω

(

Up,ωΠŪ⊥
p,ω

)(−)

→
j→∞

Hd
p,i (18)

où Ūp,ω est la matrice Uω (éq. 9) privée de Up,ω

(éq. 10) :

Ūp,ω =
[
UT

1,ω . . . UT
p−1,ω UT

p+1,ω . . . UT
h,ω

]T
(19)

et

ΠŪ⊥
p,ω

= I − ŪT
p,ω

(
Ūp,ωŪT

p,ω

)(−)
Ūp,ω (20)

où A(−) est la pseudo-inverse de Moore-Penrose de
A.

Remarque 2 – La condition 2 est satisfaite si :

– j > m × i
– l’entrée est d’excitation persistante d’ordre i,
– aucune zone de fonctionnement est dépourvue

de données, i.e. Ωs (s = 1, . . . , h) est différent
de la matrice nulle,

– les zones de fonctionnement ne se recouvrent
pas trop fortement, i.e. Ωs 6= Ωp (s 6= p).



Démonstration
Des égalités (1), (3), (8) et (17) :

Y i =
h∑

s=1

Y i
s,ω (21)

nous déduisons :

Y i ≃

h∑

s=1
s 6=p

(
Hd

s,iUs,ω + Hst
s,iEΩs

)
+Hd

p,iUp,ω+Hst
p,iEΩs

Y i ≃
[
Hd

1,i . . . Hd
p−1,i Hd

p+1,i . . . Hd
h,i

]
Ūp,ω+

Hd
p,iUp,ω +

h∑

s=1

Hst
s,iEΩs

Par projection, nous éliminons le terme Ūp,ω :

Y iΠŪ⊥
p,ω

≃ 0 + Hd
p,iUp,ωΠŪ⊥

p,ω

+

h∑

s=1

Hst
s,iEΩsΠŪ⊥

p,ω

Calculons à présent l’espérance mathématique
du terme b1 représentant influence du bruit (ma-
trice de Hankel E) sur l’estimation de la matrice
Hd

p,i :

b1 =

h∑

s=1

Hst
s,iEΩsΠŪ⊥

p,ω

(

Up,ωΠŪ⊥
p,ω

)(−)

Les matrices Hst
s,i (s = 1, . . . , h) étant constantes,

nous nous limitons au calcul de l’espérance
mathématique du terme b2 suivant :

b2 = EΩsΠŪ⊥
p,ω

(

Up,ωΠŪ⊥
p,ω

)(−)

Du fait de la symétrie et de l’idempotence de la
matrice ΠŪ⊥

p,ω

, nous avons :

b2 = EΩsΠŪ⊥
p,ω

UT
p,ω

(

Up,ωΠŪ⊥
p,ω

UT
p,ω

)−1

Développons cette expression à partir de la
définition de la projection orthogonale ΠŪ⊥

p,ω

:

E [b2] = E
[

EΩsU
T
p,ωb5

]

︸ ︷︷ ︸

= 0

−E
[

EΩsŪ
T
p,ωb3b4b5

]

︸ ︷︷ ︸

= 0

où b3 =
(
Ūp,ωŪT

p,ω

)−1
, b4 =

(
Ūp,ωUT

p,ω

)
et

b5 =
(

Up,ωΠŪ⊥
p,ω

UT
p,ω

)−1

.

Les entrées étant supposées indépendantes du
bruit de moyenne nulle, l’espérance mathématique
du terme additif dépendant du bruit est nulle et
l’estimation de la matrice Hd

p,i des paramètres de
Markov est donc asymptotiquement non biaisée.�

En utilisant le théorème 1, il est possible d’esti-
mer l’une après l’autre les matrices des paramètres
de Markov des modèles locaux. En vue de dimi-
nuer le nombre d’opérations effectuées dans l’es-
timation des matrices des paramètres de Markov,
nous établissons dans la suite un théorème qui per-
met d’estimer toutes les matrices des paramètres
de Markov en une seule étape.

Estimation de la matrice Hd

i

L’estimation des h matrices des paramètres de
Markov des modèles locaux est réalisée par la
méthode des moindres carrés.

Théorème 2
Si les conditions du théorème 1 sont vérifiées alors

Y iUT
ω

(
UT

ω Uω

)−1
→

j→∞
Hd

i (22)

Démonstration

Des égalités (1) et (17), nous déduisons :

Y i ≃

h∑

s=1

(
Hd

s,iUs,ω + Hst
s,iEΩs

)

Y i ≃
[
Hd

1,i Hd
2,i . . . Hd

h,i

]
Uω +

h∑

s=1

Hst
s,iEΩs

Une estimation non biaisée de la matrice Hd
i est

facilement obtenue par la méthode des moindres
carrés :

[
Hd

1,i Hd
2,i . . . Hd

h,i

]
≃ Y iUT

ω

(
UT

ω Uω

)−1

En effet, l’espérance mathématique du terme ad-
ditif dépendant du bruit :

h∑

s=1

Hst
s,iEΩsU

T
ω

(
UT

ω Uω

)−1

est nulle puisque les entrées sont supposées
indépendantes du bruit de moyenne nulle. �

4.2 Estimation des ordres et des

réalisations des modèles locaux

Disposant à présent des paramètres de Markov
des h modèles locaux, nous pouvons déterminer
l’ordre ns et une réalisation (As, Bs,, Cs, Ds) pour
chaque modèle local s. Puisque les modèles locaux
recherchés sont linéaires, nous pouvons utiliser les
algorithmes développés dans le cas linéaire. Pour
déterminer l’ordre et une réalisation minimale et
équilibrée, nous avons adopté l’algorithme ERA [9]
qui utilise les i − 1 paramètres de Markov de la
matrice Hd

s,i .

Algorithme ERA

1. Construire les matrices de Hankel contenant les
paramètres de Markov H0

ν,s et H1
ν,s :

Hr
ν,s = (23)








CsA
r
sBs CsA

r+1
s Bs · · · CsA

r+ν−1
s Bs

CsA
r+1
s Bs CsA

r+2
s Bs · · · CsA

r+ν
s Bs

...
...

...
...

CsA
r+ν−1
s Bs CsA

r+ν+1
s Bs · · · CsA

r+2ν−2
s Bs








Noter que ν =int(i/2) et i>2 min(ns/l, ns/m)+12.

2int(f) désigne la partie entière de f.



2. Réaliser la décomposition en valeurs singulières
de la matrice H0

ν,s :

H0
ν,s =

(
U1

U2

) (
S1 0
0 S2

) (
V T

1

V T
2

)

≃ U1S1V
T
1 (24)

où S2 contient toutes les valeurs singulières
négligeables.
L’ordre ns du sième modèle est donné par le nombre
de valeurs singulières de S1.

3. Déterminer les matrices (As, Bs,, Cs, Ds) :
- les matrices d’observabilité et de commandabilité
étendues sont données respectivement par :

{

Γν,s = U1S
1/2
1

∆ν,s = S
1/2
1 V T

1

(25)

- la matrice Ds est obtenue directement en prenant
les m dernières lignes de la matrice Hd

s,i.
- la matrice Cs est prise comme étant les l premières
lignes de Γν,s,
- la matrice Bs est égale aux m premières colonnes
de ∆ν,s,
- la matrice As est donnée par la formule :

As = S
−1/2
1 UT

1 H1
ν,sV1S

−1/2
1 (26)

5 Exemple de simulation
Nous considérons le système suivant :
{

xs,k+1 = Asxs,k + Bsuk

ys,k = Csxs,k + Dsuk + ek
s=1, 2, 3 (27)

où les matrices prennent les valeurs suivantes :

A1 =





0.59 0.98 −0.04
−0.12 0.81 −0.03
−0.02 −0.05 −0.18



B1 =





0.9 −0.7
0.71 −0.5
0.8 0.47





C1 =

(

−0.55 0.2 0.8
0.45 0.3 0.58

)

D1 =

(

0.97 0.63
−0.32 0.95

)

A2 =





0.61 −0.75 0.34
1.43 −0.75 0.59

−0.64 0.55 0.24



 B2 =





0.1 −0.6
0.32 −0.66
0.3 0.82





C2 =

(

−0.8 −0.1 0.7
0.3 0.48 0.9

)

D2 =

(

0.5 0.3
−0.2 −0.5

)

A3 =

(

0.8 0
0 −0.8

)

B3 =

(

−0.67 0.91
0.58 −0.39

)

C3 =

(

−0.75 −0.29
0.38 0.92

)

D3 =

(

−0.26 0.58
−0.81 0.19

)

Nous disposons de q = 3000 mesures des entrées
et sorties. Les entrées sont des séquences binaires
pseudo-aléatoires (SBPA) d’amplitudes variables.
ek ∈ R

2 est un bruit blanc gaussien et E(ek ek) =
0, 65×I2. Le rapport signal sur bruit est de 50.5 dB
pour la première sortie et 41.6 dB pour la seconde
sortie.

La variable d’activation est la première entrée
à l’instant k − 1. Les fonctions d’activation des
différents modèles sont tracées sur la figure 1.

Détermination de l’ordre
Le tracé des valeurs singulières nous permet de
trouver les ordres “réels” : un ordre trois pour les
deux premiers modèles locaux et un ordre deux
pour le troisième (figure 2).

Estimation des pôles
La figure 3 montre les pôles estimés par la première
méthode pour une simulation de Monte Carlo de
100 expériences. Les résultats obtenus par la se-
conde méthode sont identiques. Comme on le voit
sur ces figures, les estimées obtenues sont proches
des valeurs réelles.

Dans cette simulation, nous avons également
comparé les zéros estimés aux zéros des modèles lo-
caux et nous avons obtenu des résultats identiques
à ceux obtenus pour les pôles.

ω
s
(z

k
)

zk

-3 -2 -1
0

0

1

1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

Fig. 1 – Les fonctions d’activation (— premier
modèle ; - - deuxième modèle ; -.- troisième modèle)

6 Conclusion
Nous avons proposé une méthode des sous-

espaces pour l’identification d’une représentation
multimodèle des systèmes dynamiques non
linéaires MIMO. Dans l’approche multi-modèle,
le système est modélisé comme la combinaison
pondérée de modèles localement valides. Les
modèles locaux sont identifiés à partir d’une
estimation des paramètres de Markov et de l’al-
gorithme ERA afin de déterminer une réalisation
minimale et équilibrée de chaque modèle. Deux
variantes de la méthode permettent d’identifier
soit un modèle local particulier ou l’ensemble des
modèles locaux. Dans la suite du travail, nous
allons chercher à étendre la méthode en levant
la condition sur la stabilité des modèles locaux.
Nous pourrons alors combiner notre méthode
avec les méthodes de détermination des zones de
fonctionnement pour identifier un système.
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a) détermination de l’ordre du premier modèle
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b) détermination de l’ordre du second modèle
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c) détermination de l’ordre du troisième modèle

Fig. 2 – Détermination de l’ordre des modèles lo-
caux par la première méthode
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a) pôles du premier modèle
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b) pôles du second modèle
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c) pôles du troisième modèle

Fig. 3 – Comparaison des pôles estimés et simulés
des modèles locaux (* pôles estimés ; � pôles si-
mulés)


