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❞♦♥♥♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛rt✐❡••❡✱ •❛ ♣r❡✉✈❡ ♣•✉s ❣é♥ér❛•❡ ét❛♥t ❛ss❡③ •❛❜♦r✐❡✉s❡✱ ♠❛✐s ✉t✐•✐s❛♥t •❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡✮ q✉❡ •❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜•❡ ❛✈❡❝ •❛ ❝♦♥•♦♥❝t✐♦♥ ✧❁❣r❛♥❞❡ ❝❛r❞✐♥❛•✐té ✰ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✧❃✱ ❡t ❝❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡••❡ str✉❝t✉r❡✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉•tér✐❡✉r❡ ♣ré❝✐s❡r❛ •❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡ ❞✉ t✐tr❡ à tr❛✈❡rs •❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t •❛ ❝♦rrs♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr② ❤♦✇❛r❞ •✐❡ •❡ t❡♠♣s à •✬ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬é♥♦♥❝és ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• ❛✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛• ❜ t❡• q✉❡ ❜•❛❜•❛❜•❛ ❞♦♥t •❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣
♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ q✉✐ r❡♥❞ •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦✉ ♣❛r❢♦✐s ❞✬❛✉tr❡s ❣❡♥r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡s✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✐❝✐ T n (E) •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ E n ❞❛♥s E ❡t T f (E) •❛ ré✉♥✐♦♥✱ q✉❛♥❞ n ♣❛r❝♦✉rt N ❞❡s T n (E)✳ P♦✉r ✉♥ é•é♠❡♥t a ∈ T n (E)✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ arite(x) := n✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛•❣é❜r✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣•❡ S := (E, I, F ) ♦ù F ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ ❞✬é•é♠❡♥ts ❞❡ T f (E) ✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r I✱ ✐❡ ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ I ❞❛♥s T f (E) ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❙♦✐t S = (E, I, F ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ φ ❞❡ E ❞❛♥s E t❡••❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I : φ • F (i) = F (i) • (x → (φ • x)) ❈✬❡st •✬é❝r✐t✉r❡ ❤❛❜✐t✉❡••❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ✏♠♦r♣❤✐s♠❡✑✳ ▲❡s F (i) s♦♥t ❛♣♣❡•é❡s •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ S✳ ✷✳✷ ❊✛❡t ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉♣❡r❝♦♠♣❛❝ts ❙♦✐t S ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ •❛ s✉♣♣♦s❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦✉t❡s s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛•♦rs q✉✬❡••❡ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬❡••❡ ❡st s✐♠♣•❡ s✐ t♦✉s s❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ✐♥•❡❝t✐❢s ♦✉ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✸ ❙♦✐t k ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• s✉♣❡r❝♦♠♣❛❝t✳ ❙♦✐t S = (E, I, F ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡✱ ❝♦♠♣❛❝t ❡t s✐♠♣•❡✳ ❙✐ card(I) < k ❛•♦rs k > card(E) ✷✳✷✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❛♥❛•②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❙♦✐t S := (E, I, F ) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡t T ✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ q✉✐ r❡♥❞ (E, T ) ❝♦♠♣❛❝t ❡t t❡••❡ q✉❡ t♦✉t❡s •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s F (i) ♣♦✉r i ∈ I s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣♦✉r T ✳ ❙♦✐t k ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• s✉♣❡r❝♦♠♣❛❝t✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✉♣♦sé❡s st❛♥❞❛r❞s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ card(I) < k✳ ❙✉✐t❡ à •❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉♣❡r❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ k✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ Z t❡• q✉❡✿ • k > card(Z) • P♦✉r t♦✉t a q✉✐ ❡st st❛♥❞❛r❞✱ s✐ a ∈ E ∪ T ∪ T 2 ❛•♦rs a ∈ Z • P♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ f q✉✐ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞♦♥t •❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡st t❡• q✉❡ Z ∈ D✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ é•é♠❡♥t a st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ f (Z) = a ♦✉ f (Z) / ∈ Z • t♦✉t❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞♦♥t •❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t Z ❝♦♠♠❡ é•é♠❡♥t✱ ❡t à ✐♠❛❣❡ ✐♥❝•✉s❡ ❞❛♥s I ❡st t❡••❡ q✉❡ •✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Z ❡st ✉♥ é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡ I✳ ✼ ✽ ❈❍❆P❚❊| ✷✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊❙ •|❆◆❉❙ ❈❆|❉■◆❆❯❳ ❙❯| ❈❊|❚❆■◆❙ ❖❇❏❊❚❙ ❯❙❯❊▲❙ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r•❡❝t✐❢ ❞❡ E ❞❛♥s Z✳ ▲❡♠♠❡ ✹ P♦✉r t♦✉t x ∈ E ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ y ∈ Z ∩ E t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t U ∈ Z ∩ T : s✐ y ∈ U ❛•♦rs x ∈ U Pr❡✉✈❡ ❞✉ •❡♠♠❡ ❙♦✐t g, h ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s✱ ❞♦♥t •❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t Z✱ ❡t t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Z ∩ E : y ∈ h(Z)(y) ∈ T ∩ Z ❡t g(Z) / ∈ h(Z)(y)✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ a ∈ E q✉✐ ❡st st❛♥❞❛r❞✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ U (a) q✉✐ ❡st st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ h(Z)(a) = U (a) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ a → U (a) ∈ T s♦✐t st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡•❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ E✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a st❛♥❞❛r❞✱ a ∈ U (a) ❡t a → U (a) ❡st st❛♥❞❛r❞✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✜♥✐ st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ ∀x ∈ E∃y ∈ f : x ∈ U (y)✳ ❙♦✐t b ∈ F st❛♥❞❛r❞ ❞♦♥❝ t❡• q✉❡ g(Z) ∈ U (b)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ b ∈ Z✳ Pr♦✉✈♦♥s •✬✉♥✐❝✐té ❛♥♥♦♥❝é❡✿ ❞❛♥s •❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s♦✐❡♥t x ∈ E ❡t a, b ❞❛♥s Z ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♠❛✐s t❡•s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é•é♠❡♥t U ❞❡ Z ∩ T ✱ s✐ U ∩ {a; b} ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ ❛•♦rs x ∈ U ✳ ❖♥ ♣❡✉t •❡s ❝❤♦✐s✐r st❛♥❞❛r❞s✳ ❉❡ ♣•✉s✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ E ′ := E 2 \ s❛ ❞✐❛❣♦♥❛•❡ t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s (t, y) ∈ E ′ : s✐ ♦♥ ♥♦t❡ (U, V ) := f (t, y) ❛•♦rs t ∈ U ❡t y ∈ V ❡t U ∩ V = ∅✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r •❡ ❝❛s ♣♦✉r (U, V ) := f (a, b)) ♣♦✉r •❡q✉❡• ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r x ∈ U ∩ V ✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ φ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s à ♣r✐♦r✐ st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ✈❛ ❞❡ E ❞❛♥s Z ❡t ❛ •❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E ❡t t♦✉t U ∈ Z ∩ T : s✐ φ(x) ∈ U ❛•♦rs x ∈ U ✳ ■• r❡st❡ à ét❛❜•✐r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ■• s✉✣t ❞❡ •❡ ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ✉♥ i ∈ I q✉✐ ❡st st❛♥❞❛r❞✳ P♦✉r s✐♠♣•✐✜❡r ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ F (i) ❡st ❞✬❛r✐té ✷✱ ❡t •❛ ♥♦t❡r * ✳ |❡t♦✉r à •❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ φ(x * y) = φ(x) * φ(y)✳ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s •❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛•✐té q✉❡ •❡ ❝♦✉♣•❡ (x, y) ❡st ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ (x Z , y Z ) ♦ù Z → (x Z , y Z ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t Z ❝♦♠♠❡ é•é♠❡♥t✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ •❡s φ(x), φ(y), φ(x * y) s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s st❛♥❞❛r❞s ❝❛r ♦❜t❡♥✉s ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡s ❞❡ Z ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❤♦✐① st❛♥❞❛r❞s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ U, V s♦✐❡♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts st❛♥❞❛r❞s ♥❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❛♥t ♣❛s ❡t t❡•s q✉❡ φ(x * y) ∈ U ❡t φ(x) * φ(y) ∈ V ✳ P♦✉r ❛❜ré❣❡r✱ ♥♦t♦♥s (a, b) := (φ(x), φ(y))✱ ❡t c := φ(x * y)✳ ▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ * ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt W st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t (a, b) t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ W : u * v ∈ V ✳ ❈♦♠♠❡ W ∈ Z ✭♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r W ∈ T 2 ✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r (x, y) ∈ W ❞♦♥❝ x * y ∈ V ✳ ❈♦♠♠❡ V ∈ Z ❡t c ∈ U ∈ Z ♦♥ ❛ ♣♦✉rt❛♥t q✉❡ x * y ∈ U ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ |❡♠❛rq✉❡✿ s✐ x ∈ Z ❛•♦rs φ(x) = x✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ •❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ φ ❛••❛♥t ❞❡ E ❞❛♥s Z ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉✬✐♥•❡❝t✐❢✳ ❉♦♥❝ E = Z ❡t card(E) < k✳ ✷✳✸ ■♥t✉✐t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r •❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉r •❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥♥❡①❡s ■• ❡st tr✐✈✐❛• q✉❡ s✐ W ❡st ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ ω 1 ✲❛❞❞✐t✐❢ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛•♦rs ✐• ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✳ ❈❡•❛ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐• ❡st t♦✉•♦✉rs ♣♦ss✐❜•❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r✐r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡r♠és ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ ✭✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣•✉s ♣❡t✐t q✉❡ •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛• ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✮✳ ❯♥❡ •❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡ ❞❡ •✬❛r❣✉♠❡♥t é✈♦q✉é ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥srt✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s )❋❈✱ très ❝♦✉rt❡✱ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✺ ❙♦✐t (E, d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s❛♥s ♣♦✐♥t ✐s♦•é✳ ❆•♦rs ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ S ❞❡ ❢❡r♠és ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ t❡• q✉❡ card(S) ≤ card(R) ❡t S r❡❝♦✉✈r❡ E ✷✳✸✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❙♦✐t n > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❙♦✐t An ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠❛①✐♠❛• ♣♦✉r •✬✐♥❝•✉s✐♦♥ ❞❡ E t❡••❡ q✉❡ ∀(x, y) ∈ A 2 : nd(x, y) ≥ 1✳ ❙♦✐t B := •❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s An q✉❛♥❞ n ♣❛r❝♦✉rt N * ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜•❡ B ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s E✳ ❙♦✐t F (p, n) •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s x ∈ E t❡•s q✉❡ dist(x, An) ≥ 1✳ ❈❤❛q✉❡ F (p, n) ❡st ❢❡r♠é ❡t E ❡st •❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ An ❛✈❡❝ •❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s F (p, n) q✉❛♥❞ p ♣❛r❝♦✉rt N * ✳ ❈♦♠♠❡ E ❡st s❛♥s ♣♦✐♥t ✐s♦•é✱ ❝❤❛q✉❡ An ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✳ ❙♦✐t x ∈ E✳ ❖✉ ❜✐❡♥ ✐• ❛♣♣❛rt✐❡♥t à •✬✉♥ ❞❡s An ♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n ∈ N * ✱ ✐• ❡①✐st❡ p ∈ N * t❡• q✉❡ x ∈ F (p, n)✱ ❞♦♥❝ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ u ❞✬❡♥t✐❡rs t❡••❡ q✉❡ x ∈ C(u) := •✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ q✉❛♥❞ n ♣❛r❝♦✉rt N * ❞❡s F (u(n), n)✳ ❉❡ ♣•✉s✱ ❝❤❛q✉❡ C(u) ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✳ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥✿ •❡s A n ❡t •❡s C(u) ❢♦r♠❡♥t à ❡✉① t♦✉s ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ ❞❡ ❢❡r♠és ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡ E ✷✳✹✳ ▲❊❙ •|❖❯P❊❙ ❙■▼P▲❊❙ ❊❚ ❈❖▼P❆❈❚❙ ❙❖◆❚ P❊❚■❚❙ ✾ ✷✳✹ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s s✐♠♣•❡s ❡t ❝♦♠♣❛❝ts s♦♥t ♣❡t✐ts ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♣❛❝t ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ♣•✉s ❣r❛♥❞ q✉✬✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• s✉♣❡r❝♦♠♣❛❝t ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉•✐❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ❚✉✱ ❞❡ q✉❡•q✉❡s •✐❣♥❡s✱ q✉✐ ét❛❜•✐t •❡ ♠ê♠❡ rés✉•t❛t s❛♥s ✉t✐•✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s s❛♥s ♣r❡✉✈❡ ✶ ✉♥ ✐♥tér❡ss❛♥t t❤é♦rè♠❡ ❞û ❛✉① ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✻ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ q✉✐ ❜♦r♥❡ •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s à •❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥•❡❝t✉r❡ ✜♥❛•❡♠❡♥t ♣•✉s ❣•♦❜❛•❡ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ •❛ ❝❛r❞✐♥❛• ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡st •✐♠✐té ♣❛r •❡ s✉♣ ❞❡ s❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡t ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✳ ■• ✈✐❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ✐♥tér❡ss❡r❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❛✉ ❞❡•à ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡✿ ◗✉❡st✐♦♥ ✼ P❡✉t✲♦♥ ❜♦r♥❡r ❞❛♥s )❋❈ •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❡t ♥♦❡t❤ér✐❡♥s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣•✉s ❣é♥ér❛•❡✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❜♦r♥❡r ❞❛♥s )❋❈ •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❡t ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣❛❝t❡s ❡t ❛rt✐♥✐✲ ❡♥♥❡s❄ ✶ •❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❝❡•✉✐ ❞ét❛✐••é ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ♦✉ ♣•✉s ❛st✉❝✐❡✉① ❈❤❛♣t❡r ✸ ❈❛r❞✐♥❛•✐tés ❞❡s ❡t ❞❛♥s •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✉♥✐t❛✐r❡s ✸✳✶ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✸✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s •✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛•✐tés ❛✈❡❝ ❝♦♠♠♠❡ ♦❜•❡t ❝❡♥tr❛• •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❝é•è❜r❡ ❛✣r♠❡ q✉❡ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ✉♥✐t❛✐r❡s ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s q✉✐ s♦♥t ❛rt✐♥✐❡♥s s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ♥❡♦t❤ér✐❡♥s✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ✉♥ rés✉•t❛t ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡ tr♦♣ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊st✲❝❡ q✉❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✱ ♣♦✉r •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛•❄ ❚♦✉t •❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st s♦✉s )❋❈ ✭•✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡st s✉♣♣♦sé✮✱ ❡t s❛♥s ♣r♦❝ès✱ ♥♦✉s ✉t✐•✐s❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ✸✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ • Ideaux(A) ❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A • Artinien(A) ❞és✐❣♥❡ •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛• •✐♠✐t❡ k t❡• q✉✬✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ k → J i ∈ Ideaux(A) ✈ér✐✜❛♥t ∀i, j ❞❛♥s k s✐ i < j ❛•♦rs J j ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝•✉s ❞❛♥s J i ✳ • N oetherien(A) ❞és✐❣♥❡ •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛• •✐♠✐t❡ k t❡• q✉✬✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ k → J i ∈ Ideaux(A) ✈ér✐✜❛♥t ∀i, j ❞❛♥s k s✐ i > j ❛•♦rs J j ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝•✉s ❞❛♥s J i ✳ • Artinien(A)❀ N oetherien(A) s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡•és ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té❀ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛•❡✿ s♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❡t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ E✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦✉♣•❡ s❡r❛ ❛♣♣❡•é ✉♥ ❡s♣❛❝❡✲❝❛✐••♦✉①✳ P♦s♦♥s A := (E, T )✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ • (E, T ) ❡st ❞✐t sé♣❛r❡r •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ E q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t x, y ❞❛♥s E ❞✐st✐♥❝ts ✐• ❡①✐st❡ U, V ❞❛♥s T ❞✬✐♥t❡rs✉❜s❡❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❡t t❡•s q✉❡ x ∈ U ❡t y ∈ V ✶✶ ✶✷ ❈❍❆P❚❊| ✸✳ ❈❆|❉■◆❆▲■❚➱❙ ❉❊❙ ❊❚ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ❆◆◆❊❆❯❳ ❈❖▼▼❯❚❆❚■❋❙ ❯◆■❚❆■|❊❙ • Artinien(A) ❞és✐❣♥❡ •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛• •✐♠✐t❡ k t❡• q✉✬✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ k → J i ∈ T ✈ér✐✜❛♥t ∀i, j ❞❛♥s k s✐ i < j ❛•♦rs J j ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝•✉s ❞❛♥s J i ✳ • N oetherien(A) ❞és✐❣♥❡ •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛• •✐♠✐t❡ k t❡• q✉✬✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ k → J i ∈ T ✈ér✐✜❛♥t ∀i, j ❞❛♥s k s✐ i > j ❛•♦rs J j ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝•✉s ❞❛♥s J i ✳ • Artinien(A)❀ N oetherien(A) s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡•és ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té❀ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❝é•è❜r❡ q✉✐ ❛✣r♠❡ •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛rt✐♥✐❡♥s ❞✐t q✉❡ s✐ A ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛•♦rs s✐ artinien(A) = ω ❛•♦rs noetherien(A) = ω ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬♦♥ ❣❛r❞❡ •❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛• ω✳ ■• ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ç❛ ❞♦✐t êtr❡ •❡ ❝❛s ❣é♥ér❛•✱ ♠❛✐s à t♦✉t •❡ ♠♦✐♥s ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥✿ ◗✉❡st✐♦♥ ✶✵ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• k ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛• r t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ Artinien(A) ≤ k ❛•♦rs noetherien(A) ≤ r ✸✳✶✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t •❡♠♠❡s ❊t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛•❡ q✉❡••❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✣s❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝•❛ss❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s (E, T ) ♣♦✉r q✉❡ •❛ ré♣♦♥s❡ à •❛ q✉❡st✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡❄ ▲❡ ♣r♦❜•è♠❡ ❣é♥ér❛• s❡♠❜•❡ ❞✐✣❝✐•❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① •♦✉❡ ✉♥ rô•❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐ ♦♥ s✬❛str❡✐♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥❛t✉r❛•✐s♠❡ ✈♦✉•❛♥t ♥✬❛✉t♦r✐s❡r q✉❡ •❡s (E, T ) ♦ù E = F 2 ❛✈❡❝ F q✉✐ ❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡t T q✉✐ ❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✶ ✳ ❖♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r ❡t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡•q✉❡s •❡♠♠❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s •❡ s✉•❡t ❡t ✜♥❛•❡♠❡♥t ❛❜♦✉t✐r à •❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• k ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛• r t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ Artinien(A) ≤ k ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲ ♠❡♥t N oetherien(A) ≤ κ✮ ❛•♦rs noetherien(A) ≤ r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Artinien(A) ≤ κ✮ ▲❛ r✐✈❛•✐té ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✴♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ét❛♥t à •❛ ♠♦❞❡ ❞❛♥s •❛ ♣r♦❜•é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ •❛ ♥❛t✉r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ✐• ♥♦✉s s❡♠❜•❡ q✉✬✐• ② ❛ ♣❡✉t✲êtr❡ •à ✉♥ ✏t❡rr❛✐♥✑ ❞✬ét✉❞❡ ✭♣r♦❜❛❜•❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛•✮✳ ❆ tr❛✈❡rs •❛ q✉❡st✐♦♥ ✏❞❛♥s q✉❡••❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡✲t✲❡••❡ •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✑ ♦♥ t♦✉❝❤❡ ✉♥ ♣r♦❜•è♠❡ ❞❡ r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡✳ ❉✬❛✐••❡✉rs ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✏♥❛✐✈❡✑ ❡♥s❡♠❜•✐st❡ ❡st ♣•✉tôt à •✬♦♣♣♦sé ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✐• ② ❛ ✉♥ •✐❡♥ ❝❛r •❡s ♦r❞✐♥❛✉① s♦♥t ✉♥ ❛r❝❤ét②♣❡ ❞✬♦❜•❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ❡t ♥♦♥ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t •❡s s❡❣♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉✬✐•s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ st❛❜•❡ ♣❛r ré✉♥✐♦♥s✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ q✉✐ ❞❡ ♣•✉s ❡st ❢❡r♠é✱ ❡t❝✱ ❜r❡❢ ♣❛rt❛❣❡ ♣❛s ♠❛• ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❛✈❡❝ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛•❡✱ •❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♠♠❡ •✬❛tt❡st❡ •❡ •❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ ▲❡♠♠❡ ✶✷ ■• ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ q✉✬✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ♣♦✉r •❛ ❝•❛ss❡ ❞❡s (E, T ) ♦ù E ♣❛r❝♦✉rt •❡s ❛♥♥❡❛✉① ✭♥♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✮ ❡t T •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭✐❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❜✐•❛tèr❡s ❞❡ E✮✳ P Pr❡✉✈❡✿ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t rés✉♠é ✷ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ ✶ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ φ ❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❝♦✉♣•❡s (x, y) t❡•s q✉❡ φ(x) = φ(y) ✷ ❆r❣✉♠❡♥t rés✉♠é✿ ❙♦✐t F ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡•✳ ❙♦✐t E •✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s •✐♥é❛✐r❡s ❞❡ F ❞❛♥s F ✳ ▲❡s ✐❞é❛✉① ❜✐•❛tèr❡s ❞❡ E s❡r♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛r❞✐♥❛• ♣•✉s ♣❡t✐t q✉❡ •❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ F ✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ✐❞é❛• ❜✐•❛tèr❡ q✉✐ •✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✭•❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ ❞❡s ✏r❛♥❣✑ ❞❡ s❡s é•é♠❡♥ts✮✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ artinien(E, T ) = ω ❡t q✉❡ noetherien(E, T ) > dimension(F )✳ ✸✳✶✳ ❆ P|❖P❖❙ ❉❊❙ ❆◆◆❊❆❯❳ ❈❖▼▼❯❚❆❚■❋❙ ✶✸ |❡✈❡♥♦♥s ❛✉① ♦r❞r❡ t♦t❛✉① ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ ❖♥ ❛ ♠ê♠❡ ♣✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❛ss②♠étr✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛• ❝♦♠♣❛❝t ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ é•❛st✐❝✐té ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛•✿ ▲❡♠♠❡ ✶✸ ❙♦✐t (E, ≤) ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ t♦t❛•❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡t ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r •❡s s❡❣♠❡♥ts ♦✉✈❡rts✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ∈ E 2 s✐ ♥✐ x✱ ♥✐ y ♥✬❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ E ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐•❡❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ f ❞❡ E ❞❛♥s E t❡••❡ q✉❡ f (x) = y✳ ❆•♦rs card(E) ≤ card(R) Pr❡✉✈❡ •❛✐ssé❡ ❛✉ •❡❝t❡✉r ❖♥ ♣❡✉t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r ❞❡ ♣•✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s s✉r •❡s ✐♠♣•✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ♣❛r ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣•❡ s❡ ❝❛♥t♦♥♥❡r à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛rré♠❡♥t t♦✉t •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❜❛s❡ ❡t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❛ •❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ❱♦✐❝✐ ❞❡✉① ❡①❡♠♣•❡s ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞r❛st✐q✉❡s✿ ▲❡♠♠❡ ✶✹ ❙♦✐t (E, T ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡✲❝❛✐••♦✉✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T ❡st st❛❜•❡ ♣❛r ré✉♥✐♦♥s ❡t sé♣❛r❡ •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ E✳ ❆•♦rs card(E) ≤ 2 k ♦ù k := noetherien(E, T )✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ≤ 2 k ❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t st❛❜•❡✳ ❙♦✐t x ∈ E \ S✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t •✉sq✉✬à •❡ ♣•✉s •♦✐♥ ♣♦ss✐❜•❡ ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ U : i ∈ µ → U i ∈ T ✈ér✐✜❛♥t U str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ (µ, ∈) ❞❛♥s (T, ⊆) ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ µ : x / ∈ U i ∈ S✳ ▲❛ ré✉♥✐♦♥ V := {y ∈ E | ∃i ∈ µ : y ∈ U i } ❡st é•é♠❡♥t ❞❡ S ♠❛①✐♠❛• ♣❛r♠✐ •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ S ∩ T à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r x ❝♦♠♠❡ é•é♠❡♥t✳ ■• ❡①✐st❡ ❞❛♥s S ❞❡✉① é•é♠❡♥ts a, b ❞✐✛ér❡♥ts t❡•s q✉❡ {a; b} ∩ V = ∅✳ ■• ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❙ ✉♥ ❝♦✉♣•❡ (V 1 , V 2 ) ∈ T 2 ❞✬✐♥t❡rs✉❜s❡❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (a, b)✳ ❊t ❝♦♠♠❡ {V ∪ V 1 ; V ∪ V 2 } ⊆ S ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛•❡♠❡♥t S = E ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st ♣r❡sq✉❡ t❛✉t♦•♦❣✐q✉❡✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ❖♥ ❞✐t q✉❡ •❡ tr✐♣•❡t (E, T, Z) ❡st •♦•✐ q✉❛♥❞ (E, T ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡✲❝❛✐••♦✉✱ ❛✈❡❝ T ❢❡r♠é ♣♦✉r •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ 2 E ❡t Z ⊇ T ❡st ❝•♦s ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ▲❡ •❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢❛✐t ✉♥ ❝•✐♥ ❞✬♦❡✐• ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♠♣•✐q✉❡ q✉✬✐• ❛❞♠❡t ♣❡✉ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠✐♥✐♠❛✉①✿ ▲❡♠♠❡ ✶✻ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• k✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• r t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t •♦•✐ tr✐♣•❡t (E, T, Z) s✐ N oetherien(E, Z) ≤ k ❛•♦rs •✬❡♥s❡♠❜•❡ M ❞❡s é•é♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ T ❛ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• q✉✐ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s r ✭❖♥ ✉t✐•✐s❡ ✐❝✐ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❝❛r❞✐♥❛•✮ ❙♦✐t k ❡t µ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• t❡• q✉❡ t♦✉t ✜•tr❡ µ✲❛❞❞✐t✐❢ s❡ ♣r♦•♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ µ✲❛❞❞✐t✐❢ ❛✈❡❝ µ > k✳ ❙♦✐t (E, T, Z) ✉♥ •♦•✐ tr✐♣•❡t ❛✈❡❝ (E, Z) ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✐té ≤ k✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t ✉•tr❛✜•tr❡ µ✲❛❞❞✐t✐❢ W s✉r M ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛•✳ ❙♦✐t U i , i ∈ α ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬é•é♠❡♥ts ❞❡ Z t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ α •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s X ∈ T t❡• q✉❡ U i ⊆ X ❡st ✉♥ é•é♠❡♥t ❞❡ W ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ •❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉ssé❡ •✉sq✉✬à ♥❡ ♣•✉s ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❝♦♥t✐♥✉é❡✳ |❡♠❛rq✉❡✿ ❡••❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣✉✐sq✉❡ ∩(T ) ∈ Z ▲✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ W ❛✐♥s✐ q✉❡ •❡ ❢❛✐❜•❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ (E, Z) ❢♦♥t q✉❡ α ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛• s✉❝❝❡ss❡✉r β + 1 ❡t q✉❡ H := U β ❡st ♠❛①✐♠❛• ♣❛r♠✐ •❡s V ∈ T t❡• q✉❡ {X ∈ T | V ⊆ X} ∈ W ✳ ❙✐ {X ∈ T | a ∈ X} ∈ W ❛•♦rs a ∈ H✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♥♦♥✱ •✬✐♥t❡rs✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡s é•é♠❡♥ts K ❞❡ Z t❡•s q✉❡ a ∈ K ❡t H ⊆ K ♣♦✉rr❛✐t s❡r✈✐r ❞❡ Uα✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ T ❡♥tr❛✐♥❡ ❛•♦rs q✉❡ H ∈ T ✳ ❖r M ∩ {X ∈ T | H ⊆ X} ❡st ✉♥ s✐♥❣•❡t♦♥✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ •❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛••♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s •❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s r❡•❛t✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛•❡s✱ •✬❛rt✐❛♥✐té ❛ •❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥✲ séq✉❡♥❝❡s q✉❡ •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✦ ▲❡s ♠ê♠❡s •❡♠♠❡s s❡r♦♥t ❞é♠♦♥trés ❡♥ r❡♠♣•❛ç❛♥t ✏♥♦❡t❤ér✐❡♥✭❳✮✑ ♣❛r ✏❛rt✐♥✐❡♥✭❳✮✑✳ ▲❡s é♥♦♥❝és s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❞❡s ❝♦♣✐és✲❝♦••és ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✿ ✶✹ ❈❍❆P❚❊| ✸✳ ❈❆|❉■◆❆▲■❚➱❙ ❉❊❙ ❊❚ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ❆◆◆❊❆❯❳ ❈❖▼▼❯❚❆❚■❋❙ ❯◆■❚❆■|❊❙ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• k✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• r t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t •♦•✐ tr✐♣•❡t (E, T, Z) s✐ Artinien(E, Z) ≤ k ❛•♦rs •✬❡♥s❡♠❜•❡ M ❞❡s é•é♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ T ❛ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• q✉✐ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s r ❆✈❛♥t ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ r❛♣♣❡•♦♥s ✉♥ •❡♠♠❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡✿ ▲❡♠♠❡ ✶✽ ❙♦✐t (E, T, Z) ✉♥ •♦•✐ tr✐♣•❡t✳ ❙♦✐t M •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s é•é♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ T ✳ ❙♦✐❡♥t P ∈ M ❡t a ∈ P ✳ ■• ❡①✐st❡ ❛•♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✜♥✐ F ❞✐s•♦✐♥t ❞❡ P t❡• q✉❡ ∀X ∈ T : s✐ a / ∈ X ❛•♦rs X ∩ F = ∅ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✭❡♥ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡✱ ♦♥ ❡♥ ❛ é❝r✐t ✉♥❡ ❡♥ ❆◆❙ ✸ ✮✿ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ ❜✐❡♥ ♣•✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ (E, Z) ❡t q✉✐ s♦✐t ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡ |❛♠s❡②✳ ❆ ✈r❛✐ ❞✐r❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛••♦♥s ✉t✐•✐s❡r q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐•✐té ♣r♦✉✈❛❜•❡ ❞❛♥s )❋❈ ✈✐❛ •❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❊r❞♦s |❛❞♦✦ P♦✉r ❞❡✉① é•é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts X, Y ❞❡ M ✱ ♦♥ ♥♦t❡ f (X, Y ) ✉♥ é•é♠❡♥t t❡• q✉❡ f (X, Y ) ∈ X \ Y ✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ✐♥•❡❝t✐♦♥ i ∈ κ → X i ❞❡ κ ❞❛♥s M ✳ ❙♦✐t T ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜•❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ❞❡ κ ❞♦♥t •❡s é•é♠❡♥ts s♦♥t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ •✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ à •✬❛✐❞❡ ❞❡ f, ∈✳ ❖♥ ❛ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s é•é♠❡♥ts a, b, c ❞❡ T s✐ a < b < c ❛•♦rs Xa ∋ f (X b , Xc) ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s é•é♠❡♥ts a, b, c ❞❡ T s✐ a < b < c ❛•♦rs f (X b , Xc) / ∈ Xa✳ ◆♦t♦♥s a * •❡ ♣r❡♠✐❡r é•é♠❡♥t ❞❡ T q✉✐ s✉✐t a ❡t u(a) := f (Xa, X a * )✳ ❉❛♥s •❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ •❛ ❢❛♠✐••❡ Y i := •✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s Xa q✉❛♥❞ a ♣❛r❝♦✉rt T ∩ i ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ T ∩ κ ❞❛♥s M q✉✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t •❛ ❢❛✐❜•❡ ❛rt✐❛♥✐té ❞❡ (E, T, Z)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♥❡ tr❛✐t❡r q✉❡ •❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ u(a) ∈ Xa \ X a * ✳ ▲❡ •❡♠♠❡ r❛♣♣❡•é •✉st❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❡♥tr❛î♥❡ •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ (v 1 (a), .., vn(a)) t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b = a : X b r❡♥❝♦♥tr❡ {v 1 (a); ..; vn(a)}✳ ❙♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜•❡ T 2 ♥♦♥ ❜♦r♥é ❞❡ T ✱ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s ♣♦✉r •❡s ♣r♦r♣✐étés ❞é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ v✳ P❛r♠✐ •❡s ♥✉♠ér♦s 1; ..; n✱ ✐• ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞✐s♦♥s s t❡• q✉❡ •❡s é•é♠❡♥ts a, b ❞❡ T 2 ✈ér✐✜❡♥t t♦✉s✿ s✐ a < b ❛•♦rs vs(b) ∈ Xa \ X b ✱ ❝❡ q✉✐ r❛♠è♥❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝•✉r❡ ❞❡ •❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❝♦♣✐é✲❝♦••é ♦ù ♦♥ ❛ s❡✉•❡♠❡♥t r❡♠♣•❛❝é •❡ ♠♦t ✏♥♦❡t❤ér✐❡♥✑ ♣❛r ✏❛rt✐♥✐❡♥✑ ❞❛♥s •✬❛✉tr❡ ❡①❡♠♣•❡✿ ▲❡♠♠❡ ✶✾ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• κ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛• µ t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣•❡ (E, T ) ✿ s✐ (E, T ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡✲❝❛✐••♦✉✿ ❡t T ❡st st❛❜•❡ ♣❛r ré✉♥✐♦♥s ❡t sé♣❛r❡ •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ E ❡t artinien(E, T ) ≤ κ ❛•♦rs card(E) ≤ µ ✸✳✶✳✹ |❡♠❛rq✉❡ ❉❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞❡s •❡♠♠❡s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t ♦✉ q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡t ❞♦♥♥❡r ❞❡s •✐♠✐t❡s ❡①❛❝t❡s✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ s✐❣♥❛•❡r •❛ ♠❛•♦r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ✉t✐•✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s✳ ❙♦✐❡♥t f, g t❡••❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x, y ❞❛♥s E q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✿ f (x, y) ∋ x ❡t g(x, y) ∋ y ❡t f (x, y) ∩ g(x, y) = ∅✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• •✐♠✐t❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ µ ✭❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣•✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ κ✮ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ i → x i ❞❡ µ ❞❛♥s E ❢♦r♠é❡ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s ♣♦✉r •❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ ∈, f, g✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é i < j < k t♦✉s •❡s tr♦✐s é•é♠❡♥ts ❞❡ µ✱ ♦♥ ❡st s✉r q✉❡ x i ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à •✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜•❡s f (x j , x k ); g(x j , x k )✳ ■• ❡①✐st❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ u ❞❡ µ ❞❛♥s E ❛②❛♥t •❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ ♣♦✉r t♦✉s i, j ❞❛♥s µ ❛✈❡❝ i < j : x i / ∈ u(j) ❡t x i ∈ u(i)✳ ❙♦✐t α ∈ µ ❡t Dα := {x ∈ E | ∃β > α : x ∈ u(β)} ∈ T ✳ ▲❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ α → Dα ❝♦♥tr❡❞✐t •✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛té ❞❡ (E, T ) ✸ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❛♥❛•②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ ❝♦✉♣•❡ (a, P ) ❡st s✉♣♣♦sé st❛♥❞❛r❞✳ ❙♦✐t X ∈ T t❡• q✉❡ a / ∈ X✱ ♥♦♥ s✉♣♣♦séà ♣r✐♦r✐ st❛♥❞❛r❞✳ ❙♦✐t H s♦♥ st❛♥❞❛r❞✐sé✱ ✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t •❡s ♠ê♠❡s é•é♠❡♥ts st❛♥❞❛r❞s q✉❡ X✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ T ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ H ∈ T ✳ ❊t ❝♦♠♠❡ a / ∈ H ✭❝❛r a / ∈ X✮✱ ❞♦♥❝ H ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝•✉s ❞❛♥s P ✳ ■• ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ b t❡• q✉❡ b ∈ H \ P ❞♦♥❝ t❡• q✉❡ b ∈ X \ P ✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t X ∈ T ✱ s✐ a / ∈ X ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ b st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ b ∈ X \ P ✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ •❡ •❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉•✐❡r ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✳ ❆•♦rs (A, Ideauxpremiers(A), Ideaux(A)) ❡st ✉♥ •♦•✐ tr✐♣•❡t✳ ▲❡s •❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✐♥❞✐q✉❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ s✬❛♣♣•✐q✉❡♥t à t♦✉s •❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣•❡✱ ✉♥ ❢❛✐❜•❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠✐♥✐♠❛✉①✳ |❡✈❡♥♦♥s ❛✉① ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❉❡ très ♥♦♠❜r❡✉① rés✉•t❛ts ❝•❛ss✐q✉❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡s •✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣•❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ •❡ ✈♦✐r✱ s✐ noetherien(A) ≤ ω ❛•♦rs •❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ A ❡st ✜♥✐ ✭✐• ❡♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ✐• ❡st ❝•❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✱ t❡•s q✉❡ artinien(A) ≤ ω à ❝❛✉s❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝•❛ss✐q✉❡ ❞é•à é✈♦q✉é✮✳ ◗✉✬❡♥ ❡st✲✐• ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉①❄ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ •❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❞♦♣té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♣✉r ❛•♦rs q✉❡ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❡st q✉❡•q✉❡ ♣❡✉ ❛rt✐✜❝✐❡••❡✱ ♣✉✐sq✉❡ •❡ s❡✉• ✈r❛✐ ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝✬❡st •✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥t✐❡r✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣•✉s r❡•❛t✐✈❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣•✉tôt ♣❛r•❡r ❞✬✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ♥❡ r❡♥❝♦♥tr❛♥t ♣❛s t❡• ♦✉ t❡• ❡♥s❡♠❜•❡ ✭•✬✉s❛❣❡ ✈♦✉•❛♥t q✉✬✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❞és✐❣♥❡ ❣é♥ér❛•❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛•❣è❜r❡✱ ✉♥ ✐❞é❛• ♥❡ r❡♥❝♦♥tr❛♥t ♣❛s {1 A } •✬✉♥✐té ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉✮✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❡ ❡st q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ à ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ♣❡✉ ❞✬✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ K ❡st ✉♥ ❣r♦s ❝♦r♣s •✬❛♥♥❡❛✉ K[X] ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉①✱ ❡♥ •✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡✱ •❡s M a := (X + a)✳ ■• ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❝♦♥♥✉ q✉❡ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❛rt✐♥✐❡♥s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❞❡✉① •❡♠♠❡s ❝•❛ss✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡•♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✿ ▲❡♠♠❡ ✷✵ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ P 1 , .., P n ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❡t P ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r✳ ❆•♦rs s✐ P ⊇ P 1 P 2 ..P n ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ i t❡• q✉❡ P ⊇ P i ▲❡♠♠❡ ✷✶ ❚♦✉t ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ✐• ② ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥•❡❝t✐✈❡ n ∈ N → M n ❞✬✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❛•♦rs •❛ s✉✐t❡ ❞✬✐❞é❛✉① n → M 1 M 2 ..M n ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬êtr❡ ❛rt✐♥✐❡♥✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ♣r♦♣r❡té✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s •❡ •❡♠♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✿ ▲❡♠♠❡ ✷✷ ❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛rt✐♥✐❡♥ ♥✬❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉①✱ ❡t ♠ê♠❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡✲ ♠✐❡rs✱ ♣♦✉r •❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♣❡t✐t❡ss❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❞❛♥s •❡ ❝❛s ❣é♥ér❛•✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥✿ ▲❡♠♠❡ ✷✸ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ K[X] ❡st ≤ ω 1 ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✿ •✬❛♥♥❡❛✉ A := K[X] ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛• ❡t s✐ a, b s♦♥t ❞❛♥s A ❡t a ❞✐✈✐s❡ b ❡t b ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a ❛•♦rs •❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦•②♥♦♠❡ a ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣•✉s ♣❡t✐t q✉❡ •❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦•②♥♦♠❡ b✳ ❖r ❝❡s ❞❡❣rés s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ▲❡ ♣r♦❜•è♠❡ ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❡st q✉✬✐•s s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ •❡s ✉•tr❛✜•tr❡s✳ P❛r♠✐ •❡s ✉•tr❛✲ ✜•tr❡s✱ ✐• ② ❛ •❡s ✉•tr❛✜•tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡t •❡s ✉•tr❛✜•tr❡s ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✭q✉✐ •♦✉❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ •✬❛ s✐❣♥❛•é✱ ✉♥ rô•❡ ❞❡ ❢❛♥tô♠❡ ♦✉ ❞✬♦❜•❡t ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ ✏✈✐rt✉❡•✑✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣•✉s ❢♦rt❡ q✉❡ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛•✱ ❝❡••❡ ❞✬✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r P ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r ❞❡ A t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜•❡ X ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡ A✱ s✐ P ⊇ •✬✐♥t❡rs✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ X ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ J ∈ X t❡• q✉❡ P ⊇ J ▲❡s ✐❞é❛✉① s✉♣❡r♣r❡♠✐❡rs ♦♥t ✉♥ rô•❡ ❛ss❡③ r❡ss❡♠❜•❛♥t à ❝❡•✉✐ ❞❡s ✉•tr❛✜•tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡✿ ▲❡♠♠❡ ✷✺ ❚♦✉t ✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r ❡st ♠❛①✐♠❛•✳ ❙✐ P ❡st ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r ❡t Q s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r✱ s✐ J ❡st ✉♥ ✐❞é❛• = A ❡t P ⊆ J ❛•♦rs J ⊆ Q✳ ■• s✬❡♥ s✉✐t q✉✬✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r ♠✐♥✐♠❛• ✐♥❝•✉s ❞❛♥s ✉♥ ✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ tr✐✈✐❛• ❞ét❡r♠✐♥❡ ❝❡t ✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r✱ ❞❛♥s t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡✱ s✬✐• ② ❛ ✉♥ ✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ tr✐✈✐❛• ❛•♦rs ✐• ❡st •❡ s❡✉• ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❡t •✬❛♥♥❡❛✉ ❡st •♦❝❛•✳ ❙✐ •✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦r♣s i ∈ I → K i ❛•♦rs ✉♥ ✐❞é❛• ❞❡ A ❡st s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r s✐ ❡t s❡✉•❡♠❡♥t s✬✐• ❡st ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ T i := {x ∈ A | x(i) = 0}✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ •♦❝❛•✱ •❡ s❡✉• ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❡st s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r ❆✈❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ •❡♠♠❡✱ ✈♦②♦♥s t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ✉♥ ❝♦r♦••❛✐r❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✻ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ •✐♠✐t❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❛✉① s✉♣❡r♣r❡♠✐❡rs ✭q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠✐♥✐♠❛✉①✮ ✸✳✶✳✻ Pr❡✉✈❡ ❞✉ •❡♠♠❡ s✉r •❡s s✉♣❡r♣r❡♠✐❡rs ❖♥ ♥♦t❡ •✬❛♥♥❡❛✉ A ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Q ❡st s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r ❡t 1 / ∈ Q✳ ❙♦✐t b ✉♥ é•é♠❡♥t q✉✐ / ∈ Q ❡t q✉✐ s♦✐t ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ t♦✉t x ∈ A t❡• q✉❡ x / ∈ Q✳ ❆•♦rs b 2 ❞✐✈✐s❡ b ❞♦♥❝ ✐• ❡①✐st❡ x ∈ A t❡• q✉❡ b = xb 2 ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ b(1 -xb) = 0✳ ❙♦✐t P ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r✳ ❖✉ ❜✐❡♥ ✐• ❝♦♥t✐❡♥t b ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✐♥❝•✉s ❞❛♥s Q✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐• ❝♦♥t✐❡♥t 1 -xb✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ a / ∈ Q✳ ❈♦♠♠❡ b ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ a✱ ✐• ❡①✐st❡ y ∈ A t❡• q✉❡ 1 -ya = 1 -xb ❡t ✐• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 1 -ya ∈ P ✳ ▲✬✐❞é❛• P + (a) ❡st ❞♦♥❝ •✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥t✐❡r✳ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥✿ s✐ P ❡st ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r ✐♥❝•✉s ❞❛♥s Q ❡t 1 / ∈ P + (a) ❛•♦rs a ∈ Q✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r Q ❡st ✉♥ ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛•✳ ❊t ♠ê♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣•✉s✳ Q ❡st •❡ s❡✉• ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• à ❝♦♥t❡♥✐r P ❡t •❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s ❞✉ •❡♠♠❡ ❡♥ ❞é❝♦✉•❡♥t✳ ❖♥ •❛✐ss❡ ❛✉ •❡❝t❡✉r •❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ •❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ •❡♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t •❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝♦r♣s ❡t •❛ •♦❝❛•✐té ✸✳✶✳✼ |❡t♦✉r à ❛rt✐♥✐❛♥✐té ✈s ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❖♥ ❡♥ ❛rr✐✈❡ à •❛ q✉❡st✐♦♥ •❛ ♣•✉s ❡♥ r❡•❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡t q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ •❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❛rt✐❛♥✐té ❡t ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✳ ❋❛✐s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣•❡✳ ❙♦✐t κ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ré❣✉•✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ F 2 •❡ ❝♦r♣s Z/2Z✳ ◆♦t♦♥s B •✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦•②♥♦♠❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s κ✳ ❙♦✐t J •✬✐❞é❛• ❞❡ B ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ αβ -α q✉❛♥❞ •❡ ❝♦✉♣•❡ (α, β) ♣❛r❝♦✉rt •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❝♦✉♣•❡s ❞❡ κ t❡•s q✉❡ α < β✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ α 2 -α✳ ◆♦t♦♥s A := B/J •✬❛♥♥❡❛✉ ♦❜t❡♥✉✳ ❖♥ ❣❛r❞❡ •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ B ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✏♥♦♠s✑ ❞✬é•é♠❡♥ts ❞❡ A✳ ▼❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t✱ i ∈ κ → (i) ❡st ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐❞é❛✉① ❡t ♠ê♠❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭✐• ❢❛✉❞r❛✐t •✉st✐✜❡r •❡ ❝❛r❛❝tèr❡ str✐❝t✮✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ A ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ é•❡✈é ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✱ ❞ès •♦rs q✉❡ κ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ♥✬❛♣❡rç♦✐t ♣❛s✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❝♦♠♠❡ •✉✐ ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞✳ ▲❡♠♠❡ ✷✼ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ A ❡st é•é✈é✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐• ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s κ ❙♦✐t a ∈ κ ❡t a + s♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r✳ ◆♦t♦♥s ea := a + + a✳ ❆•♦rs e 2 a = a 2 + (a + ) 2 = ea✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ea ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳ ❙♦✐❡♥t a, b ❞❡✉① ♦r❞✐♥❛✉① •✐♠✐t❡ ❛✈❡❝ a < b✳ ❆•♦rs •❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝❛•❝✉• ♠♦♥tr❡ q✉❡ eae b = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t T := •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✉① •✐♠✐t❡ é•é♠❡♥ts ❞❡ κ ❡t S := •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ea, a ∈ T ✱ ✉♥ ❣r♦s ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ❞♦♥t •❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡✉① à ❡✉① ❡st ♥✉•✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✐♥❝•✉s ❞❛♥s S ❡t R(L) •✬✐❞é❛• ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r L✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ e ∈ R(L) ∩ S✿ ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ e 1 , .., en ❞❛♥s L ❡t x 1 , .., xn t❡•s q✉❡ e = x 1 e 1 + ..xnen✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ e = e 2 = x 1 ee 1 + ..xneen ♥✬❡st ♣❛s ♥✉• ❡t ❞♦♥❝ e ❡st •✬✉♥ ❞❡s e i ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡••❡ ❢❛♠✐••❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❡♥s❡♠❜•❡s i ∈ µ → C i ⊆ S ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐❞é❛✉① i → R(C i ) ❞✬✐❞é❛✉① ✸✳✶✳✽ |❡♠❛rq✉❡ ❉❛♥s •✬❡①❡♠♣•❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ •✬✉t✐•✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s F 2 ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ •❡ ♠♦♥tr❡ •❡s ❝❛•❝✉•s s✉✐✈❛♥ts✿ (a -a ′ )(b -b ′ ) = ab + a ′ b ′ -a ′ b -ab ′ = a + a ′ -a ′ -a = 0 ❡t (a -a ′ ) 2 = a 2 + a ′2 -2aa ′ = a + a ′ -2a = a ′ -a ❛✐♥s✐ q✉❡ •❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ a 2 = (-a) ❛•♦rs (-a) 2 = (-a) ▲❡ •❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s •❡ ❝❛s ❣é♥ér❛• ♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛•✐té ❡♥ s❡ r❛♠❡♥❛♥t à ❞❡s ❢❛♠✐••❡s ❞✬✐❞é❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✿ ▲❡♠♠❡ ✷✽ ❙♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• κ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• µ t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ A ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s κ ❛•♦rs ✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ µ → J i str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ A✳ ❆•♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• κ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• µ t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ A ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s κ ❛•♦rs ✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ µ → J i str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡ A✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t noetherien(A) ≤ µ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♣♦✉r êtr❡ ❞✐❣❡st❡ ✉t✐•✐s❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ■• ♥✬❡st ❞✬❛✐••❡✉rs ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❝•❛✐r q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ s✬❡♥ ♣❛ss❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ A ❛✐t ✉♥ ✏❣r♦s✑ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ ❞♦té ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❛•❡✲♠❡s✉r❡ W ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ é•é♠❡♥t •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ♠❡s✉r❛❜•❡s ♣•✉s ♣❡t✐ts q✉❡ κ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ κ ❞é♣❛ss❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ A✳ ❊t s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣•✉s q✉❡ i ∈ κ → J i ∈ Ideaux(A) s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ■• ❡①✐st❡ R ∈ W ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ R s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x 1 , x 2 .., xn ❛✈❡❝ x 1 < .. < xn : x 1 ∈ •✬✐❞é❛• ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r x 2 , .., xn✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♥♦♥✱ ♦♥ t✐r❡r❛✐t ❞❡ R ✉♥❡ i → L i •✬✐❞é❛• ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r •❡s x j ∈ R t❡• q✉❡ j > i q✉✐ s❡r❛✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① é•é♠❡♥ts ❞❡ R ❞❡ r❛♥❣ •✐♠✐t❡ ❞❛♥s R ❡t ♦♥ ♥♦t❡ S •❡✉r ❡♥s❡♠❜•❡✳ ❆•♦rs i ∈ S → H i •✬✐❞é❛• ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r y 1 (i), y 2 (i), ..yn(i) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t y k (i) •✬é•é♠❡♥t xe ♦ù e ❡st •❡ k✐è♠❡ é•é♠❡♥t ❞❡ R q✉✐ s✉✐t i ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ •✬❡♥t✐❡r n ♣❡✉t êtr❡ ❞✐♠✐♥✉é✳ ❋✐①♦♥s x 2 , .., xn ❞❛♥s R ❡t ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r x 1 ✳ ❖♥ ❛ ❞❡✉① ❝❛s s❡✉•❡♠❡♥t q✉✐ s♦♥t ♣♦ss✐❜•❡s✿ ❈❛s✶✿ x 1 → (x 1 ) + .. + (xn) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ q✉❛♥❞ x 1 ♣❛r❝♦✉rt x 2 ∩ R✳ |❡❣❛r❞♦♥s •✬❛♥♥❡❛✉ B := A/(x 2 , .., xn)✳ ❈❡t ❛♥♥❡❛✉ ❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té q✉✐ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❝❡•✉✐ ❞❡ A ❡t ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡t ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s x 2 ✳ ❉❡ ♣•✉s ❞❛♥s ❝❡t ❛♥♥❡❛✉ •❛ ❢❛♠✐••❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❈❛s✷✿ x 1 ∈ x 2 → (x 1 ) + .. + (xn) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✈❛•❡✉r Q(x 2 , .., xn) q✉❛♥❞ x 1 ♣❛r❝♦✉rt x 2 ∩ R✳ P♦s♦♥s J := Q(x 2 , .., xn)✳ ❱✉❡ ❞❛♥s •✬❛♥♥❡❛✉ A/J✱ •❛ séq✉❡♥❝❡ i ∈ S → H i ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡ t②♣❡ ❛✉ ♣•✉s n -1✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t n t❡• q✉❡ ❜•❛❜•❛ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t •❛ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ q✉❡ n = 1 ▲❡ •❡♠♠❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r •❡s ✐❞é❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❋✐♥❛•❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ •❡ t❤é♦rè♠❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✾ •r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉♣♣♦sés P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• κ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• µ t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ A ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s κ ❛•♦rs ✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s i ∈ µ → J i str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡ A✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t noetherien(A) ≤ µ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛r✐t✐♥✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ✶✽ ❈❍❆P❚❊| ✸✳ ❈❆|❉■◆❆▲■❚➱❙ ❉❊❙ ❊❚ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ❆◆◆❊❆❯❳ ❈❖▼▼❯❚❆❚■❋❙ ❯◆■❚❆■|❊❙ ✸✳✶✳✾ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ P❛rt✐❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ré❞✐❣é❡✱ ❞♦♥t •❡ ♣•❛♥ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ •✬❡①❡♠♣•❡ q✉✐ ❛ ♣ré❝é❞é ❛✈❡❝ •❡s ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts✱ ❡t❝ ✸✳✷ ❆♥♥❡❛✉① ❝♦♠♣❛❝ts ■• ② ❛ q✉❡•q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✬✐♥tér❡ss❛♥t q✉❛♥❞ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ♠❛r✐❡r t♦♣♦•♦❣✐❡ ❡t ❛•❣è❜r❡ à tr❛✈❡rs •❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ ❝✬❡st q✉✬✐•s s❡♠❜•❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ❞✐r❡✱ ✏ét✐♥❝❡••❡s✑✳ ▲❡ ❢❛✐t ❝♦♥♥✉ ❡t ❝•❛ss✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣•❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✵ ❚♦✉t ❝♦r♣s ❝♦♠♣❛❝t ❡st ✜♥✐ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❡st r❡❞♦♥♥é❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣•✉s •♦✐♥✳ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❝❡s ét✐♥❝❡••❡s s♦♥t ❞✉❡s ♣•✉tôt à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ♦✉ ♣•✉tôt à •✬✐♥té❣r✐té ✭♦✉ ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡ ❡♥❝♦r❡✮❄ ❖♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ♥❡ ♣❡✉t✱ ❛✉ ♣•✉s✱ ❛✈♦✐r q✉✬✉♥ s❡✉• ✐❞é❛• s✉♣❡r♣r❡♠✐❡r✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❇♦♦•❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥tè❣r❡ s❛✉❢ à êtr❡ •❡ ❝♦r♣s F 2 ✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❇♦♦•❡ •❡s ♣•✉s ♥❛t✉r❡•s✱ ✐❡ •❡s 2 I s♦♥t ♥❛t✉r❡••❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts ❖♥ r❛♣♣❡••❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❝•❛ss✐q✉❡ q✉✐ ♦❜•✐❣❡ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ♥♦❡t❤ér✐❡♥s ❝♦♠♣❛❝ts à êtr❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ❛♥♥❡❛✉①✳ ❖♥ ét✉❞✐❡r❛ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♣❛❝ts ✐♥tè❣r❡s✳ ❊♥✜♥ ♦♥ s✐❣♥❛•❡r❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s •❛ ♠ê♠❡ ✈❡✐♥❡ q✉❡ ❝❡••❡s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞♦♥t •❛ ♣r✐♥❝✐♣❛•❡ ❡st✿ ◗✉❡st✐♦♥ ✸✶ ❊st✲❝❡ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ✭•❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡✉①✮ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ •✐♠✐t❡ •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉❄ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣❛r✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ A •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛• k t❡• q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ s✉r A q✉✐ ❡st sé♣❛ré❡✱ ✈♦✐t •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ A ❝♦♠♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ t♦✉t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ❞❡ A ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❛✉ ♣•✉s k ✸✳✷✳✶ ❆♥♥❡❛✉① ♥♦❡t❤ér✐❡♥s ❡t ❝♦♠♣❛❝ts ❈❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡st✐♥é❡ à s✐♠♣•❡♠❡♥t r❛♣♣❡•❡r ♣♦✉rq✉♦✐ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ♥♦❡t❤ér✐❡♥s ❡t ❝♦♠♣❛❝ts s♦♥t ♣❡t✐ts✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✸ ❙✐ A ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t ❝♦♠♣❛❝t ❛•♦rs card(A) ≤ card(R) Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ❞✐✛✉sé❡ é❝r✐t❡ ❝•❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ♣r♦❜❛❜•❡♠❡♠❡♥t t♦✉s •❡s ❝♦✉rs ❞✬❛•❣è❜r❡ ❝♦♥s❛❝rés ❛✉① ❛♥♥❡❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛•❡♠❡♥t✳ ❖♥ •✬é❝r✐t ❡♥ ❛♥❛•②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❚♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❝♦♠♣❛❝t s♦♥t ❢❡r♠és✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s •❛ ♣r♦♣r✐été ❛✣r♠é❡ ♣❛r •❡ t❤é♦rè♠❡✳ ◗✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ✐❞❡❛• ❏ ♠❛①✐♠❛• ♣❛r♠✐ ❝❡✉① t❡•s q✉❡ A/J s♦✐t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣•❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t q✉♦t✐❡♥t str✐❝t ❞❡ A ✈ér✐✜❡ •✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ |❡♠❛rq✉❡✿ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ q✉♦t✐❡♥t ♠✐s❡ s✉r A/J ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❝❛r ❡••❡ ❡st sé♣❛ré❡ ❉♦♥❝ card(A) > card(R)✳ ❙♦✐t a ∈ A t❡• q✉❡ a ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Jn •✬✐❞é❛• ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a n ✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡• n✳ ❈❤❛q✉❡ ❛♥♥❡❛✉ A/Jn ❛ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• q✉✐ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❝❡•✉✐ ❞❡ R✳ ❙♦✐t Sn ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝•❛ss❡ ❞❡ A/Jn✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ x ∈ A ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ •❛ s✉✐t❡ n → u(x)(n) ∈ Sn t❡••❡ q✉❡ f oralln ∈ N : x -un ∈ Jn✳ ▲❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡ n Sn ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s card(R) ❞♦♥❝ ✐• ❡①✐st❡ x, y ❞❛♥s A t❡•s q✉❡ u(x) = u(y) ❡t x = y✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ u(x -y) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✉••❡✱ ✐❡ q✉❡ z := x -y ∈ ∩nJn✳ ❈❡•❛ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ A ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tè❣r❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ (0) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ A ❡st ✐♥tè❣r❡ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n : z = rna n ✱ •✬ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣•❡ (t, n) t❡• q✉❡ trn = r n+1 ❡♥tr❛✐♥❡ z = atrna n = atz ❞♦♥❝ z = 0 ♦✉ a ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❉❡ ♣•✉s ❝♦♠♠❡ r n+1 a n+1 = rna n ❞♦♥❝ a n (rn -ar n+1 ) ❡t a ♥✐•♣♦t❡♥t ✭♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s z = 0✮ ♦✉ •✬✐❞é❛• (r n+1 ) ⊇ (rn)✳ ❙♦✐t P 1 , .., P k ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs t❡•s q✉❡ P 1 ..P k = (0)✳ ❆✉❝✉♥ ♥✬❡st ♥✉• ❞✬❛♣rès ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙♦✐t S i ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r ❝•❛ss❡ ❞❡ A/P i ✱ ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ S i ❛ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❛✉ ♣•✉s ❝❡•✉✐ ❞❡ R✳ ❉❡ ♣•✉s P 1 ∩ .. ∩ P k ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s é•é♠❡♥ts ♥✐•♣♦t❡♥ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥✉•s à ❝❛✉s❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ v(x)(i) •✬✉♥✐q✉❡ é•é♠❡♥t ❞❡ S i t❡• q✉❡ x -v(x)(i) ∈ S i ✱ •✬❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ x → v(x) ❡st ✉♥❡ ✐♥•❡❝t✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s i S i ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❝❛r❞✭❆✮≤ card(R k ) = card(R) ■• r❡st❡ •❡ ❝❛s ♦ù •✬❛♥♥❡❛✉ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s é•é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜•❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ 0✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦r♣s ❡t ✐• ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐ ✸✳✷✳✷ •é♥ér❛•✐s❛t✐♦♥ ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✉t✐•✐sés ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ❛♥♥❡❛✉①✳ ❆✐♥s✐ ✐• ❡st ♣r♦✉✈é •❛ ♣❡t✐t❡ss❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ♥♦❡t❤ér✐❡♥s ❝♦♠♣❛❝ts✱ ♠❛✐s ✐• ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛②❛♥t ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ❝♦♠♣❛❝✐té s♦✐t à ♣r✐♦r✐ •✐♠✐té ♣❛r s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✦ P♦✉rt❛♥t✱ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛•✱ ✉t✐•✐s❛♥t ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✱ ♠❛✐s t♦✉•♦✉rs •❡s ♠ê♠❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✱ ✈❛ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✏❝❛♥♦♥✐q✉❡✑ ❡♥ r❡✈✉❡ ❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳ Prés❡♥t❡♠❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞❡ s✐❣♥❛•❡r •❡s ✏é✈✐❞❡♥❝❡s✑ ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ ✸✳✷✳✸ ▲❡s ❝♦r♣s ◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡••❡ str✉❝t✉r❡ ❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❛♥s •❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❡t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r E✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ (E, L) •❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛r❞✐♥❛• κ t❡• q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡ s✉r E✱ r❡♥❞❛♥t •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ L ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t t❡••❡ q✉❡ t♦✉t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉sr❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❛✉ ♣•✉s κ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦••❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛✉① ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts s✉✣t à •✐♠✐t❡r •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✿ ▲❡♠♠❡ ✸✺ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s C ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡st ≤ a✱ ♦♥ ❛✿ card(C) ≤ b ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t •❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r •❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❙♦✐t W ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ s✉r C ❞♦♥t •✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❡st > a✳ ■• s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐• ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛•✳ ❙♦✐t x ✉♥ é•é♠❡♥t ❞❡ C q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à t♦✉t❡s •❡s é•é♠❡♥ts st❛♥❞❛r❞s ❞❡ W ✳ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ a ❞❡ C t❡• q✉❡ t♦✉t ♦✉✈❡rt st❛♥❞❛r❞ U ✈ér✐✜❡ a ∈ U ✐♠♣•✐q✉❡ x ∈ U ✭x ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ a✮✳ ◗✉✐tt❡ à r❡❣❛r❞❡r x -a ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ a = 0✳ ❙♦✐t y t❡• q✉❡ xy = 1 ❡t b s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ y✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛•♦rs q✉❡ 1 = xy ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ x = a ❡t q✉❡ {a} ∈ W ✳ ❖♥ ✐♥✈✐t❡ •❡ •❡❝t❡✉r à s❡ r❡♣♦rt❡r à •❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣•✉s ❞ét❛✐••é❡s s✉r ❝❡s s✉❜t❡r❢✉❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞✉s à •✬❛♥❛•②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❖♥ ❛♥♥♦♥❝❡ ✐❝✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣r♦✉✈❡r s❛♥s r❛•♦✉t❡r ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❝❛r❞✐♥❛• ❛❞ ❤♦❝✳ ◆♦✉s ❡♥ ♦♠❡tt♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❞✐❣❡st❡ ❡t s❛♥s ✉t✐•✐té ✭✐• ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝•✉ q✉❡ •✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❝❛r❞✐♥❛• ✉t✐•✐sé s♦✐t ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s r✐❡♥ t❡sté •♦♥❣t❡♠♣s✮ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❛✈❡❝ •❛ ♠ê♠❡ ✏❢❛❝✐•✐té✑ q✉❡ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❛ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• •✐♠✐té ♣❛r s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✻ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ A✱ s✐ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ A ❡st ≤ a ❛•♦rs s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❡st ≤ b ❙♦✐t κ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t > a ❡t J ✉♥ ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❞❡ A t❡• q✉❡ card(A/J) ≥ κ✳ ❙❡ r❡♣♦rt❡r à •❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r •❡ ✏✇•♦❣ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① s♦♥t ❢❡r♠és✑✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ J = (0) ❙♦✐t W ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ κ✲❛❞❞✐t✐❢ s✉r A✳ ■• s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ≤ a ❡st st❛❜•❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ κ ♦✉✈❡rts✱ q✉✐tt❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ✉♥ ♣❡✉ a✳ ■• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬é•é♠❡♥ts ♥✐•♣♦t❡♥ts ♥♦♥ ♥✉• ❞❛♥s A à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐♥♦♥✱ ✐• ❡①✐st❡r❛✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r n✱ ❡t ❞❡s b i t❡•s q✉❡ {x ∈ A | ∃y ∈ A : x = b 0 + b 1 a + .. + bna n + ya n+1 } ∈ W ❝❡ q✉✐ r❡♥❞r❛✐t W ♣r✐♥❝✐♣❛• ❞ès q✉❡ a n+1 = 0 ▲❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ (0) ❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r A ✐♥tè❣r❡ ✭❡♥ ❡✛❡t✱ •✬✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ A/P ✱ P ♣r❡♠✐❡r ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s κ é•é♠❡♥ts✮✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡ •✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❝•❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ a ♥✬❡st ♥✐ ♥✉• ♥✐ ✐♥✈❡rs✐❜•❡✱ ❛•♦rs ∩n(a n ) = (0) ✭❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❡t ♥♦❡t❤ér✐❡♥✮✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ u t❡••❡ q✉❡ {x ∈ A | ∀n ∈ N : x -un ❡st ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ a n } ∈ W ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ W ❡st ♣✐♥❝✐♣❛• ❋✐♥❛•❡♠❡♥t✱ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✉♥ t♦✉t ♣❡t✐t ♣❡✉ ♣•✉s t♦r❞✉ ❛♠è♥❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✼ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ C ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té s♦♥t ≤ a✱ ♦♥ ❛✿ card(C) ≤ b ❉✬❛♣rès ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé ≤ a q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r ✉♥ ♣❡✉ a✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡ a✲❝♦♠♣❛❝t ❡t ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té < a ❡t κ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t > a✳ ❱♦✐r ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r •❡ ❞ét❛✐••❛❣❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛•✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ❡st st❛❜•❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ •❡✉ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ < κ ❞✬♦✉✈❡rts ❙♦✐t δ ✉♥ é•é♠❡♥t ❞❡ A ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t t❡• q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ A ❞❛♥s ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• c < κ st❛♥❞❛r❞✱ •✬✐♠❛❣❡ ❞❡ δ ❡st st❛♥❞❛r❞✳ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ é•é♠❡♥t a s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ δ ❡t q✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ δ -a ♦♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ δ ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ✭✈♦✐r ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✮ q✉❡ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A s♦♥t ❢❡r♠és✳ ▲❡ ❢❛✐❜•❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ✐❞é❛• J st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠❛• ♣❛r♠✐ •❡s ✐❞é❛✉① st❛♥❞❛r❞s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s δ✳ |❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ δ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝•❛ss❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ A/J✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✐ (a, b) ❡st st❛♥❞❛r❞ ❡t δ = b + xa ❛•♦rs 0 = b + ua ♣♦✉r •❡ u st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ x✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ b ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ a ❡t ❞♦♥❝ δ ❛✉ss✐ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛•✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ s✬❡st ♣•❛❝é ❞❛♥s A/J✱ ✐❡ q✉❡ J = (0)✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ t♦✉t é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡ A ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ δ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ a ∈ A ❡st ♥♦♥ ♥✉• ❡t q✉❡ a ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛•❡ ✭st❛♥❞❛r❞✮ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ tr❛♥✜♥✐❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t •❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿ • e 0 := a • e i+1 ❞♦✐t êtr❡✱ s✬✐• ❡♥ ❡①✐st❡✱ ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ e i ✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❛s •❡ ❞✐✈✐s❡r✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡ss❛②❡r e 2 i ❡♥ ♣r✐♦r✐té • ❙✐ i ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛• •✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ e i s♦✐t ♥♦♥ ♥✉• ❡t ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ t♦✉s •❡s e j , j < i q✉✐ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s✐ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜•❡ • ◗✉❛♥❞ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣•✉s ré❛•✐s❡r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ s✬❛rrêt❡ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ i ∈ µ → e i ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞✐♥❛• µ st❛♥❞❛r❞ q✉✐ ❡st < κ à ❝❛✉s❡ ❞❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i < κ✱ •✬é•é♠❡♥t δ ❡st ✉♥❡ ❛tt❡st❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r •❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i < κ✱ st❛♥❞❛r❞ ♦✉ ♥♦♥ à ❝❛✉s❡ ❞❡ •❛ κ ❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ •✬✉•tr❛✜•tr❡✲tr❛❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ δ✱ ♦♥ ❛ q✉❡ δ ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ e i ✱ ❛•♦rs q✉❡ e i ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ delta✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ e st❛♥❞❛r❞✱ e = xδ ❛•♦rs e s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡t ç❛ ❝♦♥tr❡❞✐t •❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ A s❛✉❢ q✉❛♥❞ e = 0 ❋✐♥❛•❡♠❡♥t✱ ✐• r❡st❡ •❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣r♦✉✈é✿ ◗✉❡st✐♦♥ ✸✽ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ C ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té s♦♥t ≤ a✱ ♦♥ ❛✿ card(C) ≤ b ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛rt✐❡••❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥•❡❝t✉r❡ ❡♥ ✉t✐•✐s❛♥t •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❛t♦♠✐s❛♥t✱ ♠❛✐s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❝❛r❞✐♥❛• ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s •❛ •✐ttér❛t✉r❡✳ ❖♥ ❡♥ é❝r✐t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ •❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡••❡ ❛ •✬✐♥térêt ❞✬êtr❡ •❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ •❡ tr❛✈❛✐• ét❛♥t ré❛•✐sé ♣❛r •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❛t♦♠✐s❛♥t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✾ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a, b✱ s✐ b ❡st ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❛t♦♠✐s❛♥t ❡t b > a ❛•♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ C ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té s♦♥t ≤ a✱ ♦♥ ❛✿ card(C) ≤ b ❙♦✐t κ > a ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❛t♦♠✐s❛♥t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ •❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ •❛ •❡♠♠❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ é•é♠❡♥t δ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✱ ❞♦♥t •✬✉•tr❛✜•tr❡ tr❛❝❡ W ❡st κ ❛❞❞✐t✐❢✱ ❡t ❞✬✉♥ ✐❞é❛• J q✉✐ ❡st ♠❛①✐♠❛• ♥♦♥ s❡✉•❡♠❡♥t à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r δ✱ ♠❛✐s à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r •❡ ♠♦✐♥❞r❡ é•é♠❡♥t q✉✐ s❡r❛✐t s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✱ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t ✐♠❛❣❡ ❞❡ δ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭✐❡ ❞♦♥t •✬✉•tr❛✜•tr❡ tr❛❝❡ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❚✉❦❡② s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛•❡ à ❝❡••❡ ❞❡ W ✮✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ J = (0) q✉✐tt❡ à q✉♦t✐❡♥t❡r✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬é•é♠❡♥ts ♥✐•♣♦t❡♥ts ♥♦♥ ♥✉•s ❞❛♥s •✬❛♥♥❡❛✉✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ ❡✛❡t✱ q✉❡ a 2 = 0 = a s♦✐t st❛♥❞❛r❞✳ ■• ❡①✐st❡ x t❡• q✉❡ δ = xa✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ x ❡st ✐♠❛❣❡ ❞❡ δ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❖♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t q✉❡ x ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❝❛r s♦✐t b st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ x = b + ǫ ❛✈❡❝ ǫ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 0 = ba ❡t δ = (b + ǫ)a ❞♦♥❝ δ = ǫa q✉✐tt❡ à r❡♠♣•❛❝❡r x ♣❛r x -b✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ x ❛✉ss✐ ❡st ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ t♦✉t é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐• ❡①✐st❡ y t❡• q✉❡ ya = x ❡t ❞♦♥❝ δ = xa = ya 2 = 0 ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ▲✬é•é♠❡♥t δ ét❛♥t •✉✐✲♠ê♠❡ ♥♦♥ ♥✐•♣♦t❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❡st ✐♥tè❣r❡✱ •❛ ♠❛①✐♠❛•✐té ❞❡ J ❡t •❡ tr♦♣ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❢❛✐❜•❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ♦❜•✐❣❡❛♥t J à êtr❡ ✉♥ ✐❞é❛• ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ •❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s •❡s ♣r❡✉✈❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ i → e i = 0✱ t❡• q✉❡ e 0 ♥❡ s♦✐t ♥✐ ♥✉• ♥✐ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ q✉❛♥❞ i > j : e i ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ e j ✱ ♠❛✐s e j ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ e i ✱ i ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞✐♥❛• µ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ♣♦✉ssé •❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ •❡ ♣•✉s •♦✐♥ ♣♦ss✐❜•❡✱ ✐❡ q✉❡ eµ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐✳ ❖♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t q✉❡ µ ≥ κ✱ ❝❡❝✐ ét❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞û à •✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ W ✳ ❖♥ ♥❡ s❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♣❛s✱ ♦♥ ♣♦s❡ e i+1 = e 2 i ✳ ▲✬✐♥té❣r✐té ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❛ss✉r❡ q✉❡ ç❛ ❝♦♥✈✐❡♥t ❡t ❛✉① ét❛♣❡ •✐♠✐t❡ i < κ •✬✉•tr❛✜•tr❡ W ❛tt❡st❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ e i q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ç❛ ♦❜•✐❣❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ A à êtr❡ > κ ❙♦✐t c > a ✭❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ♣•✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A✮✳ ❙♦✐t K i := •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s x t❡•s q✉❡ xe i ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ δ✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ i ∈ c → K i ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳ ❙♦✐t i ❛✉ ❞❡•❛ ❞❡ ❝❡ r❛♥❣✱ ❡t s♦✐t x ∈ K i+1 t❡• q✉❡ xe i+1 = δ✳ ❈♦♠♠❡ x ∈ K i ✱ ✐• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ∃y : xe i = yδ✳ ❉♦♥❝ xe i = yxe 2 i ✳ ▲✬✐♥té❣r✐té ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ 1 = ye i ✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❋✐♥❛•❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛• ❛t♦♠✐s❛♥t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✵ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ C ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té s♦♥t ≤ a✱ ♦♥ ❛✿ card(C) ≤ b ❙♦✐t κ > a ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ q✉❡ ❝❡••❡s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ✉♥ ✐♥•❡❝t✐♦♥ ❞❡ i → e i ❞❡ κ ❞❛♥s •✬❛♥♥❡❛✉ A ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (i, j) : s✐ i < j ❛•♦rs e j ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ e i ♠❛✐s ♥❡ •❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ str✐❝t❡✳ ◆♦t♦♥s N i := {x | xe i = 0} •✬✐❞é❛• q✉✐ ❛♥♥✉•❡ e i ✳ ❈♦♠♠❡ ❡••❡ •❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ N i ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ q✉✐tt❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉s •❡s N i s♦♥t é❣❛✉①✳ P♦✉r i < j < κ ♥♦t♦♥s M (i, j) := {x | xe i ∈ e j }✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ j q✉✐ ❞é♣❛ss❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A✱ ♦♥ s❡r❛ ❢♦r❝é ❞✬❛rr✐✈❡r à •❛ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ q✉❡ t♦✉s •❡s M (i, j), i < j s♦♥t é❣❛✉①✳ ❈❡tt❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐•✐té ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t •❛ séq✉❡♥❝❡ i → e i ✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ e 1 < e 2 < e 3 ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✿ ∃x, y t❡•s q✉❡ xe 1 = e 2 ❡t ye 2 = e 3 ✳ ❉♦♥❝ y ∈ M (2, 3) = M (1, 3) ❞♦♥❝ ∃k t❡• q✉❡ ye 1 = ke 3 ✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ e 3 = xye 1 = xke 3 ❞♦♥❝ (1 -kx)e 3 = 0 ❞♦♥❝ 1 -kx ∈ N 3 = N 1 ✱ ❞♦♥❝ 1 -kx ∈ N 1 ❞♦♥❝ e 1 (1 -kx) = 0 ❞♦♥❝ e 1 = kxe 1 = ke 2 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r e 1 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ e 2 ✳ ▼❛✐s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ✜♥❛•❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦r♦••❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r à •✬❡s♣r✐t q✉✬♦♥ ✉t✐•✐s❡ ❞❡✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❛♥s s❛ ♣r❡✉✈❡✿ ✭✶✮ q✉❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡t t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ✰ ✭✷✮ ✉♥❡ ❢♦✐s ét❡♥❞✉❡ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡✱ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ st❛❜✐•✐té ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ < κ ♠♦✐♥s ❞✬✐t❡♠s ❞❡s ♦✉✈❡rts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① s♦♥t ❢❡r♠és ❚❤é♦rè♠❡ ✹✶ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮ A✱ s✐ •✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ♦✉ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ A ❡st ❜♦r♥é ♣❛r a ❡t s✐ t♦✉s s❡s q✉♦t✐❡♥ts A/M ✱ ♣❛r ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ♦♥t ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ❜♦r♥é ♣❛r a ❛•♦rs card(A) •✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r b ■• ♥✬② ❛ ♣•✉s ❞✬❤✐st♦✐r❡s ❞❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ ✐❝✐✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t •❡s rés✉•t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✈✐❛ •❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❝♦r♣s ❛②❛♥t ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡st ♣❡t✐t ✭♠❛✐s ♣♦✉r •✬✉t✐•✐s❡r✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ •❡♠♠❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① s♦♥t ❢❡r♠és ❡t q✉✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ✉♥ ✐❞é❛• ❢❡r♠é ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡••❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡✮ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✿ •✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ♦✉ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té s♦♥t éq✉✐✈❛•❡♥ts ♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■• ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ A ❞♦♥t •✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st •❡ r❛❞✐❝❛• ❞❡ ❏❛❝♦❜s♦♥ ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ •✉✐✲♠ê♠❡✳ ■• s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ •❛ ♣❡t✐t❡ss❡ ❞✉ r❛❞✐❝❛• ❞❡ ❏❛❝♦❜s♦♥ ✭q✉✐✱ r❛♣♣❡•✱ ❡st •✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉✮✳ P❛r •❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s •❡s ♣r❡✉✈❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ κ ❡st ✐♥❝•✉s ❞❛♥s A ❡t q✉❡ W ❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❛•❡ ♠❡s✉r❡ s✉r κ✳ ❙♦✐t a ∈ A✱ ♥♦♥ ♥✉•✱ ❞❛♥s •❡ r❛❞✐❝❛• ❞❡ ❏❛❝♦❜s♦♥✳ P♦✉r •❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ i → e i ∈ κ ⊆ A ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ a ❡t ❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛❜•❡s t❡•s q✉❡ (e i ) = (e j ) ♣♦✉r t♦✉s i, j ❞❛♥s κ✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ♥♦♥ ♥✉•✱ (a) ∈ W ✱ q✉✐tt❡ à ❛✈♦✐r ❝♦♥str✉✐t ♣✉✐s q✉♦t✐❡♥té✱ ♣❛r ✉♥ ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• J t❡• q✉❡ J / ∈ W ✳ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜•❡ P ✭❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• < κ✮ t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A∃y ∈ P : x -y ∈ N := RadicalJacobson(A)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r✱ ✐• ❡①✐st❡ ✐• ❡①✐st❡ x, f (e 1 ), g(e 1 ) ∈ P t❡••❡ q✉❡ e 1 = (f (e 1 ) + g(e 1 ))a ♦ù g(e 1 ) ∈ N ✳ ◆♦t♦♥s x := g(e 1 )✳ ❋♦r❝é♠❡♥t x = 0✱ ❡t e 2 ∈ (x)✳ ■• ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ y t❡• q✉❡ e 2 = yx ❞♦♥❝ e 1 = ba + ye 2 a ♦ù b := f (e 1 )✳ ▼❛✐s e 2 ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ a✱ ❞♦♥❝ ✐• ❡①✐st❡ z t❡• q✉❡ e 2 = za ❞♦♥❝ e 1 = ba + yza 2 ✳ ■• s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐• ❡①✐st❡ ❞❡s ♥✐•♣♦t❡♥ts ♥♦♥ ♥✉•s ❞❛♥s A ❝❛r s✐ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ a = 0 t❡• q✉❡ a 2 = 0 ❛•♦rs e 1 = ba ❛✈❡❝ b ∈ P ❞♦♥❝ t♦✉s •❡s ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s s♦♥t é❣❛✉①✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s •❡ ❝❛s✳ P♦s♦♥s u 0 := a ❡t u(i + 1) := u(i) 2 ❡t ❛✉① ét❛♣❡s •✐♠✐t❡s m✱ s✐ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜•❡✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s u(m) ♠✉•t✐♣•❡ ♥♦♥ ♥✉• ❞❡ t♦✉s •❡s u(i), i < m q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t✳ ▲❡ ❢❛✐❜•❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐• ❛rr✐✈❡ ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ♥♦♥ •✐♠✐t❡ < κ✱ ♦ù •❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣•✉s ♣♦ss✐❜•❡ ✭st❛❜✐•✐s❡✮✳ ❖♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ é•é♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉• v✱ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ a✱ t❡• q✉❡ ♦✉ ❜✐❡♥ v 2 = 0 ♦✉ ❜✐❡♥ v ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞❡ v 2 ✳ ❖r s✐ v(1 -xv) = 0 ❝❡•❛ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ v = 0✱ ❝❛r v ∈ N |❡♠❛rq✉♦♥s •❡ ♣•❛♥ ❞❡ •❛ ♣r❡✉✈❡ rés✉♠é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✿ ▲✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st t❡• q✉❡ q✉❡ s♦♥ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té r❡♥❞ ♣❡t✐t s♦♥ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té✳ ❙❡s ❝♦r♣s rés✐❞✉❡•s s♦♥t ♣❡t✐ts✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ A/RadicalJacobson(A) ❡st ♣❡t✐t✳ P✉✐s ✉♥ ❛✉tr❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠è♥❡ à •❛ ♣❡t✐t❡ss❡ ❞✉ |❛❞✐❝❛•❏❛❝♦❜s♦♥✭❆✮ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛•❡✱ s❛♥s str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r •✬éq✉✐✈❛•❡♥t ❞❡ •❛ ♣❡t✐t❡ss❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝•❛ss❡s s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s r❡•❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜•❡s ❡t ♣✉r❡♠❡♥t ❡♥s❡♠❜•✐st❡❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♦✉✐✿ ▲❡♠♠❡ ✹✷ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❡t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ r❡•❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛•❡♥❝❡✱ T ét❛♥t st❛❜•❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s q✉❡•✲ ❝♦♥q✉❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T sé♣❛r❡ E ❞❛♥s •❡ s❡♥s q✉❡ •❡s ❝•❛ss❡s ❞❡ E/(∩(T )) s♦♥t ❞❡s s✐♥❣•❡t♦♥s✳ ❙♦✐t r •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛• t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a, b ❞❛♥s E ❛✈❡❝ a = b ✐• ❡①✐st❡ R ∈ T t❡••❡ q✉❡ card(E/R) ≤ r ❡t (a, b) ∈ R✳ ❖♥ ♥♦t❡ resolution(E, T ) ❝❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ •❡ ❝♦✉♣•❡ (E, T ) ❡st ❜•❡✉ q✉❛♥❞ ✐• ✈ér✐✜❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❆•♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣•❡ (E, T ) q✉✐ ❡st ❜•❡✉✱ s✐ noetherien(E, T ), resolution(E, T ) ≤ a ❛•♦rs card(E) ≤ b ❙♦✐t R(a, b) ∈ T t❡••❡ q✉❡ (a, b) / ∈ R(a, b) ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣•❡ (a, b) ❞✬é•é♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ E✳ ❙♦✐t κ > a s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❡t i ∈ κ → e i ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡ ♣♦✉r R ❞✬é•é♠❡♥ts ❞❡ E✳ ❙♦✐❡♥t a, b ❛✈❡❝ a < b ❞❛♥s κ❀ ❞ès •♦rs q✉❡ a ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐• ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜•❡ q✉❡ i ∈ a → classe R(a,b) (i) s♦✐t ✐♥•❡❝t✐✈❡✳ ■• ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r i > b → classe R(a,b) (i)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉s i, j, k, t ❞❛♥s κ✱ s✐ i < j < k < t ❛•♦rs (i, j) / ∈ R(k, t) ❡t (k, t) / ∈ R(i, j)✳ ❙♦✐t s ∈ κ✳ ❙♦✐t S(s) • r❡•❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛•❡♥❝❡ ∈ T ❞é✜♥✐❡ ♣❛r S(s) := ∩ i>s R(s, i)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ s ∈ κ → S(s) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✸✳✷✳✹ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ❡t r❛♣♣❡• t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛• ▲❛ ♣r❡✉✈❡ •❛ ♣•✉s ❞é•✐❝❛t❡ ❡st ❝❡••❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❣é♥ér❛• s✉✐✈❛♥t✱ ❡t s✉rt♦✉t ❝❡••❡ ❞✉ •❡♠♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡•♦♥s •❡s ❞❡✉①✿ ▲❡♠♠❡ ✹✸ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ A✱ s✐ i ∈ b → K i ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✬✐❞é❛✉① ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ A ♣♦✉r •❡q✉❡• ❡①✐st❡ i ∈ a → L i ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✬✐❞é❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❈❡ •❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥tr❛✐♥❡ •❡ t❤é♦rè♠❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✹ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ noetherien(A) ≤ a ❛•♦rs artinien(A) ≤ b ❡t s✐ artinien(A) ≤ a ❛•♦rs noetherien(A) ≤ b ❊t ♥♦✉s r❛♣♣❡•♦♥s •✬❛r❣✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛• q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✿ P❛r •❡ •❡♠♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❊♥ ❝❤♦✐ss✐ss❛♥t ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ i ∈ κ → (e i ) str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡ ♣♦✉r q✉❡ t♦✉s •❡s e i ❛✐❡♥t •❡ ♠ê♠❡ ❛♥♥✉•❛t❡✉r ❡t q✉❡ t♦✉s •❡s ❝♦✉♣•❡s (e i , e j ) ❛✐❡♥t •❡s ♠ê♠❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ tr❛♥❢❡rt✱ ✐❡ •❡s ♠ê♠❡s L(i, j) := {x ∈ A | xe i ∈ e j }✳ ◗✉❡ •❛ séq✉❡♥❝❡ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♦✉ str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ q✉✐tt❡ à ré✐♥❞✐❝❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t tr♦✐s é•é♠❡♥ts ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉✱ e 1 , e 2 , e 3 ✈ér✐✜❛♥t •❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿
• (e 1 ) ⊇ (e 2 ) ⊇ (e 3 ) 

• t♦✉s •❡s annulateur(e i ) := {t ∈ A | te i = 0} s♦♥t é❣❛✉① • t♦✉s •❡s L(i, j) q✉❛♥❞ (i, j) ♣❛r❝♦✉rt {1; 2; 3} ❛✈❡❝ i < j s♦♥t é❣❛✉① q✉✐ ♦♥t •❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❝❛•❝✉•❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿ ✐• ❡①✐st❡ x, y, k t❡•s q✉❡ e 2 = xe 1 ❡t e 3 = ye 2 ❡t ✏❞♦♥❝✑ y = e 1 = ke 3 ✳ ❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ e 3 = xye 1 = xke 3 ❞♦♥❝ (1 -kx) ∈ annulateur(e 3 ) ❞♦♥❝ (1 -kx) ∈ annul(e 1 ) ❞♦♥❝ e 1 = kxe 1 ❞♦♥❝ e 1 = ke 2 ✳ ❊t ✜♥❛•❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ •❛ str✐❝t✐t✉❞❡ ✸✳✷✳✺ ❆♥♥❡❛✉① ✐♥tè❣r❡s ❡t ❝♦♠♣❛❝ts ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t q✉❡•q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♣❛❝ts ✐♥tè❣r❡s✳ ❈❡tt❡ ✐••✉str❛t✐♦♥ ❡st •à ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣•❡ ❞❡ •✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡ ♣❛r •❡s ✉•tr❛✜•tr❡s✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❛❝t✱ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡ q✉✐ r❡♥❞ s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐•✐s❡r •✬❛♥❛•②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r r❛❝❝♦✉r❝✐r •❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ✸✳✷✳✻ ▲❡♠♠❡s ❡t t❤é♦rè♠❡s ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ✐♥tè❣r❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝♦r♣s✱ ✜①é ❞❛♥s t♦✉t❡ •❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡••❡ q✉❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✻ ❚♦✉t ❝♦r♣s ❝♦♠♣❛❝t ❡st ✜♥✐ ❖♥ r❛♣♣❡••❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❆◆❙✿ s♦✐t x ✉♥ é•é♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣s✳ ■• ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ é•é♠❡♥t a st❛♥❞❛r❞✳ ❙✬✐• ♥✬❡st♣❛s •✉✐✲♠ê♠❡ st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐tt❡ à r❡❣❛r❞❡r x -a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ é•é♠❡♥t s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉•✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ a = 0 s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛•✐té✳ ❙♦✐t y t❡• q✉❡ xy = 1 ❡t b st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ y ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ b✳ ❆•♦rs 1 = xy ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0.b = 0✳ ▲❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s sé♣❛ré❡ ❉❛♥s •❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐•✐s❡r❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞❡♠✐✲❞♦✉③❛✐♥❡ ❞❡ ❢♦✐s •❡ •❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ ▲❡♠♠❡ ✹✼ ❙♦✐t x, y ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❛❝t A✳ ❙✐ x ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❛•♦rs xy ❛✉ss✐ ❙♦✐t b st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ y ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ b ✭❝♦♠♣❛❝✐té ✐♠♣•✐q✉❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ b✮✳ ❆•♦rs xy ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0b ❞♦♥❝ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ▲❡ •❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝•❛ss✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r •❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛♥ ♦✉ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❡♠♠❡ ✹✽ ❙♦✐t (E, * ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ * ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❆•♦rs ✐• ❡①✐st❡ a ∈ E t❡• q✉❡ a * a = a ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❢❡r♠é ❞❡ E✱ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛• ♣♦✉r •✬✐♥❝•✉s✐♦♥ ♣❛r♠✐ •❡s ❢❡r♠és st❛❜•❡s ♣❛r * ✳ ❙♦✐t a ∈ F ✳ ❙♦✐t G •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s x ∈ F t❡• q✉❡ ∃y ∈ F : ay = x❀ G ❡st ✉♥ ❢❡r♠é✳ ▲❡ ❝❛•❝✉• ax(ay) = a(xay) ♠♦♥tr❡ q✉❡ G ❡st ✐♥❝•✉s ❞❛♥s F ❡t st❛❜•❡ ♣❛r * ✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ F t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ■• ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ b ∈ F t❡• q✉❡ ab = a✳ ❙♦✐t H •✬❡♥s❡♠❜•❡ ✭❢♦r❝é♠❡♥t ❢❡r♠é✮ ❞❡s x ∈ F t❡•s q✉❡ ax = a✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐• ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ■• ❡st st❛❜•❡ ♣❛r * ❣r❛❝❡ ❛✉ ❝❛•❝✉• axy = ay = a✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ F t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❉♦♥❝ a * a = a ▲❡♠♠❡ ✹✾ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❙♦✐t a ∈ A✳ ▲✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s x ∈ A q✉✐ s♦♥t ❛❞❤ér❡♥ts à •❛ s✉✐t❡ n → a n ❡st st❛❜•❡ ♣❛r •❛ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❖♥ •❛✐ss❡ •❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ▲❡♠♠❡ ✺✵ ❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥tè❣r❡ A ❡st •♦❝❛• ❡t s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❡st à •❛ ❢♦✐s ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é ❙♦✐t a ∈ A q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡•✳ ▲❡ ❝❛•❝✉• (1 -a)(1 + a + a 2 + .. + a n ) = 1 -a n+1 ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ a n+1 ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❛•♦rs 1 -a ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t b s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 + a + a 2 + .. + a n ✱ ❛✈❡❝ b st❛♥❞❛r❞✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ (1 -a).b ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡t ❝♦♠♠❡ (1 -a).b ❡st st❛♥❞❛r❞✱ ❞♦♥❝ (1 -a).b = 1 ✭t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡✮ ❖r ♦♥ s❛✐t q✉✬✐• ❡①✐st❡ c ∈ A; n ∈ N t❡• q✉❡ c 2 = c ❡t n s✉♣❡r❣r❛♥❞ ❡t c s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ a n ✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ét❛♥t ✐♥tè❣r❡✱ c = 0 ♦✉ c = 1✱ ❡t ❝♦♠♠❡ c = 1 ✐♠♣•✐q✉❡ a ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ♣❛r •❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞♦♥❝ c = 0✳ ❆✐♥s✐ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n s✉♣❡r❣r❛♥❞ t❡• q✉❡ a n+1 ❡st s✉♣r❡♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 1 -a ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ a ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❛•♦rs 1 -a ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❙♦✐❡♥t x, y t❡•s q✉❡ x + y s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜•❡✱ ❡t ♥♦t♦♥s t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❆•♦rs tx + ty = 1✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ s✐ tx ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❛•♦rs ty ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥✿ t♦✉t❡ s♦♠♠❡ ❞✬é•é♠❡♥ts ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡s ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞✬✉♥ ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡✱ ✐• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s é•é♠❡♥ts ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡s ❡st ✉♥ ✐❞é❛• ❡t •✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st ❞♦♥❝ •♦❝❛•✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s x s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❆•♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n > 0 : x n ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ •❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ x n+1 = x.x n q✉✐ ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0.b ♦ù b ❡st ✉♥ st❛♥❞❛r❞ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ x n ✭r❛♣♣❡•✿ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣♦✉r ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ b✮✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 1 -x ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ◆♦t♦♥s M •✬✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛•✱ s♦✐t a st❛♥❞❛r❞ ❡t x ∈ M t❡• q✉❡ x ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ a✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ a / ∈ M ✳ ❆•♦rs y := x -a / ∈ M ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❙♦✐t t t❡• q✉❡ 1 -yt ∈ M ✳ ❙♦✐t b st❛♥❞❛r❞ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ t✳ ❆•♦rs 1 = 1 -0.b ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 -yt q✉✐ ❡st ✉♥ é•é♠❡♥t ❞❡ M ✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ é•é♠❡♥t tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❞♦♥❝ ♣❛r ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ M ❡st ♦✉✈❡rt✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❙♦✐t x s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s M ✳ ❙♦✐t t t❡• q✉❡ 1 -tx ∈ M ✳ ❙♦✐t b st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ t ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ b✳ ❆•♦rs 1 = 1 -b.0 ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ •✬é•é♠❡♥t 1 -tx ❞❡ M ❡t ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r ✐• ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❈♦r♦••❛✐r❡ ✺✶ ❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡✱ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❝❡ ❝♦r♦••❛✐r❡ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥ s✐❣♥❛•❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❞❡s ❝♦r♦••❛✐r❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✿ ❈♦r♦••❛✐r❡ ✺✷ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ✐♥tè❣r❡✳ ❙♦✐t x ∈ A q✉✐ ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳ ❆•♦rs x ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❡t 1 -x ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ✸✳✷✳✼ P❡✉t✲♦♥ •✐♠✐t❡r •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ✐♥tè❣r❡s ❡t ❝♦♠♣❛❝ts❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✸ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡✱ K ✉♥ ❝♦r♣s ✜♥✐✳ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❡t ❝♦♠♣❛❝t A t❡• q✉❡ E ⊆ A ❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ E ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t ✏✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✑ r❡❣❛r❞❡r ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡••❡s✳ ❖♥ •❡ ❢❛✐t r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t✿ ♦♥ ♥♦t❡ M := •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r •❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s q✉✐ s♦♥t •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ E✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ♥✉••❡s ❞❡ E ❞❛♥s N✳ ❖♥ ♥♦t❡ . •❛ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ •❡ ♠♦♥ô♠❡ ✈✐❞❡ ❡st ♥♦té 1✳ ❖♥ ♥♦t❡ S •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ M ❞❛♥s K✳ ❖♥ ♠✉♥✐t S ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ •❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ • f + g(m) := f (m) + g(m) • f × g(m) := •❛ s♦♠♠❡ q✉❛♥❞ (x, y) ♣❛r❝♦✉rt {(x, y) ∈ M 2 | x.y = m} ❞❡s f (x)g(y) ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ S ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ K M ✳ ❖♥ ♠✉♥✐t K ❞❡ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t S ❞❡ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ •❛ ❞✐s❝rèt❡✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❖♥ •❛✐ss❡ ❛✉ •❡❝t❡✉r •❡ s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬❛✐♥s✐ (S, +, ×) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ✭✐• ② ❛ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐•✮ ❡t ❝♦♠♣❛❝t ✸✳✷✳✽ P♦✉r ❛••❡r ✭•é❣èr❡♠❡♥t✮ ✈❡rs ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❉✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ |❡♠❛rq✉❡ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦r♦••❛✐r❡✿ ▲❡♠♠❡ ✺✹ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❙♦✐t a ∈ A t❡• q✉❡ a ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡✳ ❆•♦rs •❛ s✉✐t❡ n → a n ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs •❡♠♠❡s ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é q✉✬✐• ❡①✐st❡ n s✉♣❡r❣r❛♥❞ t❡• q✉❡ a n ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❙♦✐t p ≥ n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❆•♦rs a p ❡st ✉♥ ♠✉•t✐♣•❡ ❞✉ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 q✉✬❡st a n ❞♦♥❝ ❡st •✉✐✲♠ê♠❡ s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❞✬❛♣rès •❡ ♣r❡♠✐❡r •❡♠♠❡ ▲❡s ✏✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐ts✑ ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉❄ ▲❡♠♠❡ ✺✺ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✜♥✐ F ❞✬é•é♠❡♥ts ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡s t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t✱ s✐ t ❞✐✈✐s❡ t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ F ❡t ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❛•♦rs •✬✐❞é❛• ♠❛①✐♠❛• ❞❡ •✬❛♥♥❡❛✉ ❡st (t)✱ ✐❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♠✉•t✐♣•❡s ❞❡ t ❙♦✐t t ✉♥ é•é♠❡♥t ❞❡ A q✉✐ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❡t t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a st❛♥❞❛r❞✱ s✐ a ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❛•♦rs t ❞✐✈✐s❡ a✳ ❙♦✐t b ✉♥ é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ t ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ b ✭❝♦♠♣❛❝✐té✮✳ ❊❝r✐✈♦♥s t = b + e ❛✈❡❝ e s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❆•♦rs b ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜•❡✱ s✐♥♦♥ t •❡ s❡r❛✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t r t❡• q✉❡ rb = 1✳ ❆•♦rs r(b + e) = 1 + re ❡t ❝♦♠♠❡ re ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❞♦♥❝ 1 + re ✐♥✈❡rs✐❜•❡✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■• ❡①✐st❡ k t❡• q✉❡ b = kt = kb + ke✳ ❉♦♥❝ (1 -k)b = ke q✉✐ ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❙♦✐t c st❛♥❞❛r❞ t❡• q✉❡ k ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ k✳ ❆•♦rs (1 -c)b = 0 ❞♦♥❝ c = 1 ♦✉ b = 0✳ ❙✐ c = 1 ❛•♦rs k ❡st ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❡t b t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ✉♥ é•é♠❡♥t ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❞✐✈✐s❡ t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡s st❛♥❞❛r❞s✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✐• ❡st st❛♥❞❛r❞✱ ✐• ❞✐✈✐s❡ t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ♥♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜•❡s✳ ❙✐ b = 0 ❛•♦rs t ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• é•é♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ ✐♥✈❡rs✐❜•❡ ❡st s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t •❛ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ s❛✉❢ s✐ A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ✸✳✷✳✾ |❡♠❛rq✉❡ ❋✐♥❛•❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝✉r✐❡✉① ❡st q✉✬♦♥ ❞♦✐t ❝❤❛♥❣❡r •❛ ♠✉•t✐♣•✐❝❛t✐♦♥ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡♥s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❇♦♦•❡✱ ♣♦✉rt❛♥t ♥♦♠❜r❡✉①✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ •✬✐♥té❣r✐té s❛♥s t♦♠❜❡r ❞❛♥s •❡ tr✐✈✐❛• ✭•❡ ❝♦r♣s F 2 ✮✳ ❈❛ ❞♦♥♥❡ ❡♥✈✐❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❞❡ ♣•✉s ♣rès •❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣✲❛❞✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s •❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❝❡ t❡①t❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ s✉r •❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ♠❡s✉r❛❜•❡ ❡st ❞✬êtr❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ s✉r •❡q✉❡• ❡①✐st❡ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛• κ✲❛❞❞✐t✐❢✳ ❯♥ ❡①❡♠♣•❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ♠❡s✉r❛❜•❡ ❡st ✳✳✳ ω✳ ▼❛✐s •❡ s✉✐✈❛♥t ❡st très ❣r❛♥❞✳ ❖♥ r❛♣♣❡••❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s •❡s q✉❡•q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡✛❡ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ •❛ s✉✐t❡ ❈▼ ❛❜rè❣❡ ❝❛r❞✐♥❛• ♠❡s✉r❛❜•❡ > ω✳ ✹✳✵✳✶✵ ❈❛r❞✐♥❛✉① ♠❡s✉r❛❜•❡s ▲❡ •❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st •❡ ❣r❛♥❞ ❝•❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✿ ▲❡♠♠❡ ✺✻ ❙♦✐t κ ✉♥ ❈▼✳ ■• ❡①✐st❡ s✉r κ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡••❡ ✉♥❡ ✏♥♦r♠❛•❡ ♠❡s✉r❡✑✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ W s✉r κ✱ ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛•✱ κ✲❛❞❞✐t✐❢✱ ♠❛✐s q✉✐ ❞❡ ♣•✉s ❛ •❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ f ∈ (κ → κ)✱ ✐• ❡①✐st❡ a ∈ κ t❡• q✉❡ {x ∈ κ | f (x) ≥ x ou f (x) = a} ∈ W ✳ ❛✈❡❝ •❡ ❝♦r♦••❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st ♣✉✐ss❛♥t ✭♥♦✉s •✬❛✈♦♥s ✉t✐•✐sé ❞❛♥s •❡s •❡♠♠❡s ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝t✐♦♥s✮✿ ▲❡♠♠❡ ✺✼ ❙♦✐t κ ✉♥ ❈▼ ❡t W ✉♥❡ ♥♦r♠❛•❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ss✉s✳ ❙♦✐t c ∈ κ ✉♥ ♦r❞✐♥❛• ❡t f ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✜♥✐❡s ❞❡ κ ❞❛♥s c✳ ❆•♦rs ✐• ❡①✐st❡ φ ∈ (N → c) ❡t A ∈ W t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ✜♥✐❡ G ❞❡ A : f (G) = φ(card(G)) ▲✬❡♥s❡♠❜•❡ A ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡•é ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜•❡s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ f ✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✏❈▼✑ ❡st étr❛♥❣❡ à ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s •❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡••❡ é✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✭❞✬✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ t❡• q✉❡ ❜•❛❜•❛✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣•✉s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ ✏♣•✉s ♣✉r❡✑ ♠❛✐s ♠♦✐♥s ✏é✈♦❝❛tr✐❝❡✑ ❞❡ t♦✉t ç❛✳ ❙♦✐t a, b, c tr♦✐s ❝❛r❞✐♥❛✉①✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✽ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✐• s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜•❡ E ❡t t♦✉t❡ ❡♥s❡♠❜•❡ D ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ E✿ s✐ ∀X ∈ D : card(X) ≤ a ❡t ∩(D) ❡st ✐♥❝•✉s ❞❛♥s ✉♥ s✐♥❣•❡t♦♥ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐① f s✉r P (E)✱ ✐• ❡①✐st❡ L ⊆ D ❛✈❡❝ card(L) < b ❡t E = {x ∈ E | ∃X ∈ L : x ∈ f (X)} ❛•♦rs ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ M ❞❡ D t❡••❡ q✉❡ E = {x ∈ E | ∃X ∈ L : x ∈ cap(X)} ❡t card(M ) < c ✷✼ ✷✽ ❈❍❆P❚❊| ✹✳ ❆PP❊◆❉■❈❊ ❙❯| ▲❊❙ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊❙ •|❆◆❉❙ ❈❆|❉■◆❆❯❳ ❯♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡t ♥❛✐✈❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a, b✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ c ♣❛s tr♦♣ ❣r♦s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡ ♠❛•♦ré ♣❛r max(a b , b a ) t❡• q✉❡ (a, b, c) ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✳ ✏❍é•❛s✑ ✭♦✉ ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✮✱ ✐• ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ c ❡①♣•♦s❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐ts a, b✿ ▲❡♠♠❡ ✺✾ ❙♦✐t κ •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❈▼✳ ❙♦✐t c < κ✳ ❆•♦rs (ω, ω, c) ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ (ω, ω, κ) ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❆ ❝❤❛q✉❡ ✉•tr❛✜•tr❡ ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛• U s✉r c✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s n → An(U ) ∈ U t❡••❡ q✉❡ ∩nAn(U ) ❡st ✈✐❞❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✉•tr❛✜•tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛• Wa := {X ∈ P (E) | a ∈ X}✱ ♦♥ ♣♦s❡ An(Wa) := {a}✳ ❙♦✐t U → n(U ) ∈ N✳ ■• ❡①✐st❡ ❛•♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✜♥✐ F t❡• q✉❡ ∀i ∈ c∃U ∈ F : i ∈ A n(U ) ✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ card(E) ≥ κ✳ ❙♦✐t W ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛• ❡t st❛❜•❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜•❡s s✉r E✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜•❡ D ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ E ❞♦♥t •✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❝•✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ s✐♥❣•❡t♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r f (D) ∈ D t❡• q✉❡ f (D) / ∈ W ✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ •❛ κ✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ W ✱ ✐• ♥✬❡①✐st❡ ❛•♦rs ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜•❡ T ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à κ t❡• q✉❡ ∀x ∈ E∃D ∈ T : x ∈ f (D)✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ •❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ♠❡s✉r❛❜•❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣•✉s ✏❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✑ q✉❡ •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉t✐•✐s❛♥t ❞❡s ✉•tr❛✜•tr❡s ❡t s✬ét❡♥❞ t❡• q✉❡• ❡♥ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❞♦♥♥❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✵ ❙♦✐t a, b ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ✐♥✜♥✐s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❈▼ q✉✐ ❡st > a, b ❡st •❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛r❞✐♥❛• κ t❡• q✉❡ (a, b, κ) ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ▲❡s s❡✉•s ❝❛r❞✐♥❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ •❡s ♣r♦❝é❞és ✉s✉❡•s ❞❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ s❡♠❜•❡♥t êtr❡ •❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❞♦♥t •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐t✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✶ ❯♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ ❡st ❞✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜•❡ E ❡t t♦✉t ✜•tr❡ F q✉✐ ❡st κ✲❛❞❞✐t✐❢ s✉r E ❛❞♠❡t ✉♥ ♣r♦•♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ κ✲❛❞❞✐t✐❢ s✉r E ▲❡✉r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ❡✉① ❞❡ •❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❛✈❡❝ •❡ ✜♥✐ ❡t ω✳ ▲❡s •❡♠♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t •✬✐••✉str❡♥t✳ ❈❡ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❡①❡♠♣•❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞❡✈✐♥❡ ❞❡rr✐èr❡ •❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛•✳ ▲❡♠♠❡ ✻✷ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❡t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ E ❛②❛♥t •❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡s✿ t♦✉t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ E ♣❛r ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ T ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à κ✳ ❙♦✐t S •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ré✉♥✐♦♥s q✉❡•❝♦♥q✉❡s ❞✬❡♥s❡♠❜•❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬é•é♠❡♥

  ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♦❜•❡ts ✉s✉❡•s ✼

  ét✉❞✐♦♥s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s s♦♥t ❡♥✈♦②és ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉r ❞❡s ♦❜•❡ts ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡s✳ ■• ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ •❛ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❢❛✐t✱ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s é♠❡r❣❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♠♣•é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ •❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ✧❁❢❛✐t ❞✐s♣❛r❛✐tr❡✧❃ •❡s ✐❞é❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❛✣r♠❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛••♦♥s •❡ ✈♦✐r✿ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ✐• ② ❛ éq✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❡♥tr❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à •✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡t t❡♥❞❛♥❝❡ à •❛ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✳ ❈❡•❛ ❝♦♠♣•èt❡ •❡ ❝é•è❜r❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❛rt✐♥✐❡♥ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ♥♦❡t❤ér✐❡♥✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛✉ss✐ ✭❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥✶ ♥♦✉s ♥✬❡♥

  r♦❣r❛♠❛t✐q✉❡ ✭✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❊❙❚ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ✧❁tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s q✉✐ s❡r❛ ♣ré❝✐sé •❡s ♦r❞✐♥❛✉① ❡♥ ♣♦✐♥t❡✉rs ♦r❞♦♥♥és✱ ♦r❞r❡ q✉✐ ♥❡ s❡ ❜r✐s❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ✺ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❊✛❡ts ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♦❜•❡ts ✉s✉❡•s ✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s s✐❣♥❛•♦♥s ❞❡s ✏♣❡t✐ts ❡✛❡ts✑ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉① s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛•❣é❜r✐q✉❡s

  ts ❞❡ T ✱ ♦ù ✏♣❡t✐t✑ ✈❡✉t ❞✐r❡ ✏❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• < κ✳ ❆•♦rs S ❡st ✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡✱ t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ κ ♦✉✈❡rts ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❡t t♦✉t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ E ♣❛r ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ S ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à κ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s •❡ ❝❛s ✜♥✐✱ s✐ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ A ❛ ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡t ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ✭t♦✉s ❞❡✉① < κ s✉♣♣♦sé ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t✮ ❡t s✐ ♦♥ ♠✉♥✐t A ❞✬✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ q✉✐ té♠♦✐❣♥❡ ♣♦✉r s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ❛•♦rs q✉✐tt❡ à ❝•ôt✉r❡r ♣❛r •❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ κ ♦✉✈❡rts✱ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A s❡r♦♥t ❢❡r♠és s❛♥s q✉❡ ç❛ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ tr♦♣ s❡s ✐♥❞✐❝és ✭✐•s r❡st❡r♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à κ✮ ❖♥ é❝r✐t ❝❡•❛ ❞❛♥s ✉♥ •❡♠♠❡ r✐❣♦✉r❡✉①✿ ▲❡♠♠❡ ✻✸ ❙♦✐t κ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❡t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡ T ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té < κ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ A ❛ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té < κ✳ ❆•♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛❣r❛♥❞✐r s❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ T ❡♥ ✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ T ′ t❡••❡ q✉❡ •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ A r❡st❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ T ′ r❡st❡ < κ✱ t♦✉t❡s •❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ κ ❡♥s❡♠❜•❡s T ′ ✲♦✉✈❡rts ❡st ✉♥ T ′ ✲♦✉✈❡rt ❡t ❞❡ ♣•✉s✱ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A s♦♥t ❢❡r♠és ♣♦✉r T ′ Pr❡✉✈❡✿ s♦✐t T ′ •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r •❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ κ é•é♠❡♥ts ❞❡ T ✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ •❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❛♥❛•②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ T ′ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s κ✱ ❡t s♦✐t i ∈ κ → R i ✉♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ T ′ q✉✐ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛•✐té s✉♣♣♦s❡r q✉❡ •❡s ❝❤❛q✉❡ R i ❡st ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ ∩ j∈S(i) U (i, j) ♦ù •❡s U (i, j) ∈ T ❡t ❝❤❛q✉❡ card(S(i)) < κ✳ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ W q✉✐ ❡st κ✲❛❞❞✐t✐❢ ❡t t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ κ : R i / ∈ W ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ f ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ κ t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ κ : U (i, f (i)) / ∈ W ❡t f (i) ∈ S(i) ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ •❛✐ss❡ ❛✉ •❡❝t❡✉r •❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ t♦✉s •❡s ✐❞é❛✉① s♦♥t T ′ ✲❢❡r♠és✳ ❙♦✐t J ✉♥ ✐❞é❛• ❞❡ A✳ ❙♦♥ ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✱ ❡♥tr❛î♥❡ •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ µ < κ ❡t i ∈ µ → e i ∈ J q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ J✳ ❙♦✐t a st❛♥❞❛r❞ ❡t x 1 e 1 + .. + xnen s✉♣❡r♣r♦❝❤❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ T ′ ❞❡ a✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ n ❡st st❛♥❞❛r❞ à ❝❛✉s❡ ❞❡ •❛ κ✲❛❞❞✐t✐✈✐té✳ ▲❡ ❢❛✐❜•❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡♥tr❛î♥❡ •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ u 1 , .., un q✉✐ s♦♥t s✉♣❡r♣r♦❝❤❡s ❞❡ x 1 , .., xn ❛✉ s❡♥s ❞❡ T ′ ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ a = u 1 e 1 + .. + unen ❞✬♦ù a ∈ J ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s •❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❛①✐♦♠❡s ✏❡①♦t✐q✉❡s✑ ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ✹✳✶ ❆①✐♦♠❡s ♦✉ ❝♦♥•❡❝t✉r❡s ✹✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❛t♦♠✐s❛♥t ❯♥ s❡①t✉♣•❡t (E, T, F, a, κ, R, A) ❡st ❛♣♣❡•é ✉♥ rè✈❡ q✉❛♥❞ (E, T ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡ sé♣❛ré✱ F ❡st ✉♥ ✜•tr❡ κ✲❛❞❞✐t✐❢ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s •❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ a ∈ E ❡t R ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s T ✲❢❡r♠é❡s ❞❡ E ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣•✉s ♣❡t✐t q✉❡ κ✱ st❛❜•❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s q✉❡•❝♦♥q✉❡s ❡t R ∋ A / ∈ F ✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✹ ❯♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ ❡st ❞✐t ❛t♦♠✐s❛♥t q✉❛♥❞ ✐• ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❡t q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t rè✈❡ (E, T, F, a, κ, R, A)✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ W ⊇ F s✉r E q✉✐ ❡st κ✲❛❞❞✐t✐❢ ❡t B ∈ R \ W t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ f ∈ E → E✱ t♦✉t X ∈ R✱ s✐ W ′ := image(f, W ) ⊇ F ❡t X ⊇ B✱ s✐ X = B ❛•♦rs B ∈ W ′ ❖♥ ✐❣♥♦r❡ •❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ •✬❛①✐♦♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ ❆①✐♦♠❡✲❝♦♥•❡❝t✉r❡ ✻✺ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ κ > a t❡• q✉❡ κ ❡st ❛t♦♠✐s❛♥t ✹✳✶✳✷ |❡•❛t✐✈✐s❛t✐♦♥ ❈❡t ❛①✐♦♠❡ ♥✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛r❛♠étr❡r ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t •❛ ❝•❛ss❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦•♦❣✐q✉❡s ❛✉t♦r✐sés✿ s♦✐t C ✉♥❡ ❝♦••❡❝t✐♦♥ ❞✬❡s❛♣❝❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡✳ ❯♥ s❡①t✉♣•❡t (E, T, F, a, κ, R, A) ❡st ❛♣♣❡•é ✉♥ C✲rè✈❡ q✉❛♥❞ (E, T ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡ sé♣❛ré✱ F ❡st ✉♥ ✜•tr❡ κ✲❛❞❞✐t✐❢ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s •❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ a ∈ E ❡t R ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s T ✲❢❡r♠é❡s ❞❡ E ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣•✉s ♣❡t✐t q✉❡ κ✱ st❛❜•❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s q✉❡•❝♦♥q✉❡s ❡t R ∋ A / ∈ F ✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✻ ❯♥ ❝❛r❞✐♥❛• κ ❡st ❞✐t C✲❛t♦♠✐s❛♥t q✉❛♥❞ ✐• ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❡t q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t C✲rè✈❡ (E, T, F, a, κ, R, A)✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ W ⊇ F s✉r E q✉✐ ❡st κ✲❛❞❞✐t✐❢ ❡t B ∈ R \ W t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ f ∈ E → E✱ t♦✉t X ∈ R✱ s✐ W ′ := image(f, W ) ⊇ F ❡t X ⊇ B✱ s✐ X = B ❛•♦rs B ∈ W ′ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ •❡s C✲❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts✿ ❆①✐♦♠❡✲❝♦♥•❡❝t✉r❡ ✻✼ P♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ κ > a t❡• q✉❡ κ ❡st C✲❛t♦♠✐s❛♥t ▲❡s ❞❡✉① ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞❡s ❝♦♥•❡❝t✉r❡s q✉✐ ✈♦♥t ❞❛♥s •❡ s❡♥s ❞❡s rés✉•t❛ts ❝♦♥st❛tés s✉r •❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡t q✉❡•q✉❡s ❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s✿ ✸✵ ❈❍❆P❚❊| ✹✳ ❆PP❊◆❉■❈❊ ❙❯| ▲❊❙ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊❙ •|❆◆❉❙ ❈❆|❉■◆❆❯❳ ✹✳✶✳✸ ❉❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ✈❡rs ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✽ ❙♦✐t κ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛•✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐• ❡st étr♦✐t q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜•❡ ♦r❞♦♥♥é E ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st ≥ κ ❡t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛✐♥✐té ❡st < κ✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ❞❡ E ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st ≥ κ ❡t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛✐♥✐té ❡st ≤ ω ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♣•✉s sé✈èr❡✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✾ ❙♦✐t κ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛•✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐• ❡st s✉♣❡rétr♦✐t q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜•❡ ♦r❞♦♥♥é E ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st ≥ κ ❡t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡st < κ✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ κ ♣❛rt✐❡s S ❞❡ E ❞♦♥t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❡st ≥ κ ❡t •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❡st ≤ ω ❖♥ ❢♦r♠✉•❡ ❛•♦rs •❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✭♦♥ ♠❡t t♦✉t ❞❛♥s ✉♥ s❡✉• é♥♦♥❝é✮✿ ❆①✐♦♠❡✲❝♦♥•❡❝t✉r❡ ✼✵ ▲❛ ❝♦••❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① étr♦✐ts ✭r❡s♣ s✉♣❡rétr♦✐ts✮ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✹✳✶✳✹ ❈♦♥•❡❝t✉r❡ ❛•❣é❜r✐q✉❡ ❆♣♣❡•♦♥s str✉❝t✉r❡ ❛•❣é❜r✐q✉❡ t♦♣♦•♦❣✐q✉❡ •❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ tr✐♣•❡t S := (E, R, T ) t❡• q✉❡ R ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ E N ❞❛♥s E✱ T ❡st ✉♥❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ sé♣❛ré❡ s✉r E ❡t t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ R s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉s ✭♣♦✉r •❛ t♦♣♦•♦❣✐❡ ♣r♦✲ ❞✉✐t✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ φ ❞❡ E ❞❛♥s E q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ •❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ R✱ ✐❡ t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ R ❡t t♦✉t❡ s✉✐t❡ u ∈ E N : φ(f (u)) = f (u • φ)✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ✐❞é❛• ❞❡ S ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E 2 ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ {(x, y) 2 | φ(x) = φ(y)} ♦ù φ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S ◆♦t♦♥s✿ • compacite(S) •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛• a t❡• q✉❡ t♦✉t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ❞❡ E ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• < a • noetherien(S) •✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té ❞❡ (E, Ideaux(E)) ❡♥ t❛♥t q✉✬❡s♣❛❝❡✲❝❛✐••♦✉ • artinien(S) •✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ❞❡ (E, Ideaux(E)) ❡♥ t❛♥t q✉✬❡s♣❛❝❡✲❝❛✐••♦✉ • verbage(S) •❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❞❡ R • monotonie(S) ❡st •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❡♥tr❡ noetherien(S) ❡t artinien(S) • bilan(S) ❡st •❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ compacite(S); monotonie(S); verbage(S) ◆♦✉s ❝♦♥•❡❝t✉r♦♥s q✉❡ •✬❛①✐♦♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✿ ❆①✐♦♠❡✲❝♦♥•❡❝t✉r❡ ✼✶ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛• a✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• b t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❛•❣é❜r✐q✉❡ S := (E, R, T )✱ s✐ bilan(S) ≤ a ❛•♦rs card(E) ≤ b