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✹✳✵✳✺ ❚❤é♦rè♠❡s ♠✐♥✲♠❛① ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✹✳✵✳✻ ❘❡♠❛rq✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✹✳✶ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❡st ✐♥♦✛❡♥s✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ✧❁t❛r❣❡t t❤❡♦r❡♠s✧❃ ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✶✾✾✾ ❛✉ ❈❘❆❙✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧❡

❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ t❛r❣❡t ❡t ❧✬ét❡r♥✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s

é♠❡r❣❡❛♥t ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❛❜str❛✐ts q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❖♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤s à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs

✶✳✶ ●❛♠❡✲ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✈s s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❙♦✐t S1, S2,M tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮ ❡t match ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ S1 × S2 ❞❛♥s M ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ▲❡ tr✐♣❧❡t (S1, S2,M) s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❝♦✉r ❞❡s ❥❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✿

• ♠❛t❝❤ ❡st ❞✐t❡ ✧ré❛❝t✐✈❡✧ q✉❛♥❞✿ ♣♦✉r t♦✉s x, y, u, v, p : p = match(x, y) = match(u, v) ❂❃ match(x, v) =

match(u, y) = p

• ♠❛t❝❤ ❡st ❞✐t❡ ✧❞ét❡r♠✐♥é❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❆ ❞❡ ▼✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ S1 : ∀y ∈ S2 : match(x, y) ∈ A

♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ S2 : ∀y ∈ S1 : match(y, x) /∈ A

• ♠❛t❝❤ ❡st ❞✐t❡ ✧s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥é❡✧ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❧❧❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ S1 ❞❛♥s S2 ❡t ❞❡ S2

❞❛♥s S1 ✐❧ ❡①✐st❡ (x, y) ∈ S1 × S2 t❡❧ q✉❡ match(x, f(x)) = match(g(y), y) = match(x, y)

▲❡♠♠❡ ✷ ✭❛✮✿ t♦✉t❡ ❝♦✉r ❞❡s ❥❡✉① s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡

❈❡ ❧❡♠♠❡ ❛✣r♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ✏s✉♣ér✐♦r✐té✑ ❞✉ r❡❣❛r❞ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡ r❡❣❛r❞ ✏❜✐♥❛✐r❡ ❣❛❣♥❡r✴♣❡r❞r❡✑✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡

s✉✐✈❛♥t ré✉♥✐✜❡✿

▲❡♠♠❡ ✸ ✭❜✮✿ t♦✉t❡ ❝♦✉r ❞❡s ❥❡✉① ré❛❝t✐✈❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡st s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥é❡

✶✳✷ ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❧❡♠♠❡s

✶✳✷✳✶ ❧❡♠♠❡ ✭❛✮

✭✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮✿s♦✐t ❆ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ▼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S1 ✐❧ ❡①✐st❡ f(x) ∈ S2 : match(x, y) /∈ A ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

♣♦✉r t♦✉t x ∈ S2 ✐❧ ❡①✐st❡ g(x) ∈ S1 : match(g(x), x) ∈ A ▲❛ s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❛✐♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ (x, y) ∈ S1 × S2 t❡❧ q✉❡

match(x, f(x)) = match(g(y), y) ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❆ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♥♦♥✳

✶✳✷✳✷ ❧❡♠♠❡ ✭❜✮

✭✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✮✿ s♦✐t ❢✱❣ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ✭❜✮✳ ❙♦✐t A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts match(g(x), x) q✉❛♥❞ x ♣❛r❝♦✉rt S2✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t e ∈ S1 t❡❧ q✉❡ ∀y ∈ S2 : match(e, y) ∈ A ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r match(e, f(e)) ∈ A ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ S2 t❡❧ q✉❡

match(e, f(e)) = match(g(u), u)✳ ❊t ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♠❛t❝❤ ❡♥tr❛✐♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ match(e, f(e)) = match(g(u), u) = match(e, u)

✺



✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❖P➱❘❆❚■❖◆❙ ▼❆❚❈❍❙ ➚ ❉❊❯❳ ❏❖❯❊❯❘❙

✶✳✷✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❤❛❜✐t✉❡❧s

❚♦✉s ❧❡s ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡✱ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs✱ ❞é✜♥✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

s♦♥t ❞❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❥❡✉① ré❛❝t✐✈❡

✶✳✸ P❤é♥♦♠è♥❡s ✧t❛r❣ét✐❡♥s✧ ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤s C := (S1, S2,M1 ×M2,match) ♣r❡sq✉❡ ❣é♥ér❛❧❡s✳ ▲❡✉r

♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛t❝❤ s❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✧❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥t✐♠❡✧

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉❡✉r✳

P♦✉r (x1, x2) = match(a, b) ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s matchi(a, b) := xi

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s✿

• ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❈ ❡st s❝✐♥❞é❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ S1✱ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ S2 match1(a, b) = x ❡t

♣♦✉r t♦✉t x ∈M2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ S2✱ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ S1 match2(a, b) = x

• ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❈ ❡st ♣s❡✉❞♦❝♦♠♣❛❝t à ❣❛✉❝❤❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts an ❞❡ S1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡

❞✬é❧é♠❡♥ts bn ❞❡ S2 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥✿ match2(an, bn) = match1(an+1, bn+1)

• ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❈ ❡st ♣s❡✉❞♦❝♦♠♣❛❝t à ❞r♦✐t❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts an ❞❡ S2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡

❞✬é❧é♠❡♥ts bn ❞❡ S1 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥✿ match2(bn, an) = match1(bn+1, an+1)

• ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❈ ❡st s②♠étr✐q✉❡ q✉❛♥❞ M1 = M2 =: N ❡t S1 = S2 =: ❡t ∀(x, y) ∈ S2 : match(x, y) =

p(match(y, x)) ♦ù p(x, y) := (y, x) ♣♦✉r t♦✉t ①✱② ❞❛♥s ◆✳

• ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❈ ❡st ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ q✉❛♥❞✿ ♣♦✉r t♦✉s a, b ❞❛♥s S1 ✐❧ ❡①✐st❡ c ∈ S1 ♣♦✉r t♦✉s ✉✱✈ ❞❛♥s

S2✱ ♣♦✉r t♦✉s ①✱②✱③✿ s✐ ♠❛t❝❤✭❛✱✉✮ ❂✭①✱②✮ ❡t ♠❛t❝❤✭❜✱✈✮❂✭②✱③✮ ❛❧♦rs ♠❛t❝❤✭❝✱✈✮❂✭①✱③✮

▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬✉❧tr❛✜❧tr❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉❧tr❛✜❧tr❡s q✉✐ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ é♠❡r❣❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❥❡✉ ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❙♦✐t ❈✿❂(S, S,M ×M,match) ✉♥❡ ❝♦✉r ❞❡ ❥❡✉ ♣s❡✉❞♦❝♦♠♣❛❝t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à
❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❞ét❡r♠✐♥é❡ s♦✐t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ M ❞❛♥s N

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n ✈ér✐✜❛♥t✿

✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ S1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ S2✱ ♣♦✉r t♦✉s x, y : s✐ match(a, b) = (x, y) ❛❧♦rs f(x) > f(y) ♦✉ f(x) =

f(y) = n

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦❝♦♠♣❛❝✐té ✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ♣❛r

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té

■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t très ♣r♦❣r❡ss✐❢ q✉✐

✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s ♦r❞r❡s t♦t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ❝♦♥t❡①t❡

❆✈❛♥t ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✧❜r✉t❛❧❡✧✿
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✶✳✸✳✷ Pr❡✉✈❡ ❜r✉t❛❧❡

❙♦✐t ❥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s N t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r ❥✳ ❙♦✐t A(n) ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ M×M ❝♦♥st✐t✉é❡

❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) t❡❧s q✉❡ f(x) > f(y) ♦✉ f(x) = f(y) = j(n)

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ bn ∈ S2 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ S1 : match(a, bn) /∈ An ❙♦✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ an ∈ S1 t❡❧❧❡ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t ♥✿

match1(an, bn) = match2(a(n+ 1), b(n+ 1))

P♦s♦♥s u(n) := match2(an, bn)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N : match(an, bn) = (u(n+ 1), u(n)) /∈ A(n)✱ ❞♦♥❝ f(u(n+ 1)) ≤ f(u(n)) ✭✶✮ ❡t

non(f(u(n+ 1)) = f(u(n)) = j(n)) ✭✷✮

▲❛ s✉✐t❡ n 7→ f(u(n)) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✈✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳ ❙♦✐t ♥ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ t❡❧ q✉❡

j(n) = v✳ ❈❡❧❛ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✷✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡t ✭❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮ ✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈ S1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ S2 : match(a, b) ∈ An

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡♥t✐❡r j(n) ✉♥ ✧t❛r❣❡t✧ ❞❡ ❢✳

▼♦♥tr♦♥s s♦♥ ✉♥✐❝✐té✿ s♦✐t ❞♦♥❝ ✉✱✈ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S1 té♠♦✐❣♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✭❞✐✛ér❡♥ts✮ ①✱② s♦✐❡♥t ❞❡s t❛r❣❡ts ❛tt❛❝❤és à ❢✳ ▲❛

❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ S1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ S2✱ ♣♦✉r t♦✉s ①✱②✿ s✐ match(w, b) = (x, y) ❛❧♦rs f(x) > f(y)✳ ▲❛ ♣s❡✉❞♦

❝♦♠♣❛❝✐té à ❞r♦✐t❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ bn ∈ S2 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥✿ match1(w, b(n)) = match2(w, b(n+1)) ❝❡ q✉✐

❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ yn := match1(w, b(n)) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❢♦r❝é♠❡♥t f(yn) > f(yn+1)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

❊♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠♦✐♥s ❜r✉t❛❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♠✐❡✉① ❝❡ q✉✐ ❡st s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ✧❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡✧

❈✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥❢♦♥❞é ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉r N ❛ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✭❡①✐st❡♥❝❡

❡t ✉♥✐❝✐té✮ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ N ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❛ ❛✉ss✐ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧

❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♥✐ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✱ ♥✐ ❜❡s♦✐♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ♥♦✉s

♠♦❞✐✜♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r ❞❡ ❥❡✉✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❙♦✐t ❊ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t S1, S2 ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ P (E2)✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t T := (S1, S2, E) s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ✉♥ ✧❡s♣❛❝❡
❞❡ ❥❡✉✧

▲❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❥❡✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ∀X ∈ S1, ∀Y ∈ S2 : X ∩Y ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡

✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r {match(X,Y )} = X ∩ Y

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❝✬❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✧q✉✐ ❣❛❣♥❡✧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r

❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Si ❡t ♣♦✉r t♦✉t X ∈ Si ❡t Y ⊇ X : Y ∈ Si

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s é♠❡r❣❡♥t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❞❡

❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❛❝✐té✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ (F,≤) t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤ ❞❡ E ❞❛♥s F ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ F ✱ ♥♦✉s

♥♦t♦♥s A(i) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (x, y) ∈ E2 t❡❧s q✉❡ h(y) > h(x) ♦✉ h(y) = h(x) = i

◆♦t♦♥s D ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (x, y) t❡❧s q✉❡ h(y) > h(x)

• ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A(i) ❡t A(j) s♦✐❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S2✳ ◆♦t♦♥s B := A(j)oA(i)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (x, y) t❡❧s

q✉❡ ∃z : [(x, z) ∈ A(i) ❡t (z, y) ∈ A(j)]✳
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• ❙♦✐t (x, y) ∈ B ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ B ∈ S2✳ s♦✐t z t❡❧ q✉❡ [(x, z) ∈ A(i) ❡t (z, y) ∈ A(j)] ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ i 6= j✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r

q✉❡ h(x) = h(y) = h(z) = i = j ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ h(y) > h(x) ❡t q✉❡ B ⊆ D

■♥t❡rr♦♠♣♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❚ ❡st ❞✐t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ q✉❛♥❞ ∀(X,Y ) ∈ S2 : XoY ∈ S2

• s♦✐t R ⊆ E2✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (x, y) ∈ E2 t❡❧s q✉❡ E2 \ sym(R) = (y, x) /∈ R ❡st ♥♦té R−

• ❚ s❡r❛ ❞✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ q✉❛♥❞ ∀R ∈ P (E2) : [R ∈ S1 ♦✉ E2 \R ∈ S2]

• ❚ ❡st ❞✐t❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ q✉❛♥❞ ∀X ∈ P (E2) s✐ R ∈ S1 ❛❧♦rs sym(R) ∈ S2

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✿

• P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❚ ❡st ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t s✐ D /∈ S2 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❆❯ P▲❯❙ ✉♥ i ∈ F t❡❧ q✉❡ A(i) ∈ S2✳

• ❙♦✐t X ⊆ F ✳ ◆♦t♦♥s AA(X) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ∈ E2 t❡❧s q✉❡ h(y) > h(x) ♦✉ h(y) = h(x) ∈ X✳

• ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ AA(X) ∈ S2 ❡t AA(Y ) ∈ S2✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ✭✶✮ ❞♦♥♥❡ q✉❡ s✐ ❚ ❡st ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❛❧♦rs

AA(X ∩ Y ) ∈ S2✳

• ◆♦t♦♥s L ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X ∈ P (F ) t❡❧s q✉❡ AA(X) ∈ S2✳ ❆❧♦rs ✭✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❚ ❡st ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❛❧♦rs L ❡st ✜❧tr❛♥t✳

• ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ AA(X) /∈ S2✳ ❙✐ ❚ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛❧♦rs E2 − (AA(X)) ∈ S1✳ ❊t ❞♦♥❝ s✐ ❚ ❡st s②♠étr✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ AA(X)− ∈ S2✳

• ❙♦✐t ❞♦♥❝ (x, y) ∈ AA(X)−✳ ❆❧♦rs h(y) ≥ h(x) ❡t non(h(x) = h(y)) ∈ X✳ ❊t ❞♦♥❝ h(y) > h(x) ♦✉ h(x) = h(y) ∈ F −X

• ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ s✐ AA(X) /∈ S2 ❛❧♦rs AA(F −X) ∈ S2

• ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ q✉❡ s✐ ❚ ❡st s②♠étr✐q✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❛❧♦rs L ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t

❞é❣é♥éré✱ ✐❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t L = P (F ) ✮

• ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ∅ /∈ L ❡t q✉❡ t♦✉t ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r L s♦✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ v ∈ F t❡❧ q✉❡ AA({v}) ∈ S2

✶✳✹ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✽ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ✭❛✈❡❝ ❩❋✮ q✉❡ t♦✉t ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r N ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧

✶✳✺ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✭t❛r❣❡t✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ t❡❧s q✉✬✐❧s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s✳ ◆♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉rt♦✉t s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ω✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t s❡r♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❛①✐♦♠❡s✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s s❡r♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥ts ❡st

ZF + AD✱ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛❞r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ZFC✱ ❣❛r❞❡♥t ✉♥❡ s❛✈❡✉r ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st

✐♥tr♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

✶✳✻ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω

❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙♦✐t (A,≤) ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ A q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ♥✬❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✮ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳ ❙♦✐t B ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❝♦r❡ ✭s✉r (E,A)✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ EN ❞❛♥s A❀

❙♦✐t φ ✉♥ s❝♦r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ G(A,B, φ) ❧❡ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t✿



✶✳✻✳ ▲❊ ❈❆❙ ❉❊❙ ❏❊❯❳ ❉❊ ▲❖◆●❯❊❯❘ ω ✾

• ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ [a1, b1, a2, b2, ...]✳

❈✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❆❧✐❝❡ q✉✐ ❥♦✉❡ s♦♥ ai ❛✈❛♥t q✉❡ ❜♦❜ ♥❡ ❥♦✉❡ s♦♥ bi

• ❙✐ φ(a) > φ(b) ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❙✐ φ(b) > φ(a) ❛❧♦rs ❇♦❜ ❡st ❞é❝❧❛ré ❣❛❣♥❛♥t✳ ❙✐ v := φ(a) =

φ(b) ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ v /∈ B ❡t s✐♥♦♥ ❝✬❡st ❇♦❜ q✉✐ ❡st ❞é❝❧❛ré ❣❛❣♥❛♥t

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t H(A, φ, n) ❡st très ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳

• ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ [a1, b1, a2, b2, ...]✳

❈✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❆❧✐❝❡ q✉✐ ❥♦✉❡ s♦♥ ai ❛✈❛♥t q✉❡ ❜♦❜ ♥❡ ❥♦✉❡ s♦♥ bi✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❯◆❊ ❙❊❯▲❊ ❋❖■❙✱ à

❧✬ét❛♣❡ n✱ ♦ù ❆❧✐❝❡ ❛tt❡♥❞ q✉❡ Bob ❛✐t ❥♦✉é s♦♥ bn ❆❱❆◆❚ ❞❡ ❥♦✉❡r s♦♥ an✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ss✐st❡ ❞❛♥s

❧✬♦r❞r❡ à✿ a0, b0, ...., an−1, bn−1, bn, an, an+1, bn+1, ...✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞✬✉s❛❣❡ q✉❛♥❞ n = 0✳

• ❙✐ φ(a) > φ(b) ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝✬❡st ❇♦❜ q✉✐ ❡st ❞é❝❧❛ré ❣❛❣♥❛♥t

▲✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❚❛r❣❡t t❤❡♦r❡♠s✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s AD(E)✳ s♦✐t φ ✉♥ s❝♦r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s B ⊆ A t❡❧s q✉❡ ❇♦❜ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r
❣❛❣♥❡r G(A,B, φ) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣r♦♣r❡W ✭✐❡W = P (A)✮✳
❙✐ E ❡st ✜♥✐✱ A ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ≤ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❛❧♦rs W ❡st ❢♦r❝♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ {z} q✉✐ s❡r❛
❛♣♣❡❧é ❧❡ t❛r❣❡t ❞❡ φ✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s AD(E)✳ ❙✐ W 6= P (A) ❛❧♦rs ∀X ∈W ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❛✉ ❥❡✉
G(A,A \X,φ)✳ ❙✐ W = P (A) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r p t❡❧ q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛✉ ❥❡✉ H(A, φ, p)✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧✬❡♥t✐❡r p ✉♥ ❜r❡❛❦♣♦✐♥t ❞❡ φ✳

▲❛ rè❣❧❡ s♣é❝✐❛❧❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❆❧✐❝❡ à ❥♦✉❡r s♦♥ ❝♦✉♣ ❛♣rès ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇♦❜ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥

♣❡✉ ♠♦✐♥s ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❇♦❜✿ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡ ❥❡✉ K(A, φ, n) s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

• ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✳ ❈✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❆❧✐❝❡ q✉✐ ❥♦✉❡ s♦♥ ai ❛✈❛♥t

q✉❡ ❇♦❜ ♥❡ ❥♦✉❡ s♦♥ bi✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❯◆❊ ❙❊❯▲❊ ❋❖■❙✱ à ❧✬ét❛♣❡ n✳ ❆ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥

❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (an, bn) ❡st ♣ré❝✐sé❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛ss✐st♦♥s ❞♦♥❝ à ❧❛ ♣❛rt✐❡✿ [a1, b1, a2, b2, ..., an−1, bn−1, (

♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à (an, bn)), an+1, bn+1, ...]

• ❊t❛♣❡ n✿ ❆❧✐❝❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (E,E,R) ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ré❣✉❧✐❡r

κ ✈ér✐✜❛♥t (E,E,R) ≤Tukey Dκ✳ ❈✬❡st ❡♥s✉✐t❡ ❇♦❜ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (an, bn) ♠❛✐s ✐❧ ❛ ❧❡ ❞❡✈♦✐r ❞❡ ❧❡ ❝❤♦✐s✐r

t❡❧ q✉❡ (an, bn) ∈ R✳

• ❙✐ φ(a) > φ(b) ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝✬❡st ❇♦❜ q✉✐ ❡st ❞é❝❧❛ré ❣❛❣♥❛♥t

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s♦♥t r♦❜✉st❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉r ❣❛❣♥❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ❥❡✉ q✉❛♥❞ ❧✬❛✉tr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬❡♠♣♦rt❡r



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❖P➱❘❆❚■❖◆❙ ▼❆❚❈❍❙ ➚ ❉❊❯❳ ❏❖❯❊❯❘❙

❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❙✐ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs s✐ E ❡st ✜♥✐ ♦✉ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥t✐❡r p t❡❧ q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
K(A, φ, p) ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X ❞❡ A t❡❧❧❡s q✉❡ Bob ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ❛✉ ❥❡✉ G(A,X, φ) ❡st ✉♥ ✜❧tr❡
♣r♦♣r❡ ✭❇♦❜ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡ ❛✉ ❥❡✉ G(A, ∅, φ)✮ st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✜❧✐❣r❛♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡sq✉❡ ❞❡✈✐♥❡r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❥❡✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r µ ♦ù µ ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥

♥♦t❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Eµ✳ ❙♦✐t φ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ M ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ (A,≤)✱ X ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ A ❡t C ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

❞❡ µ✳ ❖♥ ♥♦t❡ L(A,C,X, φ) ❧❡ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t✿

• ❙♦✐t i ∈ µ ✉♥❡ ✏ét❛♣❡✑✳ ❙✐ i ∈ C ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ ai ✭❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s a|i, b|i✮ ♣✉✐s ❇♦❜ ré♣♦♥❞ ♣❛r s♦♥ ❝♦✉♣

bi ✭❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ a|i, b|i, ai✮✳ ❙✐ i /∈ C ❛❧♦rs ❜♦❜ ❥♦✉❡ bi ✭❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s a|i, b|i✮ ♣✉✐s ❆❧✐❝❡ ré♣♦♥❞ ♣❛r

s♦♥ ❝♦✉♣ ai ✭❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ a|i, b|i, bi✮✳

• ❙✐ φ(a) > φ(b) ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡✳ ❙✐ φ(b) > φ(a) ❛❧♦rs ❇♦❜ ❣❛❣♥❡✳ ❙✐ v := φ(a) = φ(b) ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v ∈ X

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❥♦✉❡✉r ❣❛❣♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥ ❥❡✉ q✉❛♥❞ ✐❧ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r✳ ◗✉❛♥❞ s♦♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❣❛❣♥❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ A ❡st ✉♥ ❜♦♥

♦r❞r❡✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ • ❆❧✐❝❡ ♥❡ ❣❛❣♥❡ ❥❛♠❛✐s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t L(A, ∅, ∅, φ)

• ❙✐ ❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t L(A, µ,A, φ) ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X t❡❧s q✉❡ ❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t L(A, µ \X,A, φ) ❡st
✉♥ ✜❧tr❡ ♣r♦♣r❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s

• ❙✐ ❇♦❜ ♥❡ ❣❛❣♥❡ ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t L(A, µ,A, φ) ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X ❞❡ A t❡❧❧❡s q✉❡ ❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
L(A, µ,A \X,φ) ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ♣r♦♣r❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ AD(E) ❡t µ = ω ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ t♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

✶✳✻✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ♥❛t✉r❡❧

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❥❡✉ très ♥❛t✉r❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A = µ = ω1 ❡t E = N✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t φ(x) := ❧❡

♣r❡♠✐❡r i ∈ µ t❡❧ q✉❡ ∃j < i : x(j) = x(i)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t L(A, µ,A, φ) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X t❡❧ q✉❡ ❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❢♦rt❡♠❡♥t L(A, µ \X,A, φ)
❡st ❧❡ ✜❧tr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝❧✉❜s ❞❡ ω1 ✭❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ❜♦r♥és ❡t st❛❜❧❡s ♣❛r s✉♣ ❞✬♦r❞✐♥❛✉① ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✐♥s♣✐r❡♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡✿

✶✳✼ P❛s ❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s à ❧❛ ❢♦✐s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ✏ét❡r✲

♥❡❧❧❡✑

❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t S ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P (E2)✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ S ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ s✉r E✳ ❖♥ ♥♦t❡ X∗

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) t❡❧s q✉❡ (y, x) ∈ X ❡t X ◦ Y ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ z : (x, z) ∈ X

❡t (z, y) ∈ Y



✶✳✽✳ P❘❊❯❱❊ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ✶✶

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ S ❡st ❞✐t❡ ❝♦rr❡❝t❡ q✉❛♥❞ ∀X,Y ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ E2✱ s✐ X ∈ S ❡t X ⊆ Y ❛❧♦rs Y ∈ S

S ❡st ❞✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ q✉❛♥❞ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ E2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ X ∈ S t❡❧ q✉❡ X ⊆ A ♦✉ X∗ ⊆ E2 −A✳
S ❡st ❞✐t❡ s②♠étr✐q✉❡ q✉❛♥❞ ∀X ∈ S : X∗ ∈ S

S ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠♣❛❝t❛♥t❡ q✉❛♥❞ ∀n 7→ Xn, n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ u ∈ EN t❡❧❧❡ q✉❡ ∀n ∈ N : (un+1, un) ∈ Xn

S ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ◦

S ❡st ❞✐t❡ à ♣♦✐♥ts ✜①❡s q✉❛♥❞ ∀X ∈ S∃x ∈ E : (x, x) ∈ X

❙♦✐t φ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é L✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ s✉r E q✉✐

s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦rr❡❝t❡✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ à ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡t st❛❜❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ W ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ L t❡❧❧❡s q✉❡

t(A) := {(x, y) ∈ E2|φ(x) < φ(y) ♦✉ φ(x) = φ(y) ∈ A} ∈ S

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ W ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r L✳ ❙✐ L ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ❡t S ❡st ❝♦♠♣❛❝t❛♥t❡ ❛❧♦rs W ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡
st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s s✉r L ❡t ❞♦♥❝ s✐ L ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t ❛❧♦rs W ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉r L✳

✶✳✽ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

❙♦✐❡♥t A,B ❞❛♥s W ✳ ❙♦✐t (x, y) ∈ t(A) ◦ t(b)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ z t❡❧ q✉❡ (x, z) ∈ t(B) ❡t (z, y) ∈ t(A)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ φ(x) ≤ φ(z) ≤ φ(y)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v := φ(x) = φ(y)✳ ❆❧♦rs v = φ(z) ❡t ❞♦♥❝ v ∈ A ∩B✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ A ∩B ∈ W

❙✐ A /∈ W ❛❧♦rs t(A) /∈ S✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t X ∈ S t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (y, x) ❞❛♥s X : φ(x) ≥ φ(y) ❡t non(φ(x) = φ(y) ∈ A)✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ (y, x) ∈ X ❛❧♦rs φ(y) < φ(x) ♦✉ φ(y) = φ(x) ∈ L \ A✳ ❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞✐r❡ q✉❡ t(L \ A) ∈ S ❝❛r S ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ ■❧

s✬❡♥s✉✐t q✉❡ L \A ∈ W ✳

❙✐ A ∈ W ✱ ❝♦♠♠❡ S ❡st à ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ E t❡❧ q✉❡ (x, x) ∈ t(A)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ φ(x) ∈ A ❡t q✉❡ A 6= ∅✳

❙✉♣♣♦s♦♥s S ❝♦♠♣❛❝t❛♥t❡ ❡t L ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é✳ ❙♦✐t z ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s N t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡

✐♥✜♥✐❡ ♣❛r z✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ An ∈ W ✳ ❖♥ s❛✐t ✱ ✈✉ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t(Az(n)) ∈ S q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛❝t❛♥t❡✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ u

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n : φ(un) > φ(un+1) ♦✉ φ(un) = φ(un+1) ∈ Az(n)✳ ❈♦♠♠❡ L ❡st ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

❡♥t✐❡r k✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t m ∈ L t❡❧ q✉❡ ∀n ≥ k : φ(un) = m✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs p ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r q ≥ k t❡❧ q✉❡ z(q) = p ❡t

❞♦♥❝ m ∈ Ap✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∩nAn ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❖P➱❘❆❚■❖◆❙ ▼❆❚❈❍❙ ➚ ❉❊❯❳ ❏❖❯❊❯❘❙



❈❤❛♣t❡r ✷

❘é✢❡①✐♦♥ ♣❧❛t♦♥✐❝✐❡♥♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ ❥❡✉✱ s✉r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦t ♣♦✉rr✐✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✐✈❡rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦✉s

❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r f(x) ♣❛r f ✳

✷✳✵✳✶ ❊①❡♠♣❧❡✶

◆♦t♦♥s EX ❧✬é♥♦♥❝é ❚♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r X ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤♦✐①✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱

q✉✐ ♣❛r❛✐t ❞é❝♦♥♥❡❝té ❞✉ r❡st❡ ❡st ❥✉st❡ ❧à ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦✉♣s ❞❡ ❥♦✉❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s

❡❧❧❡✲♠ê♠❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✽ Eω1
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ω1 ❞❛♥s K := 2N

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❧❡ r❡❣❛r❞❡ ❛✐♥s✐ ❧✬é♥♦♥❝é ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t é✈✐❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s❡✉❧❡ r❛✐s♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❆❱❆◆❚ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

ß 7→ Xi, i ∈ ω1 ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡✳

P♦✉r i ∈ ω1✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ai := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ i ❞❛♥s K ❡t Ti ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f ❞❡ Ai ❞❛♥s K ✈ér✐✜❛♥t

f(u) /∈ Image(u) ♦ù Image(u) := {y|∃j ∈ i : u(j) = y}✳

❙♦✐t H t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ∈ ω1 : H(i) ∈ Ti

❖♥ ❧❛✐ss❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡ q✉❡ ∀i ∈ ω1 : Ti 6= ∅✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs v ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ω1 ❞❛♥s K ✈ér✐✜❛♥t ∀i : v(i) = H(i)(v|i)✳ ❆❧♦rs v ❡st

✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❘❡♠❛rq✉❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ❞✐t ♣❛s s✐ ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥✱ P := (∀a ∈ OrdinauxEa) ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ κ ❡t

❞✬✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ K ❡t κ✳ ▲✬❛①✐♦♠❡ P ❡st ét✉❞✐é ❡t s❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥tr❡ AC(ω) ❡t AC ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❱♦✐r❡ ✭❄❄❄✮

✷✳✵✳✷ ❊①❡♠♣❧❡✷

❚❤é♦rè♠❡ ✶✾ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é

❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs K := 2N✳ ❖♥ ♥♦t❡ Z ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❞❡ K✳

❱♦✐❝✐ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉✱ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Jeunondet1✿

❆❧✐❝❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❥♦✉❡r à s♦♥ ❝❤♦✐①✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (0, D) ♦ù D ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ K✱ ♦✉ ❜✐❡♥
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (1, f) ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Z ❞❛♥s K✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐♦♥ ♦ù ❆❧✐❝❡ ❛ ❥♦✉é (1, f)✱ ❇♦❜ ré♣♦♥❞ ♣❛r ✉♥
é❧é♠❡♥t D ∈ Z✳ ❙✐ f(D) ∈ D ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ♣❡r❞❛♥t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
n✳ ❇♦❜ ré♣♦♥❞ ♣❛r i ∈ 2✳ P✉✐s ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❥♦✉❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts D1, .., Dn, ... ❞❡ Z✳ ❖♥ ♥♦t❡ R ❧❛
ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Dn, n ∈ N✳ ❙✐ f(R)(n) = i ❛❧♦rs ❇♦❜ ❡st ❞é❝❧❛ré ❣❛❣♥❛♥t✳ ❙✐♥♦♥ ✐❧ ❡st ❞é❝❧❛ré ♣❡r❞❛♥t✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐♦♥
♦ù ❆❧✐❝❡ ❛ ❥♦✉é (0, D) ❇♦❜ ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ ♣❛r x ∈ K✳ ❙✐ x ∈ D ❛❧♦rs ❛❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡✱ s✐♥♦♥ ❝✬❡st ❇♦❜ ❧❡
❣❛❣♥❛♥t

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❥❡✉ ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐①✳

✶✸
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✵ ▲❡ ❥❡✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ τ s♦✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❇♦❜✳ ❆❧✐❝❡ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f := D 7→ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r τ ❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉♣ (0, D)✳ ❊❧❧❡

♥♦t❡ ç❛ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ s❛ têt❡✳ ❊❧❧❡ ❥♦✉❡ ❝♦♥tr❡ τ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ (1, f)✳ ❙✐ ❇♦❜ ré♣♦♥❞ ♣❛r ✉♥❡ X ∈ Z t❡❧❧❡ q✉❡ f(X) ∈ X ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡

s❛✐t q✉✬❡♥ ❥♦✉❛♥t (0, X) ❡❧❧❡ ✈❛ ❜❛ttr❡ ❇♦❜✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❇♦❜ ré♣♦♥❞❡ X t❡❧ q✉❡ f(X) /∈ X✳

❆❧✐❝❡ ✐♠❛❣✐♥❡ N t❛❜❧❡s ❞❡ ❥❡✉① Tn s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ✈❛ ❛✛r♦♥t❡r ❇♦❜✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡ Tn✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r [(1, f);X]✱

❡❧❧❡ ❥♦✉❡ n✳ ❙✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s t❛❜❧❡s Tn ❇♦❜ ré♣♦♥❞ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t v(n)✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ v ∈ K✳ ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡

t❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ré✉♥✐♦♥s Rn ♦❜t❡♥✉❡s s♦✐❡♥t t♦✉t❡s é❣❛❧❡s ✭✐❡ ✐❧ ❡①✐st❡ D ∈ Z∀n ∈ Tn : D = Rn✮ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ✈ér✐✜❡ v ∈ D✳

❊♥s✉✐t❡ ❆❧✐❝❡ r❡❣❛r❞❡ f(D)✳ ❙✐ f(D) ∈ D✱ ❡❧❧❡ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❣❛❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ [(0, D); y] ❥♦✉é❡ ❝♦♥tr❡ τ ♣✉✐sq✉❡ y = f(D)✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❡♥t✐❡r p ✭♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✮ ✈ér✐✜❛♥t f(D)(p) 6= v(p) ✭❝❛r v ∈ D✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t à ❛❧✐❝❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ Tp✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ ❝♦♥tr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ srt❛té❣✐❡ τ ✱ ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ τ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

❜❛ttr❡ τ ✳

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ σ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ ✭❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ✏❝❤♦✐①✑ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ σ ❞✐t à ❆❧✐❝❡ ❞❡

❥♦✉❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ (1, f)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❞✐r❛✐t à ❆❧✐❝❡ ❞❡ ❥♦✉❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (0, D) ❡t ❝❡ s❡r❛✐t r✐sq✉é ✭✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t ♣♦✉r ❇♦❜ ❞❡ q✉♦✐

ré♣♦♥❞r❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞ès ❧❡ ❝♦✉♣ s✉✐✈❛♥t✮✳ ❱♦✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❜❛ttr❡ σ✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ ∅✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r

n✳ ❇♦❜ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛❧♦rs ❛✛r♦♥t❡r σ s✉r ❞❡✉① t❛❜❧❡s T0, T1 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿ s✉r Ti ✐❧ ❥♦✉❡ i✱ ♣✉✐s s✬❛rr❛♥❣❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ❧♦rs ❞❡s ♣❛rt✐❡s

❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❥♦✉é❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❧❡s ❞❡✉① ré✉♥✐♦♥s D := R0, R1 s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ✭✐❡ D = R1 ❛✉ss✐✮✳ ❙✐ f(D) ∈ D ❛❧♦rs ❇♦❜

s❛✐t q✉✬✐❧ ❧✉✐ s✉✣s❛✐t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r [(1, f);D] ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ❢❛❝❡ à σ ❡t ❣❛❣♥❡r✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r i := f(D)(n) ❇♦❜ ❛ ❜❛tt✉ ❧❛

str❛té❣✐❡ σ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ Ti✳

✷✳✵✳✸ ❊①❡♠♣❧❡✸

❙♦✐t κ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❡t s ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ K := N
N s✉r κ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✶ ✭❆①✐♦♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✉♣♣♦sé✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ K s✉r N
κ

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ K s✉r N
µ ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞✐♥❛❧ µ ≤ κ✳ ▲❛ ❞é♠♦♥tr❛t✐♦♥ ❡st très ❝♦✉rt❡ ❝❛r

✉t✐❧✐s❡ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ s❡r❛ ❞é♠♦♥tré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s t❛r❣❡t ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ∀i ∈ µ : f(i) ❡st ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ K s✉r N
i ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t f(µ)✳ ❙♦✐t A ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ N

µ

❙✐ τ + 1 = µ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ s✉r❥❡❝t❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t K → (K × N) → (N(τ + 1)) ≡ ((Nτ )× N) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r f(µ)✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ µ ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ♦♥ ♥♦t❡ φA(x, y) := (−1) q✉❛♥❞ s(y) /∈ µ ♦✉ f(s(y)) 6= A ∩ s(y)✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s

❝❛s✱ φA(x, y) = (s(y), A(µ))✳ ❖♥ ♦r❞♦♥♥❡ {−1}∪ (µ×N) ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡♥ ❞é❝rêt❛♥t q✉❡ (1) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à t♦✉s

❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ z(−1) := −1 ❡t z(α, n) := n✳

❖♥ ♥♦t❡ G(A,n) ❧❡ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t✿ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ ❥♦✉❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ N
2✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(x, y) ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ ❡t u, v ♣♦✉r ❇♦❜ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K✳ ❆❧✐❝❡ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ s✐ φA(x, y) > φA(u, v) ♦✉ (φA(x, y) = φA(u, v) ❡t

z(x, y) = n)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✷ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ❛✉ ❥❡✉ G(A, n)

❆②❛♥t ❛❞♠✐s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✭❞é♠♦♥tré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ t❛r❣❡t✮✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❧✉s q✉✬à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ A 6= B ❡t n ∈ N∪{−1}

❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❣❛❣♥❛♥t❡ ❛✉ ❥❡✉ G(A, n) ❡t ❛✉ ❥❡✉ G(B, n)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t

q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ((σ, n), X) t❡❧s q✉❡ X ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ µ ❡t σ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❆❧✐❝❡ ❛✉

❥❡✉ G(X,n) ❡st ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ K × N(≤cardinal K) s✉r Nµ

✷✳✶ ▲✐♠✐t❡s à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❖♥ ❛ ♠♦♥tré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ZF ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❥❡✉ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω

❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ω à ❞❡s ❥❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✮✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✿

• ❖♥ ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❡ q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs

• ❖♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♠❛✐s ♦♥ r❡str❡✐♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣s ❥♦✉❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡

• ❖♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♠❛✐s ♦♥ r❡str❡✐♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❛r❜✐tr❛❣❡s✱ ✐❡ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s

à t♦✉s ❧❡s ❥❡✉①✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s



✷✳✷✳ ▲❊❙ ❏❊❯❳ ❉❊ ❚❨P❊ ❈❖❯❘❙❊❙ ✶✺

• ❖♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛r❜✐tr❡ ♣❧✉s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡

✷✳✷ ▲❡s ❥❡✉① ❞❡ t②♣❡ ❝♦✉rs❡s

■❧s ♦♥t ❞é❥à été ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ t❛r❣❡t✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ x ❡t ❇♦❜ ❥♦✉❡ y✱ ❡♥ ❧❡s

❝♦♥tr✉✐s❛♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ q✉❛♥❞ φ(x) ≥ ψ(y)✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (φ, ψ) ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❖♥ ❧❡s

❛♣♣❡❧❧❡r❛ Courses(φ, ψ)

◗✉❡st✐♦♥ ✷✸ ❊st✲✐❧ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❩❋ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E q✉❡❧❝♦♥q✉❡ q✉✐ s♦✐❡♥t
❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❝♦✉rs❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és❄ ▲✬é♥♦♥❝é q✉✐ ❧✬❛✣r♠❡ s❡r❛ ♥♦té detcourse

■❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡ ❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ✭❡t r❛♣♣❡❧❡r✮✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✹ ✭❩❋✮ ❞❡t❝♦✉rs❡ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ω1 ❞❛♥s R✳ ❆❉ ❡♥tr❛✐♥❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❆❉ ❡t detcourse s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

✷✳✸ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡s ❥❡✉① q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

▲♦rsq✉✬♦♥ ❡st ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿

• ✭❣❛♠❡✲❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r t♦✉t ❆✱ ∃x((∀y : match(x, y) ∈ A) ♦✉ (∀y : match(y, x) /∈ A))

• ✭s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f, g ✐❧ ❡①✐st❡ a, b t❡❧s q✉❡ ✿ match(a, f(a)) = match(g(b), b)✳ ▲❡

❥❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st A := ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s m t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ b ✈ér✐✜❛♥t match(g(x), x) = m✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été r❡ss❡♠❜❧❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡

❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❡t ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉rs à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉①✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ♣♦sé❡✱ ❝❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡ ❥❡✉ ♥♦♥

❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω q✉✬♦♥ ❛ ❢♦✉r♥✐ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❩❋ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛

s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✺ ❩❋ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥é

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡rt❡s ♦✣❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ à ♣r♦✉✈❡r ❡st ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ r❡✈✐s✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ ❧❡s q✉❡st✐♦♥✲

♥❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ré❝✉rr❡♥ts s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈✐té✳

❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ❥❡✉ Jeunondet1 q✉✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❧é❣èr❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥

♦ù ❆❧✐❝❡ ❛ ❥♦✉é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ X ❡t q✉❡ ❇♦❜ ❛ ré♣♦♥❞✉ t ∈ X✱ ❆❧✐❝❡ ❛ ❧❡ ❞r♦✐t✱ ❛✈❛♥t q✉✬♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s❡ ♠♦q✉❡r ❞❡ ❇♦❜ ❡♥

❥♦✉❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t y✳

❋❛❝❡ à ❝❡ y ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s✐ y ∈ X✳ ❙✐ ♦✉✐✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s Jeunondet1✳ ❙✐♥♦♥ ❆❧✐❝❡ ❛ ❣❛❣♥é✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s

♦♣t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❡♥ ❥♦✉❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ❥❡ ✉❧é❣èr❡♠❡♥t

❡♥ ❧❡✉r ❞❡♠❛♥❞❛♥t ❞❡ ❥♦✉❡r ❞❡s s✉✐t❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K✳



✶✻❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘➱❋▲❊❳■❖◆ P▲❆❚❖◆■❈■❊◆◆❊ ❆❯❚❖❯❘❉❊ ▲❆ ◆❖❚■❖◆ ❉❊ ❏❊❯✱ ❙❯❘ ◗❯❊▲◗❯❊❙ ❊❳❊▼P▲❊❙

▼❛✐s à ❧❛ ✜♥ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❡s s✉✐t❡s ❡t ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬❛r❜✐tr❛❣❡ ❞❡ Jeunondet1 à ❧❛ ✜♥✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥✐ ❆❧✐❝❡ ♥✐ ❇♦❜ ♥✬♦♥t ❞❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉①

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ f, g t❡❧❧❡s q✉❡ ∀x, y : match(x, f(x)) 6= match(g(y), y)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❆❧✐❝❡ ♣❡✉t ré✉ss✐r s❛ ♠♦q✉❡r✐❡

❞❡ ❇♦❜ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐①✳

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥❡ s❡♠❜❧❡ ♠❛rq✉❛♥t❡✿

◗✉❡st✐♦♥ ✷✻ ❆✲t✲♦♥ ❩❋ ✰ t♦✉t ❥❡✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐ ❡st s✉♣❡r❞ét❡r♠✐♥é ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①

◗✉❡st✐♦♥ ✷✼ ❖♥ ♠✉♥✐t EN ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛tt❛❝❤é❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s f, g ✭❡♥ ♠✉♥✐ss❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
♥❛t✉r❡❧❧❡✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s u, v ✈ér✐✜❛♥tmatch(u, f(u)) = match(g(v), v) = match(u, v)✳ ❆❧♦rs ❛✲t✲♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t
❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①❄

◆♦✉s ❞✐❣r❡ss♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r s✐❣♥❛❧❡r ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ ❢♦♥t é♠❡r❣❡r ❧❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❊♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ✐♥tér❡ssés✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rt ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬❡st

♣❛s ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐té ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ▼❛✐s ❞❡ rés✉♠❡r

tr♦✐s s♦✉r❝❡s q✉✐ ❧❡s é♠❡r❣❡r

✸✳✷ ❉❡♣✉✐s ❧❡ t❛r❣❡t

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❛r❣❡t t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ❡♥ ❡①tr❛②❛♥t ❧❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♥❡ r❡✈✐❡♥t

❞♦♥❝ ♣❛s s✉r ❧❡s ♣r♦t❝♦❧❡s ♣ré❝✐s ❞❡ ❥❡✉①✱ ♠❛✐s s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛❝t✐❢✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❙♦✐t

X ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❛rr✐èr❡✲♣❧❛♥ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❥❡✉ ✏❆❧✐❝❡✲❇♦❜✑✱ ♦ù ❆❧✐❝❡ ❡st ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡

❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ x ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❡t ❇♦❜ ❞❡ s♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ y✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E✳ ◆♦t♦♥s x <A y ❧❛ ♣r♦♣r✐été x < y

♦✉ x = y ∈ A✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❥❡✉① ❞ét❡r♠✐♥és ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ E t❡❧❧❡ q✉❡

❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❛✉ ❥❡✉ ♦ù ✐❧ ❞♦✐t ✈✐s❡r x <A y ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré q✉❛♥❞ ❇♦❜ ❣❛❣♥❡ ❛✉ ❥❡✉ x < y✮

❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❞❡✉① ❢❛✐ts s✐♠♣❧❡s✿

▲❡♠♠❡ ✷✽ • s✐ ∀x ∈ E : x <A f(x) ❡t x <B g(x) ❛❧♦rs ∀x ∈ E : x <A∩B f ◦ g(x)

• s✐ non(x <A y) ❛❧♦rs y <E\A x

♣r❡✉✈❡ ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r

❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛❧❧✐é à ❆❉✱ ♦✉ à ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❚❛r❣❡t t❤é♦rè♠❡ à ❞❡s

♦r❞r❡ t♦t❛✉①

✸✳✸ ❉❡♣✉✐s ❧❡s ❥❡✉①

❖♥ ❞é❝r✐t ✉♥ ❥❡✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ GX ✿ ❆❧✐❝❡ ❡t ❇♦❜ s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❛✉ ❥❡✉ s✉✐✈❛♥t✿ ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ x1 ∈ κ ♣✉✐s ❇♦❜

ré♣❧✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ x2 ∈ κ ♣✉✐s ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ x3 ∈ κ✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ κ ❡st ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡t

cofinalite(κ) > ω✳ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉❛♥❞ sup(n 7→ xn) ∈ X✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X ⊆ κ t❡❧s q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡

str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ à GX ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ✭κ✲❛❞❞✐t✐❢ ✭♠❛❧❣ré ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ κ✮ ❡t ♥♦r♠❛❧✮✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡

❝❡ t②♣❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡✳

❖♥ ❞é❝r✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ❥❡✉✱ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❙♦✐❡♥t a, b ❞❡✉① ❝❛r❞✐♥❛✉① ✐♥✜♥✐s t❡❧s q✉❡ a > b✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❥❡✉① séq✉❡♥t✐❡❧s à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r a✳ ❙♦✐t X ⊆ a✳

✶✼



✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❊▼❊❘●❊◆❈❊ ❉❊❙ ❯▲❚❘❆❋■▲❚❘❊❙

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ GX ✿ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ i ∈ a✱ s✐ i ∈ X ❛❧♦rs ❇♦❜ ❥♦✉❡ yi✱ ♣✉✐s ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡ xi✳ ❙✐ i /∈ X ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❥♦✉❡

❞✬❛❜♦r❞ xi ❛✈❛♥t q✉❡ ❇♦❜ ❥♦✉❡ yi✳ ▲❡s ❥♦✉❡✉rs ♦♥t ❧❡ ❞❡✈♦✐r q✉❡ xi, yi s♦✐❡♥t ❞❛♥s b✳ ❖♥ ♥♦t❡ x∗ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r i ∈ a t❡❧

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ j ∈ a t❡❧ q✉❡ xi = xj ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ y∗✳ ❆❧✐❝❡ ❣❛❣♥❡ q✉❛♥❞ x∗ > y∗✳

❖♥ ❛ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X ⊆ a t❡❧s q✉❡ ❆❧✐❝❡ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ❛✉ ❥❡✉ GX ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ a✲❛❞❞✐t✐❢ ❡t ♥♦r♠❛❧✳

❙✐ t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡✳

❆tt❡♥t✐♦♥✿ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♥❡ s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞ét❡r♠✐♥és ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❡♥

❣é♥ér❛❧❡ ❢❛✉ss❡✳ ◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ✈♦❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✐❢✳ ▲❛ s②♠étr✐❡

❢❛✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❆❧✐❝❡ ❞❛♥s GX ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇♦❜ ❞❛♥s Ga\X

✸✳✹ ❉❡♣✉✐s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❝❛r❞✐♥❛✉①

■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ s✉✐✈❛♥t✿ ❢❛❝❡ à j : V →M t♦✉t é❧é♠❡♥t x ∈ j(a) ❞❡ M ✐♥❞✉✐t ❧✬✉❧tr❛✜❧r❡ s✉r a s✉✐✈❛♥t✿

{X ⊆ a | x ∈ j(X)}✳

✸✳✺ ❉❡♣✉✐s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥t✉✐t✐✈❡s

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐❝✐ s✐❣♠❛✲❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t p ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✐ ♠❡s✉r❡

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ EIN ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ E ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ p ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r s✉✣s❛♠♠❡♥t

❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥t✉✐t✐✈❡s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❢♦r❝é♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X ⊆ E t❡❧s q✉❡ p({u ∈ EIN |min(u)∈X}) = 1 ❡st ✉♥

✉❧tr❛✜❧tr❡✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é♣❛ssé ♣❛r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✲

❚❛rs❦✐ q✉✐ ♣r♦✉✈❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ S(IN) s✉r EIN ✳

▼❛✐s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s q✉❡ p ♠❡s✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ EIN ✱ ♥✐

♠ê♠❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0; 1]✳

■❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ q✉❛♥❞ E ❡st ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✿

p({u ∈ EIN | min({u(2n)|n ∈ IN}) = min({u(2n+ 1)|n ∈ IN})}) = 1

❡t ❞♦♥❝

p({u | u non injective}) = 1

✸✳✻ ❯♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧

❙♦✐t (E,≤) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ s❛♥s ♠❛①✐♠✉♠ ❡t t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡ ♠❛❥♦ré❡✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ E ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐ss❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ▲❡s s❡❣♠❡♥ts ✜♥❛✉① ❞❡ E ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E q✉✐ s❡r❛ ♥♦té Wfinal(E,≤)

✸✳✻✳✶ ❯❧tr❛✜❧tr❡ s✐❣♠❛✲❛❞❞✐t✐❢

❚❤é♦rè♠❡ ✸✵ Wfinal ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳



✸✳✻✳ ❯◆ ❖❘❉❘❊ ❚❖❚❆▲ ✶✾

Pr❡✉✈❡✿ s♦✐t S1, .., Sn, .. ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ✜♥❛✉①✱ ❡♠❜♦✐tés✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s Sn ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

❡♥t✐❡r n(x) t❡❧ q✉❡ x /∈ Sn(x)✳ ❙♦✐t a ∈ E t❡❧ q✉❡ ∀x ≥ a : n(x) ❡st ♣❛✐r✳ ❙♦✐t b > a✳

P♦s♦♥s n := n(b) q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛✐r✳ ❙♦✐t p+ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✐♠♣❛✐r > n ❡t c ∈ Sp \ Sp+1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡

n(c) ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ❞♦♥❝ c < a✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ a ∈ Sp✳

❖♥ r❛✐s♦♥♥❡r❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✏✐♠♣❛✐r✑✳

❆✐♥s✐ a ∈ ∩iSi✳

✸✳✻✳✷ ▲✬✉❧tr❛✜❧tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ♣r❡sq✉❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐❢

❚❤é♦rè♠❡ ✸✶ ❙♦✐t (E,≤) ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐ss❡✳ ❆❧♦rs s♦♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ✜♥❛❧ W ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f ❞❡ E ❞❛♥s κ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ a ∈ κ t❡❧ q✉❡ {x ∈ E|f(x) = a} ∈W

Pr❡✉✈❡✿ ❙♦✐t σ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ k✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱

q✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❡ Im(σ) ♣❛r s♦♥ r❛♥❣ ❞❛♥s Im(σ)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❛✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r σ q✉✐ s♦✐t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s E✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ x ∈ E ❛ss♦❝✐♦♥s

a(x) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ y > x ✈ér✐✜❛♥t σ(y) = a(x)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ E ❞❛♥s k ❡t ❡❧❧❡
t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

Pr❡♥♦♥s s♦♥ ✐♠❛❣❡ ⊆ k ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ a ❡st ✉♥❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ E s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❧✐♠✐t❡ t q✉✐ ❡st

❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❯♥ ♦r❞✐♥❛❧ s❡r❛ ❞✐t ♣❛✐r s✬✐❧ ❡st ❧✐♠✐t❡ ♦✉ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x+ p ♦ù p ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣❛✐r ❡t x ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧

❧✐♠✐t❡✳

❙♦✐t v ∈ E t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ≥ v : a(x) ❡st ♣❛✐r✳ ❙♦✐t b > a(v) ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ ✐♠♣❛✐r ❡t x ∈ E t❡❧ q✉❡ a(x) = b✳

❆❧♦rs x < v ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡r❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✏✐♠♣❛✐r✑✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ k ❛ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛❧ a ❡t ✉♥ v ∈ E

t❡❧ q✉❡ ∀x > v : σ(x) = a

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥♥✉❡✱ s♦✉s ❆❉✱ ❞❡ t❡❧ ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞❡ ❝♦♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡s ♥✉❧❧❡ q✉♦t✐❡♥té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ x−y ∈ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳

■❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛❜❧❡



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❊▼❊❘●❊◆❈❊ ❉❊❙ ❯▲❚❘❆❋■▲❚❘❊❙



❈❤❛♣t❡r ✹

❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s

✹✳✵✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬ét❡r♥✐té ❡t ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡

❚❛r❣❡t✬s ❞♦♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s é♥♦♥❝és✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s✉❧té❡s s✉r ❍❆▲✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥

♠❡♥t✐♦♥♥❡ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✭❝✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s é♥♦♥❝és✮ ❧❡

❢❛✐t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❞✉❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❚✉❦❡② ❛ ❡♥r✐❝❤✐ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝✐❜❧❡s ❝♦♥❝❡r♥é❡s

✭■♥s♦✉♣ç♦♥♥❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ E2 \A ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ E \ {(x, y) ∈ E2 | (y, x) /∈ A}✮✳

❉❡✉① ❥♦✉❡✉rs✱ ▲é❛ ❡t ❇♦❜ s✬❛✛r♦♥t❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❥❡✉① à ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ω✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜ré❣❡♦♥s

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù E ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ F ❛✉ss✐ ❡t ♦ù ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r F ❡t φ, ψ s♦♥t

❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ E ❞❛♥s F ✳

▲❡ ❥❡✉ G(E,F,≤, n, φ, ψ)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0 ∈ E✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0 ∈ E✱ ♣✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ x1 ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✱ ❡t❝✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ▲é❛ ❥♦✉❡ xi ❛✈❛♥t q✉❡

❇♦❜ ❥♦✉❡ yi à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ n✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ n✱ ▲é❛ ❥♦✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s E2 t❡❧❧❡ q✉❡ (E,E,R)

♥✬❡st ♣❛s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ét❡r♥❡❧✳ ❇♦❜ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (xn, yn) ∈ E2 \ R✳ ❈✬❡st

❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ n✱ ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡✉r ❝♦✉♣❧❡ (xn, yn)✳

▲❡ ❥❡✉ H(E,F,≤ φ, ψ,A)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0 ∈ E✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0 ∈ E✱ ♣✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ x1 ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✱ ❡t❝✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ▲é❛ ❥♦✉❡ xi ❛✈❛♥t

q✉❡ ❇♦❜ ❥♦✉❡ yi

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥

❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ G(E,F,≤, n, φ, ψ,A)✱ ▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x) > ψ(y)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ H(E,F,≤ φ, ψ,A)✱ ▲é❛

❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x) > ψ(y) ♦✉ φ(x) = ψ(y) ∈ A✳

✹✳✵✳✹ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♦♣t✐♦♥ ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞✬ét❡r♥✐té ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝♦✉♣

❚❤é♦rè♠❡ ✸✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r♠✐♥és✳ ❙♦✐t
T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s FEN

✳ ■❧ ❡①✐st❡ φ ∈ T t❡❧ q✉❡✿
♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à G(E,F,≤, n, φ, ψ)
♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r

H(E,F,≤ φ, ψ,A) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡
❛❧♦rs ❝❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❛r❣❡t ❞❡ T ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù E ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭♦♥ ♠❡t
s✉r EN ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t✮ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❡t ♦ù T = {φ} ❛✈❡❝ φ ❝♦♥t✐♥✉❡ EN ❞❛♥s F ✱ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ EN t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ EN : φ(x) ≥ φ(y)

✷✶



✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘➱❈❆P■❚❯▲❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❚❍➱❖❘➮▼❊❙

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✣r♠❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❡st q✉✬✐❧

❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✭✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✸ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ t♦t❛❧ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r♠✐♥és✳ ❙♦✐t φ
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ FEN

✳
♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à G(E,F,≤, n, φ, φ)
♦✉ ❜✐❡♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r H(E,F,≤ φ, φ,A) ❡st

✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ♦✉ é❣❛❧ à R ❛❧♦rs ❝❡t
✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F ✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❛r❣❡t ❞❡ φ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✐♥✲♠❛① q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭♦♥ ② r❡tr♦✉✈❡

❧❛ ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❝❛♥♦♥✐q✉❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✮✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ② ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡✳

▲❡ ❥❡✉ GG(E,F,≤, n, φ)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′0✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′0✳ ▲é❛ ❥♦✉❡ x1✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′1✱ ♣✉✐s ❇♦❜

❥♦✉❡ x′1✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ n✱ ▲é❛ ❥♦✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s E2 t❡❧❧❡ q✉❡ (E,E,R)

♥✬❡st ♣❛s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ét❡r♥❡❧✳ ❇♦❜ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (xn, yn) ∈ E2 \R✳ P✉✐s ▲é❛

❥♦✉❡ y′n✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′n✳ ▲❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (EN)2✳

▲❡ ❥❡✉ HH(E,F,≤, φ)

▲é❛ ❥♦✉❡ x0✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y0✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′0✱ ♣✉✐s ❇♦❜ ❥♦✉❡ x′0✳ ▲é❛ ❥♦✉❡ x1✳ ❇♦❜ ❥♦✉❡ y1✳ P✉✐s ▲é❛ ❥♦✉❡ y′1✱ ♣✉✐s ❇♦❜

❥♦✉❡ x′1✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬ét❛♣❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ (EN)2✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥

❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ G(E,F,≤, n, φ, ψ,A)✱ ▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x, x′) > ψ(y, y′)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ H(E,F,≤ φ, ψ,A)✱

▲é❛ ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ q✉❛♥❞ φ(x, x′) > ψ(y, y′) ♦✉ φ(x, x′) = ψ(y, y′) ∈ A✳

✹✳✵✳✺ ❚❤é♦rè♠❡s ♠✐♥✲♠❛① ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✸✹ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r♠✐♥és✳ ❙♦✐t
T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s F (EN)2 ✳ ■❧ ❡①✐st❡ φ ∈ T t❡❧ q✉❡✿

♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à GG(E,F,≤, n, φ, ψ)
♦✉ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ T ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣✲

♥❡r HH(E,F,≤ φ, ψ,A) ❡st ✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ F ❡st
❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❝❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❛r❣❡t ❞❡ T ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✣r♠❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❡st q✉✬✐❧

❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✭✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ≤ ❡st ✉♥ ❜♦♥ t♦t❛❧ s✉r F ❡t q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t t♦✉s ❞ét❡r♠✐♥és✳ ❙♦✐t φ
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F (EN)2 ✳

♦✉ ❜✐❡♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ à G(E,F,≤, n, φ, φ)
♦✉ ❜✐❡♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ F t❡❧❧❡s q✉❡ ▲é❛ ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❢❛✐❧❧✐❜❧❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r H(E,F,≤ φ, φ,A) ❡st

✉♥ ✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r F st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ F ❡st ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ♦✉ é❣❛❧ à R ❛❧♦rs ❝❡t
✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡✱ ❞❡ F ✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❛r❣❡t ❞❡ φ✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✬❡①❝❧✉❡♥t ❧✬✉♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳



✹✳✶✳ ◗❯❆◆❉ ▲❊ ❘❊❚❖❯❘◆❊▼❊◆❚ ❊❙❚ ■◆❖❋❋❊◆❙■❋ ✷✸

✹✳✵✳✻ ❘❡♠❛rq✉❡s

▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❥❡✉① ❧✐♠✐t❡♥t ❞♦♥❝✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ♦r❞r❡s t♦t❛✉① s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R✳

▲✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✜❧tr❡s ✭q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✉❧tr❛✜❧tr❡s ✧❁♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✧❃ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ♠✐s ❡♥

♦❡✉✈r❡✮ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❜str❛✐t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✻ ❙♦✐t S ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P (E2) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t A ⊆ E2 : A ∈ S ♦✉ {(x, y) ∈ E2 | (y, x) /∈ A} ∈ S✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t F,G ❞❛♥s S : F ◦ G ∈ S ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t S ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t ≤

✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r E✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X ❞❡ E t❡❧ q✉❡ {(x, y | x < y ou x = y ∈ X)} ∈ S ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥
✉❧tr❛✜❧tr❡ s✉r E ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❣❛❧ à P (P (E))✮✳ ❈❡t ✉❧tr❛✜❧tr❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❞ès q✉❡
❧✬♦r❞r❡ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♦r❞r❡✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉✬♦♥ ❛ ✧❁r❡t♦✉r♥é✧❃ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥✱ ✐❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r S ♥✬❡st ♣❛s ✧❁A ∈ S ♦✉ non(A) ∈ S✧❃ ♠❛✐s

A ∈ S ♦✉ DualTukey(A) ∈ S

✹✳✶ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❡st ✐♥♦✛❡♥s✐❢

■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝é❧è❜r❡ ♦ù ❧❛ ✧❁❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥✧❃ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ét✉❞✐é❡s ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❝❡t ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦♥

♣❡✉t s✬❡st✐♠❡r très ❧♦✐♥ ❞❡ ♦r❞✐♥❛✉① ✭✐❧s s♦♥t ❧✬❛r❝❤ét②♣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❛✉ss✐ ❤❛✉t q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞❛♥s ✉♥

s❡♥s ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞❡s❝❡♥❞r❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✮

❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝é❧è❜r❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❛rt✐♥✐❡♥ ❡st ❛✉ss✐
♥♦❡t❤ér✐❡♥✳

◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧❄ P♦✉rq✉♦✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥♥❡❧é❡✱ ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡✛❛❝❡♥t✲❡❧❧❡s ❧❡s é♠❡r❣❡♥❝❡s ♣ré❝é✲

❞❡♥t❡s❄ P♦✉rq✉♦✐ ❡st✲❡❧❧❡ ❛ss②♠étr✐q✉❡ ✭❝❡rt❛✐♥s ❛♥♥❡❛✉① ♥♦ét❤ér✐❡♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛rt✐♥✐❡♥s✮❄ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❤❛✐té

ré♣♦♥❞r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t

❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡st ❜✐❡♥ t♦t❛❧✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ✧❁à q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ♣rès✧❃✳

P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✐♥❞✐❝❡ ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ✭r❡s♣ ♥♦❡t❤ér✐❛♥✐té✮ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ A ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦r❞✐♥❛❧ κ t❡❧

q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ (κ,∈) ❞❛♥s (Ideaux(A),⊃) ✭r❡s♣ (κ,∈) ❞❛♥s (Ideaux(A),⊂)

✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥♥❡❧é❡ ✰ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✷ é❝r❛s❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✧❁t❡♥❞❛♥❝❡

à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥✧❃ ❞❡ ≤ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ≥ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s ✧❁❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✧❃ ✭✐❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t

é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡s♣ér❡r q✉✬✐❧s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❣rès ❢✉t✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞

❚❤é♦rè♠❡ ✸✼ ✭❩❋❈ ✰ ❈▼✮ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❞✐♥❛❧ a ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ b t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ A s✐ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s
✐♥❞✐❝❡s ❞✬❛rt✐♥✐❛♥✐té ♦✉ ❞❡ ♥❡♦t❤ér✐❛♥✐té ❡st ≤ a ❛❧♦rs s♦♥ ❛✉tr❡ ✐♥❞✐❝❡ ❡st ≤ b✳

✶◆♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ♠✐s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✉r ❍❆▲✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✉❡ ♣♦✉r ✜❣✉r❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t t❡①t❡
✷▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s s✉r ❍❆▲ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé❡✦✦


