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UNIFORMISATION LOCALE DES SCHEMAS
QUASI-EXCELLENTS DE CARACTERISTIQUE NULLE

par

Jean-Christophe SAN SATURNINO

Résumé. — Nous démontrons un théoréme d’uniformisation locale plongée pour
une valuation centrée en un point d’un schéma quasi-excellent de caractéristique
nulle. La preuve se réduit au cas des valuations de rang 1 et consiste & désingulariser
I’idéal formé des éléments de valeur infinie et & monomialiser les polynémes-clés. On
démontre alors un théoréme de monomialisation valable en toute caractéristique sous
certaines conditions, notamment celle de ne pas avoir de polyndéme-clé limite, fait qui
se produit toujours en caractéristique nulle.

Abstract. — We prove an embedded local uniformization theroem for a valuation
centered on a point of a quasi-excellent scheme of characteristic zero. The proof
reduces to valuations of rank 1 and consists in desingularizing the ideal formed by
the elements of infinite value and monomializing the key polynomials. We then
prove a monomialization theorem valid in all characteristic under certain conditions,
including that of non-existence of limit key polynomials, a condition that is always
satified in characteristic zero.

0. Introduction

Les premiers résultats en résolution des singularités sont a attribuer a Newton au
XVII®™e siecle et & Puiseux au XIX®™® siecle. Leurs résultats permettent de résoudre
les singularités des courbes définies sur C. En 1939, Zariski (voir [26]) propose une
nouvelle méthode pour résoudre les singularités d’une surface définie sur un corps de
caractéristique nulle : on résout le probleme localement le long d’une valuation puis on
recolle au niveau de la variété de Riemann-Zariski. Le recollement n’est actuellement
possible que jusqu’a la dimension 3 en toute caractéristique (voir par exemple [17]).
La résolution locale le long d’une valuation, ou uniformisation locale, n’est possible,
en caractéristique positive ou mixte, également que jusqu’a la dimension 3 (voir [2],
[3], [4] et [5]). En caractéristique nulle, la résolution des singularités a été démontrée
par Hironaka en 1964 ([11]) pour des variétés de dimension quelconque. Ce résultat
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a par la suite été redémontré par Villamayor en 1989 ([24]), Bierstone et Milman
en 1990 ([1]), Encinas et Villamayor en 2001 ([7]), Encinas et Hauser en 2002 ([6]),
Wilodarczyk en 2005 ([25]) et Temkin en 2008 ([23]).

Ces dernieres années, une nouvelle approche a été proposée par Spivakovsky
([20]) et Teissier ([22]) pour résoudre le probleme de la résolution des singularités
en caractéristique positive et mixte via la méthode de Zariski. La premiere étape
étant de démontrer I'uniformisation locale d’une valuation, ils se sont intéressés a
I’algebre graduée qui lui est naturellement associée ainsi qu’a ses générateurs, appelés
polyndomes-clés.

Dans cet article, nous adaptons I'approche de Spivakovsky ([20]) pour I'uniformi-
sation locale plongée des anneaux quasi-excellents équicaractéristiques au cas ou le
corps résiduel est de caractéristique nulle. Ce résultat est déja bien connu, 'intérét de
notre démonstration est qu’elle permet de décrire a ’avance toutes les coordonnées de
tous les points infiniment proches et ceci pour tous les éclatements intermédiaires. La
méthode est la suivante : par [16], on sait qu’il suffit d’obtenir I'uniformisation locale
pour des valuations de rang 1 centrées sur un anneau S local noethérien integre. On
considére ensuite 1'idéal H composé de tous les éléments de valuation infinie dans
le complété de S, noté S. Cet idéal est premier d’aprés [10], c’est idéal premier
implicite. Si S est quasi-excellent, c’est-a-dire, si le morphisme de complétion est
régulier, alors §ﬁ est régulier (Théoréme 4.17). Pour conclure, il suffit de montrer

qu’il existe une suite d’éclatements locaux qui rendent S /H régulier et que tout
élément de cet anneau s’écrit comme le produit d’un mondéme par une unité (Lemme
8.2 et Théoreme 8.3). Par le théoréme de structure de Cohen, on sait qu’il existe un
anneau local régulier complet R et un morphisme surjectif R — S /H. Ce morphisme
induit un isomorphisme entre R/H et S /H, ot H est le noyau du morphisme. Pour
obtenir notre résultat, il ne reste plus qu’a 'obtenir sur R/H (Théoréme 8.1).

La stratégie va consister & faire décroitre la dimension de plongement de R/H si
H est non-nul, sinon & monomialiser les éléments de R.

Dans le cas équicaractéristique, on sait que R est un anneau de séries formelles,
on peut alors utiliser la théorie des polyndémes-clés. Par récurrence sur la dimension
de plongement, on montre que l'idéal H est, & une suite d’éclatements locaux pres,
principal et engendré par un polynoéme unitaire. La suite d’éclatements choisie n’est
pas quelconque, les parametres réguliers de ’anneau d’arrivée sont des polynémes-clés
et des qu'un élément s’est transformé en mondme, la suite d’éclatements le conserve
sous cette forme.

Comme tout polynéme de R peut s’écrire de maniere unique comme une somme
finie de polynoémes-clés, il suffit de monomialiser les polynomes-clés. S’il n’y a pas de
premier polynome-clé limite, une simple récurrence nous fournit le résultat (Proposi-
tion 5.7). Cette situation correspond au cas oti, aprés un nombre fini d’éclatements,
on fait un nombre fini de translations pour obtenir un résultat de monomialisation
(en termes de polynomes-clés et de valuations, cette situation est celle oli, aprés un
nombre fini 7o d’étapes, la valuation de départ est égale a la valuation monomiale
correspondante au polynome-clé de ’étape ip). En terme de défaut d’une extension,
cette situation correspond au cas ou il n’y a pas de défaut; dans un article en
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préparation ([18]) on montrera que le défaut peut étre compris trés précisément en
terme de degré du premier polynéme-clé limite.

Or cette situation se produit toujours en équicaractéristique nulle : il n’existe pas
de polyndéme-clé limite pour des valuations de rang 1 (Corollaire 3.13).

Dans le cas ot il existe un premier polyndme-clé limite, c’est-a-dire lorsque ’on fait
un nombre infini de translations, autrement dit, dans le cas ou I'extension considérée
posséde un défaut, on ne sait pas conclure. Dans [19], on a montré qu’il suffit de
monomialiser le premier polynéme-clé limite qui peut étre vu comme un polyndéme
d’Artin-Schreier généralisé.

En caractéristique mixte, la situation est semblable, R est un anneau de séries
formelles a coefficients sur un anneau de valuation discrete, ou un quotient d’un
anneau de séries formelles de ce type. On peut également conclure lorsqu’il n’y a pas
de premier polynome-clé limite en utilisant le cas équicaractéristique mais il nous
faut supposer que la valuation de p, la caractéristique du corps résiduel de R, n’est
pas divisible par p dans le groupe des valeurs.

Pour commencer, nous rappelons les définitions de centre d’une valuation ainsi
que celles des différentes algebres graduées utilisées.

Dans la deuxieme partie, nous redonnons la notion de quasi-excellence pour un an-
neau ainsi que pour un schéma. Nous définissons également les différentes propriétés
d’uniformisation locale et d’uniformisation locale plongée que nous allons démontrer
dans le cas de caractéristique nulle.

Par la suite, apres avoir rappelé la notion de polynéme-clé, nous montrons qu’il
n’y a pas de polyndémes-clés limite en caractéristique nulle pour des valuations de
rang 1.

Dans la quatrieme partie, nous développons les outils nécessaires pour les différentes
preuves des théoréemes de monomialisation et d’uniformisation locale. Nous donnons
tout d’abord la définition d’éclatement local encadré qui va imposer un systéme de
générateurs de 'idéal maximal; ce type d’éclatement va conserver la propriété d’étre
un produit d’un monéme par une unité. Par la suite, on en construit un explicitement
ayant la propriété de transformer les polyndmes-clés en parametres réguliers. Nous
rappelons ensuite les résultats essentiels sur 1’idéal premier implicite. Nous terminons
cette partie par la monomialisation d’éléments non-dégénérés (c’est-a-dire dont leur
valuation est égale & la valuation monomiale), qui est un cas particulier du jeu
d’Hironaka (voir [12] et [21]), ainsi que par un théoréme d’uniformisation locale pour
des hypersurfaces quasi-homogenes satisfaisant certaines propriétés.

Nous démontrons, dans la cinquieme partie, un théoreme de monomialisation dans
le cas équicaractéristique. A chaque étape de I’algorithme, un éclatement local est
suivi d'une complétion. On désingularise 'idéal H et on monomialise les polynémes-
clés dans le cas ou il n’y a pas de premier polynéme-clé limite.

La sixieme partie est identique a la précédente sauf que 'on se place dans le cadre
de la caractéristique mixte, avec 'hypothése supplémentaire que la valuation de p,
ou p est la caractéristique du corps résiduel de R, n’est pas divisible par p dans le
groupe des valeurs.
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Dans la septieme partie, nous démontrons a nouveau le méme résultat de mono-
mialisation que dans les deux parties précédentes mais sans compléter apres chaque
éclatement.

Nous terminons par la démonstration du résultat principal d’uniformisation locale
plongée d’une valuation centrée en un point d’un schéma quasi-excellent dont le corps
résiduel de 'anneau local en ce point est de caractéristique nulle.

Je tiens a remercier Mark Spivakovsky qui a développé la plupart des outils
de cet article pendant de longues années et qui m’a permis de les appliquer dans le
cadre de la caractéristique nulle.

Notations. Soit v une valuation sur un corps K. Notons R, = {f € K |v(f) > 0},
c’est un anneau local d’idéal maximal m, = {f € K |v(f) > 0}. On note alors
k, = R,/m, le corps résiduel de R, ansi que '), = v(K™*).

Si R est un anneau, on notera car(R) sa caractéristique. Si (R, m) est un anneau
local on notera R le complété m-adique de R.

Pour tout P € Spec(R), on note k(P) = Rp/PRp le corps résiduel de Rp.

Pour o € Z™ et uw = (uq, ..., u,) un ensemble d’éléments de R, on note :

[e3

u® =uft gt

om,
n .

Pour P,Q € R[X] avec P = ) a;Q" et a; € R[X] tels que le degré de a; est
i=0

strictement inférieur a celui de @), on note :

dgo(P) = n.

Si @ = X, on notera plus simplement d°(P) au lieu de dg (P).
Enfin, si R est un anneau intégre, on notera Frac(R) son corps des fractions.

1. Centre d’une valuation, algébres graduées associées

Définition 1.1. — Soient R un anneau et P un idéal premier. Une valuation de R
centrée en P est la donnée d’un idéal premier minimal Py, de R contenu dans P
et d’une valuation du corps des fractions de R/Py, centrée en P/Py,. L’idéal Py est
alors le support de la valuation.

Si R est un anneau local d’idéal maximal m, on dira que v est centrée en R pour
dire que v est centrée en m.

Soit X un schéma intégre de corps des fonctions K(X). Une valuation v de K(X)
est centrée en un point § de X siv est centrée en Ox ¢. On dira alors que & est
le centre de v.

Définition 1.2. — Soient R un anneau et v : R — I'U {oco} une valuation centrée
en un idéal premier de R. Pour tout a € v(R\ {0}), on définit les idéaux :

Po={feR|v(f) = a};
Pot ={f € R|[v(f) > a}.
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L’idéal P, est appelé le v-idéal de R de valuation c.
On définit alors l’algébre graduée de R associée a v par :

grv(R)= P  Pa/Par
aev(R\{0})

L’algébre gr,(R) est un anneau intégre.
Pour f € R\ {0}, on définit son image dans gr,(R), notée in,(f), comme étant
limage naturelle de f dans P,p)/P,5),+ C gruo(R); c’est un élément homogéne de
degré v(f).
Enfin, on définit une valuation naturelle sur gr,(R) de groupe des valeurs v(R\ {0}),
notée ord, par :

ord(f) = min
ot f € gr,(R) s’écrit comme une somme finie f = > far fa € Pa/Pa+.
acv(R\{0})

Si R est un anneau local integre, on définit une autre algebre graduée comme suit :

Définition 1.3. — Soient R un anneau local intégre, K = Frac(R) et v : K* —»
I'U {0} une valuation de K centrée en R. Pour tout o € T', on définit les R, -sous-
modules de K suivants :

Po ={f e K|v(f)>al;
Pat = {f € K |0(f) > ab.
On définit alors l’algébre graduée associée a v par :
Gy =@ Po/Paryt
aecl

Pour f € K*, on définit son image dans G, notée in,(f), comme dans la Définition
1.2.

Enfin, on définit une valuation naturelle sur G, de groupe des valeurs I', notée ord,
comme dans la Définition 1.2.

Remarque 1.4. — On a linjection naturelle :

g (R) = G,.
Définition 1.5. — Soit G une algébre graduée n’ayant pas de diviseurs de zéro. On
appelle saturé de G l'agébre graduée G* définie par :

G* = {i f,9 € G, g homogéne, g;éO}.
g

On dit que G est saturée si G = G*.
Remarque 1.6. — Pour toute algebre graduée G, on a :

G* = (G")".

Autrement dit, G* est toujours saturée.
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Exemple 1.7. — Soit v une valuation centrée en un anneau local R. Alors :
G, = (QTV(R))*-

En particulier, G, est saturée.

2. Quasi-excellence, éclatements locaux et uniformisation locale

Pour plus de clarté nous rappelons la notion de quasi-excellence ainsi que différentes
notions d’uniformisation locale, que ce soit pour des schémas ou pour des anneaux.
L’uniformisation locale est la version locale de la résolution des singularités. Résoudre
les singularités d’un schéma X noethérien irréductible et réduit revient a trouver un
morphisme propre et birationnel X’ — X tel que X' soit régulier. Ainsi, I'uniformi-
sation locale d’une valuation v de K, le corps des fractions d’un anneau local intégre
R ou est centrée la valuation, revient & trouver un anneau R’ régulier qui domine
birationnellement R et tel que R’ C R, C K.

Définition 2.1. — Un anneau noethérien R est quasi-excellent si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout P € Spec(R), le morphisme de complétion Rp — I/Es est régulier;
2. Le lieu régulier de toute R-algébre de type fini est ouvert.

Un schéma localement noethérien est dit quasi-excellent s’il existe un recouvrement
formé d’ouverts affines (Uy), Uy = Spec(Ry,), tel que, pour tout a, Ry soit un anneau
quasi-excellent.

Remarque 2.2. —
1. Un anneau local est quasi-excellent si et seulement si la condition 1. est vérifiée.

2. La notion de quasi-excellence est conservée par localisation, passage au quotient
et passage aux algebres de type fini.

3. Un corps est quasi-excellent.

4. les anneaux de séries formelles sur un anneau de Cohen sont des anneaux quasi-
excellents.

Définition 2.3. — Soient X un schéma noethérien et Y un sous-schéma de X . Soit
Ty le faisceau d’idéaux définissantY dans X.
On dit que X est normalement plat le long de Y si, pour tout point £ € Y,

@OI;Z’-,E/I;F est un Oy, ¢-module libre.

Propriété 2.4. — (d’uniformisation locale des schémas). Soit S un schéma
noethérien (non nécessairement intégre). Soient X une composante irréductible de
Sreda et v une valuation de K(X) centrée en un point & € X. Il existe alors un
éclatement 7w : S — S le long d’un sous-schéma de S, ne contenant aucune compo-
sante irréductible de Syeq et ayant la propriété suivante :

Soient X' le transformé strict de X par w et & le centre de v sur X', alors £ est un
point régqulier de X' et S’ est normalement plat le long de X' en &',
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Le probléeme étant local, on peut ’exprimer en termes d’anneaux. Avant cela, nous
allons rappeler la notion d’éclatement local par rapport a une valuation.

Définition 2.5. — Soit (R, m) un anneau local noethérien intégre de corps des frac-
tions K. Soit v une valuation de K centrée en R. Soient uq,...u, € R et vy, ...,v. € R
tels que v(v;) < v(u;) pour tout i € {1,...,7}. Notons R’ lanneau :

R=R|Z . =
oo

Alors l'anneau R = R}, g est un anneau local d’idéal mazimal m = (m, N
RR,, -

Un éclatement local de R par rapport a v est un morphisme local d’anneaux
locauz de la forme :

7: (R,m) = (RW mM).

Soient I un idéal de R et ug € I tel que v(ug) < v(f), pour tout f € I. Complétons
ug en un ensemble {ug,u1,...,us} de générateurs de I. Le morphisme précédent est
appelé un éclatement local de R par rapport a v le long de I sir = s et v; = ug
pour tout i € {1,...,8} ; conditions auxquelles on peut toujours se ramener sans perte
de généralité en posant ug = v1...v, et u; = :j—juo; ie{l,..,r}

Remarque 2.6. — A isomorphisme pres, la définition précédente est indépendante
du choix de l’ensemble de générateurs de I, c’est-a-dire qu’un autre choix de
générateurs donne un anneau isomorphe.

Propriété 2.7. — (d’uniformisation locale des anneaux locaux). Soient
(S, m) un anneau local noethérien (non nécessairement intégre), P un idéal premier
minimal de S et v une valuation du corps des fractions de S/P centrée en S/P.
Alors, il existe un éclatement local m : S — S’ par rapport & v tel que S, soit
régulier et Spec(S’) soit normalement plat le long de Spec(S!._,).

red

Nous finissons avec la notion de croisements normaux et d’uniformisation locale
plongée.

Définition 2.8. — Soient (R,m) un anneau local noethérien et v une valua-
tion centrée en R, au sens de la Définition 1.1, de groupe des wvaleurs T'. Soit

u = {u1,...,un} C m tel que (u) + +/(0) = m + +/(0). Enfin, pour f € R, on note
f€R/\/(0) = Ryeq Uimage de f dans R,cq par le morphisme de passage au quotient.

1. Un monéme u® = uf*...ul est dit minimal par rapport é v si la famille

{v(u;) | oj # 0tigjcn est Z-libre dans T'.
2. Soit I un idéal de R. On dit que le triplet (R, I,u) est a croisements normaux
St :
() Rreq est un anneau local régulier et (Ty, ..., Un) est un systéme régulier de

parameétres de Ryeq ;

(b) Spec(R) est normalement plat le long de Spec(Ryed) ;
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(c) I/ (I + (O)) est un idéal principal engendré par un mondme en
UL, ..., Uy, (avec la possibilité que I = (1) et donc I/ (I—|— \/(O)) =(1)).
3. Soit I un idéal de R, le triplet (R,I,u) est ¢ croisements normauzr stan-
dards par rapport d v si (R, I,u) est 4 croisements normaux et I/ (I + \/(O))
est engendré par un monome minimal par rapport d v.

4. Soit I un idéal de R, on dit que (R,I) est d croisements normaux (resp. d
croisements normauz standards) s’il existe u tel que (R, I,u) soit & croi-
sements normaux (Tesp. & croisements normauz standards).

5. On dit que R est désingularisé si (R, R) est d croisements normaux.

Définition 2.9. — Soient (R,m) un anneau local noethérien et v une valuation
centrée en R au sens de la Définition 1.1. Soit I un idéal de R, on dit que la paire
(R,I) admet une uniformisation locale plongée (resp. une uniformisation lo-
cale plongée standard) s’il existe une suite :

™0 ™1 Ty —2 T —1

R R RI-1) RO

ot, pour 1 < i <1, m est un éclatement local par rapport a v le long d’un idéal J&)
ayant les propriétés suivantes :

1. Pour1<i<I, J@® 4 Péoi), Péé) étant le support de v dans R,

2. (R(i),IR(i)) est 4 croisements normauzx (resp. 4 croisements normaux stan-

dards).

Enfin, on dit que R admet une uniformisation locale plongée (resp. une unifor-
misation locale plongée standard) si, pour tout idéal I de R, (R,I) admet une
uniformisation locale plongée (resp. une uniformisation locale plongée standard).

Propriété 2.10. — (d’uniformisation locale plongée des schémas). Soit
S un schéma noethérien (non nécessairement intégre). Soient X wune composante
irréductible de Sreq et v une valuation de K(X) centrée en un point £ € X. Il existe
alors un éclatement w: S — S le long d’un sous-schéma de S, ne contenant aucune
composante irréductible de Sy.q et ayant la propriété suivante :

Soient X' le transformé strict de X par m, & le centre de v sur X' et D le diviseur
exceptionnel de w, alors (Ox ¢, Ip.¢r) admet une uniformisation locale plongée.

Dans le cas des anneaux locaux noethériens intégres, on peut énoncer la propriété
de maniére un peu plus simple :

Propriété 2.11. — (d’uniformisation locale plongée des anneaux locaux
intégres). Soient (R, m) un anneau local noethérien intégre et v une valuation de K,
le corps des fractions de R, centrée en R. On dit que v admet une uniformisation
locale plongée si, pour un nombre fini d’éléments de R, fi,...,fq € R tels que
v(f1) < ... <v(fy), i existe une suite d’éclatements locaux par rapport d v :

™0 T Ty —2 Ti—1

R R RU-1) RO




UNIFORMISATION LOCALE DES SCHEMAS QUASI-EXCELLENTS 9

telle que R soit régulier et telle qu’il existe un systéme régulier de paramétres uY) =
(ugl), ...,ug)) de RW tel que les f;, 1 <i < gq, soient des monomes en u™ multipliés
par une unité de RV et fi/.../fq dans RW.

3. Polynémes-clés en caractéristique nulle

Considérons K < K (x) une extension de corps simple et transcendante. Soit u’
une valuation de K (x), notons p := ,ui - On note G le groupe des valeurs de ' et G
celui de p. On suppose de plus que p est de rang 1, p/(z) > 0 et car(k,) = 0. Enfin,
pour 8 € G, on pose :

Py ={f € K@) | 1'(f) > B} U {0};
Py ={f € K@) |1 (f) > BrU{0};
Gur = @ Ps/ Py s
BeG
et iny (f) Vimage de f € K(x) dans G-

Définition 3.1. — Un ensemble complet de polynémes-clés pour i’ est une
collection bien ordonnée :

Q= {Qi}ier C K[x]
telle que, pour tout B € G, le groupe additif P[; N K[x] soit engendré par des produits

de la forme a ] ;ij, ac€ K, tels que Y i’ (Qi,) + pla) = B.
j=1 j=1

L’ensemble est dit 1-complet si la condition a lieu pour tout § € Gy.

Théoréme 3.2. — ([9], Théoréme 62) Il existe une collection Q = {Q;}iea qui soit
un ensemble 1-complet de polyndomes-clés.

Par le Théoreme 3.2, on sait qu’il existe un ensemble 1-complet de polyndmes-clés
Q = {Qi}ica et que le type d’ordre de A est au plus w X w. Si K est sans défaut, on
va voir que le type d’ordre de A est au plus w et que, par conséquent, il n’y a pas de
polynémes-clés limites, ce sera en particulier le cas si car(k,) = 0. Pour tout i € A,
notons 3; = u'(Q;).

Soit I € A, on note :
i =dg, (Qi), Vi<l

a1 = {asticss

Q1 = {Qi}i<t-

On utilise également la notation 7, ; = {7;}i<: ol les 7; sont tous nuls sauf pour un

nombre fini d’entres eux, lefr*ll =11 Q.
i<
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Définition 3.3. — Un multi-indice %, , est dit standard par rapport d oyq1 si
0 < v <ayyr, pourt <.

A . _ Vi1 (N
Un monéme l-standard en Qi41 est un produit de la forme c5,, Q) \1", ol cy,, €

K et7,,, est standard par rapport ¢ ouyq.
Un développement l-standard n’impliquant pas Q est une somme finie »_ Sg

de monomes l-standards n’impliquant pas @, ot 8 appartient a un sous-ensemble fini
de Gy et Sg =3 dg ; est une somme de mondmes standards de valuation § vérifiant

S iy (dp ) # 0.
J

Définition 3.4. — Soient f € K[z] et i <, un développement i-standard de f
est une expression de la forme :

En
f = Z Cj.,inv
j=0
ot c;; est un développement i-standard n’impliquant pas Q;.

Remarque 3.5. — Un tel développement existe, par division Euclidienne et est
unique dans le sens ot les ¢;; € K|[z] sont uniques. Plus précisément, si i € N, on
montre par récurrence que le développement i-standard est unique.
Sq .
Définition 3.6. — Soient f € Klz], i < l et f = > ¢;;Q] un développement
j=0
i-standard de f. On définit la i-troncature de p’, notée p,, comme étant la pseudo-
valuation :
pi(f) = min {jp'(Qi) + 1/ (cji)}-

0<y<si
Remarque 3.7. — On peut montrer que c’est en fait une valuation. On a de plus :
VfeKa]ieA w(f) <u(f)

La construction des polyndmes-clés se fait par récurrence (voir [13], [14], [20] §9
et [9]). Pour I € N*, on construit un ensemble de polynoémes-clés Q;; = {Qi}1<i<i;
deux cas se présentent :

(1) Il eN, B, & G1;
(2) Vi EN, ﬂl € Gy.

Dans le cas (1), on stoppe la construction; I'ensemble Q;, = {Q:}i1<i<i,—1 est par
définition un ensemble 1-complet de polynomes-clés et A = {1, ...,lp—1}. Remarquons
de plus que I’ensemble Q; ,; est quant a lui un ensemble complet de polynomes-clés.
Dans le cas (2), Pensemble Q, = {Q;}i>1 est infini et A = N*. Les propositions
qui suivent nous assurent que dans ce cas, ’ensemble des polynémes-clés obtenu est
également 1-complet.

Le lemme qui suit, trés utile dans la suite, nous permet de remarquer qu’il n’existe
pas de suite croissante bornée dans le cadre des valuations de rang 1.
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Lemme 3.8. — Soit v une valuation de rang 1 centrée en un anneau local noethérien
R. Notons Pu le support de v. Alors, v(R\ Px) ne contient aucune suite infinie
croissante et bornée.

Remarque 3.9. — La donnée d’une valuation v centrée en un anneau local (R, m)
est la donnée d’un idéal premier minimal P, de R (le support de la valuation) et
d’une valuation v/ du corps des fractions de R/ Py telle que R/Ps, C R, et m/Po, =
(R/POO) Nmy.

Preuve : Soit (f;),5, une suite croissante infinie de v (R \ Px) bornée par 3. Cette
suite correspond a une suite infinie décroissante d’idéaux de R/Ps. Il nous suffit
donc de montrer que R/P3 est de longueur finie. Notons m l'idéal maximal de R,
v(m) = min{v (R \ Px) \ {0}} et T le groupe des valeurs de v. Remarquons que le
groupe v (R \ Px) est archimédien. En effet, par absurde, si v (R \ Ps) n’est pas
archimédien, il existe o, 8 € V(R \ Px), 5 # 0 tels que, pour tout n > 1, nf < a. En
particulier, I’ensemble :

{vel'|IneN\{0}, —ng <~y <np}

est un sous-groupe isolé non trivial de I'.
On en déduit qu’il existe n € N tel que :

B < nv(m).
Ainsi, m"™ C Pg et donc , il existe une application surjective :

On en déduit que R/Ps est de longueur finie, ce qui est absurde. On en conclut que

v (R\ Px) ne contient aucune suite infinie croissante bornée.
O

Proposition 3.10. — (|20], Proposition 9.30) Supposons que 'on ait construit un
ensemble infini de polynomes-clés Q,, = {Q;}i>1 tel que, pour tout i € N*, 5; € Gy.
Supposons de plus que la suite {B;}i>1 n’est pas bornée dans G1. Alors, l’ensemble de
polynomes-clés Q,, est 1-complet.

Preuve : 11 suffit de montrer que, pour tout 8 € G; et pour tout h € K [z] tels que
w'(h) = B, h est dans le R,-sous-module de K [z] engendré par tous les monémes de

S S
la forme a 1_[1 szj, a € K, tels que o/ (a 1_[1 Q?jj > .
= j=

J
d .
Considérons donc h € K [z] tel que p/(h) € Gi. En notant h = 3 hjz?, on peut
§=0
supposer, sans perte de généralité, que :
Vj€{0,..,d}, u(hy) = 0.

En effet, dans le cas contraire, il suffit de multiplier A par un élément de K choisi
convenablement.
Comme la suite {3;};>1 n’est pas bornée dans G, il existe ig € N* tel que :

/J,/(h) < Bi()'
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Sig .
Notons alors h = Zo ¢jin@7,, le développement ig-standard de h. Or, comme ce

J:
développement est obtenu par division euclidienne, vu le choix fait sur les coefficients
de h et, comme la suite {%} est strictement croissante (il suffit de regarder

i) )izt
le développement (i — 1)-standard de @;), on montre facilement que :
V] S {0, ...,Sio}, /L(Cjﬂ'()) > 0.

Rappelons que, par construction des polynomes-clés, pour j € {0, ..., 55, }, ft5, (¢j.i0) =
W (¢j.i)- On en déduit alors que :

Vie{l, . siy}, (cj)iong) = /‘;o (Cj,ioQgO) > 1/ (h).

Ainsi, p'(h) = 1’ (co,i,) et donc, h est une somme de monémes en Q;, ; de valuation
au moins ' (h) (et en particulier, u; (h) = p'(h)).
(]

On considere alors deux cas :

(1) i > 1] > 1} = +oo;

2) tH{iz1]a; > 1} < +oo.
Dans le cas (1), & laide de la Proposition 3.11, on montre que ’ensemble infini de
polyndmes-clés est toujours 1-complet, indépendamment de la caractéristique de k,,.
Dans le cas (2), si la caractéristique de k,, est nulle et si 'ensemble de polynémes-clés
Q. = {Qi}i>1 n’est pas complet, on montre dans la Proposition 3.12 que la suite
{Bi}i>1 n’est jamais bornée. Dans ce cas-1a, grace a la Proposition 3.10, on en déduit
que Pensemble de polyndmes-clés Q,, = {Q;}:>1 est également 1-complet.

Proposition 3.11. — (]20], Corollaire 11.8) Supposons que l'on ait construit un
ensemble infini de polynomes-clés Q,, = {Q;}i>1 tel que, pour tout i € N*, B; € Gy.
Supposons de plus que l’ensemble {i > 1|a; > 1} est infini. Alors, Q,, est un ensemble
1-complet de polynomes-clés.

Preuve : Soit h € Klz], comme dans la preuve de la Proposition 3.10, il suffit de
montrer que u;(h) = p'(h) pour un certain ¢ > 1. Or, si on note :

61(]7/) = max Sl(h7 ﬂl)u

ou :

Si(h, Bi) = {3 € {0,y s} | jBi + 1/ (¢5,0) = wi(h)},
h=>Yc;iQl,
3=0
par le (1) de la Proposition 37 de [9] (Proposition 11.2 de [20]), on a :
O[Z'+161'+1(h) g 5z(h)7 Vi 2 1.

On en déduit qu’a chaque fois que 6;(h) > 0 et a1 > 1:
6i+1(h) < 6Z(h),VZ > 1.
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Comme l'ensemble {i > 1| a; > 1} est infini et que I'inégalité précédente ne peut se
produire une infinité de fois, on en conclut qu'il existe i9 > 1 tel que d;,(h) = 0 et
donc que i (h) = p'(h).

o

A partir de maintenant, on suppose que l'on a construit un ensemble infini
de polynémes-clés Q,, = {Q:}i>1 tel que a; = 1, pour tout ¢ suffisamment grand.
Ainsi pour ces i, on a :

Qi+1 = Qi + 2z,
ou z; est un développement i-standard homogene, de valuation 5;, n’impliquant pas

Q-

Proposition 3.12. — ([20], Proposition 12.8) Supposons que car(k,) = 0 et que
Von ait construit un ensemble infini de polynomes-clés Q,, = {Qi}i>1 tel que, pour
tout i € N*, B; € Gy. Supposons de plus qu’il existe h € K|x] tel que, pour tout i > 1 :

pi(h) < p'(h).
Alors, la suite {B3;}i>1 n'est pas bornée dans Gj.

Preuve : Par la Proposition 37 de [9] (Proposition 11.2 de [20]), la suite {d;(h)}i>1
est décroissante, il existe donc ig > 1 tel que §;y41(h) = d;,(h), pour tout ¢ € N.

Si .
Notons § cette valeur commune. Sionnote h = Y ¢;;Q? le développement i-standard
§=0
de h pour i > ig, alors, par la Proposition 37 de [9] (Proposition 11.2 de [20]),
pi(h) = 08; + 1’ (¢s5,4) et p' (¢s4) sont indépendants de ¢. Il suffit donc de montrer que
la suite {u}(h)}i>1 n’est pas bornée.
Notons :

p; (k) = min {MI (cj,ng) ‘ d<j< Sz} ,

g;(h) = min {] e{d+1,..,s} |1 (cﬂQf) = ui () } .
Toujours par la Proposition 37 de [9] (Proposition 11.2 de [20]), la suite {&;(h)}izi,
est décroissante, il existe donc i1 > 4o tel que cette suite soit constante a partir
de i1. Notons alors ¢j, € K [z] Punique polynome de degré strictement inférieur &
d°(Qi,) = d°(Qi,) tel que cj; cs, — 1 soit divisible par @Q;, dans K[z]. On peut

montrer que pu} (c;il) =y (03“), pour tout ¢ > i. Multiplier h par ¢}, n’affecte
pas 0, donc multiplier h par cj; ne change rien au probleme. On peut donc supposer
que in, (cs:) = iy (¢54) = 1 pour tout ¢ > .
Supposons que h = Q;, +1, rappelons que nous sommes dans la situation ol Q;y1 =
Q; + zi, pour ¢ > i1 > ig. Les z; n’étant pas uniques, un choix possible de z;, pour
1 =11, est :

Zi = Co-lin

1)

Par définition de z;,, p' (z;) = By et Bi;, < Biy41. Par récurrence sur ¢t € N, on
construit Q;, ++.
Il faut tout de méme montrer que la propriété < {u'(Q; + z; + ... + z1)}i n’est pas
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bornée > ne dépend pas du choix des z;, ..., z;, © < [. En effet, supposons que 'on ait
construit une autre suite de la forme {4/ (Q; + 2, +...+ 2,,) }i. Si pour tout [, il existe I’
tel que 1/ (Qi+zi+...+21) < ' (Qi+ 2 +...+2,) alors la suite {p/(Q;+2;+...+2,) }r
ne peut pas étre bornée car sinon la suite {¢/(Q; + 2z + ... + z1)}; le serait ce qui
contredit ’hypothese de départ. Supposons donc qu’il existe [ tel que, pour tout ',
W(Qi+z+...+2,) </ (Qi+2zi+...42). Par la Proposition 9.29 de [20], il existe un
développement Q;+z;+...+z; +27/  +...+2p tel que Qi+2] +... 42 = Qi+zi+...+ 2.
Ainsi, on peut construire une troisiéme suite qui n’est pas bornée.

Comme car(k,) = 0, le sous-corps premier de K est Q, considérons alors A la Q-
sous-algebre de K engendrée par tous les coefficients de @;,, on a donc que, pour
tout t € N, Q;,++ € A[z]. L’anneau A étant noethérien, "anneau A [z] l'est aussi. La

valuation yf 4,1 est alors centrée en Afz] et {'uiA[w] (Qilth)}teN C G1, Gy étant de

rang 1. En appliquant le Lemme 3.8, on en déduit que la suite {3;};>1 ne peut étre

bornée dans G1.
O

Corollaire 3.13. — Si car(k,) =0, il existe un ensemble 1-complet de polynémes-
clés {Qi}ien tel que A est, soit un ensemble fini, soit N*. En particulier, il n’y a pas
de polyndomes-clés limites pour des valuations de rang 1 dont le corps résiduel est de
caractéristique nulle.

Preuve : On applique le processus de construction de [20], §9 et [9]. S’il existe iy € N,
tel que fB;, ¢ G1, on pose A = {1, ...,ip — 1} et, par définition, {Q;};ca est 1-complet.
Sinon, pour tout i € N, 8; € Gy et on pose A = N*. Si #{i > 1| a; > 1} = +o0, par
la Proposition 3.11, 'ensemble {Q;};ca est 1-complet. Si f#{i > 1| a; > 1} < +o0,
par la Proposition 3.12, la suite {3;};>1 n’est pas bornée dans G; et donc, par la
Proposition 3.10, Pensemble {Q;};ca est un ensemble 1-complet de polyndmes-clés.
O

4. Préliminaires

Les éclatements locaux sont un outil essentiel pour obtenir un résultat d’unifor-
misation locale. Ces éclatements sont dépendants du choix des différents parametres
réguliers possibles pour 'anneau d’arrivée. Les éclatements locaux encadrés vont im-
poser un systéeme de générateurs de I'idéal maximal d’arrivée pour permettre de faire
décroitre des invariants (dimension de plongement et rang rationnel d’un sous-groupe
de l'enveloppe divisible du groupe des valeurs de la valuation).

Pour les preuves de tous les résultats, on pourra consulter [20] : §5, §6, §7, §8 ainsi
que le Chapitre I de [19].

4.1. Suites locales encadrées. —

Soit (R, m, k) un anneau local noethérien. Notons :

u= (U1, ..., Up)



UNIFORMISATION LOCALE DES SCHEMAS QUASI-EXCELLENTS

un ensemble de générateurs de m. Pour un sous-ensemble I C {1,...,n}, notons :

ur = {u; |7 € I}.
Fixons un sous-ensemble J C {1,...,n} et un élément j € J. Notons :
Jo=A{1,...,n}\ J
Pour tout i € {1,...,n}, considérons les changements de variables suivants :
;[ ou osioieJU{j}
“i—{ wosioieJ\{j}

On note alors :

u = (ul, ..., ul,).

15

Rappelons que pour f € R, 'annulateur de f, noté Anng(f), est 'idéal de R défini

par :
Anng(f)={g€ R|gf =0}
Pour tout i € {1,...,n}, notons :

Anng (u®) = U Anng (ul),

>1

R; = R/Anng (u$®) et R’ = R; {“IJ\{J'}} :

%

Notons (R, m™, k(M) le localisé de 'anneau R’ en un idéal premier de R’

Remarque 4.1. — Le schéma Spec(R') est un sous-schéma affine de Péclaté de

Spec(R) le long de 'idéal (uy).
Enfin, nous réalisons une partition de {1,...,n} comme suit :
T ={ieJ\{j}|u; e R},

J*¢ = {ie J\{j}|uj ¢ RV}
On a donc :
{1,...,n} = JEILJX ITJ*¢ I {5},

!/ !/ !/ !/ !/
u' = ule Uulpx Ul U{uj},

ol les réunions sont disjointes dans la derniere égalité si R est un anneau régulier avec

u pour systeme régulier de parametres.
Notons u(?) = (ugl), - uSR) un systeme de générateurs de m() et

7w (R, u) — (R(l),u(l))

le morphisme naturel entre ces deux anneaux locaux.
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Définition 4.2. — On dit quer : (R,u) — (R(l), u(l)) est un éclatement encadré
de (R,u) siny < n et s’ existe un sous-ensemble D1 C {1,...,n1} tel que :

’ (1)
Ugr,. . on\Jx = U’JCUJXCU{_]} =Up,-

Si de plus, R est régulier, u est un systéme régulier de paramétres de R et J* = ()

(c’est-a-dire sin =ny et u' = uD)) on dit que T est un éclatement monomial.
Enfin, une suite locale encadrée est une suite de la forme :

(R,u) = (RO, u®) 0o (RO yM) s "L (RO 40 |

ot chaque T; (R(i),u(i)) — (R(“‘l),u(“‘l)), 0 < i< 1—1, est un éclatement encadré.
St de plus, pour tout i, les w; sont des éclatements monomiauz, on dit que la suite est
monomiale.

Définition 4.3. — Soient m : (R,u) — (R(l),u(l)) un éclatement encadré et T C
{1,...,n}. Supposons que R est régulier et que u est un systéme régulier de paramétres
de R.

On dit que 7 est indépendant de ur si TNJ =0 (c’est-a-dire, T C J¢).

Remarque 4.4. — Si un éclatement encadré est indépendant de ur, alors :
ur C {ugl), ~~7U5111)} .

On définit par récurrence I'indépendance pour une suite locale encadrée en suppo-
sant qu’elle est déja définie pour des suites de longueur [ — 1.

Définition 4.5. — Une suite locale encadrée de la forme :
(R,u) = (R®,u©®) 25 (RO M) 5 o (RO, u®)
est dite indépendante de ur si elle vérifie les deux conditions suivantes :
1. la suite m;_5 o ... 0wy est indépendante de ur ;

2. siur C {ugi), .. uﬁf}}, 0<i<1—1, alors m_1 est indépendante de ur.

Remarque 4.6. — Soit g € {1,...,n}, on peut écrire u; sous la forme :
mi,q M,
Uy = uy

oumyq €Z, p€{l,...,n}. Le changement de variables u — u’ est alors donné par la
matrice M = (myp.q)p,q € SLn(Z) avec, par définition :
1 si p=gq
Mpg=19¢ —1 si p=jetqgeJ
0 si p##qet,oubien g # j, ou bien ¢ & J
En particulier, si ¢ € J¢, alors u; € uyje et si g € J alors u; est un monoéme en u .
De méme, le changement de variables v/ — u est donné par la matrice N = (np ¢)p.q =
M~' e SL,(Z) avec :
1 si oubienp=gq,oubienp=jetqgeJ
"4 =1 0 sinon
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En particulier, si ¢ € J¢, alors uq € u/;. et si ¢ € J, alors u, est un monéme en u’;.
Si on note e = #(J°U J*“U{j}), on en déduit qu’il existe B, € N? et z, € R'* tels
que :

uq = (Uquchu{j})ﬁq Zq.
De plus, si g € J, alors (chUJxCU{j})ﬁq est un mondéme en ufjxcu{j} uniquement. On
a également :

mR = (uJCU{j}) R.

Enfin, si J* = 0 alors, z; = 1.
Pour terminer cette remarque, on va étudier le cas ou l’éclatement encadré est
indépendant d’un sous-ensemble. Soit 1" C J¢, notons :

t=#(T)etr=n—t.
Soient v = {v1,...,v1} = ur, w = {w1, ..., wr} = ug 7 et v = (v,w') ot w =

{w],..,w.}. Pour 1 < ¢ < r, on écrit :

/
wy, =w?,

ol 4 € Z". Alors les r vecteurs 71, ..., 7y, forment une matrice de SL,(Z) notée M,..
Quitte a renuméroter les lignes de la matrice M, on peut écrire M sous la forme d’une
matrice diagonale par blocs ot un bloc est M,. et autre est I; la matrice identité de
taille .

Ainsi, pour tout § € Z", on a :

w® =wY, y = 0F,.
De méme pour le changement de variables inverse, pour tout v € Z", on a :
w' =w’, § =yF L.
Nous allons généraliser cette remarque dans le cadre des suites locales encadrées.

Proposition 4.7. — Considérons une suite locale encadrée de la forme :
(R, u) = (R©,u(®) _To_ (RM, u™) I (RO, u®) .

Pour 0 < i <1l —1, notons n;+1 l'entier correspondant a ’entier ni de la Définition
4.2, Diy1 Uensemble correspondant ¢ Dy et e;41 = #(Diy1).
Soient 0 < i< <l, ¢ge{1,....,n;}, ¢ €{1,....,ny}. Alors :

s . y . NG
1. 36D e Nev, 287D € RO tels que ul) = (u%?) 240,

2. Supposons de plus que la suite soit indépendante de up avec T C {1,...,n} et
_ iy 85D
u,(;) & up. Alors (u%),)

3. Supposons que pour tout " > 0 tel quet < i’ <i', Dy ={1,....,n} et ¢ € Dyr.
(i,i")

1l existe alors 7§f’i,) € ZM tel que u((;') = (u(i))'yq/

-/
A . K3

est un monome uniquement en “532 \ ur.
i

4. Supposons de plus que la suite soit indépendante de ur avec T C {1,...,n} et
() (®)

./
u((; ) & urp. Alors (O est un monome uniquement en Ul nid \ up.
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Preuve : 11 suffit de montrer le cas ot ¢/ = i+1, le cas général se faisant par récurrence.

Or ce cas n’est qu’une application des définitions et de la Remarque 4.6.
O

Proposition 4.8. — Considérons les mémes hypothéses que dans la Proposition 4.7
et supposons de plus que la suite locale encadrée est monomiale et indépendante de
ur, T C{1,...,n}. Notons t = #(T) et r =n —t. On pose :
v={v1,...,0:} = ur,
w = {wi, ..., Wr} = UL, n]\T-

Alors :

1. Vie]0,1], n; =n.

2. Vie]o,l], D; ={1,...,n}.

3. Pour 0 < i < ' < I, notons ul? = (v,w(i)) oty w = (wgi),...,wg)) et

u) = (U,w(i/)) ot w@) = (wgi,), ...7w$i/)). Alors, pour tout 1 < g < r, w((;)

est un monome en w*) ayant des exposants positifs.

4. Pour1l < q <r, notons w((;l) = (w(i))'yq, Vg € Z". Alors, les r vecteurs colonnes

Y1, -y Y forment une matrice Fr(i % e SL.(Z). Réciproquement, notons wgi) =

N

(w(Z )) q, dq € N7 Alors, les r vecteurs colonnes d1,...,0, forment la matrice
SN —1

(FT“ *”) € SL.(Z).

Preuve : Comme dans la preuve de la Proposition 4.7, il suffit de montrer le cas ou
i’ =i+ 1, le cas général se faisant par récurrence (et en remarquant que SL,(Z) est

un groupe). Or ce cas n’est qu'une application des définitions et de la Remarque 4.6.
O

4.2. Construction d’un éclatement local encadré. —

Gardons les mémes notations que dans la sous-section 4.1. Nous définissons un
éclatement encadré 7 : (R, u, k) — (RM,u, kM) tres utile par la suite. Nous allons
décrire, en termes de générateurs et relations, I'extension de corps k < k1) induite

par .
Rappelons que R’ est 'anneau :

R =R [u ]
Notons :
h = #(J),
he = #(J°) =n—h,
h e =# (%) +1,
h* =4 (J*) =h—h*°.



UNIFORMISATION LOCALE DES SCHEMAS QUASI-EXCELLENTS 19

Quitte a renuméroter les variables, on peut supposer que :

J={1,..,h},
Je=1{h+1,..n},
Jj=1,

JX¢ = {2, ..., h*°},
J* = {h*°+1,..,h}.

Les changements de variables deviennent alors :

, { u;, si ie{l1}U{h+1,..,n}
i Z—] si ie€{2,...,h}

Comme on a vu précédemment, prenons m’ € Spec(R’) tel que uiICUJXCu{j} c w,
ainsi RY = R/, et m; = m'RM. De plus, m=m; NR=m'NR.

Pour 1 < i < n, notons z; € k™) l'image de u} € R’ dans k(!). On remarque alors
que :

zi=0,Vie JUJ*U{j}.

Remarque 4.9. — Notons R = R'/mR’ et u; € R limage de v, € R’ dans

R, i € J\ {j}, alors R = k [uyxe,uyx il}. Les éléments Tyxe et wyx + 1 sont

algébriquement indépendants sur k, lorsque R est régulier avec u comme systeme
régulier de parametres. Or, on a les morphismes :

R— R — R, — kW,
En passant modulo m, on obtient :
k— R — Rg— kW,

ott @ = m’/mR’. On en déduit que (V) est engendré sur k, en tant que corps, par
ZJx.

Notons t = deg.tr (k(1)|k) + h*¢, par la Remarque 4.9 :
deg.tr (KVJk) < R,
On en déduit les inégalités :
W e<t<h +h*“=h<n.

De plus, on peut supposer que zpxe41, ..., 2 sont algébriquement indépendants sur k
dans k)| tant que z;11, ..., 2, sont algébriques sur k (2xc1, ..., 2¢).

Pour ¢ < ¢ < h, notons P;(X;) le polynéme minimal de z; sur k (zpxcy1, .., zi—1). On
a l'isomorphisme :

k(l) ~ k (Zh><0+1, ceey Zt) [Xt+1, ...,Xh]
(Pt-‘rl (Xt-i-l)v "'7Ph(Xh))
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Quitte a réduire au méme dénominateur, pour ¢ < i < h, on peut choisir P; €
kznxey1, ..y zi—1] [X;], mais alors les P; ne seront plus des polynémes unitaires. No-
tons :

Pi(X;) = Zpi,mXimv

OUDim € k[Zpxeq1, -y Zim1], t <@ < h. Notons alors ¢; m, ’élément de R [u;lmrl, cey u’ifl}
obtenu & partir de p; ,,, en remplagant chaque zy par u;, t < i’ < i et en remplagant
chaque coefficient de p;,, par un représentant dans R (on voit p;,, comme un
polynome en z; a coefficients dans k = R/m).

En particulier, on remarque que p; m = ¢;,,m mod m™ . Enfin, notons :

Qi(X) =3 g X

Pour t < i < h, comme P;(z;) = 0 dans kY, on en déduit que :
Qi(uj) € m).

Proposition 4.10. — Notons ny = n—t+h>¢ et posons le changement de variables
suivant :

Qi+n7n1 (u;—‘rn—nl) si h*<i < h — (TL - nl)

w,’ =< u si 1< xe
Uiy, si h—(n—n1)<i<m

Alors :

1. u® = (ugl), ...7u5111)) est un systéme de générateurs de m1).

2. m:(Ryu) — (R(l),u(l)) est un éclatement local encadré.

3. Si R est régulier avec u pour systéme réqulier de paramétres, alors u) est un
systéeme réqulier de paramétres de R().

Preuve : Nous allons donner une idée de preuve. Pour (1), il suffit de remarquer que,
par construction :
ul(-l) S m(l), 1 <1< n.

Réciproquement, par la Remarque 4.6 :
n_ (,@0 1) 1 1 (1) 1 1
mR™M = (ul ,uh+1_(n_m),...,u;1)R( ) (ul ,...,ugf) R,
Rappelons que @z, ..., Upxe, Qe+1 (Teg1) 5 -, @n (Wx) sont les images de uél), ...,uslll)
dans k (zpxcq1y s 2t) [W2y ooy Uppxe, Uig1s - Up) ; €0 particulier, ce sont des éléments
de MRw. Enfin, Uz, ..., Upxe, Q41 (Tir1) , -, Qn (Wr) engendrent un idéal maximal de
E(Zhxeqty o 2t) [UZy ooy Uppxeo, Wet 1y -vs Uhy) VU QUE :

k (thc+1, ceey Zt) [U_Q, ey Upxey Ut41, ,u_h] -~ k (thc+1, ceey thc) [ut+1, ,u_h] -~ k(l)

(@2, ., Upre, Qey1 (Wer1) 5 Qn (@) (Qurar (Wg1) 5 -0, Qn (W)
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Comme
Ry ~ k[uz, ..., Un)=
>k (Zpxei1y s 2t) [W2y oo, Upxe, Urg 1, ""“_h]ﬁk(zhmﬂ,m,zt)[E,...,myum,...,u—h] )
Tout ceci montre que les images de ugl), e u&) engendrent I'idéal maximal mRw de
Rw. Or par définition de R et de m, on en déduit que ugl), e u%ll) engendrent ’idéal

m' Ry =mW dans R, = RW.
Par définition, (2) est évidente, 'ensemble D; étant :
D1 = {1, ceey hxc} @] {h - (n - nl) + 1, ...,?’Ll}.

Pour montrer (3), on remarque que, R étant régulier avec u comme systéme régulier
de parametres, alors, R est régulier et Uz, ..., Upxe, Qr+1 (Wit1) ;- Qpn (Tr) forment un

systeme régulier de parametres de ’anneau local régulier mRz qui est de dimension
h — (n —n1) — 1. Enfin, on montre par récurrence sur n — h que :

1 1 1 1 1
0 ¢ (u") € (a0 in) € € (8 s uld)

forme une chaine de n — h + 1 idéaux premiers de R distincts.
O

Pour terminer, nous allons interpréter les résultats précédents en termes
d’éclatements encadrés par rapport a une valuation donnée.

Soient (R, m, k) un anneau local noethérien, u un ensemble de générateurs de m et
v une valuation centrée en R. Pour 1 < ¢ < n, notons :

Bi = I/(ui)u
x; = iny, (u;i).

Soient T' C {1,...,n}, E = {1,..,n} \ T et k[zg] la sous-algebre graduée de G,.
Notons :

G=klzg]" = {i ’ f,g € klzg], g homogene, g;éO}.

)

Considérons J C E et choisissons j € J tel que :
B; = min{f;}.

Soit 7 : (R,m) — (RM, mM)) un éclatement local par rapport & v (voir Définition
2.5) et considérons R(Y) comme le localisé de R’ en le centre de v. On a donc :

J ¢ ={ie J|Bi > B},

JC={ie J\{j}|8i = B}

Notons alors :

/
@ ;c—] si ie J\{j}
si 1eJ*

{ xr; si ZGJCU{j}
!
1 si i€ {l,..,n}\J*

2l
I
—N
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_foap osioieJx
T sioie{l, . nk\Jx

B =ord(z}),1 <i<mn,
E =E\J".
Pour 1 < i < n, z} est homogene et ord(z}) > 0. On a :

ord(z})) >0 B; > B; & i€ F,
ord(z;) =0,Vie J*.

Remarquons que k) = k (2« ). Considérons le morphisme p : R’ — k), extension
de R — k, défini en envoyant u} sur z; si z € J* et sur 0si¢ € J*°. L’ 1deal m’ = kerp
est le centre de v dans R’ et RV = R/ ,.

Définition 4.11. — Considérons uY) comme dans la Proposition 4.10, léclatement
local encadré 7 : (R,m) — (R(l),m(l)) qui en résulte est appelé 'éclatement local
encadré le long de (uy) par rapport d v.

Soit ¢ : D1 — JeUJ*“U{j} la bijection résultante de I’éclatement encadré. Notons
alors :

EW = o Y(E') c Dy,

(1) = Isa(Z)

B = ord (2" = 8L,

Remarque 4.12. — Pour tout 7,7’ € E, il existe §; € N#(E(l)), v € ZHFE) tels
que :
oY =

n —UE,

&
U; = (u(l) ) Zi
T E® (A

On a les mémes transformations au niveau des algebres graduées :

OB

&
xT; = (:17(1()1)) 2.

Bi = <5z, 5E(1)>

ou {.,.) représente le produit scalaire de vecteurs de taille #(D;). On en déduit les
égalités d’algebres graduées suivantes :

klx]* :k|:Z]>< I(D)} =k [azgf} ,

On a également :

klzp]* =k {sz,wg()l)}* =k ["Eggl)r
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4.3. L’idéal premier implicite. —

Pour une valuation donnée, 1'idéal premier implicite est un des objets central de
I'uniformisation locale. En effet, cet idéal va étre 'idéal a désingulariser. C’est un
idéal du complété qui décrit les éléments de valuation infinie. Via le Lemme 8.2, pour
rendre R régulier, il nous suffit de rendre régulier }A%H et }A%/ H, ou H est I’idéal premier
implicite associé a une valuation centrée en R. L’intérét de 1’idéal premier implicite
est que }AEH est automatiquement régulier sous ’hypothése de quasi-excellence. Ainsi
il suffira de démontrer I'uniformisation locale pour des valuations centrées en }A%/ H.
On pourra consulter [10], [19] ou [20] pour plus de détails.

Définition 4.13. — ([10], Definition 2.1) Soient (R,m,k) un anneau local
noethérien, P wun idéal premier minimal de R et v une valuation de rang 1 de
Rp_ centrée en R. On appelle idéal premier implicite de R associé a v, noté
H(R,v) ou plus simplement H s’il n’y a pas d’ambiguité, l’idéal de R définit par :

H= () PsR
Bev(R\Poo)
ou Py ={f € R|v(f) = B}.
Remarque 4.14. —
1. Si on suppose de plus que R est inteégre, alors Py, = (0).

2. Comme la valuation est de rang 1 le groupe v(R \ Py) est archimédien (voir
preuve du Lemme 3.8) et donc, pour tout S € v(R\ Px), il existe n € N tel que
m”" C Pg. Il y a donc équivalence entre :

(a) f€H;
(b) Tl existe une suite de Cauchy (f,), C R telle que, si f, = f, alors
n—-+0o0

v(fn) njoo 00,

(¢) Pour toute suite de Cauchy (f,), C R telle que, si f, - f, alors
n——+00

v(fn) njm 0.

Lemme 4.15. — Sous les hypothéses de la Définition 4.13, si H est l’idéal premier
implicite de R associé a v, alors :

HNR=Py
et il existe une inclusion naturelle :
R/Ps, — R/H.
Théoréme 4.16. — (|10], Theorem 2.1) Reprenons les hypothéses de la Définition
4.13. Soit H l'idéal premier implicite de R associé da v, alors :
1. H est un idéal premier de E;

2. v s’étend de maniére unique en une valuation U centrée en R/H.
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Corollaire 4.17. — ([10], Proposition 2.8) Soient R un anneau local quasi-excellent
réduit, Ps un idéal premier minimal de R et v une valuation de rang 1 de Rp__ centrée
en R. Alors, Ry est un anneau local régulier.

Lemme 4.18. — ([10], Lemma 2.4) Soit (R,m) — (R',m’') un morphisme local
d’anneaux locaux noethériens. Soient Py, un idéal premier minimal de R et v une
valuation de rang 1 de Rp__ centrée en R. Supposons qu’il existe un idéal premier
minimal P, de R’ tel que Poo = P, N R et que v s’étende en une valuation de rang
1 v/ telle que son groupe des valeurs contienne celui de v.

Pour B € v' (R'\{0}), notons Py = {f € R'|V'(f) > B}. Enfin, notons H' =
H(R',V'") lidéal premier implicite de R’ associé da v'.

Alors, pour tout € v (R\ {0}),
(PR) N R = PR

Corollaire 4.19. — (]10], Corollary 2.5) Avec les hypothéses du Lemme 4.18, on
a:

H'NR=H.
Corollaire 4.20. — ([10], Corollary 2.7) Reprenons les hypothéses du Lemme 4.18

et supposons de plus que (R,m) — (R',m’) est un éclatement local par rapport a v le
long d’un idéal J non nul de R et que v reste de rang 1 sur R'. On a :

ht(H') > ht(H) et
dim (ﬁ/H’) < dim (fz/H) .

4.4. Monomialisation d’éléments non dégénérés. —

Nous allons voir ’effet des éclatements encadrés sur les mondémes. Une conséquence
sera qu’'un élément non dégénéré, c’est-a-dire qu’en cet élément, la valuation est égale
a la valuation monomiale, peut étre transformé en un mondéme via une suite locale
encadrée.

Toute cette partie est un cas particulier du jeu d’Hironaka (voir [12] et [21]).

Pour un élément o = (ay, ..., a,) € N, on note :

o] = a1 + ... + e
Soient @ = (a1, ..., )y, ¥ = (71, -+, Yn) € N Pour 1 < i < n, notons :
0; = min{«;, v}

Posons alors § = (41, ...,0,) € N*, &a =a— 4§, ¥ =y —d. Quitte & échanger « et vy, on
peut supposer que |&| < |§]. On définit 7(«,y) par :

T(a,7) = (lal, 7)) -
Remarque 4.21. —

1. Sia=(0,...,0), alors u® divise u” dans R.
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2. Quitte a renuméroter les variables de & et 4, on peut supposer qu’il existe a € N,
1< a<n,tel que:
a=(aq,...,aq,0,...,0),
——
n—a
:Y = (07 ) 07 :Ya+17 ) :Y’n«)
~——
a

On peut également supposer que, pour 1 < ¢ < a, a; > 0.

Soit (R,m) un anneau local noethérien tel que m soit non nilpotent et u =
(U1, ..., upn) un ensemble de générateurs de m. Soit v une valuation centrée en R de
groupe des valeurs I'.

Considérons J C {1,..,n} le sous-ensemble le plus petit possible, au sens de
I’inclusion, tel que :
{1,...a} C Jet Y 4 >lal.
icJ
En reprenant les notations de la Définition 4.2, considérons 7 : (R,u) — (RW,u(V)
un éclatement encadré le long de (w), selon la Définition 4.11. Notons :

L& st A
O‘i_{ 0 si i=j
. Yi si i
NE X A—lal sioi=j
icJ
6/_(&/17 7&;7,)5
7= (s )

6/ = (617 "'75j*175j + |&|75j+15 aén)
Avec ces notations on obtient :

u® = (u’ i+ ,
u =)t
Posons o/ = 6" + &' et v/ =8 + 7.
Proposition 4.22. — Avec les notations précédentes, on a, pour l’ordre lexicogra-

phique :
T(a/7 ’71) <lex T(CY, ’7)

Preuve : Nous ne donnerons qu’une idée de preuve. Il suffit de montrer que :
(&1 <tea (l&],131) -
Si j € {1,...,a}, alors par définition et par la Remarque 4.21, on a :
&/ = 18] — a; < |al.
Sije{a+1,..,n},alors |&| = |&|. Par minimalité de J, il vient que :

Z i < |él.

ie\{5}
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On en conclut que '] < |7].
(]

Corollaire 4.23. — Soit s = #{i € {1,....,n} | u, ¢ RV*}. Quitte d renuméroter
les variables, on peut supposer que u} n’est pas inversible dans RM | pour 1 <i< s
et, inversible pour s <1 < n.

Comme 7 est un éclatement encadré, {u},...,u.} C uV. Quitte a renuméroter les
)

variables, on peut supposer que u; = u;’, 1 < i < s. Notons les vecteurs de taille nq

par :
oM = (&),...,a.,0,..,0),
N——
ny—s
=01 70,...,0)
ny—s

Alors, on a :
T (a(l),w(l)) <pex T(,7).
Preuve : Par la Proposition 4.22 et par définition :
T (a(l),v(l)) Stex T(,7) <pex T(a,7).
O

Remarque 4.24. — Soit T C {1,..,n} tel que &; = 7; = 0, pour tout ¢ € T. Alors,
tout éclatement encadré le long de (uy), avec J défini comme précédemment, est
indépendant de urp.

Corollaire 4.25. — Soient (R,m) un anneau local noethérien tel que m soit non
nilpotent et u = (uq,...,un) un ensemble de générateurs de m. Soit r € N tel que
1 < r < n. Notons u = (w,v) avec :

w= (w1, ...,w,) = (U1, ..., Uy),
V= (V1,0ey Upp)-
Soit v une valuation centrée en R, prenons j dans J vérifiant :
v(u;) = min{v(u;)}.

Soient o,y € N7, il existe alors une suite locale encadrée par rapport & v et
indépendante de v :

(R,u) — (R(l),u(l))
telle que w® divise wY ou bien w” divise w* dans R®.

Preuve : On itere le processus de construction de la Proposition 4.22 en choisissant
des éclatements locaux encadrés par rapport a v, qui sont, par construction et par la
Remarque 4.24, indépendants de v. Par le Corollaire 4.23, cette construction s’arréte

aprés un nombre fini d’itérations. On conclut alors griace au (1) de la Remarque 4.21.
O
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Proposition 4.26. — Gardons les notations du Corollaire 4.25. Alors :
w® divise wY dans RO < v (w®) < v(w?).

Preuve : Notons u(V) = (wgl), ...,wg),v). Par le (1) de la Proposition 4.7, il existe

a® ~O e N et y,z € ROX tels que :
)

ol
wr =y (w(l)) ,
)
wl =z (w(l))v
Comme v (wgl)) sy U (w%)) > 0 et comme, par construction, I'un des a® ou ®

est plus grand que 'autre, composante par composante, on a :

()" v () (a0) ) < ( ()7

Corollaire 4.27. — Gardons les notations du Corollaire 4.25. Soit I un idéal de R
engendré par des mondomes en w. Considérons g, ..., g, € N" une collection minimale
d’éléments de N telle que (w®°,...,w) =1.

Enfin, supposons que v (w®) < v(w), 1 < i < b. Il existe alors une suite locale
encadrée par rapport a v et indépendante de v :

(R,u) — (R(l),u(l))

O

telle que :
IRW = (w) RW.

Preuve : On définit I'entier suivant :

_ : €5 p,Eil
T(I,w) = (b’og?ilir}gb{q— (w, w )}) .
On suppose que 7(I,w) = (0,1) si b = 0. Si b > 1, on applique la Proposition 4.22
a la paire {w®, w®" }, pour laquelle le minimum est atteint dans {7 (w®,w®")}. On
obtient alors un sous-ensemble J de {1, ...,n} tel que tout éclatement encadré le long
de (uy) fasse décroitre 7(I,w) pour l'ordre lexicographique. On conclut en utilisant
la Proposition 4.26.

O

Lemme 4.28. — Soit (R,m,k) un anneau local régulier. On suppose que m =
(U1, .oy ) = u, o n est le nombre de générateurs de m. Soient & un semi-groupe
ordonné archimédien et (1, ..., 8, € @ tels que B; >0, 1 <7 < n.

Notons @, C ® le semi-groupe ordonné suivant :

<I>*—{zn:aiﬂi aiGN}-

i=1
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Pour v € &, considérons l’idéal de R :

_ i an
I, = <{u1 Uy

Alors, pour f € R\ {0}, l'ensemble :

Op={yed.|fel}

iaiﬂi>7}>-

i=1

est fini.

Preuve : Soit f € R\ {0}. Comme ® est archimédien alors ®, 1’est aussi. Remarquons
que ®, est un ensemble dénombrable et que ®; est un ensemble bien ordonné car
a une suite décroissante de @ correspond une suite croissante d’idéaux de R de la
forme I, qui est forcément finie vu que R est noethérien. Notons 7o le plus petit
élément non nul de ®¢ (en fait 0 est le min de @, et de O, si ce dernier ensemble est
réduit a 0, la preuve est terminée).

Comme [ est non nul, il existe i > 0 tel que f ¢ m’ et donc & # .. Il existe donc
v1 = sup ®y € ®,. Or &, est archimédien, ainsi, il existe N € N tel que 1 < N~o.

n

Alors, pour tout élément v = > «;8; € @5, o € N, comme f3; € @5, pour 1 < i < n,

i=1
on en déduit :
n n
(Z ai) % <Y aifi <m < Nyo.
i=1 i=1
n n
Nécessairement, on a (N -3 ai> Yo > 0 et comme 79 > 0 on en déduit que > a; <
i=1 i=1
N, c’est-a-dire qu’il n’y a qu’un choix fini de n-uplets (a1, ..., ) et donc de v € .
O
Corollaire 4.29. — Sous les hypothéses du Lemme 4.28, il existe une unique va-

luation, notée vy, centrée en un idéal premier de R, telle que :
vou(us) =B, 1 <j<n;

vou(f) = max{y € &;}, ¥ f € R\ {0}.

Cette valuation est appelée la valuation monomiale de R associée au et da 1, ..., Bp.
Soit v une valuation de groupe des valeurs I' et centrée en un idéal premier de R. On
dit que v est monomiale par rapport a u s’il existe By, ..., Bn € Ty tels que :

erR\{O}a V(f) :VO,u(f)

Exemple 4.30. — Pour v une valuation centrée en R = k[[u1,...,uy]], si f =

> equ®, alors vy (f) = min{ > aiv(ug)
i=1

sociée & u et & v(uy),...,v(up).

Ca # O} est la valuation monomiale as-
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Remarque 4.31. — Si v est une valuation centrée en R dont le groupe des valeurs
est archimédien et si g , est la valuation monomiale associée & u et & v(uy), ..., ¥(up),
alors, pour tout v € ®,, v(I,) = min{v(f)| f € I,} > . Ainsi, pour tout f € R\ {0} :

vou(f) < v(f).

De plus, la valuation v est monomiale si et seulement si :
gru(R) =k [iny(u1), ..., ing, (uy)] -

Définition 4.32. — Soient R un anneau local régulier et u = (uy, ..., up) un systéme
régulier de paramétres de R. Soit v une valuation centrée en R. On dit que f € R est
non dégénéré par rapport a v et u Si :

vo.u(f) = v(f),

ol vy, est la valuation monomiale de R par rapport ¢ u (Corollaire 4.29).

Remarque 4.33. —

1. f € R est non dégénéré par rapport a u si et seulement s’il existe un idéal I de
R, monomial par rapport a u, tel que v(f) = mi?{y(g)}.
S

2. Considérons une suite locale encadrée (R,u) — (RW,uM)) et f # 0. Par le
(1) de la Proposition 4.7, chaque u; est un mondéme en ™ multiplié par une
unité de RM). Ainsi, si f est non dégénéré par rapport & u alors, f est aussi non
dégénéré par rapport & u(l),

Le Théoreme 4.34 suivant peut étre vu comme un théoréme <« d’uniformisation
locale plongée > de f, f étant un élément non dégénéré par rapport a v.

Théoréme 4.34. — Considérons les mémes hypothéses que celle de la Définition
4.32. Soit f un €élément non dégénéré par rapport a u. Il existe alors une suite locale
encadrée (R,u) — (R(l),u(l)) telle que f soit un monome en u® multiplié par une
unité de RW.

De plus, soit I un idéal de R tel que v(f) = I;lel?{l/(g)} Notonsu = (w,v) et supposons

que I est engendré uniquement par des mondmes en w. Alors, la suite locale encadrée
précédente peut étre choisie indépendante de v.

Preuve : La suite locale encadrée par rapport a v provient du Corollaire 4.27. Ainsi,
comme f € I, il existe z € RY tel que f = zw® (selon les notations du Corollaire
4.27). Comme I est engendré par w® (Corollaire 4.27) et par hypothéses, on en
conclut que :

V() = v(f) — v(w™) = v(f) — min{u(g)} = 0.

Or v est centrée en RY, donc, z € RW*.
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4.5. Suite élémentaire uniformisante. —

Nous allons construire une uniformisation locale, par rapport a une valuation
v, d’'une hypersurface quasi-homogene satisfaisant certaines conditions vis-a-vis de
Palgebre graduée G, = (gr,(R))*, ol, pour une algebre graduée n’ayant pas de divi-
seurs de zéro G, 'agébre graduée G* est définie par :

¢ ={?
g

Soient (R,m,k) un anneau local régulier, u = (uy,...,u,) un systéme régulier
de parametres de R et v une valuation centrée en R de groupe des valeurs I'. Notons :

f,9 € G, g homogeéne, g # O} .

Bi=v(u;), 1 <i<n.
Pour r € {1,...,n— 1} posons t =n —r — 1.
n
Supposons que r = dimg (Z QpB; ), c’est-a-dire, quitte & renuméroter les variables,
i=1

que f1, ..., B, sont Q-linéairement indépendants dans I' ®z Q et qu’en particulier 3,
est Q-combinaison linéaire de Sy, ..., ;.
Notons u = (w,v) avec :

V= (V1,.00s0¢) = (Upg1y ey Up—1),
W= (W1, eey Wy Wr) = (UL eeny Uy Uy
Soit A = {f31, ..., Br) le sous-groupe de T' engendré par S, ..., 3. Notons :
@ = min{m € N* | mf, € A}.

Par hypotheéses, @ < +oo. Pour ¢ € {1,...,7,n}, on note x; = in,(u;), on a donc
ord(xz;) = fi.

Par le Corollaire 4.6 de [20], on peut montrer que les z1, ..., . sont algébriquement
indépendants sur k dans G,. Si z,, est algébrique sur k|[z1,...,x,], notons P le po-
lynéme minimal de w,, sur k [x1, ..., 2], choisi unitaire et de plus bas degré possible;
sinon posons P = 0. Si P # 0, notons « = d °(P). Soient oy, ..., a, € Z tels que :

aﬂn - i o‘iﬂi =0.
=1

On peut montrer (Lemme 4.5 de [20]) que d = £ € N. On note alors :

w
I
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Si P # 0, alors P est de la forme :

d
P(X)=> ey X",
=0

d .
ouc €k,pour 0 <i<d, cg=1et > ¢; X" est le polynéme minimal de Z sur k dans

1=0
G,.
Enfin, pour 0 < ¢ < d, fixons un élément b; € R tel que ¢; = b; mod m. On pose
alors :

d
Q= by "w.
=0

Proposition 4.35. — Avec les hypothéses et les notations précédentes, il existe une
suite locale encadrée par rapport a v et indépendante de v :

0 1

(Rou) = (RO, u©®) s (RO y0) Ty "0 (RO 4 0)

telle que, pour 0 < i < I, si on note :

u® = (u§i>, u(i))

ceey Uy

et k@ le corps résiduel de R®, alors :

1. Les éclatements encadrés my, ..., m—2 sont monomiaux. En particulier, n, = n,
k@ =k, pour 1 <i < 1. De plus, z € RW*.

_ n si P#0
2 "l_{n—1 s P=0

3. Notons :
wgl), ...,wﬁ”,v,w?) si P#0
u® =
wi”,...,wﬁ”,v) si P=0
Alors, pour j € {1,...,r,n}, w; est un mondme en wgl), e wﬁl) multiplié par une

unité de RW.

4. Pour j € {1,...,r}, wj(-l) est un monome en w dont les exposants peuvent étre
négatifs.

5. 8i P #0, alors :
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Preuve : Nous ne donnerons qu’une idée de preuve. Sans perte de généralité, on peut
supposer qu’il existe § = (d1,...,0r,0n) €t ¥ = (71, e, Vr, Vn) tels que z = Zj—j et
v(w?) = v(w®). En appliquant le Corollaire 4.25, on obtient l'existence de la suite
locale encadrée par rapport & v et indépendante de v telle que w” divise w® dans R,
En appliquant la Proposition 4.26, on en déduit que z, z~' € R®.

On montre (1) par récurrence. Plus précisément, la Proposition 4.8 implique des

relations de dépendance entre les images des (§; dans les R et les images des § et
W)

7, ainsi que z* 1 = —b7y, ot j # 1 est tel que BJ(-i/) = min {ﬂfi/)} = ﬁ£i/). La
wi i€{l,...,r,n}
Proposition 4.26 permet de conclure que z,z7! € RE+D En particulier si i’ =1 —1

on a (1).
En reprenant les notations de la Proposition 4.10, on remarque qu’on est dans le cas
ot h* < 1 (plus précisément, le cas h**=h—1,t=hetlecas h** =t =h—1). En

w(.lfl)
utilisant la Proposition 4.8 et quitte a interchanger, on peut supposer que z = ﬁ
1
20D

Le cas h*¢ = h — 1, t = h se produit si et seulement si Z = —f—; est transcendant
Ty

sur k (et donc P =0). Le cas h*¢ =¢ = h — 1 se produit quant & lui si et seulement
si Z est algébrique sur k (c’est-a-dire P # 0). Ainsi (2) et (6) proviennent de I’étude
(-1
directe de ces deux cas particuliers. Dans le cas P # 0, vu que z*! = w{l—,l), on
wy
d .
peut prendre w') = > bz, ce qui prouve (5). Pour terminer, (3) et (4) sont une
i=0

application directe de la Proposition 4.7 avec i = 0 et i’ = [.
O

Proposition 4.36. — Reprenons les notations et les hypothéses de la Proposition
4.35. Notons Q = Q+h, ou h € R est tel que vo.u(h) > 104 (Q). Alors, la Proposition
4.35 est vraie avec Q a la place de Q dans (5).

Preuve : Par hypothéses, on peut écrire h comme une somme finie h = ) h,u? ou
¥
hy € R et v(u?) > 10.4(Q). Soit N = max{|y| | h, # 0}. Aprés une suite locale

encadrée indépendante de w41, ..., u,, ON peut supposer que :

v(wy) < % (Y0,u(h) = 110,u(Q)) -

Pour tout 7 € {r + 1, ...,n}, effectuons L:((le))J éclatements le long de 'idéal (u;,w).
On peut alors supposer que, pour h, # 0, u” est divisible par un monéme w, en
wi, ..., wy tel que v(wy) = vy, (Q). En appliquant le Corollaire 4.27 a 'idéal monomial
engendré par {y?} U {w, | h, # 0}, on construit une suite locale encadrée monomiale
indépendante de 41, ..., u, telle que y¢ divise h.

Ainsi, avec cette hypothese, on peut considérer la suite locale encadrée construite
dans la Proposition 4.35. Comme y¢ divise @ dans R®") et comme y¢ divise h, on en

déduit que y* divise Q dans RW. Le wSP de la Proposition 4.35 differe alors de %
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par des éléments appartenant a l'idéal (ugl), e ug),l)
O

Définition 4.37. — Reprenons les notations et les hypothéses de la Proposition
4.36. La suite locale encadrée par rapport a v et indépendante de v construite dans
la Proposition 4.36 sera appelée la suite élémentaire uniformisante associée
a (R, u, v, n, Q), ou plus simplement, la n-suite élémentaire uniformisante,
lorsque il n’y a pas d’ambiguité possible dans les choiz de R, u,v et Q.

Remarque 4.38. — L’entier n de la Définition 4.37 fait référence au fait que la
suite est dépendante uniquement des variables uq, ..., uy, up,. Pour j € {r+1,...,n},
on peut définir une j-suite élémentaire en remplagant les variables uq, ..., u,, u, par
ULy eeey Up, Uy

4.6. Suites formelles encadrées. —

Soit (R, m, k) un anneau local régulier complet de dimension n avec m = (uq, ..., Uy, ).
Soient v une valuation de K = Frac(R), centrée en R, de groupe des valeurs T" et T';
le plus petit sous-groupe isolé non nul de I'. On note :

H={feR|v(f) ¢TI}
H est un idéal premier de R (voir Preuve du Théoréme 8.1). On suppose de plus que :
n=e(R,v) =emb.dim (R/H),

c’est-a-dire que :
Hcm?

On note également r = r(R, u,v) = dimg (Z Qy(ui)).
i=1

La valuation v est unique si ht(H) = 1, cas auquel on va se ramener grace au Corollaire
5.3. C’est la composée de la valuation p : L* — T’y de rang 1 centrée en R/H,
ou L = Frac(R/H), avec la valuation § : K* — TI'/T;, centrée en Ry, telle que
ko ~ k(H).

Par abus de notation, pour f € R, on notera u(f) au lieu de pu(f mod H).

Définition 4.39. — Soit (R,u, k) — (R',u', k') une suite locale encadrée, on note
Hj le transformé strict de H dans R'. On dit que p est centrée en R’ si p est
centrée en R'/H{. Dans ce cas, on dit que la suite locale encadrée est une suite
locale encadrée par rapport a u.

Définition 4.40. — Soit (R,u) — (R(l), u(l)) un éclatement local encadré. Le mor-
phisme induit par complétion formelle est appelé un éclatement formel encadré
par rapport a .

Soient K1) = Frac (IE(\U), HO le transformé strict de H dans R et 7Y videal
premier implicite de }/B(T)/H(O)}/Ba).
On appelle transformé de H dans R, noté HY), la préimage de 7Y dans RO.
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Enfin, on appelle valuation induite par p en E(\l), notée M), Punique extension
de p de 1 (H) a s (HW), centrée en RV /HW et donnée par le Théoréme 4.16.

Définition 4.41. — Une suite de morphismes locauz :
(R,u) ——= (R(l) u(l)) B W (R(l ) (= 1)) et (R(“,u(”)
est appelée une suite formelle encadrée par rapport a p si, la suite :
(R,u) ——= (R(l) u(l)) B W (R(l 1) g = 1))

est une suite formelle encadrée par rapport a p et si mj—1 est un éclatement formel
encadré par rapport & la valuation p=Y | induite par p sur R—1.

Pour tout éclatement local encadré de la forme (R, u) — (R(l), u(l)), on définit une
valuation v1) centrée en R(1) comme suit : fixons une valuation 1) de K'(1), centrée
en (R(l)) o €t telle que ky) ~ k (H™M)). On pose alors v = () o (1),

H

Etant donnée une suite formelle encadrée :
(Rju)g(Ru) uM) IO (RU-D), (= D) e (RO, u®) ;

on peut, par récurrence sur 1 < ¢ < [ — 1, construire une valuation u(z), centrée en
R telle que le plus petit sous- groupe non nul du groupe des valeurs de v soit I'y,
et définir le transformé de H dans R®, noté H®. Par construction, on a :

HY = {f e RV [vO(f) ¢ I1}.

On note alors :
e (R(i), I/(i)) = emb.dim (R(i)/H(i)) :

r (R(i), u®, V(i)) = dimg ZQV(i) (ng))
j=1
ot u) = (ugZ . ugf)
On note v, la valuation monomiale centrée en R et associée a u = (uq, ..., up) et
av(uy),...,v(uy). Par la Remarque 4.31, pour tout f € R, on a :

vo,u(f) < v(f).

Remarque 4.42. — Supposons que n = r. Pour une suite formelle encadrée de la
forme :
(R, u) —2> (R, u) IO (RU-1), 4~ 1)) (Rm u®)

on note vy,n la valuation monomiale centrée en R associée a ul et a
0 (ug”) 0 (um)
Si f € H\ {0}, alors :

vo,u (f) < v(f),
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pour toute suite formelle encadrée de la forme précédente et telle que :

v(® (ugl)) ,...,I/(l) (ug)) el;.

Ainsi, comme vq ) (f) € Ty et v(f) ¢ T'1, on en déduit que H® = (0), pour tout i.

5. Un théoréme de monomialisation en égale caractéristique

Soit (R, m, k) un anneau local régulier complet équicaractéristique de dimension
n avec m = (uq,..., u,). Soient v une valuation de K = Frac(R), centrée en R, de
groupe des valeurs I" et I'y le plus petit sous-groupe isolé non nul de I". On note :

H={feR|v(f) ¢TI}
H est un idéal premier de R (voir Preuve du Théoréme 8.1). On suppose de plus que :
n=-e(R,v) =emb.dim (R/H),
c’est-a-dire que :
H Cm?
On note également r = r(R, u,v) = dimg (f:l Qy(ui)).

La valuation v est unique si ht(H) = 1, cas auquel on va se ramener grace au Corollaire
5.3. C’est la composée de la valuation p : L* — T’y de rang 1 centrée en R/H,
ou L = Frac(R/H), avec la valuation § : K* — T'/T', centrée en Ry, telle que
ko ~ k(H).

Par abus de notation, pour f € R, on notera u(f) au lieu de u(f mod H). Par le
théoreme de Cohen, on peut supposer que R s’écrit sous la forme :

R =Ek[[u1,...,us]].

5.1. Un premier théoréme de monomialisation. —

Pour j € {r +1,...,n}, on note {Q;}ica, 'ensemble des polynomes-clés de I'ex-
tension k((ul, ...,Uj_l)) — k ((ul, ...,Uj_l)) (Uj), Qj,i = {Qj7i/|i/ S Aj,il < i}, ro le
groupe des valeurs de V|j((u,,...,u;)) € ;i la i-troncature de v pour cette extension.

Théoréme 5.1. — Reprenons les hypotheses précédentes et supposons de plus que
pour j € {r +1,...,n}, il existe un ensemble {Q;;}ica, de polynomes-clés 1-complet
pour la valuation Vig((u,,....u;)) ne possédant pas de polynome-clé limite. Deuz cas se
présentent :

1. Ou bien H # (0) et il existe une suite formelle encadrée :
(R, u) —2> (RM, u™) I (RU-D, 4 (=D) e (R®,u®)

telle que :
(e (R(”, V(l)) ,€ (R(l), V(l)) —r (R(”,u(”, I/(l))) <iex (e(R,V),n —1);
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2. Ou bien H = (0) et pour tout f € R, il existe une suite formelle encadrée :
(R,u) —2= (R, u™) B W (RU-D, 4 (=D) e (R®,u®)
telle que f soit un monéme en uY) multiplié par une unité de RW.

Preuve : On procéde par récurrence sur n — r. Si n = r alors v(uq), ..., v(u,) sont
Q-linéairement indépendants et donc, tout f € R contient un unique mondéme de
valuation minimale. En particulier,

VfeR, voulf)=v(f)

Par la Remarque 4.42, H = (0). Prenons alors un élément f € R, par le Théoréme
4.34, il existe une suite locale encadrée :

(R, u) —2> (R, ) iz (RG=1), 4 (=) oy (R®, u®)

telle que f soit un mondme en u® multiplié par une unité de R, En passant au

complété & chaque pas, on obtient la suite formelle encadrée satisfaisant (2).
Supposons que n—r > 0 et que 'on a déja construit une suite formelle encadrée pour

toutes les valeurs strictement plus petites et satisfaisant la conclusion du Théoréme

5.1. On veut montrer le résultat pour 'anneau k [[u1, ..., Un—r]] [tin—rs1]]-

Soit (R(i), m(®), k(i)) un anneau local apparaissant dans une suite formelle encadrée.

Par le Théoreme de Cohen, on peut supposer que :

RO = ) Hugi), ,u%}” .

Dans un premier temps, montrons que 1’on peut toujours se ramener aux hypotheses
suivantes :

HYD RO = (0),n;=n, r, =r,
our;, =r (R(i), u®, u(i)). En effet, si pour un certain 4, on a :
HD 0 R #(0),
en notant :

R

ni—1 — k™ Hugi), ou? ” et 7 = (ugi), @ ) ,

9 Yn;—1 9 Ymy—1

on peut appliquer ’hypotheése de récurrence sur n—r pour construire une suite formelle
encadrée :

(Rfj}, L

1) — (RED, a0) — . — (RUY,,7)

ni—1> ni—1

telle que e (RS;QD y(i>l)> <e (Rgl?_l, u(i)> =n; — 1. Notons alors :
RO = R HU%)H L 1<j<l,

on obtient une suite formelle encadrée :

(R(Z),u) JEE— (R(l),u(l)) _—, — (R(l71)7u(l71)) [ (R(l),u(l))
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telle que :
e (R(l), I/(l)) <e (R(i), I/(i)) <e(R,v).

De méme, s’il existe un i tel que n; < nour; > r, la suite formelle encadrée recherchée
est déja construite et il n’y a rien a faire.

Ainsi, on peut supposer que, pour tous les anneaux R() apparaissant dans n’im-
porte quelle suite formelle encadrée :

ni =n, r; =r, HY N RW = (0).

En particulier, U\(i;(” est de rang 1 et ¢ (Rsi)_l, M(i)) =n—1=¢e(Ry_1,p).
n;—1

A partir de maintenant, quitte a poser N = n —r + 1, on peut supposer qu’on est
dans le cas ou r = 1.

Pour achever la preuve, nous allons montrer qu’a une suite formelle pres, les
idéaux H sont principaux engendrés par un polynéme unitaire en u,, et qu’il suffit
de monomialiser ce type d’éléments.

5.2. L’idéal premier implicite est engendré par un polyndéme unitaire. —

Pour finir la preuve du Théoréme 5.1, on a doit démontrer la Proposition 5.2. On
suppose toujours que I’hyothese de récurrence est vérifiée a 1’étape n — 1, c’est-a-dire
que le Théoréme 5.1 est vraie pour R de dimension n — 1.

Proposition 5.2. — Reprenons les hypotheses précédentes et supposons que le
Théoréme 5.1 est vrai en dimension n — 1. Notons R,—1 = kl[[u1,...,un—1]] et
supposons que H ¢ R, et HN R,—1 = (0).

Soit f € H\ {0}. A une suite formelle encadrée prés, f s’écrit sous la forme :

f=afn1P;
ot a € R*, fr_1 € Ry—1 et P est un polynome unitaire en u,.
Preuve : La valuation p de rang 1 centrée en R/H induit une valuation de rang 1

centrée en R, _1.

Soit f € H, f # 0, on peut écrire f = > bjul, avec b; € R,_1. Par hypothese, on
j=0
peut supposer qu'il existe j > 0 tel que b; ¢ H N R,,—1. On pose alors :

B =min{u(b;) [b; € H N Ry}
j=0
Soit d le plus petit entier naturel tel que p(bg) = 8 (donc by ¢ H N Ry—1).
Soit N > d un entier naturel non nul tel que, pour tout j > N,
bj S (bo, . bN) .

Soit j € {0,..., N}, comme, par hypothéses, R,_1 est un anneau local, régulier et
complet de dimension n — 1, on peut appliquer I’hypothése de récurrence (Théoreme
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5.1 en dimension n — 1) & cet anneau muni de la valuation p et a 1’élément b;. Il existe
donc une suite locale encadrée :

T (Rn—1, (U1, ooy un—1)) = ... = (R, (ul, ..., up,_y))

n

telle que b; soit un mondme en (uf,...,u,_;) (multiplié par une unité de R’). En
passant & chaque pas de la suite au complété formel, on obtient une suite formelle
encadrée telle que b; est un mondme en (uf, ..., u},_;) (multiplié par une unité de R').
De plus, par le (1) de la Proposition 4.7, la propriété d’étre un mondéme multiplié
par une unité est préservée pour tous les éclatements encadrés suivants. Ainsi, on
peut choisir 7 de telle sorte que les by, ..., by soient simultanément des mon6émes en
(uh,y ey ul,_q).
Par les choix de 3 et de d et par le Corollaire 4.27, apres une suite locale encadrée de
plus, on peut se ramener a la situation ou by divise b;, 0 < 7 < N et donc, bg divise
b; pour tout j > 0.
Ainsi, % € R’ [[uy]] et satisfait les hypotheses du théoréme de préparation de Weiers-
trass.

O

Corollaire 5.3. — Sous les mémes hypothéses que la Proposition 5.2, on a :
ht(H) < 1.

Preuve : Si H = (0), il n’y a rien & montrer. Sinon, prenons f € H tel que f # 0.
Comme la hauteur de H est croissante lorsque ’on fait des suites locales ou formelles
encadrées, (Corollaire 4.20), par la Proposition 5.2, on peut supposer que f est un
polynéme unitaire en u,, a coefficients dans R, _1. Ainsi, I’extension d’anneaux :

0 Ryy = Ry [[ual] /(f)

est finie. La préimage de I'idéal H/ (f) par o est (0). Comme la hauteur est préservée
par les extensions finies d’anneaux ([15], Theorem 20), on a :

ht (H/(f)) = ht((0)) = 0.
Ainsi, ht (H) = 1.
(]

Corollaire 5.4. — Sous les hypothéses de la Proposition 5.2, a une suite formelle
encadrée pres, l'idéal H est principal engendré par un polynome unitaire en .

Preuve : C’est une conséquence directe du Corollaire 5.3.
O

Remarque 5.5. — En appliquant le Corollaire 5.4 & chaque anneau R() apparais-

sant dans la preuve du Théoréme 5.1, on peut supposer, a une suite formelle encadrée

prés, que pour tout i, 'idéal H) est principal, engendré par un polynéme unitaire
(@)

en uy,’ .

Remarquons qu'il existe alors une unique valuation 69 centrée en (R(™) (c’est

HO)
la valuation triviale si ht (H(") = 0 et la valuation discréte centrée en (R(®)) e St

ht (H(i)) = 1). Ainsi, 'extension v de v & R est déterminée de maniere unique.
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Pour achever la preuve du Théoréme 5.1, il suffit d’obtenir le résultat pour des
polynémes en .

5.3. Monomialisation des polynémes. —

Proposition 5.6. — Sous les hypothéses précédentes et en supposant que le
Théoréme 5.1 est vrai en dimension n—1, pour tout polynome f € k [[u1, ..., un—1]] [tn],
il existe une suite formelle encadrée (R,u) — (R',u’) telle que f soit un mondme en
u' multiplié par une unité de R’.

Supposons de plus que f soit irréductible dans k [[u1, ..., un—1]] [[un]], la suite formelle
encadrée précédente peut alors étre choisie de telle sorte que u!, divise f et u!? ne
divise pas f dans R'.

Fin de la preuve du Théoréeme 5.1 en supposant la Proposition 5.6 vraie :
Si H # (0), prenons f € H N k[[ug,...;un—1]][un], f # 0; sinon prenons
f € kllut,...,un—1]][un] \ {0}. Par hypotheses, il existe une suite formelle en-
cadrée (R,u) — (R, u’) telle que f soit un monéme en v’ multiplié par une unité de
R’. Notons H' le transformé de H dans R'.
Si H # (0), alors, par définition, v(f) ¢ T'1 et donc, il existe un j tel que v(u}) ¢ I'1,
c’est-a-dire, u; € H'. Ainsi, e(R',v) <n—1<n=e(R,v) et on est dans la situation
(1) du Théoréme 5.1. Si H = (0) et f € k[[u1,...,un—1]] [un] \ {0}, on se retrouve
dans la situation (2) par hypotheses.
Enfin, si H = (0) et f € R\ {0}, non nécessairement un polynéme en wu,, écrivons
f=f+f" avec vo.(f") > v(f) (et donc v(f) = v(f')). Par le cas polynomial
vu avant, il existe une suite formelle encadrée (R,u) — (R',u’) telle que f’ soit un
mondme en v multiplié par une unité de R’. Or vg . (") = vo.(f") > v(f) = v(f').
Par le Corollaire 4.27, quitte a compléter, il existe une suite formelle encadrée
(R',u") = (R",u") telle que f soit un mondéme en u”’ multiplié par une unité de R”.
(]

Preuve de la Proposition 5.6 : On va montrer le résultat par récurrence sur le
degré de f. Sid; (f) =1, la Proposition 5.6 est alors évidente.

Soit f € k[[u1, ..., un—1]] [un] de degré d > 1. Par hypothése de récurrence, on suppose
que la Proposition 5.6 est vraie pour tout polynéme de degré strictement inférieur a
d.

Par hypothese, vu que I’ensemble de polynémes-clés est 1-complet et ne possede pas
de polynome-clé limite, il existe i € N* tel que v(f) = vpi(f). Ceci veut dire qu’il
existe un développement (n,i)-standard de f de la forme :

N .
f= Z ¢ Qi
=0

ol les ¢; sont des développements (n,i)-standards n’impliquant pas Q. ; et v(f) =

On rappelle que pour i € N*, on note an,; = dg ,  (Qn,i)-

Supposons qu’il existe [ € N* tel que o, ; > 1, prenons alors ce [. S’il n’en existe pas,
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N .
prenons un ! suffisamment grand tel que f = Y ¢; Q7 , et v(f) = vy, (f). Dans tous
3=0 ’
les cas, par définition des polynomes-clés et par hypothese, I < w.
Pour achever la preuve de la Proposition 5.6, il nous suffit donc d’obtenir le résultat
voulu sur les polynémes-clés comme nous allons le voir dans la sous-section 5.4 et la

Proposition 5.7.

5.4. Monomialisation des polynémes-clés. —

Proposition 5.7. — Sous les hypothéses précédentes et en supposant que le
Théoréme 5.1 est vrai en dimension n — 1, il existe une suite formelle encadrée :

(R,u) — (R, o),

"= (u),...,ul), et vérifiant les propriétés suivantes :

0t U= (Upy .oy Up), U

1. Pour tout g € N* tel que 1 < ¢ < I, le polynome-clé Q, 4 est un mondme en v
multiplié par une unité de R’ ;

2. Dans R', v}, divise Q,,; mais u/?> ne divise pas Qp,.

Preuve de la Proposition 5.6 en supposant la Proposition 5.7 vraie :

Par hypotheése de récurrence sur n — r, n’importe quelle collection d’éléments de
k((u1,...,un—1)) peut étre transformée simultanément en mondmes via une suite
formelle encadrée. De plus, en appliquant n — r — 1 fois la Proposition 4.35, on peut
supposer que seuls les uf, ..., u,. apparaissent dans ces mondmes.

Si ap,; = 1, on applique la Proposition 4.35 a chaque polynéme-clé Q, 1, ..., @Qn,1 €t
la Proposition 5.6 est démontrée.

d .
Supposons que «,,; > 1. Notons f = > a;ul,, a; € k[[u1,..., un—1]]. Soit jo le plus
j=0
grand j € {0,...,d} tel que v(aj,) = Orgligd{u(aj)}. Par le Corollaire 4.27, aprés une
SVA
suite locale encadrée indépendante de u,, et quitte & compléter, on peut supposer
que aj, divise a;, pour tout j € {0,...,d}. En appliquant le théoréme de préparation
de Weierstrass, on peut supposer que f est un polynéme unitaire en wu,, de degré d.
N 4
Soit f = 3 ;@ N = {%J le développement (n,[)-standard de f. Par la
j=

Proposition 5.7, il existe une suite formelle encadrée telle que le développement (n,1)-

N .
standard de f dans R’ soit de la forme Zo cuyl, ¢ ek [[uf, ..., ul_4]], multiplié par
j=

une unité de R’

Notons j, le plus grand j € {0,..., N} tel que v(c/,) = min {v(c;)}. Toujours par
Jo 0<j<N J
!

le Corollaire 4.27, apres une suite locale encadrée indépendante de u,,, et quitte a
compléter, on peut supposer que c&(,) divise ¢, pour tout j € {0, ..., N'}. En appliquant
le théoreme de préparation de Weierstrass, on peut supposer que f est un polynéme
unitaire en u,, de degré inférieur ou égal & N < d. Pour conclure, il nous suffit juste

d’appliquer '’hypothese de récurrence.
O
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Preuve de la Proposition 5.7 : Comme | € N* le développement standard de
Qn,1 est :

an,lfl

Nl z : z : o Yn,i-1 J

anl - Qn,l—l + C")LJ!’Yn,L—lQn,l—l n,l—1°
J=0 777.,[—1

Par hypothese de récurrence, pour des valeurs strictement inférieures a n —r, il existe

une suite formelle encadrée (R,u) — (R’,v’), indépendante de w,, telle que chaque

élément ¢, 5 , , soit un mondme en ul, ..., ul,_, multiplié par une unité de R'.

Pour chaque j € {r+1,...,n — 1}, appliquons la j-suite élémentaire uniformisante de

la Remarque 4.38, suivie a chaque fois d’'une complétion formelle. On arrive alors a

. . N Yn,i— ~ < 152
la situation ott les > c¢nuj5, , ,Q, " sont des mondmes en uf, ..., u;. multipliés

Yn,i-1
par une unité de R’.
Appliquons [ — 1 fois la Proposition 4.35, on peut supposer de plus que :

Qn,lfl = 77“;“

ol ) est un mondme en u}, ..., u,_; multiplié par une unité de R’.
En appliquant la Proposition 4.35 & uf,...,u.,ul,, quitte & passer au complété, on
obtient une suite formelle encadrée (R',u') — (R”,u") telle que @y, soit un mondme
enuf,...,u’, ull. On en déduit immédiatement (1) et (2) par construction, ceci achéve

la preuve de la Proposition 5.7 et donc celle du Théoreme 5.1.
O

6. Un théoréme de monomialisation en caractéristique mixte

Soient (R, m, k) un anneau local régulier complet de caractéristique mixte de di-
mension n avec m = (x) = (21, ..., Z,) et v une valuation de K = Frac(R) centrée en
R, de groupe des valeurs I'. Soit 'y le plus petit sous-groupe isolé non nul de I'. On
note :

H={feR|u(f)¢T1}

H est un idéal premier de R (voir Preuve du Théoréme 8.1). On suppose de plus que :
n=e(R,v) =emb.dim (R/H),

c’est-a-dire que :

H Cm?
On note également r = r(R, z,v) = dimg (E Qy(:ci)) et p = car(k).

i=1

La valuation v considérée est la composée de la valuation p : L* — T’y de rang 1
centrée en R/H, ou L = Frac(R/H), avec la valuation 6 : K* — I'/T'y, centrée en
Ry, telle que kg ~ x(H).
Par abus de notation, pour f € R, on notera u(f) au lieu de pu(f mod H).

Remarque 6.1. — Sip € H, alors R/H est équicaractéristique et on est sous les
hypotheses de la Section 5. Dans la suite on supposera donc que p ¢ H.
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6.1. Suites formelles encadrées et anneaux de caractéristique mixte. —

Lemme 6.2. — Il existe g € W [[u1, ..., uy]] @ coefficients dans W* tel que :
R~W [[ulv 7un]] /(p - g)a

ou W est un anneau local régulier complet de dimension 1 dont l'idéal mazimal est
engendré par p.

Preuve : On sait qu’il existe un morphisme surjectif :
o : Wu1, ..., un]] - R,

tel que p(u;)) = x; et pyw = idy. Comme R est integre (voir [8], Corollaire
17.1.3), ker ¢ est un idéal premier et, en comparant les dimensions, on en déduit
que ht(ker p) < 1. Or, W [[u1, ..., uy]] est factoriel donc, ker ¢ est un idéal principal
engendré par f. Comme p € m, il existe aq, ..., a, € R tels que :

pP=a1T1 + ... + AnTp.

Or, ¢ est surjective, il existe donc by,....,b, € W [[us,...,u,]] tes que o(b;) = a,
1 < i< n. Notons g =biuy + ... + byu,, alors, p — g € ker p.

Si un des b; est divisible par p, en notant b; = pb}, b, € W [[uy, ..., un]], on remplace
b; par big. En itérant ce processus, aprés un nombre au plus dénombrable de pas, on
peut supposer que tous les b; sont non divisibles par p et donc b; € W*, 1 < i < n.
Vu que p est un parameétre régulier de W [[uq, ..., u,]], I'idéal (p — g) est premier, de

hauteur 1 et inclu dans ker ¢, d’ou :

kerp = (p —g).
avec g € (uy, ..., up) & coefficients non divisibles par p, donc dans W*.

Remarque 6.3. — Si R est ramifi¢ (p € m2) alors g € (uq, ..., un)".

A partir de maintenant on suppose que :
R=W [[ulv 7un]] /(p - g)a

avec g € (uq, ..., u,) & coeflicients dans W*. L’idéal maximal de R est m = (u1, ..., up).

Pour j € {1,...,n}, notons K le corps des fractions de W [[uq, ..., u;]]. Pour j €
{r+1,...,n}, onnote {Q;i}ica,; 'ensemble des polynomes-clés de I'extension K; 1 —
K;_1(uj). Siy=(m,...,7), on note :

1
Qji = H Ji
i=1
Pour j € {r,...,n} et i = (iy41,....4;) € Apy1 X ... X A, on définit par récurrence une
valuation v; de K; comme suit :
Sij =r, on pose vy = v| g, . Supposons que la valuation v(; ., . i,_,) de K;_; soit
déja construite. Si f € K1 [u;], vi(f) est défini comme l'extension de v(;, ,, ..i;_,)(f)
déterminée par Q;; 1. Si f € K, [[Ur41, ..., u5]], posons N suffisamment grand de
telle sorte que f = f1 + fo avec :
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(1) f1 € Ky [[urg1, s uj—1]] [uj];
2) foe (u)) K [[urs1, o ugll;
3) vo.u(f2) > vi(f1)-

On pose alors v;(f) = vi(f1).

Lemme 6.4. — Supposons que, pour j € {r +1,...,n}, Uensemble {Q;i}ica, soil
un ensemble 1-complet de polynomes-clés pour la valuation vk, ne possédant pas de
polynome-clé limite. Si v(p) & pL, alors, & une suite formelle encadrée prés, on peut
supposer R de la forme :

R = R[T] [[U’T-i-lu 7un]] P

ot R[r] est un anneau local régulier complet (éventuellement ramifié) de dimension
T et tel que vy soit monomiale par rapport au systeme régulier de parametres de
R|[r] et de rang rationnel mazimal.

Preuve : Considérons 'élément g € W [[u1, ..., uy]] du Lemme 6.2. Par le Théoréme
3.2, pour tout j € {r +1,...,n}, la collection {Q;i}ica; forme un ensemble complet
de polynoémes-clés, il existe donc i = (iy41, ..., in) € App1 X ... X Ay, tel que :

vi(g) = v(g) et v (Qj,:) < p,

pour tout ¢ < ij, j € {r+1,...,n} (on rappelle que, vu la Remarque 6.1 et comme
p =g dans R, v(g) € I'1).

Notons g I'image de g modulo p dans k[[ug,...,u,]] et T; la valuation définie sur
E((u1y -y ttr)) [[Upg1y ooy un]] comme la valuation 15 mais en regardant les éléments
modulo p. En appliquant le Théoreme 5.1 a la valuation 7, il existe une suite formelle
encadrée k [[u, ..., upn]] — K [[u],...,u,]] telle que g soit un mondéme en u’' multiplié
par une unité de &’ [[u], ..., u),]]. On a alors :

v(g) = vilg) =71 (9) = vo,w (9) -
En appliquant & chaque étape de 'algorithme du Théoreme 5.1 les mémes change-
ments de variables & W [[u, ..., u,]], on obtient une suite W [[u1, ..., un]] = (R®),u?)
telle que :
g= u§2)a1 ...ugz)o”z + ph,
olt aq, .., € Z, z € RA* h e R®. Or I'algorithme du Théoréeme 5.1 consiste en

une répétition de n-suites élémentaires uniformisantes (Définition 4.37), ainsi, par la
Proposition 4.10 et par choix de i :

h e (u§2), ...,u,@) .

On en déduit donc que :
h ¢ R®*.
On peut alors écrire :

(2)ou

p—g=p1—h)—uP" @z = wp—uP @),
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otw=1—he&R®* et 2/ = zw= ! € RA*,
A une suite formelle encadrée pres, on peut donc supposer que, dans R, on a :
p=ut. urz
avec aq, ..., € Z, z € R*.
Par hypothéses, comme v(p) ¢ pI' et R est complet, il existe a; ¢ pZ et donc :
Zl/% ¢ R.
Quitte a faire le changement de variable :
v = w2,
on peut supposer que :
p=uf.ul € m?.

Ainsi, & une suite formelle encadrée pres, R s’écrit sous la forme :

R=Wut,....;un]]/ (p — u*uld”) = R[r] [trs1, -y Un]] s

T

ou R[r] = W/u,...,ur]/(p—ui"..ud") est un anneau local régulier com-

plet (éventuellement ramifi¢) de dimension 7 tel que Vg = Vo(u,..u,) €t
rg.rat (V‘R[T]) =Tr.

O
6.2. Un premier théoréme de monomialisation. —

A partir de maintenant et ce jusqu’a la fin de la Section 6, on suppose que :

v(p) ¢ ol
R = R[r] [[trs1y ey un]],

ou R[r] est un anneau local régulier complet (éventuellement ramifié¢) de dimension
r et tel que v|gp,) soit monomiale par rapport au systeme régulier de parametres de
RJ[r] et de rang rationnel maximal.

Pour j € {r +1,...,n}, on note {Q;}ica, 'ensemble des polynomes-clés de I'ex-
tension Frac (R[r] [[ur41, ..., wj—1]]) = Frac (R[] [[urt1s .o, wj—1]]) (uy).
Théoréme 6.5. — Reprenons les hypothéses précédentes et supposons que, pour
Jje{r+1,..,n}, lensemble {Qji}ica, est un ensemble 1-complet de polynomes-clés
ne possédant pas de polynome-clé limite. Deuz cas se présentent :

(1) Ou bien H # (0) et il existe une suite formelle encadrée :
(R,u) —2= (RM, u) B W (RU-D, 4 (=D) et (R®,u®)
telle que :
(e (R(l), V(l)) ,e (R(l), V(l)) —r (R(l),u(l), u(l))) <iex (e(R,V),n —1);
(2) Ou bien H = (0) et pour tout f € R, il existe une suite formelle encadrée :

(RO, u)

(R,u) 2= (RM,uM) s ez (RU=D), 4(=1) Tt

telle que f soit un monéme en u) fois une unité de RV,
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Preuve : On procéde par récurrence sur n —r. Si n = r alors R = R][r]. En particulier,

VfeR, v.f)=rv(f).

Par la Remarque 4.42, H = (0). Prenons alors un élément f € R, par le Théoréme
4.34, il existe une suite locale encadrée :

T Ti—2

(R,u) —2> (R, uM) s 25 (RU-D) 4, (-1) oy (R®, u®)
telle que f soit un mondme en u® multiplié par une unité de R, En passant au
complété & chaque pas, on obtient la suite formelle encadrée satisfaisant (2).
Supposons que n —r > 0 et que l'on ait déja construit une suite formelle en-

cadrée pour toutes les valeurs strictement plus petites et satisfaisant la conclusion du
Théoreme 6.5. On va procéder comme dans la preuve du Théoreme 5.1.

Proposition 6.6. — Par le Lemme 6.4, on peut supposer que R s’écrit sous la
forme :

R = R[r][[try1, - un]]

ot R[r] est un anneau local régulier complet (éventuellement ramifié). Notons R,—1 =
R[r] [[ur41s vy un—1]] €t supposons que H ¢ R,,—1 et HNR,,—1 = (0). Supposons enfin
que le Théoréme 6.5 est vrai en dimension n — 1.

Soit f € H\ {0}. A une suite formelle encadrée prés, f s’écrit sous la forme :

f = afn—lp§

ot a € R*, fr_1 € Ry_1 et P est un polynome unitaire en u,.

Preuve : La preuve est la méme que celle de la Proposition 5.2.

O

Corollaire 6.7. — Sous les mémes hypothéses que la Proposition 6.6, on a :
ht (H) < 1.

Preuve : La preuve est la méme que celle de la Proposition 5.3.

O
Corollaire 6.8. — Sous les hypothéses de la Proposition 6.6, a une suite formelle
encadrée pres, lidéal H est principal engendré par un polynéme unitaire en u,,.
Preuve : C’est une conséquence directe du Corollaire 6.7.

O

Soit R un anneau local apparaissant dans une suite formelle encadrée. Par le
Lemme 6.4, on peut écrire R sous la forme B [[u,,]] ott B est un anneau régulier
(éventuellement ramifié) et si H® N R # (0), alors H® ¢ m(®2, Par le Corollaire
6.8, H) est engendré par un polynéme unitaire en Up,; -

Proposition 6.9. — Sous les hypotheses du Théoréme 6.5, pour tout polynome f €
R[r] [[urg1s -es un—1]] [n], il existe une suite formelle encadrée (R,u) — (R',u’) telle
que [ soit un mondéme en u' multiplié par une unité de R'.
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Preuve du Théoréme 6.5 en supposant la Proposition 6.9 vraie : C’est la méme que
celle de la preuve du Théoréme 5.1, il suffit de remplacer k [[u1, ..., un—1]] [un] par

Rlr] [[ursrs o un—1]] [un]. -

Preuve de la Proposition 6.9 : C’est la méme que celle de la preuve de la Pro-
position 5.6, il suffit de remplacer k [[u1, ..., un—1]] [un] par R[7] [[tri1, s tn—1]] [Un].
Pour conclure, il nous suffit d’avoir le résultat voulu sur les polynémes-clés comme
nous allons le voir dans la Proposition 6.10.

Proposition 6.10. — Sous les hypothéses du Théoréme 6.5, il existe une suite for-
melle encadrée :
(R, u) = (R, o),

"= (u),...,ul,), vérifiant les propriétés suivantes :

0t u = (Upy .oy Up), U
1. Pour tout ¢ € N* tel que 1 < q < lo, les polynémes-clés Qn q et Qn, sont des
monomes en u' multipliés par une unité de R’ ;

2. Dans R', v}, divise Q,,; mais u/?> ne divise pas Qp,.

Preuve de la Proposition 6.9 en supposant la Proposition 6.10 vraie : C’est la méme
que celle de la preuve de la Proposition 5.6, il suffit de remplacer k [[u, ..., u,—1]] par

R[T] [[UT+17"'7un—1]]' -

Preuve de la Proposition 6.10 : C’est la méme que celle de la preuve de la Pro-
position 5.7.
O

7. Un théoréme de monomialisation sans complétion

Soient (R, m, k) un anneau local régulier complet de dimension n tel que m =
(u) = (ug, ..., up). Soit v une valuation de K = Frac(R) centrée en R et de groupe
des valeurs I". Notons I'; le plus petit sous-groupe isolé non nul de I'. On pose :

H={feR|v(f) ¢TI}
On suppose de plus que :
n=e(R,v) =emb.dim(R/H),
c’est-a-dire que :
H C m?

La valuation v considérée est la composée de la valuation p : L* — I'y de rang 1
centrée en R/H, ou L = Frac(R/H), avec la valuation 6 : K* — T'/T'y, centrée en
Ry, telle que kg ~ k(H).

Considérons un sous-anneau local (T, mr) de R, non nécessairement noethérien,
contenant uy, ..., u, et tel que T'/mp ~ k. Soient J C {1,...,n} et j € J tels que :

v(uj) < v(ug), i € J.
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Soit mo : (R,u) — (RW,uV) I'éclatement encadré le long de (u;) par rapport a v
(Définition 4.11), notons m®) 1'idéal maximal de R(").

Définition 7.1. — Le transformé de T par wg est l'anneau :

T = T [}y )

mnT[uf o]

On dit que léclatement my est défini sur T si u® c T,
Pour une suite locale encadrée de la forme :

(R, u) = (R, u(®) _To_ (R, u™) I (RO, u®)
les notions de transformé TV de T et de définie sur T sont définies par récurrence
sur 1 < i < 1. Plus précisément, la notion de transformé T nlest définie qu’en
supposant la suite locale encadrée (R,u) — (R(ifl),u(i’l)) définie sur T.

Nous allons montrer qu’indépendamment de la caractéristique de k,,, s’il existe un
ensemble 1-complet de polyndmes-clés sans polynome-clé limite pour un anneau local
régulier complet (R, m, k), il va exister une suite locale encadrée (et non plus formelle
encadrée) qui fasse décroitre 'invariant e(R,v). Si R est de caractéristique mixte, il
faut supposer de plus que v(p) € pI', p = car(k,).

Théoréme 7.2. — Reprenons les hypothéses précédentes et supposons de plus qu’il
existe un ensemble 1-complet de polynomes-clés ne possédant pas de polynome-clé
limite. Si R est de caractéristique mizte, on suppose également que v(p) € pI', ou
p = car(k,). Alors :
1. (a) Ou bien H # (0) et il existe une suite locale encadrée (R,u) — (R',u’)
telle que :
e(R',v) < e(R,v);
(b) Ou bien H = (0) et pour tout f € R, il existe une suite locale encadrée
(R,u) — (R, u’) telle que f soit un mondome en v’ multiplié par une unité
de R'.
2. La suite locale encadrée (R,u) — (R',u’) de (1) peut étre choisie définie sur T .

Preuve : Par les théoremes 5.1 et 6.5, pour f € R, il existe une suite formelle encadrée :

Ti—1

(R,u) = (RO, u®) s (RD), o) s "L (RO )

telle que, ou bien e (R(l),l/) < e(R,v) si H # (0), ou bien f est un monéme en u(")
multiplié par une unité de R si H = (0). A partir de cette suite formelle encadrée,
nous allons construire, par approximation (u(l))—adique, la suite locale encadrée
(R,u) — (R',u’) recherchée.

Plus précisément, pour s € {1,..,l}, considérons ms_1 : (R(S_l),u(s_l)) —
(R(S),u(s)) une des transformations de la suite formelle encadrée, elle consiste
en une suite élémentaire uniformisante 7y, (Définition 4.37), qui résout les singu-
larités d’un certain polyndme-clé, suivie d’'une complétion formelle. Ainsi, quitte

N

& renuméroter les variables, R(®) est obtenu & partir de R*~1 en adjoignant des
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expressions rationnelles ugs), ...,ui”,qu’ en terme d’éléments de R(—D (dont les

dénominateurs sont des monémes en u(s_l)), puis par passage au complété en le
centre de la valuation v.
Pour j € {1,...,n}, notons ;s la somme des valuations pour v des numérateurs et

7 . S N —
dénominateurs de u§ ), vu en tant que monome en u*~1Y . On note alors :
Ms = MaX {[jsf-
° 1<J<n{ i}

l
Soit € T'; tel que 8> 3 uy. Notons I le Vo,u(»-idéal de R(®) défini par :
qg=1

I, = {g e R®

Vou (9) = B — Zﬂq } :
q=1

Nous allons construire, par récurrence sur s € {1,...,}, une suite locale encadrée :

Ti—1

(R,u) = (R©, &) _To (RD,am) M e (RO, a0)
définie sur T telle que, pour tout s et j € {1,...,n}, on ait :

!
(HR) : vg -1 (a§5> - u§5)> > Z Lq-
g=s+1

Supposons que la suite locale encadrée soit construite a I’étape s — 1. Quitte a re-
numéroter les variables si nécessaire, on peut supposer que :

ugs)zugkl), r+l1<j<n—-1

L’hypothese de récurrence :

l
Vo,u(s—2) (ﬂgs_l) - ugs_l)) > Z/Ltb
q=s

et le fait que les ugs), e u&s) s’expriment de maniére rationnelle en fonction de u(*—1

entraine que (HR) est vrai pour j € {1,...,n — 1}.
Reprenons les notations de la sous-section 4.5. Considérons :

Zozjl/ (ug-s_l)) =av (ugffl)) ,
i=1
la plus petite combinaison Z-linéaire de v (ugsfl)> sy U (u?*l)) U (uslsfl)) telle

que @ € N*. Notons :
v= ()" (ue )"

d —
(s) _ yd—i [, (s=1)\"
Q=3 b (ul) "

et
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le polynéme (@ apparaissant dans la Proposition 4.35 correspondant a la suite
élémentaire uniformisante 7y ;. Pour chaque b; apparaissant dans Q'®), choisissons

b; € (R(S’l))X N TG tel que :

l
Vo, uls—1) (b;s) —b;s)) > Z Hq-
qg=s+1

Posons :

d __
QW =3 by (w)",
=0

et Ts_1 la n-suite élémentaire uniformisante déterminée par ces données. Ainsi, avec
Q™ et Q¥ on montre que (HR) est vraie pour j = n.
La suite locale encadrée que ’on vient de construire par récurrence :

(R,u) = (R©,a) _To. (R, a™) e (RO, a®)

définie sur T, telle que, pour tout s et j € {1,...,n}:

1
1/07,“‘(371) (’[LES) _UES)) > Z Hq,
q=s+1
implique que in, (ugs)) = in, (ﬂgs)), vus en tant qu’éléments de (gr, (R(l)))*,
algebre qui contient la sous-algebre gr, (R(S)). De meéme, la valuation monomiale
Vouw de Frac (R(l)), restreinte & R(®, coincide avec la valuation monomiale

Vo.al- On a alors inl,o O (ug.s)) = in,jo .® (a§5>), vus en tant qu’éléments de

(gT”o,uU) (R(l))> , algebre qui contient la sous-algebre 9rv, (R(s)).

Si H=(0)et f e R\ {0} est monomialisé par la suite formelle encadrée, 1’égalité
précédente implique que :

f=w+F
olt @ est un mondme en @) et v 5o (f) > v(w).

Si H# (0)et f e H\{0} dont le transformé strict devient un parametre régulier
dans R®, alors :
F=Q0+],

ot Vg a() (f) > v(QW). En appliquant le Corollaire 4.27, aprés une suite monomiale
(R(l), ﬂ(l)) — (R, u’) (respectivement, en appliquant la Proposition 4.36, aprés une
suite locale encadrée indépendante de @, dans le cas H # (0)), on est ramené a
la situation ot w divise f, c’est-a-dire & la situation ol f = zw, z unité de R’
(respectivement, f = zg, ol g est un parametre régulier de R’ et z une unité de R/,
dans le cas H # (0)).

O
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8. Théorémes d’uniformisation locale en caractéristique nulle

Soit S un anneau local noethérien. Pour montrer que S est transformé en un
anneau régulier via une suite locale encadrée, il faut montrer que §ﬁ et S /H le
sont, H étant I'idéal premier implicite de S. Par le Théoréme 4.17, si S est quasi-
excellent alors S’\ﬁ est régulier. Dans un premier temps, nous allons montrer que, sous
certaines hypotheses, S /H est aussi régulier. Enfin, grace & ces deux résultats nous
montrerons le théoréme d’uniformisation locale pour des valuations de rang 1 puis
pour des valuations de rang quelconque grace a [16].

8.1. Un théoréme préliminaire d’uniformisation locale. —

Théoréme 8.1. — Soient (S, m, k) un anneau local noethérien intégre de corps des
fractions L et p une valuation de L de rang 1 et de groupe des valeurs I'1, centrée en
S, telle que car (k,) = 0.

Notons u = (uy, ..., u,) un ensemble minimal de générateurs de m et H l’idéal premier
implicite de S.

Soient f1, ..., fs € m tels que p(f1) = mini¢j<s{p(f;)}. Il existe alors une suite locale
encadrée :

(S,u, k) = (SO, u©) £©) P (SM, M k1) e i (SO, u® kD) |

ayant les propriétés suivantes : .
Notons ﬁ(z) l’idéal premier implicite de S etf_j limage de f; mod ﬁ(z), 1<7<s,
alors :
1. S(i)/ﬁ(l) est régulier ;
2. Pour1<j<s, f_] est un monéme en u'Y multiplié par une unité de @/F(i) ;
3. Pour 1 < j<s, fi divise f; dans @/F(i).

Preuve : Notons o : S — S le morphisme de complétion formelle. Par le Théoreme
4.16, pu s’étend de maniére unique en une valuation fi centrée en S/H. Notons u =

(y,x) tel que x = (21, ..., 21), | = emb.dim (§/ﬁ), y = (y1,...,Yyn—1) €t les images des

1, ...,z dans § /H induisent un ensemble minimal de générateurs de (m§) JH.
Par le Théoréeme de structure de Cohen, on sait qu’il existe un anneau local régulier
complet de caractéristique nulle R et un morphisme ¢ surjectif :

¢©:R— S/H.
Notons H = ker ¢, comme H est un idéal premier (Théoréme 4.16), H est un idéal
premier de R. On choisit R de telle sorte que dim(R) = [. Notons K le corps des
fractions de R. Soit 6 une valuation de K, centrée en Ry, telle que kg = k(H). Si
lon regarde i comme une valuation centrée en R/H via le morphisme ¢, on peut

considérer la valuation v = ji 0 f centrée en R et de groupe des valeurs I'. Alors, 'y
est le plus petit sous-groupe isolé non nul de I" et :

H=A{feR|v(f) ¢}
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De plus, car (k,) = car (k,) = 0. On s’est donc ramené aux hypotheses du Théoreme
5.1.

Soit T = ¢~ (0(9)), c’est un sous-anneau local de R d’idéal maximal =1 (o(m)) =
mNT. Ainsi, T contient 1, ..., z; et :

T/(mNT)~k.

Comme le Théoréme 5.1 est vrai en caractéristique 0, on peut appliquer le Théoréme
7.2. Ainsi, plusieurs cas se présentent :

1. Si H # (0), il existe une suite locale encadrée (R,z) — (R, (")) telle que
e(R,v) décroisse strictement. En particulier, ce cas ne peut arriver qu'un nombre
fini de fois, on arrive ainsi a la situation ou H = (0) et donc R/H est régulier.

2. Si H = (0), alors, pour chaque f;, 1 < j < s, il existe une suite locale encadrée
(R,x) — (R(i) , :E(i)) telle que f; soit un monéme en () multiplié par une unité
de R,

Par la Proposition 4.7, la propriété d’étre un monéme multiplié par une unité est
préservée par les suites locales encadrées. Ainsi, en itérant la procédure de (2), on
arrive a la situation ot tous les fi,..., fs sont simultanément des mondmes en (%)
Aprés une suite locale encadrée de plus (R,z) — (R’,z'), on peut supposer que les
f; sont des mondmes uniquement en zf,...,2,, 1 < j < s, r = r(R,z,v). Enfin, en
appliquant plusieurs fois le Corollaire 4.25, on est ramené a la situation ou chaque f;
est un monoéme en z,...,x,, 1 < j < s et, pour j,j" € {1,...,s}, f; divise f;» ou fj
divise f;. De plus, toutes ces suites locales encadrées sont définies sur 7. Considérons
le diagramme suivant :

(R,x,k)

(RD,z0) g0y T oL (RO 40 k)

| N

(§/F,x,k) LT (50, kW) T L (50 40 30)

| |

(S,u, k) —22 (SM, u® k1) e P (S, u®, k@)

Par ce que l'on vient de voir, la premiere colonne et la premiere ligne ont déja été
construites. En passant au transformé strict de R/H ~ S/H & chaque étape de

. . . 'z P

la suite (7;)1¢jgi—1, on construit la suite d’éclatements encadrés (ﬁj)KKFl de

S/H définie sur S. Enfin, la suite (7;),...._, se reléve en une suite locale encadrée
’ 171<5<i—1

(Pi)1<jgi-1-

Si R/H est singulier, par le Théoréme 7.2, il existe une suite locale encadrée
(mj)1<j<i—1 qui fasse décroitre e(R,v). Ainsi, la suite locale encadrée (p;)i1<j<i—1
résultante possede la propriété :

emb.dim (@/ﬁ(l)) < emb.dim (g/ﬁ) .
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Ceci n’arrive quun nombre fini de fois. Apres un nombre fini de pas, on ar-
rive & la situation ou S /F(Z) est régulier. Maintenant, si l'on suppose que
S(@) /ﬁ(l) est régulier, considérons fi,..., fs des éléments non nuls de S tels que
w(f1) = minigj<s{u(f;)}, alors, par le (2) vu plus haut, on en déduit que, pour
1 <37 < s, f; mod F(Z) sont des monémes en u(? et f; mod F(l) divise f;

=78

mod H .
O

8.2. Uniformisation locale plongée pour des valuations de rang 1. —
Avant d’énoncer et de démontrer le théoreme d’uniformisation locale plongée pour

des valuations de rang 1, nous allons donner un lemme un peu plus général et
indépendant de la caractéristique.

Lemme 8.2. — (|20], Lemme 16.3) Soient (A,m, k) un anneau local noethérien,
v une valuation centrée en A et J un v-idéal premier de A non mazimal. Notons
h = ht(J). Supposons que Ay et A/J soient réguliers. Notons u = (uq,...,un) un
ensemble minimal de générateurs de m et supposons que u = (x,y) avec x = (x1, ..., x])
ety = (Y1,-.-sYn—1) tels que :

1. z induit un systéme régulier de paramétres de A/J ;

2. il existe un ensemble minimal de générateurs (Y1, ..., Yn—1) de J et des mondmes
W1y ey Wi en & tels que w1 /... /wn_; de sorte que (Yn—i—ht1s s Yn—1) induit
un systéme régulier de paramétres de Ay et, pour tout N € N*, il existe v; € A
tel que :

@\j —Y; —wW;v; € ijN,
1< j < n—I. Remarquons que, par convention, on peut avoir y; = y;, w; =0,
vi=1et(y) =J.
Soient f1,..., fs € A tels que :

v(f1) < ... <v(fs).

Soit (T, mr) un sous-anneau local de A non nécessairement noethérien tel que T /mp =
k. Enfin, supposons que pour tout gi,...,g: € A tels que :

v(g1) <. <vlgn),

il existe une suite locale encadrée (A,u) — (A',u') indépendante de y et définie sur
T telle que, pour tout 1 < j <t, gj mod J' soit un mondme en v’ et g, mod J' divise
gimodJ', 1< q<i<t, oulJ estletransformé strict de J dans A’.

Il existe alors une suite locale encadrée (A,u) — (A”,u") par rapport d v et définie
sur T telle que A" soit régulier.

Supposons de plus que l'une au moins des deux conditions suivantes soit vérifiée :

4) yj=9;,1<j<n—1(donecJ=(y)), T=A et, pour tout 1 <i<s, f; est un
monome en (Yn—i—h+1s s Yn—i) €t fi/fir1 dans Ay.
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La suite locale encadrée (A,u) — (A", u"") précédente peut alors étre choisie de telle
sorte que les f; soient des mondmes en v’ multipliés par une unité de A" et telle que
fi/ fix1 dans A", 1 < i <s.

Preuve : Nous ne donnerons qu'une idée de preuve, pour plus de détails, on peut
consulter [20]. Si J = (0), il n’y a rien & montrer; supposons donc que J # (0). A
partir de la suite locale encadrée (A, u) — (A’, '), on veut construire une suite locale
encadrée (A, u) — (A”,u") définie sur T telle que A" soit régulier. Pour cela il suffit
d’avoir :
A" = Fittn(J"]J"),
ot Fitty(J"/J"?) est le h-itme idéal de Fitting de J”/J"2. Par hypothese et apres
une suite locale encadrée n’impliquant que des variables en z, on peut se ramener
A la situation ou Fitt;(J'/J"?) est principal et engendré par un monéme en z, noté
a. Quitte a renuméroter les variables de y, on peut supposer qu’il existe n — 1 — h
relations de la forme :
n—l1
vi=agi+ Y ajqls+ 95
qg=n—Il—h+1
ot g; € J”? et adivise ajqpour 1<j<n—Il—hetn—Il—h+1<g<n-—1ISion
a (4), alors :
vou(yj) >v(a), 1<j<n—1.
Comme J est un v-idéal alors y; € J et a ¢ J. Supposons que 'on n’ait pas (4) et
prenons N € N* tel que :

1
N> —— | v(wy_;) + max {v(f),v(a
oy | V@0 (), v(@)
fq&J
Considérons une variable z; de z telle que z$ divise @y pour un certain o € N*. On
éclate I'idéal (y, z;) et on répete cette procédure « fois. On fait de méme pour toutes

les autres variables divisant zo;. On arrive alors a la situation ou :
vo,u (Y1) > v(a) + v(wn—1) — v(w).

On refait pareil pour toutes les autres variables de y ; on est ainsi ramené a la situation
ol, pour ces nouvelles variables :

vou(y;) >via), 1<j<n—L

Pour chaque variable z; de x divisant a, on éclate en I'idéal (y, z;). Ces éclatements
ont pour effet de multiplier @ et les a; , par z; ainsi que les gy, ..., g: par x; ouy = 2.
Apres un nombre fini de fois, a divise g; et donc a divise 9, 1 < j < n—10—h. Ainsi,
pour 1 < j < n—10—h, les y; s’expriment comme une fonction des variables restantes
modulo m?. Ceci fait donc décroitre emb.dim(A) et A est régulier, & une suite formelle
encadrée pres.

A partir de maintenant on peut supposer que h = n—1; pour terminer il faut montrer
que les f; sont des mondémes en u” multipliés par une unité de A”. Quitte a diviser f;
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par un mondme en y, on peut supposer que (3) est toujours vérifiée. Si (4) est vérifiée
alors :
vou(y;) > v(fi), 1<j<n—1,1<i<s.
Si (4) n’est pas vérifiée, I'inégalité précédente reste vraie par le choix de N. Ainsi,
pour 1 <i<s,ona: R
fi=pi+ fi,
ol p; est un mondéme en x et 1/07u(fi) > vpu(pi). On applique le Corollaire 4.27 a
chaque f;, 1 <1 < s, et on obtient le résultat cherché.
O
Passons maintenant au théoreme d’uniformisation locale plongée pour des valua-
tions de rang 1 sur un anneau équicaractéristique dont le corps résiduel est de ca-
ractéristique nulle.

Théoréme 8.3. — Soient (S,m, k) un anneau local intégre quasi-excellent de corps
des fractions L et p une valuation de L de rang 1 et de groupe des valeurs I'1, centrée
en S, telle que car (k,) = 0.
Notons u = (u1, ..., u,) un ensemble minimal de générateurs de m.
Soient f1,..., fs € m tels que p(f1) = minigi<s{p(f;)}. Il existe alors une suite locale
encadrée :

(sguvk)::(S«nvu«nvk«n)_129_(S<n7uxn,ku))_JE%,_,,JE:;_(Suxlgw,ku>),
ayant les propriétés suivantes :

1. SO est régulier ;

2. Pour 1< j<s, f; est un mondme en u multiplié par une unité de S ;

3. Pour 1< j<s, fi divise f; dans S,
En d’autres termes, p admet une uniformisation locale plongée au sens de la Propriété
2.11.

Preuve : Reprenons les notations du Théoréme 8.1. On a vu qu’il existe un morphisme
surjectif :
¢:S—»S/H~R/H.
Par le Théoreme 8.1, apres une suite locale encadrée auxiliaire, on peut supposer que
S/H est régulier et donc que R/H ~ k[[z1,...,2;]]. Ainsi, il existe un ensemble de
générateurs § = (U1, ..., yn—1) de H et des séries formelles ¢; € k [[z1, ..., 2;]] tels que :
Z/J\j:yj‘F(bjeg, 1<j<n—-1L
Quitte & renuméroter les y;, on peut supposer que :

p(y1) < ply2) < oo < p(Yn—1)-
En appliquant le Corollaire 4.27 aux monoémes de ¢;, 1 < j < n—1, on peut supposer
que :
¢j = @;0j,
ot les w; sont des mondmes en 1, ..., z;, U; € k[[x1,...,1]]" et tels que :

w1/ ../ Tnt.
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Ainsi, on en déduit que :
Vje {1,...,n—l}, VN e N*, H’Uj S SX, /y\j —Y; — W;v; € ijN.

Enfin, rappelons que, par le Corollaire 4.17, 'anneau :S'\ﬁ est régulier. On applique
alors le Lemme 8.2 & A = §, J=H,T=S¢etv = pu On en déduit ainsi une
uniformisation locale plongée (Propriété 2.11) de S.0r S est quasi-excellent, donc le
morphisme S — S est régulier et on obtient ainsi une uniformisation locale plongée
(Propriété 2.11) de S.

O

8.3. Théorémes d’uniformisation locale plongée. —

Corollaire 8.4. — Soient (S,m, k) un anneau local intégre quasi-excellent de corps
des fractions L et v une valuation de L centrée en S et de groupe des valeurs T' telle
que car (k,) = 0.

Alors, v admet une uniformisation locale plongée au sens de la Propriété 2.11.

Preuve : On applique le Théoréme 8.3 et le Théoréme 1.3 de [16].
O

Corollaire 8.5. — Soient (S,m, k) un anneau local intégre quasi-excellent de corps
des fractions L et v une valuation de L centrée en S et de groupe des valeurs T" telle
que car (k,) = 0.

Pour I un idéal de S, la paire (S,I) admet une uniformisation locale plongée par
rapport a v au sens de la Définition 2.9.

Preuve : C’est une application immédiate du Corollaire 8.4.
O

Corollaire 8.6. — Soit S un schéma quasi-excellent tel que pour tout & € S,
car(Ose/mge) = 0. Soient X une composante irréductible de Syeq et v une valuation
de K(X) centrée en un point & € X. Il existe alors un éclatement w : S" — S le
long d’un sous-schéma de S, ne contenant aucune composante irréductible de Sy.q et
ayant la propriété suivante :

Soient X' le transformé strict de X par 7, &' le centre de v sur X' et D le diviseur
exceptionnel de m, alors (Ox/ ¢, Ip¢) admet une uniformisation locale plongée par
rapport a v au sens de la Définition 2.9.

Preuve : C’est une application directe du Corollaire 8.5.
O

Théoréme 8.7. — Soit (S,m,k) un anneau local (non nécessairement intégre)
quasi-ezcellent. Soient P un idéal premier minimal de S et v une valuation du corps
des fractions de S/ P centrée en S/ P et de groupe des valeurs I" telle que car (k,) = 0.
Il existe alors un éclatement local w: S — S par rapport a v tel que S..., soit régulier
et Spec(S’) soit normalement plat le long de Spec(S..,), c¢’est-a-dire que l'anneau S
admet une uniformisation locale par rapport a v au sens de la Propriété 2.7.
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Preuve : Par le Corollaire 8.5, il existe une suite locale encadrée (S,u) — (S',u’) le
long de centres ne contenant aucune composante irréductible du transformé strict de
Spec (Sred), telle que Spec(S).,) soit régulier. On peut donc supposer que Syeq est
régulier. Il reste & montrer qu’il existe une suite locale encadrée telle que Spec(S’)
soit normalement plat le long de Spec(S..,).

Soit (y1, .., yn) = 1/(0) C S, c’est I'idéal qui définit Spec (Syeq) dans Spec(S).
Rappelons que pour un anneau local noethérien (R,n), le cone tangent de Spec(R)

est défini par :

Spec @ n"/nt

n=0
Il suffit de construire une suite locale encadrée telle que le cone tangent de Spec(S”’)
soit défini par un idéal engendré par des éléments de k {y_’l, e %} , ol yg est le trans-

formé strict de y; dans S’ et 7 est 'image naturelle de y; dans l'algébre graduée de
S 1<j<h.
Notons A = Syeq, A’ = S/, on peut alors écrire S sous-la forme :

S=Aly1,.,yn] /1.

Notons fi,..., fs € Aly1,...,yn] un ensemble de générateurs de I et (x1,...,2,) un

ensemble minimal de générateurs de I'idéal maximal de A.

Pour 1 < j < s, notons f; = > ¢jay® € Aly]. On va construire une suite locale
«@

encadrée et une partition (u') = (y/,2’) de (u’) ol (y') est le transformé strict de (y).
Soit 19,4+ la valuation monomiale de A’ associée & 2’ et & {v (x;) }j (Corollaire 4.29).
Par le Corollaire 8.5, on peut construire une suite locale encadrée (S,u) — (S/,u’)
telle que les ¢; o soient des mondémes en 2’ multipliés par une unité de A’.

Pour tout j € {1,...,s}, notons p; = max{N € N* | f; € (y)V} et f} = 3¢ ,y/* €
o

A'[y'] le transformé strict de f; dans S’ = A’[y]. Pour chaque z} apparaissant dans
€} o» DOUT un certain j et un certain o tel que |a| = p;, éclatons en I'idéal (y1, ..., yy,, 7y)
un nombre suffisant de fois. On arréte le processus lorsque, pour 1 < 7 < s et « tel
que |af > pj, il existe & tel que ¢} ; divise ¢} ,, avec |a| = p;. Par le Corollaire 4.27,
on sait que, pour chaque j, il existe bien & tel que |a| = p; et pour tout a, ¢} 4

divise c;-_’a. Ainsi, le cone tangent de Spec(S’) est défini par des polynémes qui ne
dépendent que de y_’l, e E On en conclut que Spec(S’) est normalement plat le long
de Spec(S!.,)-

O
Corollaire 8.8. — Soit S un schéma quasi-excellent tel que pour tout & € S,

car(Oge/mge) = 0. Soient X une composante irréductible de Syeq et v une valuation
de K(X) centrée en un point & € X. Il existe alors un éclatement m : S — S le
long d’un sous-schéma de S, ne contenant aucune composante irréductible de Sycq et
ayant la propriété suivante :

Soient X' le transformé strict de X par w et & le centre de v sur X', alors £ est un
point régqulier de X' et S’ est normalement plat le long de X' en &',
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