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Résumé
Une méthode de calcul d’un chemin géodésique linéaire reliant une pairede sommets appartenant à une surface
polyédrique triangulée, avec ou sans bords, est proposée. La méthode construit un chemin géodésique contraint
sur un plan de découpe pour satisfaire les conditions de linéarité. La méthode est intégrée dans une chaîne
numérique complète d’acquisition au scanner laser, de reconstruction,de modélisation, et d’impression3D. Une
application de la méthode pour la simulation des mesures morphométriques est présentée.

Mots clé : acquisition au scanner laser, chemin géodé-
sique, subdivision, anthropologie numérique, morphométrie

1. Introduction

La recherche de chemin géodésique est un domaine
étudié depuis de nombreuses années. Parmi les applica-
tions rattachées à notre étude on pourra citer la défini-
tion et l’estimation des métriques sur des courbes et sur-
faces discrètes [KK95, MM97, KS98, LMS97, JC98, KS01,
NK02, GKK02, MVC05, WDB∗08, PBCG09], le calcul de
géodésiques, la paramétrisation et le re-maillages des sur-
faces [Set96, SSG03, PC06, SSK∗05, LHL06, DRaMBK09,
SJC09, TWZZ07, XW09] ou encore l’imagerie médi-
cale [CK97, WPS03, Coh05]. Nous nous intéressons plus
particulièrement à une application issue de l’anthropologie
numérique [CCD∗07] qui consiste à calculer les distances
géodésiques entre des points caractéristiques situés sur des
sommets de maillages représentant des reconstructions nu-
mériques de collections ostéologiques. Dans ce cadre précis,
il s’agit de trouver la courbe discrète reliant des sommets ca-
ractéristiques et de calculer sa longueur afin de simuler les
mesures morphométriques effectuées sur les modèles phy-
siques. Par la suite, nous parlerons dechemin géodésique
discret ou chemin géodésiquereliant lessommets carac-
téristiques.
Dans le contexte de ce travail, nous effectuons des acquisi-
tions d’objets réels et produisons des maillages que nous ap-
pelonsmodèles numériques. Ces modèles numériques ont
une précision définie par la résolution de l’acquisition. Dans

la mesure où ces maillages sont des représentations discrètes
des objets réels, le chemin géodésique est une approxima-
tion du plus court chemin entre les points caractéristiques
sur le modèle physique (voir figure 1). Notre objectif est de
trouver une solution optimale, non seulement au sens usuel,
c’est à dire un chemin de plus courte longueur, mais aussi de
construire un chemin qui remplit des conditions de linéarité
en minimisant la courbure géodésique discrète introduite par
Polthier [PS06].

(a) (b)

Figure 1: Mesure morphométrique à l’aide d’un ruban mil-
limétré - (a) Mesure "crâne_M27" entre les points carac-
téristiques bregma et lambda - (b) Mesure "crâne_M28(b)"
entre l’inion et l’opisthion.
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Dans cet article, nous proposons une nouvelle méthode
de calcul de chemin géodésique linéaire reliant un sommet
source à un sommet destination sur une surface triangulée.
Notre méthode est fondée sur la définition d’un plan de dé-
coupe passant par les sommets source et destination, et sui-
vant la courbure de la surface le long d’une bande compre-
nant des chemins les plus courts. Ce plan de découpe est uti-
lisé pour subdiviser la surface initiale de manière à produire
un chemin géodésique linéaire le long de l’intersection.
La méthode élaborée généralise les résultats de [PS06,
LHL06].
A la différence du chemin linéaire de Polthier qui solutionne
le problème discret de la valeur initiale1, nous nous intéres-
sons au problème avec des conditions aux limites (points de
départ et point d’arrivée).
A l’instar de [LHL06], un plan de découpe contraint la
construction du chemin linéaire. Le calcul du plan de dé-
coupe selon Lee et al. dépend uniquement de la frontière
de la surface polyédrique sous-jacente et est restreint aux
surfaces 2D variété avec bords. Nous proposons une nou-
velle construction du plan de découpe qui dépend de la cour-
bure de la surface localement dans une région comprenant
les sommets caractéristiques et des chemins les plus courts
les reliant. Notre plan de découpe est défini pour des surfaces
avec ou sans bords. De plus, la subdivision de la surface ini-
tiale par le plan de découpe et le traçage du chemin géodé-
sique le long de la surface subdivisée permet de construire
un chemin linéaire passant par des points d’inflexion.
La méthode proposée est validée d’une part en utilisant le
critère métrique en comparant les longueurs des chemins
géodésiques sur des exemples synthétiques où ces longueurs
peuvent être calculées de manière analytique. D’autre part,
la validité est étudiée en fonction de la courbure et des ca-
ractéristiques topologiques (surfaces 2D variété avec ou sans
bords) de la surface triangulée sous-jacente.
Dans un premier temps, nous faisons un survol des mé-
thodes de calcul du chemin géodésique qui nous ont inspi-
rées. Dans un second temps, nous détaillons notre méthode
en proposant plusieurs cas d’études en fonction de types de
surfaces triangulées. Nous donnons ensuite les résultats de
la réalisation et de l’application de notre méthode dans une
chaîne complète2 de l’acquisition au scanner laser à l’im-
pression 3D en passant par la reconstruction et la modélisa-
tion [SDG08,Syn09].

1 Soit une surface polyédriqueS, un sommetp, p∈ S, et un vecteur
v tangent deSdansp, v∈ TpS. Le problème discret de la valeur ini-
tiale consiste à trouver un chemin géodésiqueγsurStel queγ(0) = p
etγ(0)′ = v qui relie p à la frontière deS. [PS06]
2 La bibliothèque qui supporte l’ensemble des fonctionnalités est
téléchargeable à l’adresse http ://liba2ri.free.fr sous licence GNU
GPL.
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Figure 2: Calcul du plus court chemin d’après [Dij71] -
(a) Maillage initial - (b,c,d) Itérations de l’algorithme - (e,f)
Différents plus courts chemins calculés avec l’algorithme de
Dijkstra.
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Figure 3: Définition de la courbure discrète d’un chemin
géodésique dans un point P sur une face, dans un point Q
sur une arête et dans un sommet R.

2. État de l’art

De manière traditionnelle [Mou85, MMP87, Tho97,
Mit98], les méthodes de calcul du chemin géodésique sont
classés en deux catégories, selon si on calcule la distance
entre un sommet source et l’ensemble des autres sommets
ou la distance entre une paire de sommets fixés que l’on
appellerasommet sourceet sommet destination, et qu’on
dénotera respectivementSetD.

La méthode la plus connue est sans doute l’algorithme de
Dijkstra [Dij71] qui permet de manière exhaustive de trou-
ver le chemin le plus court entre un sommet source et tous
les autres sommets du maillage. Une illustration est donnée
sur la figure 2. Au départ, la distance entre le sommet source
et tous les autres sommets est initialisée à une valeur extrême
∞. A chaque itération de l’algorithme, les distances aux
sommets voisins sont mises à jour si de nouveaux plus courts
chemins sont trouvés. Pour chaque sommet on sauvegarde la
distance du chemin le reliant à la source et son prédécesseur
dans ce chemin. Ainsi, à partir d’un sommet donné, en re-
montant tous ses prédécesseurs on peut tracer le chemin de
plus courte longueur le reliant au sommet source. Les avan-
tages principaux de cet algorithme sont sa simplicité et sa

c© REFIG 2010.
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généricité. Par contre, la complexité dans le cas général de
polyèdre non-convexe est exponentielle [SS84, CR87]. De
plus, si le chemin obtenu est optimisé par rapport à sa lon-
gueur, la linéarité de celui-ci n’est pas assurée. Une illustra-
tion est donnée sur la figure 2(e,f). Deux chemins les plus
courts reliantS et D, {Pi}8

i=0 et {Qi}8
i=0, P0 = Q0 = S et

P8 = Q8 = D sont représentés. Pour évaluer leur linéarité
nous utilisons la courbure discrète géodésiqueκg introduite
par Polthier [PS06] définie par (1) et illustrée sur la figure 3.

κg(P) =
2π

θl +θr
(
θl +θr

2
−θr ) (1)

Les anglesθl et θr dénotent les sommes des angles voisins
au sommetP situés respectivement à gauche et à droite
du chemin d’après son orientation deS vers D. Pour un
chemin linéaireθl = θr et κg(P) = 0 pour tout sommetP
appartenant au chemin.
Ainsi, pour le chemin {Pi}8

i=0, sur la figure 2(e),
κg(Pi) = 0, i = 1. . .7, i 6= 4, et κg(P4) = π. Pour le
chemin {Qi}8

i=0, sur la figure 2(f),κg(Qi) = π, i = 1,5,
κg(Qi) = 0, i = 2,4,6, etκg(Qi) = −π, i = 3,7.

L’algorithme de Dijkstra a été repris dans de nombreuses
études. Parmi les plus connues sont la méthode continue de
Dijkstra (MMP) [Mou85, MMP87, Tho97, Kap99, SSK∗05,
Sch07] et la “Fast Marching Method” (FMM) [KK94,Set96,
KS98,SSG03]. Ces méthodes sont aussi utilisées pour le cal-
cul d’une approximation du chemin géodésique. Des études
comparatives [DRaMBK09] donnent un avantage à la mé-
thode FMM à cause du phénomène de conversion du sys-
tème métrique ("metrication error"). Les longueurs des che-
mins calculées au moyen de l’algorithme de Dijkstra ne
sont pas isométriques sur différentes triangulations du même
échantillonnage de points.

Une autre approche (CH) [CH96,KO00,PC06,XW09] est
basée sur le calcul d’un dépliement sur un plan [SS84] de
l’ensemble de faces intersectées par un plus court chemin.
Ce dépliement transforme un chemin géodésique en segment
de ligne droite et permet de construire de manière incrémen-
tale une arborescence dont les feuilles correspondent aux
plus courts chemins reliant la racine au reste des sommets.
Une illustration est donnée sur la figure 4 pour le calcul du
plus court chemin entreS et D. Les faces{ fi}3

i=1 sont tra-
versées par un plus court chemin reliantS et D. Sur le dé-
pliement de{ fi}3

i=1 de la figure 4(a), le plus court chemin
est un segment de droite, ainsi la suite d’arêtes{ei}3

i=0, ei =
fi ∩ fi+1, i = 1,2, forme une "séquence du plus court che-
min". Certaines séquences ne sont pas "séquences du plus
court chemin" comme celles montrées sur la figure 4(b,c).
L’algorithme CH permet d’éliminer ces séquences de la re-
cherche et réduire la complexité àO(n2), n étant le nombre
de sommets de la surface.

Pour certaines applications le problème du plus court
chemin nécessite des algorithmes performants pour le cal-
cul des solutions approximatives [KK94, HS95, HPSV96,
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Figure 4: Dépliement de surface et calcul de "séquence du
plus court chemin".

AHPSV97, VA97, LMS97, KS98, AMS00, KS01, BCD∗02,
NK02, MVC05, SSK∗05, TWZZ07]. Parmi ces solutions
deux approches émergent. La première se fonde sur une opti-
misation itérative d’une approximation initiale du plus court
chemin [LMS97, MM97, KS01, MVC05] suivant un raffine-
ment sélectif de la surface sous-jacente. La qualité de l’ap-
proximation dépend de manière significative de l’initialisa-
tion et peut provoquer, soit une convergence vers un extre-
mum local, soit demander un nombre important d’itérations.
La deuxième [KS98,NK02,SSK∗05,TWZZ07], se base sur
le calcul d’une fonction de distance géodésique qui permet
de simuler la propagation d’un front à partir du sommet
sourceS. Ensuite, par rétro-propagation à partir du sommet
destinationD on évalue le chemin le plus court le reliant à
S. Pour ce faire on utilise l’algorithme FMM pour résoudre
l’équation eikonale.

|∇T(P)|F = 1 (2)

où T est la fonction de distance définie pour tout sommet
P de la surface,T(S) = 0, et F est la vitesse de propaga-
tion du front. Il faut remarquer que l’évaluation de (2) sur
des maillages irréguliers comme par exemple ceux compre-
nant des triangles obtus, nécessite une étude de cas [FH05,
TWZZ07, WDB∗08] qui le sensibilise à la qualité de la tri-
angulation de la surface sous-jacente.

Dans notre domaine applicatif, une contrainte principale
est de ne prendre en compte que les données réellement
acquises. Tous les "défauts" du modèle numérique comme
des trous ou des aspérités dans la surface reconstruite qui
peuvent faire dévier un chemin géodésique ne doivent pas
être comblés ou lissés. Ainsi par exemple, on ne peut pas
rechercher et mesurer un chemin linéaire entre deux som-
mets caractéristiques si ce chemin est dévié par un bord de
la surface ou si des variations de la courbure de la surface ne
permettent pas la simulation d’une mesure physique. Pour

c© REFIG 2010.
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étudier ces problèmes nous avons utilisé l’approche différen-
tielle discrète [PP93,PS99,MMSB02,PS06,Gar04], en par-
ticulier la notion de courbure de Gauss d’une surface poly-
édrique. À tout sommetP appartenant àS, une surface poly-
édrique 2D variété, on associe une normalen(P), n(P) ∈ S2,
qui est l’enveloppe convexe des vecteurs normaux des faces
voisines comme illustré sur la figure 5. La courbure de Gauss

n

n

n
n

1

2

3

4

2

P

S

n(P)

Figure 5: Courbure de Gauss, K(P) en un sommet d’une
surface polyédrique.

peut être calculée d’après des caractéristiques métriques de
S. Ainsi pour une surface polyédrique 2D variété, la cour-
bure de Gauss,K(P), dans un sommetP est définie comme
l’excès angulaire :

K(P) = 2π−θ(P) = 2π−
m

∑
i=1

θi(P) (3)

Selon la courbure discrète, les sommets sont classés en
trois groupes : les sommets sphériquesPs, K(Ps) > 0 ,
les sommets euclidiensPe, K(Pe) = 0, et les sommets
hyperboliquesPh, K(Ph) < 0. Une illustration est donnée
sur la figure 6. Par exemple, le sommetF , du cube sur la
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Figure 6: Classification des sommets d’une surface poly-
édrique en fonction de leur excès angulaire - (a) Sommet
sphérique Ps - (b) Sommet euclidien Pe - (c) Sommet hyper-
bolique Ph.

figure 7, est un sommet sphérique avec une courbure de
GaussK(F) = π/2.

Le chemin géodésique discret diffère de manière signifi-
cative d’une géodésique sur une surface continue. Ainsi un
chemin discret passant par un sommet sphérique ne peut
pas être localement le plus court. Sur l’exemple de la fi-
gure 7, le chemin géodésique discret reliant les sommetsB
et H en passant par le sommet sphériqueF de la figure 7(a)

n’est pas localement le plus court comme illustré sur la fi-
gure 7(b). Polthier [PS06] introduit le chemin géodésique
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Figure 7: Chemin géodésique discret - (a) Chemin le plus
court - (b) Chemin localement le plus court - (c) Chemin
géodésique de Polthier

.

discret comme une courbe discrète telle qu’en tout pointP
de cette courbe, la courbure géodésique discrèteκg(P) dé-
finie par (1) soit nulle,κg(P) = 0. L’illustration est donnée
sur la figure 7(c). Cette définition permet une solution unique
au problème discret de la valeur initiale et la simulation de
la propagation d’un front évolutif [PS99] sur une surface
polyédrique. Nous utilisons le chemin géodésique linéaire
comme support des mesures entre sommets caractéristiques.
Si le point de départ est le sommet source, la direction dé-
finie par la courbure géodésique rend certains sommets in-
accessibles par un chemin linéaire. Sur la figure 8 sont don-
nés des exemples de chemins linéaires au départ du sommet

A et de direction
→

AP. Sur la figure 8(c) le chemin linéaire
doit couper l’arêteED, les sommetsA etD sont reliés par le
chemin{A,P,D} qui n’est pas linéaire. Pour palier à ce pro-

θ= θ  +  θ  <  2πl r 2π 2π

(a)

A B

C
P

(b)

A B

C D

P θr

θl

θ=

D

(c)

A B

C

P

E

θ >

Figure 8: Chemin de Polthier entrant dans un sommet - (a)
Sphérique - (b) Euclidien - (c) Hyperbolique.

blème, [LHL06] propose un raffinement de la surface poly-
édrique sous-jacente par un plan de découpe passant par les
sommets source et destination. Pour calculer la normale du
plan de découpe, Lee et al. utilise des faces virtuelles com-
posées par le sommet source et des paires de sommets voi-
sins appartenant au bord de la surface. Après la découpe,
un chemin linéaire est tracé le long de l’intersection du plan
de découpe et de la surface polyédrique. Une illustration est
donnée sur la figure 9. Le problème de cette construction est
l’orientation du plan de découpe qui selon le positionnement
du sommet source par rapport au bord peut être très éloi-
gné du plus court chemin pour simuler une mesure physique.

c© REFIG 2010.
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Figure 9: Chemin linéaire par plan de découpe. Figure tirée
de [LHL06].

De plus, cette orientation n’est pas définie pour des surfaces
fermées sans bords ou des surfaces à bords multiples. Nous
proposons une nouvelle méthode de calcul du plan de dé-
coupe fondée sur l’évaluation de la courbure de la surface
localement dans une région longeant le chemin géodésique
discret. Notre approche est applicable sur des surfaces trian-
gulées avec ou sans bords.

3. Calcul du chemin géodésique linéaire

L’algorithme de calcul du chemin géodésique linéaire pro-
posé est composé par trois étapes comprenant la densifica-
tion du maillage initial, la construction du plan de découpe
et la subdivision du maillage par le plan de découpe, et fi-
nalement le traçage du chemin géodésique linéaire. Dans la
suite nous détaillons chacune de ces étapes.

3.1. Densification du maillage

Le raffinement du maillage est commun à toutes les mé-
thodes approximatives. L’introduction des points de Stei-
ner [MM97,LMS97,KS01] sur les arêtes, par exemple, per-
met de re-échantillonner le continuum d’orientations autour
d’un sommet de l’intervalle complet[0,2π]. Pour ce faire
nous considérons les méthodes de subdivisions les plus uti-
lisées pour le raffinement des maillages [ZSS96, ZDL∗00,
DKL∗05]. Inversement au raffinement par l’introduction des
points de Steiner ou des paramètres, comme leur nombre et
positionnement par arête sont difficiles à évaluer et souvent
sont des valeurs expérimentales, les propriétés des surfaces
de subdivision sont reconnues. Nous étudions le voisinage
de chaque sommet avant et après la subdivision en fonc-
tion de la discrétisation de l’angle total autour d’un som-

met et des longueurs des arêtes adjacentes. Les grilles sont
régulières et correspondent au maillages produits par l’ac-
quisition. Pour la subdivision "1− 6" par exemple, la pre-
mière ligne de la figure 10 montre la subdivision d’un tri-
angle. La deuxième ligne illustre la transformation des dis-
tances entre sommets voisins. La figure 11 montre l’en-
semble des voisinages selon les différentes méthodes de sub-
division après raffinement. Nous recherchons la subdivision
pour qui l’ensemble des sommets voisins à un sommet donné
après la subdivision soient accessibles avec la même proba-
bilité. Pour ce faire, après la subdivision, l’échantillonnage
des angles autour d’un sommet doit être régulier et les som-
mets voisins équidistants. Le calcul de l’écart type des angles
entre deux arêtes voisines et des longueurs des arêtes pour
les subdivisions les plus utilisées montre que la subdivision
"1−6" optimise ces deux paramètres.
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Figure 11: Voisinages des sommets dans les maillages sub-
divisés : (a) Initial (b) Subdivision "1−4" (Loop [Loo87])
(c) Subdivision "1− 6" (d) Subdivision "2− 2" (“Edge-
Flip”) (e) Subdivision "2−4" (f) Subdivision "1−3" (Kob-
belt [Kob00]).

Ainsi, la première étape de notre algorithme est la densifi-
cation du maillage par une subdivision "1−6" qui découpe
chaque triangle en six parties par rapport aux trois médianes.

c© REFIG 2010.
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De cette manière aucune direction n’est privilégiée. Un som-
met est relié avec le milieu de l’arête opposée.

3.2. Calcul du plan de découpe

Contraindre le chemin sur un plan, passant par le som-
met source et destination, solutionne plusieurs problèmes de
part sa construction : la linéarité, l’orientation dans des som-
mets sphériques ou hyperboliques, l’unicité et le reliement
des sommets source et destination par ce chemin.

Ce qui reste à définir est l’orientation du chemin de ma-
nière à être le plus proche possible du plus court chemin
exact en suivant la courbure de la surface dans la bande de
triangles le long de ce chemin exact et par analogie à la me-
sure physique prise au ruban millimétré.

3.2.1. Recensement de sommets de plus courts chemins

Cette étape est basée sur deux observations décisives pour
notre application :

– le chemin le plus court n’est pas unique, différentes
suites d’arêtes peuvent donner la longueur optimale,

– suivant l’algorithme amployé, le chemin le plus court
n’est pas symétrique par rapport aux sommets source
et destination. Par exemple, en utilisant un algorithme
tel queA∗ [GH05], les chemins deS à D, et deD à S
peuvent être composées de différentes suites d’arêtes.
Or, quand on effectue des mesures physiques, aussi
bien la distance que le "plongement" du ruban milli-
métré entre des points caractéristiques sur la surface de
l’objet, sont identiques.

Pour cette raison, dans un premier temps nous procédons à
un recensement de sommets appartenant à des chemins les
plus courts entreSet D puisD et S.

Pour rechercher le plus court chemin nous reprenons l’al-
gorithmeA∗ [GH05]. Soit l’exemple de la figure 12(a) où
on cherche à construire le plus court chemin allant deSàD.
Comme illustré sur la figure 12, à la première itération il y a
deux candidats possibles,P1 etP∗

1 . Les cheminsc1
1 = (S,P1)

et c1
2 = (S,P∗

1 ) sont équivalents (même longueur, même
courbure). A la deuxième itération, il y a trois sommets
candidats pour la prolongation du chemin le plus court re-
tenu à la première itération,Q2,P2 et Q∗

2. Les chemins ob-
tenus,c2

1 = (S,P1,Q2), c2
2 = (S,P1,P2), c2

3 = (S,P∗

1 ,P2) et
c2

4 = (S,P∗

1 ,Q∗

2) ont la même longueur. Les cheminsc2
1 etc2

4
bien que linéaires, "éloignent" du sommet destinationD par
rapport aux cheminsc2

2 et c2
3. Si on étudie les distances des

extrémités des chemins au sommetD on a :

d1 = ‖P1D‖ = ‖P∗

1 D‖ (4)

d∗ = ‖Q2D‖ = ‖Q∗

2D‖ (5)

d2 = ‖P2D‖ (6)

d1 < d∗ < d2 (7)

Nous proposons de choisir le chemin le plus court qui à
chaque itération nous rapproche le plus au sommet desti-
nation. S’il existent plusieurs sommets qui sont à la même
distance du sommet destination, le choix se porte sur l’un
d’eux sans préférence. Les sommets source de choix mul-
tiples sont maintenus dans une liste de manière à être aussi
pris en compte à l’étape de calcul du plan de découpe. Nous
appelons cette méthode "Approche avant". Sur l’exemple,
l’ensemble de sommets traités par l’ "Approche avant" est
donné sur la figure 12(c). Par symétrie, la méthode "Ap-

S

D

d1
d*

(a) (b)

P

P

P

P1

P

P

2

3

4

P

5

6
7

P*
1

P

P
3

5
*

*

P*7

d2

(c)

S

D

S

D

Q

Q*

2

2

P

P*

1

1 P2

Figure 12: Le plus court chemin - (a) Maillage initial - (b)
"Approche-avant" - (c) Ensemble de sommets couverts par
différents chemins "Approche-avant".

proche arrière", produit un plus court chemin deD à S en
cherchant à chaque itération le sommet qui nous rapproche
le plus au sommetS.

3.2.2. Calcul du plan de découpe

A cette étape de l’algorithme on construit le plan de dé-
coupe (voir figure 13) passant par les sommets source et des-
tination,S et D, et de normale calculée comme une somme
pondérée des normalesn(P), pour l’ensemble des sommets
P recensés à l’étape précédente.

(a) (b)

Figure 13: Illustration du calcul du plan de découpe sur
le modéle utilisé dans [LHL06] - (a) Résultat des méthodes
“Approche avant” et “Approche arrière” et calcul des nor-
males - (b) Calcul du plan de découpe.

3.2.3. Subdivision par le plan découpe

L’intersection du maillage avec le plan de découpe produit
un chemin linéaire qui "traverse" les triangles du maillage.
Deux cas de découpe sont possibles :

c© REFIG 2010.
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– l’ajout d’un sommet sur une des arêtes du triangle dans
le cas où l’un des sommets du triangle se trouve sur le
plan et le plan coupe l’arête opposée (voir figure 14(a)),

– l’ajout d’un sommet sur deux arêtes du triangle dans
le cas où le plan et le triangle s’intersectent. (voir fi-
gure 14(b))

La subdivision des triangles par le plan de découpe entraîne
un ajout d’arêtes à l’intersection du plan et du maillage
créant ainsi un chemin linéaire allant du sommet sourceS
au sommet destinationD.

(b)(a)

Figure 14: Découpe d’un triangle - (a) Un sommet appar-
tient au plan de découpe - (b) Aucun sommet n’appartient
au plan de découpe.

3.3. Calcul du chemin géodésique linéaire contraint sur
le plan de découpe

À partir du sommet sourceS on trace le chemin géodé-
sique linéaire dans le maillage subdivisé par le plan de dé-
coupe en itérant les pas suivants à commencer par le sommet
sourceS.

1. Pour un sommetP trouver l’arêteeP voisine àP et sur le
plan de découpe.

2. Vérifier si c’est la fin de chemin selon si la deuxième
extrémité deeP est le sommet destinationD. Si le test
est positif alors arrêt du traçage, le chemin géodésique
linéaire est achevé. Sinon, réinitialiser le sommetP à la
deuxième extrémité deeP et aller au pas précédent.

4. Expérimentations

4.1. Plan d’expérimentation

La validation du calcul du chemin géodésique linéaire est
effectuée sur un ensemble de maillages triangulaires qui re-
groupe deux types de modèles : des modèles synthétiques
et des modèles d’objets acquis et reconstruits avec la chaîne
A2RI. Les modèles synthétiques sont issus soit de discré-
tisations des surfaces quadratiques telles que la sphère, le
cylindre et le cône, soit des modèles appartenant aux dé-
pôts3 qui sont utilisés comme des exemples témoins. Les
maillages produits parA2RI comprennent des objets de
formes géométriques variées ainsi que les spécimens des col-
lections ostéologiques représentatifs pour cette étude.
Les extrémités des chemins géodésiques sont pointées soit

3 Stanford University Computer Graphics Laboratory, http ://gra-
phics.stanford.edu/data/3Dscanrep/

de manière interactive, avec la précision d’un voisinage de
profondeur choisie, soit dans des points, des sommets carac-
téristiques prédéfinis.
Enfin, le calcul du chemin est évalué suivant deux aspects.
Le premier aspect concerne la correspondance entre le che-
min géodésique calculé et le chemin réel en termes de lon-
gueur et de linéarité. Le deuxième aspect est lié à la perfor-
mance en termes d’efficacité du parcours des graphes sous-
jacents et du temps de calcul de la méthode implémentée au
sein d’A2RI.

4.1.1. Modèles numériques

L’ensemble des modèles numériques utilisés est donné
dans les tables 1 et 4, et illustrés sur la Fig. 18.

Chaque ligne de la table 1 comprend le descriptif du
nombre total des sommets (#S) , des arêtes (#A) et des deux
points extrêmes de la boîte englobante d’un modèle.
Les quatre premières lignes correspondent aux modèles syn-
thétiques obtenus à partir d’échantillonnages des surfaces
paramétriques, appelés primitives. Les primitives utilisées
sont :

– Un cube de coté 1 et centré sur le point(0.5;0.5;0.5).
– Une sphère de centre(0,0,0) et de rayon 1.
– Un cylindre obtenu par la translation d’un cercle situé

dans le plany = 0, centré en(0,0,0), et de rayon 1, ex-
trudé le long du vecteur(0,4,0). Le cercle et le vecteur
sont discrétisés par des suites de points équidistants en
respectivement 15 anneaux et 30 segments.

– Un cône dont la base est un cercle dans le plany = 0,
centré en(0,0,0), et de rayon 2. Le sommet du cône est
défini en(0,5,0). Le cercle et la hauteur sont discréti-
sés en respectivement 30 anneaux et 15 segments.

Les modèles synthétiques, maillages tests utilisés dans des
études similaires, sont listés dans les lignes 5,6,7 et 8 de la
table 1, et correspondent respectivement aux modèles de "la
figurine Nefertiti" et du modèle représentant une carrosserie
de la voiture "Beetle"4, du "Bunny"5 et de l’"Egg-box".
En dernier, sur les lignes, 9,10,11 et 12, les modèles numé-
riques reconstruits avec la chaîneA2RI à partir des acquisi-
tions d’objets sont évalués.

La table 1 contient également des modèles synthétiques
volumineux6 et cible l’illustration de l’efficacité du cal-
cul défini par [GH05]. Pour chaque modèle on retrouve le
nombre total de sommets #S, d’arêtes #A, la longueur d’un
chemin géodésique aux extrémités choisies aléatoirement,
l’évaluation de sa linéarité en termes de la moyenne de la
courbure géodésique discrèteκg() tout au long du chemin,
l’efficacité de calcul et le temps d’exécution.

4 Graph theory toolbox :
http ://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/5355
5 Stanford University Computer Graphics Laboratory, http ://gra-
phics.stanford.edu/data/3Dscanrep/
6 Aim-at-shape : http ://shapes.aimatshape.net/
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Modèles #S #A Points extrêmes

Cube 8 18 ( 0.00, 0.00, 0.00)- ( 1.00, 1.00, 1.00)

Sphère 642 1920 (-1.00, -1.00, -1.00) - ( 1.00, 1.00, 1.00)

Cylindre 482 1440 (-1.00, 0.00, -1.00) - ( 1.00, 4.00, 1.00)

Cône 452 1350 (-2.00, 0.00, -2.00) - ( 2.00, 5.00, 2.00)

Nefertiti 299 860 (-1.92, -2.49, -1.85) - ( 1.98, 2.37, 0.53)

Beetle 988 2760 (-0.20, -0.17, -0.50) - ( 0.20, 0.17, 0.50)

Bunny 35286 105852 (-0.09, 0.03, -0.06) - ( 0.06, 0.19, 0.06)

Egg-box 18625 55488 (-5.00, -5.00, -2.18) - ( 5.00, 5.00, 2.18)

Vase 5736 16869 (-31.56, -88.70, -596.43) - (20.80, 32.18, -565.06)

Tête_poly 16873 49814 (-77.55, -138.54, 4.46) - (87.23, 115.61, 145.31)

Crâne 46793 139170 (-55.47, -93.82, -805.33) - (91.15, 58.86, -600.94)

Talus 6116 18342 (-24.32, -2.70, -29.36) - (28.19, 40.64, 22.52)

Éléphant 78792 235948 (-11.33, -14.88, -23.49) - (11.34, 14.87, 23.16)

Vase-lion 200002 600000 (-0.30, -0.50, -0.37) - ( 0.30, 0.50, 0.37)

Julius 387900 1162063 (-79.81, -143.77, -1323.65) - (123.16, 137.58, -1079.75)

Raptor 1000080 3000000 (-0.60, -0.43, -0.17) - ( 0.99, 0.34, 0.16)

Table 1: Modèles numériques de test évalués en termes de nombre total de sommets (#S), d’arêtes (#A) et des points extrêmes
des boîtes englobantes.

4.1.2. Implémentation logicielle

L’ensemble des méthodes proposées sont réalisées
comme une partie intégrante d’une chaîne complèteA2RI
d’acquisition, de reconstruction, de modélisation et d’im-
pression 3D [SDG08, Syn09]. Les algorithmes sont implé-
mentés en langage C et tournent sur une plate-forme de type
PC Intel E8400@3GHz et muni de 4Go de RAM.

Pour les modèles reconstruits à partir d’acquisitions au
scanner laser, les protocoles d’acquisition sont explicités
dans [Syn09].

4.2. Résultats

(a) (b) (c) (d)

Figure 15: Chemins linéaires sur des primitives synthé-
tiques.

4.2.1. Évaluation de la longueur du chemin géodésique

Dans la mesure où le chemin géodésique est utilisé dans
l’analyse morphométrique des reconstructions numériques
des spécimens ostéologiques, la précision du calcul de la
longueur du chemin est un facteur majeur de l’estimation.

(a) (b) (c) (d)

Figure 16: Chemins linéaires sur des primitives raffinées.

Pour évaluer cette précision les longueurs des chemins géo-
désiques construits sont comparées aux valeurs estimées
de manière analytique. Les résultats sont résumés dans la
table 2. Soit le cube sur les Fig. 15(a) et Fig. 16(a), l’éva-
luation du chemin linéaire construit reliant les deux som-
mets extrêmes est donnée dans la première ligne de la
table 2. La valeur calculée analytiquement est égale à

√
5≈

2,236067977 et son estimation est calculée à partir du dé-
pliement du cube sur un plan. On peut constater que l’er-
reur de mesure est de l’ordre de 10−2. Pour l’exemple de la
sphère, Fig. 15(d) et Fig. 16(d), la valeur analytique est égale
à π

2 ≈ 1.57079633 et l’erreur est de l’ordre de 10−2. Pour le
cylindre, Fig. 15(c) et Fig. 16(c), l’estimation analytique est
de 2.709084105 et l’erreur est de l’ordre de 10−3. Et finale-
ment, pour le cône, Fig. 15(b) et Fig. 16(b), la valeur estimée
est de 4.035347 et l’erreur est de l’ordre de 10−2.
Il faut remarquer aussi que le chemin construit est stable par
rapport au raffinement de la surface sous-jacente. Ainsi, des
subdivisions consécutives n’améliorent pas la précision de
manière significative.
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Modèles Nombre de #S #A Longueur Linéarité Efficacité Temps
subdivisions mm Moy deκg % sec

Cube
0 8 18 2.280776 0.199261 18.1818 0.000091
1 38 108 2.236068 0.000000 4.8387 0.000381
2 218 648 2.255943 -0.133126 2.6667 0.001754

Sphère
0 642 1920 1.567306 -0.001679 15.8621 0.011958
1 3842 11520 1.567252 -0.001222 5.9896 0.025296
2 23042 69120 1.567202 0.000882 2.2908 0.136340

Cylindre
0 482 1440 2.708775 0.000000 15.9341 0.006294
1 2882 8640 2.708775 0.000000 5.8704 0.029836
2 17282 51840 2.708775 0.000000 2.2835 0.116424

Cône
0 452 1350 4.043486 0.008890 16.0870 0.005484
1 2702 8100 4.044524 0.009493 5.9105 0.017199
2 16202 48600 4.045431 0.009984 2.2236 0.098157

Table 2: Évaluation du calcul du chemin géodésique sur des primitives.

L’estimation de la longueur du chemin géodésique est
faite aussi pour des surfaces reconstruites à partir des ac-
quisitions laser. Pour certains spécimens, dû à l’endomma-
gement de la surface ostéologique sous-jacente, les surfaces
reconstruites représentent des 2D variétés avec bords cor-
respondant aux trous et aspérités de l’os. Dans ce cas, la
construction du chemin linéaire est effective à l’exception
d’un croisement de bords liés aux parties endommagées. En
pratique, une mesure physique ne peut "enjamber" le vide,
cette mesure ne peut pas être validée et par conséquent elle
n’est pas prise. Une étude de la précision des mesures eu-
clidiennes et géodésiques sur des modèles numériques par
rapport aux mesures manuelles sur des collections ostéolo-
giques peut être trouvée dans [DGS∗09].

4.2.2. Évaluation de la linéarité du chemin géodésique

La linéarité du chemin géodésique est estimée avec la
courbure discrète géodésiqueκg définie par l’équation (1).
Sur l’ensemble des exemples les moyennes et les écart types
deκg sont calculés. On remarque que les chemins construits
sont linéaires avec une courbure en dessous de 10−2. De
même, on note que la linéarité est stable par rapport au raffi-
nement de la surface.

L’algorithme élaboré permet de tracer un chemin géodé-
sique passant par des points d’inflexion avec une inversion
de la courbure tout en préservant son orientation initiale. Une
illustration est donnée sur la Fig. 17.

4.2.3. Évaluation de l’efficacité du calcul du chemin
géodésique

Pour estimer la performance de l’algorithme on utilise la
mesure d’efficacité définie par [GH05] comme le nombre
de sommets appartenant au chemin géodésique divisé par
le nombre de sommets parcourus. L’efficacité est donnée
en pourcentage. Un algorithme optimal qui parcourt seule-
ment les sommets du chemin géodésique a une efficacité

de 100%. Cette mesure est indépendante des performances
du matériel. L’étude de [GH05] contient une analyse com-
parative des performances de plusieurs algorithmes de re-
cherche du chemin le plus court reliant une paire de som-
mets dans un graphe orienté valué. Ainsi, pour des exemples
tests de graphes aléatoiresRi j avec 65536×4i−1 sommets,
4×65536×4i−1 arêtes et poids∈{1, ...,10×100j−1}, l’ef-
ficacité de algorithme de Dijkstra est estimée dans l’inter-
valle [0.001,0.040] allant en décroissant avec l’augmenta-
tion du nombre de sommets. Certaines optimisations, basées
sur l’algorithmeA∗, arrivent à une efficacité de 26,47%.
D’après nos expérimentations, la meilleure performance de
l’algorithme proposé est de l’ordre de 18%. Par contre, cette
performance est maintenue pour des modèles de taille volu-
mineuse. L’efficacité décroît si on procède à un raffinement
des maillages. Cela ne représente pas une contrainte forte
étant donné que les raffinements des maillages n’améliorent
pas de manière perceptible ni l’erreur de mesure de la lon-
gueur du chemin construit, ni sa linéarité.

Le temps de calcul pour l’ensemble des expérimenta-
tions est donné à titre indicatif dans la dernière colonne des
tables 2, 3 et 4. Il dépend de l’implémentation et de la puis-
sance du matériel et est lié à l’efficacité de l’algorithme. Ce-
pendant, il permet d’avoir une meilleure compréhension de
l’algorithme proposé et de sa mise en oeuvre en pratique.

Figure 17: Chemins linéaires - (a) Maillage initial - (b)
Maillage raffiné par une itération de subdivision "Loop" - (c)
Maillage raffiné par deux itérations de subdivision "Loop".
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Modèles Nombre de #S #A Longueur Linéarité Efficacité Temps
subdivisions mm Moy deκg % sec

Nefertiti
0 299 860 2.481550 0.016063 17.7570 0.005189
1 1721 5092 2.486600 0.014423 6.5972 0.011202
2 10185 30416 2.485606 0.014720 2.5956 0.060145

Beetle
0 988 2760 0.284965 -0.002014 17.0732 0.010866
1 5511 16098 0.284991 -0.002769 6.2315 0.036858
2 32187 95664 0.284965 -0.002006 2.4194 0.205769

Bunny
0 35286 105852 0.098276 0.001823 17.5050 0.540905
1 211706 635112 0.098267 0.001511 6.0543 2.207849
2 1270226 3810672 0.098277 0.001823 2.3083 12.834398

Egg-box
0 18625 55488 10.355857 0.007844 15.5348 0.254311
1 110977 332160 10.312085 -0.007646 5.3291 1.025179
2 664321 1991424 11.164980 -0.003301 1.4361 6.358321

Vase
0 5736 16869 112.326856 0.001405 16.5902 0.070672
1 33739 100542 112.714656 -0.000695 5.7961 0.062704
2 201085 601908 112.486405 -0.000383 2.1964 0.483403

Tête_poly
0 16873 49814 194.022956 0.006935 16.0911 0.228808
1 99631 297292 194.024739 0.007971 5.4872 0.923973
2 594587 1780568 194.025073 0.007832 2.0686 5.767739

Crâne
0 46793 139170 193.361360 0.000246 17.9216 0.729475
1 278311 832428 193.366257 0.000250 6.1407 2.799531
2 1664827 4989384 193.373475 0.000180 2.3309 16.867488

Talus
0 6116 18342 38.220142 -0.000699 17.1289 0.091880
1 36686 110052 38.220636 -0.000721 6.3482 0.361276
2 220106 660312 38.222849 -0.000827 2.4613 2.038420

Table 3: Évaluation du calcul du chemin géodésique sur des modèles synthétiqueset reconstruits.

Modèles #S #A Longueur Linéarité Efficacité Temps
mm Moy deκg % sec

Éléphant 78792 235948 25.883488 -0.003215 14.3979 1.278154

Vase-lion 200002 600000 0.510132 -0.000450 16.6533 3.598896

Julius 387900 1162063 100.079243 -0.001315 17.1828 7.318379

Raptor 1000080 3000000 0.239176 -0.001346 17.4877 19.717612

Table 4: Évaluation du calcul du chemin géodésique sur des modèles synthétiquesvolumineux.

5. Conclusion et développements futurs

Une nouvelle méthode de calcul d’un chemin géodésique
linéaire reliant une paire de sommets d’une surface trian-
gulée, 2D variété avec ou sans bords, est proposée. Cette
méthode est intégrée dans une chaîne numérique complète
A2RI de l’acquisition au laser scanner à l’impression 3D, et
expérimentée pour l’évaluation morphométrique de recons-
tructions numériques des collections muséographiques. Cela
implique un contrôle de la précision de mesure de la lon-
gueur et de la courbure discrète du chemin construit afin de
pouvoir simuler les mesures manuelles effectuées par les an-
thropologues sur les spécimens originaux.

Pour tester la précision du calcul et valider la méthode, des

modèles synthétiques et des modèles d’objets acquis sont
testés. La précision de l’estimation de la longueur du che-
min géodésique linéaire est d’ordre de 5×10−2mm sur l’en-
semble des modèles synthétiques et en comparaison avec les
valeurs analytiques exactes. Pour les modèles d’objets ac-
quis, l’estimation est en comparaison avec des mesures ma-
nuelles avec une grande variabilité inter-observateur. Ainsi,
sur une étude morphométrique de la collection de tali de
l’ostéothèque de Pessac, la variabilité inter-observateur des
mesures manuelles est de l’ordre de 3mm. L’évaluation des
chemins géodésiques correspondants aux caractéristiques de
formes étudiées sur les tali pour l’intégralité des mesures nu-
mériques est en dessous de ce seuil.

Ce type d’évaluation de la précision est peu connu et
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étudié pour des reconstructions à partir des acquisitions
au scanner laser, inversement à celles du scanner CT.
Cependant, une majorité des applications qui supportent des
modèles numériques issus d’acquisition au scanner laser
et en particulier l’anthropologie numérique nécessitent la
maîtrise de la précision et la conformité des modèles et
mesures numériques aux objets et mesures physiques. Un
prolongement imminent de notre étude est le développement
des méthodes pour d’appareillement de caractéristiques de
la forme géométrique selon des contraintes métriques basées
sur l’évaluation de chemins géodésiques linéaires. À terme,
une évaluation précise des caractéristiques surfaciques et
volumiques pourrait déboucher sur de nouveaux outils
d’investigation des séries archéologiques pour une meilleure
préservation de l’héritage culturel.
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