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par D. MAQUIN, J. FAYOLLE, M. DAROUACH
et J. RAGOT*

Observabilité des systémes linéaires

a mesures manquantes

Application a I’établissement de bilans cohérents

1. INTRODUCTION

La conduite des procédés industriels complexes, qu’ils soient
métallurgiques, chimiques, pétrochimiques ou minéralurgi-
ques, nécessite la connaissance d’informations dont la qua-
lité et la quantité conditionnent les résultats consécutifs a
toute prise de décision.

Les capteurs industriels qui délivrent ces informations posent
trés souvent des problémes de fiabilité. Il est donc néces-
saire de tester la cohérence des mesures acquises et, si
nécessaire, de corriger celles-ci, avant de les utiliser dans
des algorithmes de commandes. Plusieurs méthodes peuvent
alors étre utilisées: I'une d’entre elles consiste & effectuer
des tests sur la fermeture des bilans-matiére ou énergie (1)**
et a utiliser la redondance d’informations dues a ces équa-
tions de bilan pour donner une estimation vraisemblable des
grandeurs vraies (2, 3).

Les erreurs de mesure peuvent se répartir en trois grandes
classes:

* les erreurs accidentelles:
dues a une défaillance momentanée de la chaine de
mesure ou de I'opérateur;

* les erreurs systématiques (appelées également biais):
dues au déréglement et/ou au vieillissement qui produi-
sent un décalage constant (par excés ou par défaut);

* Jes erreurs aléatoires:
inhérentes & la mesure elle méme (variation de tempéra-
ture, de tension d’alimentation, etc.).

Le premier type d’erreur est aisément détectable par simple
examen des données et on peut facilement ne pas tenir
compte de ces points aberrants.

Les biais sont plus délicats a détecter et seul I'examen d’his-
toriques des campagnes de mesure peut permettre de les
corriger.

La correction des erreurs aléatoires fait I'objet de cet article
ou I'on développe une nouvelle approche de I’équilibrage de
bilan sur des circuits industriels 2 mesures manquantes.
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** Voir bibliographie in fine.

Nous nous intéresserons dans ce qui suit, au cas ol un seul
type de grandeur est mesuré, par exemple un débit massi-
que, conduisant a des équations linéaires.

2. METHODES DE REPRESENTATION
DES CIRCUITS INDUSTRIELS

La premiere difficulté & laquelle I'utilisateur est confronté est
la fagon de formuler le probléme physique de validation de
données en termes mathématiques.

Codification du circuit

En général, un circuit industriel est constitué de sous-
ensembles plus ou moins interconnectés, chacun d’entre eux
ayant une .fonction particuliére. Citons par exemple, le cas
d’un circuit de flottation, ou I'on peut distinguer le sous-
ensemble constitué de «cellules dégrossisseuses», celui des
«cellules laveuses» et celui des «cellules épuiseuses». Cha-
cun de ses sous-ensembles pouvant eux aussi étre décom-
posés en nceuds élémentaires. On peut alors représenter ce
circuit par un réseau dont les noeuds correspondent aux uni-
tés élémentaires de traitement et les arcs, aux voies de
transfert.

La codification d’un tel réseau s’effectue a I'aide d’une
matrice d’incidence M, telle que:

— m; = 0 si la voie j n’est pas reliée au nceud i;

— mj 1 si la voie j arrive au nosud i;

— mj — 1 si la voie j sort du nosud i.

I

I

15

Fig. 1.



La matrice d’incidence M, associée au réseau de la figure
1, s’écrit:

Voies| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Noeud
| 1 -1 =1 e . . . . . . ) . . . .
1} e o o 1 —1 -1 ¢ e e o o o o o o
1l . 1 . . 1 . . e —1 e . . . 1 .
v . . ° ° ° o . . 1 -1 =1 e . . .
\Y e o o o o o o o o o oo oo 1 -1 -1
Vi ° ° ° ° ° 1 -1 -1 e . ° ° ° ° °
Vil 3 ° 1 -1 e . . 1 . 1 . . . . .
Vil e o o o o o o o e o 1 1 —1 e e

Réseau des informations

La présence de capteurs et plus généralement de sources
d’informations, permet de disposer d’un certain nombre de
mesures réparties en différents points. En effet, dans la pra-
tique, I'ensemble des débits n’est pas accessible a la
mesure, soit & cause de problemes techniques liés aux cap-
teurs, soit a cause de contraintes économiques.

De plus on peut noter qu’un plan d’instrumentation n’est
jamais «figé» et qu’il peut évoluer en fonction d’améliorations,
de modifications et de défaillances du procédé.

On définit le vecteur Q des débits massiques des différen-
tes voies du réseau. Les composantes de Q peuvent alors
étre partitionnées en:

e Q,: partie de Q formée par les composantes mesurées;
e Qp: partie de Q formée par les composantes non
mesurées.

Réseau des poids des informations

La connaissance des mesures n’est pas une fin en soi et
dans tous les cas, elle est destinée a avoir une meilleure
connaissance du procédé physique et a améliorer son fonc-
tionnement. Cependant la stricte connaissance des valeurs
des grandeurs caractéristiques, ici les débits, est insuffisante
car elle ne permet pas d’établir les domaines de validité des
algorithmes de conduite et leur sensibilité aux perturbations.
Aussi est-il nécessaire de pouvoir apprécier la contribution
relative de chaque information par rapport a I’ensemble de
celles-ci; I'opérateur doit étre capable d’affecter un poids a
chaque information, compte tenu de son degré de significa-
tion, de sa pertinence ou d’autres facteurs encore. Dans la
pratique et lorsqu’elle est accessible & la mesure, la variance
peut constituer un facteur de poids des grandeurs.

3. DECOMPOSITION PAR L’OBSERVABILITE

Notion d’observabilité

Considérons le nceud élémentaire de la figure 2. La posi-
tion des capteurs délivrant les mesures de débit étant repré-
sentée par des e.

OnaM=1[1-1-1].

Si 'on note Q* les grandeurs vraies
et Q les mesures,

on a:
MQ* = Q; - Q3 - Q=0 (1]
MQ=Q1—02—Q3=S [2]

En effet, les grandeurs vraies satisfont a I'évidence I'équa-
tion de bilan, il n’en est pas de méme des mesures, ou I'on

Fig. 2.

constate une erreur g. L’équation [2] constitue ce que I'on
appelle une équation de redondance, I’ensemble des varia-
bles qui interviennent étant connu. Les débits Q, Qa, Q3
devront donc étre corrigés (technique d’équilibrage de bilan
par exemple) pour satisfaire I’équation de bilan.

Fig. 3.

Pour I'exemple de la figure 3, ou seuls les débits Q; et Q,

ont été mesurés, il n'y a pas redondance d’information; nous

pouvons déduire Qz, Qq et Qo ne pouvant étre estimés.
O3 = Q1 - 02

ol la notation Q représente des grandeurs estimées.

Enfin la figure 4 nous montre un cas ou l'on ne peut ni
déduire, ni estimer de grandeurs.

Fig. 4.

Plus généralement, cette description nous permet de subdi-
viser le vecteur des débits Q, en quatre catégories:

— Qpa: débit non mesuré, non estimable;
— Qpe: débit non mesuré, estimable par déduction;

(3]

— Qpe : débit mesuré, non estimable;

— Qque: débit mesuré, estimable par redondance.

L'ensemble {Qme, Qme, Qme) constitue I'ensemble des
variables observables.

Pour des réseaux de grande dimension, cette classification
est impossible & réaliser manuellement, en effet le noeud élé-
mentaire qui nous a servi de support pour cette présenta-
tion, peut en fait représenter n’importe quel sous-réseau du
réseau initial. Il convient donc de trouver une méthode auto-
matique permettant d’aboutir & cette classification.



Mise sous forme canonique
Description et algorithme

Nous explicitons ici, un algorithme qui, par transformations
successives de la matrice d’incidence M, permet d’obtenir
le partitionnement [3].
Considérons le réseau de la figure 1, pour lequel:

Qm = {Q1’ Q2s 04: 061 Qg, 010, 014}
Par permutation de ses colonnes, on réordonne tout d’abord

la matrice M, de maniére a isoler la partie mesurée de celle
qui ne l'est pas.

Q, Q.
1 2 4 6 8 10 143 5 7 9 11 12 13 15
1 -1 e ° ° . o [—-1 o . L) . . .
° [ 1 -1 e . . e —1 e . . [ .
° 1 ° ° o . 1 ° 1 e —1 o . . .
[ ° ° . o —1 o ° ° ° 1 -1 o . .

M =

[) 3 ° ° ° e —1| e ° ° ° ° ° 1 -1
. [ ° 1 -1 e . L) e —1 o . ° [
[ e —1 e 1 1 ° 1 . ) . () °
. o . . . . . . . 1 1 -1

On applique ensuite la méthode dite «du pivot», en choisis-
sant les pivots dans la partie de la matrice correspondant
aux variables non mesurées.

Exposons briévement cette méthode.
Pour chaque colonne de la matrice:

— rechercher le premier élément non nul (s’il est négatif,
inverser tous les signes de la ligne ou il se trouve);

— marquer cet élément comme pivot si la ligne considérée
n’en comporte pas déja, sinon poursuivre la recherche
dans la colonne (si aucun élément ne peut étre marqué,
passer a la colonne suivante);

— éliminer par combinaison linéaire de lignes (ici somme
ou différence) les éléments non nuls situés sur la colonne
du pivot.

La matrice M, aprés la premiére opération portant sur la
colonne 3 et les lignes 1 et 7, s’écrit:

1 2 4 6 8 10 14|83 5 7 9 11 12 13 15

-1 1 . . . ° . @ ° ° o . . ° .

° . 1 -1 e . . e —1 e . . ° . °

° 1 . ° . ° 1 . 1 e —1 o . ° .

° ° ° ° e —1 o ° ° ° 1 -1 e ° °
M = ] [ . . . e —1| e o ° ) . . 1 -1

. . .o 1 -1 e o ° e —1 o .o L) .

1 -1 =1 e 1 1 . [ ° ° . ° ° °

° . . . ° ° ° ° ° ° o 1 i -1

En réitérant I'opération sur 'ensemble des colonnes de la
matrice correspondant aux voies non mesurées, on obtient:

M = 1 2 4 6 8 10 14(3 5 7 9 11 12 13 15
| -1 1 . . . . o (D o . . . . . .
" ° e —1 1 ° ° ° ° @ ° ° . ° . °
11} e —1 -1 1 e o —1|e o o () e o o o
v e -1 -1 1 e 1 —1[e e o o (D e o o
Vv ° ° ° ° ° e —1| e ° ° ° ° . @ —1
Vi . . e —1 1 o 3 . ° @ ° . . °

Vil 1 -1 -1 e 1 1 e | e o o o o o o

Vil o 1 1 =1 o -1 e | e o o o o (D o -1

ol les pivots ont été cerclés.

Sur cet exemple on remarquera que la colonne 15 ne peut
étre utilisée pour effectuer les réductions pivotales.

La derniére étape consiste a réordonner la matrice obtenue
par un jeu de permutation de lignes et de colonnes de
maniére a obtenir la forme canonique.

M = 1 2 4 6 8 10 14|15|3 5 7 9 11 12 13
Vil 1 -1 =1 e 1 1 . . . . . . . . .
| -1 1 e o o o o (e | (D e o o o o o
I e o —1 1 ) o o . e D e o e o o
VI . ) e -1 1 . . . . e (D e . . .
1]} e —1 -1 1 . e —1| e ) . e D e . .
v e -1 -1 1 . 1 -1 e o o o (D o o
VIl . 1 1 -1 o —1 e |—-1| e . . . o« (D e
\" . . . . ° o —1|—-1| e . ° ° . . @

de la forme générale:

Voies Voies
mesurées  non mesurées
A | 0 | 0
M =
8 } c ] |

La forme obtenue est facilement interprétable en terme de
grandeurs redondantes, déductibles, inutiles.

Les lignes de la matrice A donnent les équations de redon-
dance. Dans le cas de I'exemple:

01 - Oz - 04 + Qa + Q10 =0
On a ainsi les variables mesurées, estimables par
redondance.

Les lignes de la matrice B, en correspondance avec des
lignes d’éléments nuls de la matrice C, donnent I'expression
des variables déductibles; pour I’exemple considéré, cing
débits sont déductibles:

— G- -0,
— Qs = Q4 - Q
— & -q -9

8
—QQIQA+62+014—06=O‘5+62‘\+Q1A
— Q= Q4 + Q2 + Qis — Qg — Qip = Qo = Qyo.
Les variables de Qg non déductibles sont inobservables;
dans notre cas:

Qq5, Qq3, Q45 sont inobservables.

La méthode présentée permet bien la décomposition du vec-
teur initial Q, en quatre classes. Pour 'exemple traité, la
décomposition est la suivante:

— Qme = (Qq2, Qq3, Q55

— Qpe = (Qs, Q5 Q7, Qg, Qq1};
— Qmg = [Qg, Qa};

— Qne = [Qq, Qp Q4 Qg, Qqo}-

Remarque: La partie Qn¢c des grandeurs non mesurées et
non estimables présente un intérét non négligeable pour le
concepteur du «plan d’instrumentation». L’analyse de Qps
permet en effet de définir la position et le nombre minimal
de sources d’informations supplémentaires pour rendre com-
plétement observable le procédé; ici un capteur placé sur
la voie 15 autoriserait cette compléte observabilité.

Pour rendre plus démonstrative la méthode proposée, le
réseau de la figure 5 a été traité par cette méthode; la clas-
sification des variables est la suivante:



— Qne = {Qq4 Qs Q7, Qg, Qi6, Qq7, Qia, Qqg, Q20, Qag,
Qg0, Q31, Qag, Qag, Qu1, Qu3, Qus, Que, Qu7,
Qs1, Qs2, Qse, Qpo J;

— Qre = {Qa, Qqo, Qq1, Qqs Q21, Qzs5, Q27, Q2g, Qa7
Qss J;

— Qms = [Qs, Qp, Qo3, Qap, Qs2, Qs3, Qss J;

— Qpe = (Qq, Qg, Qq2, Qy3, Qy5, Qoz, V4, Qo6 g2, Qg
Qa4, Qa5 Qa0 Qus. Qug, Qag, Qs0, Qs7, Qsg ).

Le lecteur appréciera, a propos de cet exemple pourtant de
dimension modeste, la difficulté de traiter de facon intuitive
cette classification. L’algorithme proposé est applicable a
n’importe quel réseau méme de grande dimension; un logi-
ciel approprié est disponible sur demande au laboratoire.

4. EQUILIBRAGE DE BILANS

L’équilibrage s’effectuera en deux étapes, la premiére con-
siste & estimer les grandeurs redondantes, la seconde, a cal-
culer les grandeurs déductibles.

42 |

. 45 48

Fig. 5.

Estimation des grandeurs redondantes

Le probléme revient a trouver des estimées Q, des gran-
deurs vraies Q7 tels que:

M,Q7, =0
(ou Mp, est la matrice d’incidence de la partie observable du

réseau), sachant que les estimées Om, doivent «s’éloigner»
le moins possible des grandeurs mesurées Q.

On montre que le probléme peut se ramener a une optimi-
sation quadratique sous contraintes qui se formule:

min & = 1/2 |Qm - Qn |\2;—1

Qn .
sous la contrainte M, Q, = 0

ou V représente la matrice poids des mesures. En général,
seuls les termes diagonaux de cette matrice sont non nuls
et ils représentent la variance des mesures; calculés en fonc-
tion de la précision des capteurs.

La technique des multiplicateurs de Lagrange et la résolu-
tion d’un systéme d’équations linéaires conduit a la solution
classique (4):

Qn = PQp

ouP=1-V MI (M, V MT)=1 M, est appelée matrice
de projection.

Calcul des grandeurs déductibles

Celui-ci est immédiat puisque la matrice écrite sous forme
canonique permet d’obtenir leurs expressions en fonction de

Qn.

5. CONCLUSION

La méthode présentée offre plusieurs avantages par rapport
aux méthodes classiques d’équilibrage de bilan-matiére.
D’une part la notion d’observabilité associée a I'algorithme
de mise sous forme canonique de la matrice d’incidence, per-
met a l'utilisateur d’obtenir une classification des différentes
grandeurs en tenant compte uniquement de la position des
capteurs et indépendamment des valeurs numériques des
mesures.

D’autre part, la mise en ceuvre de la méthode est extréme-
ment aisée et seul le calcul de la matrice de projection
nécessite une inversion de matrice. On trouvera dans (5), une
méthode permettant d’éviter le calcul de cet inverse, qui uti-
lise un calcul itératif faisant intervenir la matrice estimée de
variance-covariance des mesures. Enfin I'algorithme proposé
ici dans le cadre des systémes linéaires (cas des bilans
totaux) s’étend aux systémes non linéaires (cas de bilan total
et bilan partiel par constituant) (6).
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