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Résumé

Cet article décrit les principes de conception d'un micromonde dédié a la manipulation
d'expressions algébriques. Ce micromonde contient un éditeur avancé avec des actions
classiques et de la manipulation directe. La plupart des actions fonctionnent dans deux ou trois
modes, les trois modes d'action étant : un mode "texte" qui manipule des caractéres, un mode
"structure" qui prend en compte la structure des expressions et un mode "équivalent" qui
conserve 1'équivalence des expressions. Le micromonde permet aussi de représenter des arbres
de raisonnement. L'équivalence des expressions construites par 1'éleve est évaluée et 1'éleve est
informé du résultat. L'article décrit aussi I'état actuel de la réalisation du micromonde dont le
premier prototype a été opérationnel en février 2001.

Mots-clés: Algebre, micromonde, manipulation directe.

1. Introduction

Des micromondes mathématiques ont été développés depuis la fin des années soixante. Le premier était
Logo [Papert 80] consacré a la programmation récursive et a la géométrie. Les concepts de micromonde
mathématique ont été définis dans la seconde moiti¢ des années quatre-vingts [Thompson 87, Laborde 89,
Balacheff et Sutherland 94] et les principales caractéristiques ont été dégagées : objets, relations, opérateurs
et manipulation directe. Plusieurs micromondes ont été réalisés dans les domaines de la géométrie et de
l'algebre. Certains d'entre eux sont distribués comme des produits commerciaux et ont (ou ont eu) un succes
réel, comme Logo et Cabri-Géométre [Laborde 89]. Le dernier a été porté sur des calculatrices de poche et
distribué comme logiciel par Texas Instruments. Les micromondes de géométrie fournissent une contribution
réelle a I'étude du domaine et ont participé a la naissance d’un nouveau type de géométrie appelé géométrie
dynamique.

Dans ce papier, nous considérons des micromondes pour 1'algébre. Algebraland [Foss 87] et le systéme de
McArthur [McArthur et al. 87] peuvent étre vus comme les premiers dans ce domaine. D'autres logiciels
pour I’algébre, comme ceux consacrés a la formalisation mathématique de problémes énoncés en langue
naturelle (‘word problem’ en anglais) [Koedinger et al. 97], ne sont pas concernés ici. Dans nos travaux
précédents, nous avons réalisé ce que nous voulons considérer comme des micromondes d'ordre 2 pour
l'algebre, nos systémes étaient des prototypes avancés [Nicaud et al. 90, 94]. Nous avons conduit de
nombreuses expériences, analysé le comportement des éléves et les modes d’apprentissages permis par ces
systémes [Nguyen-Xuan et al. 93, 99]. Nous concevons maintenant et réalisons ce que nous voulons
considérer comme un micromonde d’ordre 1 pour l'algebre. Ce systeme vise a devenir un produit
commercial. Dans I'avenir, nous combinerons les particularités des micromondes d'ordre 1 et 2.

La question fondamentale est : Que peut étre un micromonde pour l'algebre ? Dans ce papier, nous
définissons les micromondes d'ordre 1 et 2. Ensuite, nous détaillons les micromondes d'ordre 1 et décrivons
les principales caractéristiques du systéme que nous développons ainsi que 1'état actuel de sa réalisation.



2. Résumé de l'algébre

Avant d’essayer de répondre a la question : Qu’est-ce qu’un micromonde pour l'algébre, nous devons
résumer le domaine et préciser les objets et les relations entre ces objets.

Le domaine de l'algebre que nous considérons est composé d'expressions algébriques et de régles de
transformation de ces expressions. Il y a des types de probléme comme la factorisation, la résolution
d'équations et le calcul de dérivées. La résolution d'un probléme s’effectue par transformation de I'expression
du probléme donné a 1’aide des régles de transformation correctes jusqu’a ce qu'une forme résolue soit
atteinte. Les reégles de transformation correctes sont les régles qui maintiennent I'équivalence des
expressions.

Les objets concrets de l'algebre sont des expressions. Une expression est une succession de chiffres
(comme 12), un symbole (comme une inconnue X, un paramétre m, une constante ) ou un opérateur
appliqué a des expressions. Une représentation a deux dimensions internationale, que nous appelons la

Jx

12+x?

représentation habituelle, a été adoptée pour les expressions. Par exemple, est un quotient. Un

quotient est I’application de 1'opérateur de division a deux arguments. Ici, les arguments sont \/)_c et 124x2.

Le premier argument est la racine carrée de x (I'opérateur racine carré appliqué a la variable x) ; le deuxiéme
argument est la somme de 12 et x?, etc. Plusieurs regles précisent ce que sont les expressions bien formées,

n_n n_n

en particulier la régle d'arité (par exemple, a deux arguments), les régles de type (par exemple,
s'applique aux arguments algébriques et fournit un résultat booléen (ainsi a=b ne peut étre 1’argument d'une
somme parce qu’une somme s'applique a des arguments algébriques). Nous notons E l’ensemble des
expressions bien formées pour un domaine de probléme donné.
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N N
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Figure 1: Représentation sous forme d’arbre de 3x*4+2x

La représentation habituelle n'est pas la plus simple. La plus simple est une représentation sous forme
d'arbre (voir la figure 1) dans laquelle les opérateurs et leurs arguments sont trés visibles et dans laquelle il
est évident de trouver a quels arguments un opérateur s'applique. Mais une représentation sous forme d'arbre
est lourde. Cela explique pourquoi la représentation habituelle a été construite. Les principales difficultés
dans la représentation habituelle viennent d'opérateurs cachés (comme la multiplication dans 2x) et de la
priorité d'opérateurs (x+2=0 est l'opérateur = appliquée a x+2 et 0 parce que la priorité¢ de + est plus haute
que la priorité de =). Les parenthéses sont parfois nécessaires, comme dans x (x+1) ; elles ne le sont pas dans
la représentation d'arbre.

Les objets abstraits de base de l'algebre sont les nombres. Nous notons X I’ensemble des nombres
considérés pour un domaine de probléme donné. Dans I’enseignement secondaire, c'est généralement
I’ensemble de nombre le plus grand qui a été présenté et, pendant la plus longue période, ce sont les réels. Il
y a un morphisme fondamental M1 de E vers K qui associe les opérateurs aux fonctions (par exemple, + est
associ¢ a 1’addition des nombres) et qui associe n'importe quel couple constitué d'une expression et une
substitution a nombre (par exemple, 2x+6 avec [x : 5] est associé¢ a 16). Ce morphisme permet d'employer
des opérateurs dans la représentation de nombres. Les entiers naturels ont des représentations canoniques
dans la base 10 faites de successions de chiffres. D'autres nombres ont des représentations qui emploient des

opérateurs et des chiffres (comme -12 et %). Certains nombres ne peuvent pas étre représentés avec des

opérateurs et des chiffres et sont représentés avec des symboles (comme 7).



Comme il est dit ci-dessus, les expressions sont transformées pour résoudre des problémes. Par exemple,
<factoriser (x+3)>—1> peut étre résolu en appliquant la régle A>—B>—>(A-B)(A+B) a (x+3)>*—1, ce qui
produit [(x+3)—1][(x+3)+1], en supprimant ensuite les parenthéses autour x+3, on obtient
(x+3—-1)(x+3+1), en réduisant finalement les nombres, ce qui donne (x+2)(x+4). Les régles de

transformation sont des objets du domaine. L'application de régles correctes n'est pas la seule facon de
résoudre des problémes. Par exemple, 1’éléve peut factoriser x>—5x+6 en donnant directement la solution

(x=3)(x—2) parce qu’il a deviné les racines du polyndome. En réalité il y a un domaine fondamental qui
donne une signification aux expressions. Le dernier exemple peut étre justifié par "les expressions x?>—5x+6

et (x—3)(x—2) sont équivalentes parce qu'elles sont associées au méme polynome". Pour des expressions
ayant un type algébrique, le domaine fondamental le plus souvent employé¢ est I’ensemble des fonctions de K
dans & mais ce peut aussi étre les polynomes ou les fractions rationnelles sur & Pour des expressions ayant
un type booléen (comme les équations), le domaine fondamental est I’ensemble des fonctions de X dans
{faux, vrai}.

Notons ¥ le domaine fondamental et appelons fonctions les éléments de ¥, méme quand ce sont des
polyndémes ou des fractions rationnelles. I y a un morphisme fondamental 272 de E dans F qui associe les
opérateurs aux fonctions de fonctions (par exemple, + est associé¢ a 1’addition des fonctions) et qui associe
n'importe quelle expression a une fonction (par exemple, 2x+6 est associée a la fonction x—2x+6). Les
fonctions sont les objets abstraits fondamentaux parce qu'ils fournissent I'équivalence des expressions : deux
expressions sont équivalentes si et seulement si elles sont associées a la méme fonction de F par le

morphisme M2. Cela inclut I'équivalence pour le type algébrique ( x>—5x+6 et (x—3)(x—2) sont équivalents)
et pour le type logique (x=1 est équivalent a (x2+1)(x—1)=0 quand Kest I’ensemble des réels).

3. Que peut étre un micromonde pour l'algébre ?

Selon Laborde [89], un micromonde est un monde d'objets et de relations. Il y a un jeu d'opérateurs
capables d’agir sur les objets, de créer de nouveaux objets avec de nouvelles relations. La manipulation
directe a une place importante dans les micromondes. Balacheftf et Sutherland [94] ont mis en lumiére un
domaine épistémologique de validité liant les représentations et ce qu'elles sont censées représenter.
Thompson [87] dit que les micromondes mathématiques doivent faciliter le processus de construction des
objets et des relations et permettre de se concentrer sur la construction du sens. IlIs doivent employer un
modele non incorporé dans un programme d'études et ils ne doivent pas enseigner.

En algebre formelle, comme indiqué ci-dessus, les objets concrets sont des expressions. La relation de
base entre les objets est la relation structurelle sur les expressions : 12 est le premier argument du deuxiéme

¥z

12+4x%°

argument de La deuxieme relation est la relation d'équivalence. Il y a deux types principaux

d'opérateurs.

Les opérateurs du premier type permettent de construire n'importe quelle expression bien formée : ce sont
les opérateurs des éditeurs d'expressions algébriques. Nous nommons ordre I les micromondes algébriques
qui se concentrent sur ces opérateurs. Des micromondes algébriques d’ordre 1 sont inclus dans beaucoup de
systemes de traitement de texte. Ils sont appelés éditeurs d'équation. Nous montrerons ci-dessous que la
plupart d'entre eux ont un rapport pauvre avec les objets sémantiques de l'algebre. Le systéme de McArthur
[McArthur et al. 87] a certaines des caractéristiques des micromondes algébriques d ‘ordre 1.

Les opérateurs du second type sont les régles de transformation qui permettent de construire de nouveaux
pas dans un processus de raisonnement. Nous nommons ordre 2 les micromondes algébriques qui se
concentrent sur des régles de transformation. Plusieurs micromondes algébriques d’ordre 2 ont été réalisés
dans le passé [Bundy et Welham 81, Foss 87, Thompson 89, Olivier et Zukerman 90, Beeson 96]. Les
systémes que nous avons développés précédemment dans notre équipe étaient de ce type. Les étudiants
résolvaient des problémes en appliquant des regles de transformation (choisies dans un menu) a des sous-
expressions sélectionnées avec la souris. Les étudiants ne pouvait pas construire un pas de calcul par une
autre voie. La communauté n'a pas vraiment considéré ces systémes comme des micromondes, peut-&tre



parce qu'ils enseignent (chose refusée par Thompson), peut-étre parce qu'ils n'ont pas les opérateurs d’ordre
1, peut-étre parce que les personnes qui ont réalisé€ ces systémes ont plus insisté sur les aspects de tuteur.

Dans le reste du papier, nous nous concentrons sur les micromondes algébriques d’ordre 1 ; nous les
appelons juste micromondes algébriques. Dans la section 4., nous considérons les caractéristiques classiques
d'un éditeur pour un micromonde algébrique. Dans la section 5., nous abordons la question de la
manipulation directe.

4. Edition classique pour un micromonde algébrique

Objets et relations structurelles

Un micromonde doit permettre a I'utilisateur de créer des objets. Dans le cas de l'algébre, cela signifie
contenir un éditeur pour les expressions algébriques. La fidélité visuelle impose la représentation 2D
habituelle pour l'interface de 1’éditeur. Cette représentation contient des parties de texte, que l'on peut voir

comme des successions de caractéres (comme 2x+1), et des blocs bien délimités (comme ﬁ et \/ﬁ ).

La fidélité conceptuelle impose de prendre en considération les relations structurelles. Nous considérons
qu'un premier pas dans cette direction consiste a avoir en permanence une expression ayant une structure et
le plus souvent possible une expression formée. Pour cela, des arguments manquants sont remplacés par
quelque chose, comme "?" (par exemple, taper + aprés 2x donne 2x+7?).

Les actions principales d'un éditeur sont : l'entrée, la suppression, la sélection, 1’application d’un
opérateur a quelque chose, la copie de quelque chose, la suppression de quelque chose, la coupe de quelque
chose, le collage de quelque chose. Considérons ces actions du point de vue de la relation structurelle. Cela
implique que le susdit « quelque chose » est une sous-expression. Nous appelons mode structure, un mode
ou des sous-expressions bien formées sont conservées pendant les actions ; nous appelons mode texte, un
mode ou des sous-expressions bien formées ne sont pas conservées comme sous-expressions bien-formées
pendant I'action. Dans l'interaction avec l'ordinateur, I'utilisateur peut choisir le mode. Noter que les deux
modes sont utiles, le premier pour éviter de détruire ce qui est déja construit, le second pour permettre a
l'utilisateur de faire tout ce qu’il veut.

Propositions pour la mise en oeuvre des actions

Entrée a partir du clavier (ou entrée en cliquant sur un bouton), quand l'expression a un point d'insertion :
pour obtenir une expression bien formée, l'entrée d'un opérateur de texte ajoute "?" quand cela est nécessaire
(par exemple, taper + aprés 2x donne 2x+?) ; dans le mode structure, 'entrée d'un opérateur de bloc ajoute

\ ? .
"?" pour chaque argument (par exemple, taper / aprés x dans xy donne X5 dans le mode texte, l'entrée
d'un opérateur de bloc utilise l'environnement pour les arguments (par exemple, taper / aprés x dans xy
donne %) ; dans le mode structure, I'entrée d’une parenthése ouvrante transforme le pointeur de souris en

une parenthése fermante «a déposer immédiatement » ; dans le mode texte, I'entrée d’une parenthése
ouvrante place cette parenthése seule, en lui donnant la couleur bleue signifiant « expression mal formée ».

Supprimer a droite ou a gauche du curseur d'insertion : dans une partie de texte, un caractére seulement
est supprimé (par exemple, pour 2x+1, le curseur étant entre 2 etx, < del > donne 2+1) sauf quand le
caractére est "?" l'opérateur 'exigeant étant aussi supprimé (par exemple, pour 24?41, le curseur étant entre
+ et ?, < del > donne 2+1) ; quand un bloc est concerné (incluant des parenthéses), le bloc entier est
supprimé dans le mode structure, 1'opérateur seulement est supprimé dans le mode texte (par exemple, pour

2\/; , le curseur étant aprés 2, < del > donne 2 dans le mode structure et 2x dans le mode de texte.

Sélectionner une sous-expression : la relation structurelle suggére de sélectionner seulement des sous-
expressions bien formées. Noter qu'une sous-expression bien formée peut avoir plusieurs composantes
comme 2x+4 dans 2x+y+4. L'idée naturelle, pour le choix d'une sous-expression, est de considérer que ce
qui est sélectionné est la sous-expression la plus petite qui inclut la zone balayée. Ces actions de sélection ont
été mises en oeuvre dans nos prototypes précédents et ont été appréciées par les éléves et les enseignants.



Appliquer un opérateur : quand une sous-expression est sélectionnée, nous considérons que l'entrée
d’un opérateur unaire signifie "appliquer cet opérateur a la sous-expression". Certains opérateurs binaires
peuvent aussi étre appliqués sous des formes introduisant des "?" (par exemple : mettre en numérateur d’une
fraction).

Copier une sous-expression : copie la sous-expression choisie dans le presse-papiers.
Supprimer une sous-expression : supprime la sous-expression choisie et un opérateur quand nécessaire.

Couper une sous-expression : c’est la copie d’une sous-expression + la suppression d’une sous-
expression.

Collez une sous-expression : la sous-expression est insérée a la place du curseur ou de la sélection. Dans
le mode structure, des parenthéses sont ajoutées quand nécessaire (coller x+1 aprés 2 dans 2y donne

2(x+1)y). Dans le mode texte, les parenthéses ne sont pas ajoutées (coller x+1 aprés 2 dans 2y donne
2x+1y).

Raisonnement et Ila relation d'équivalence

Une activité importante de 'algebre formelle consiste a résoudre des problémes par des transformations
successives d'expressions, en conservant I'équivalence. Apres I'édition d'expressions nous devons considérer
la représentation du processus de raisonnement dans un micromonde algébrique. Un processus de
raisonnement comporte non seulement des transformations successives d’expressions, avec la conservation
de I'équivalence, mais aussi des retours en arricre et des sous-problémes. Un retour en arricre est parfois
réalisé lors de la résolution d’un probléme. Il consiste a retourner a une ancienne étape du raisonnement pour
essayer une autre fagon de résoudre le probléme (donc I’ensemble des étapes a la forme d'un arbre). Un sous-
probléme est parfois extrait et résolu pour aider a résoudre le probléme. Etant donné un probléme < T e >, T
étant le type et e l'expression, la situation la plus fréquente pour un sous-probléme consiste a avoir un
probléme < T1 el >, ou el est une sous-expression de e, telle que la forme résolue du sous-probléme puisse
profiter au probléme original. Par exemple, < résoudre A=0 >, quand A est un polynéme de degré supérieur a
1, tire profit de la résolution du sous-probléme < factoriser A >.

Nous considérons qu'un micromonde algébrique doit représenter le processus de raisonnement,
I'équivalence entre les expressions, les retours en arriere et les sous-problémes.

Propositions pour la mise en oeuvre des processus de raisonnement

Dans nos prototypes précédents, nous avons mis en oeuvre toutes les caractéristiques précédentes. La
liaison entre des pas €équivalents était une fléche (la signification étant "ce pas est produit a partir de ce pas").
Nous pensons maintenant qu'il serait meilleur d'employer une fleche double signifiant "ces expressions sont
équivalentes". Les retours en arriére ont ét€ mis en oeuvre par la possibilité d'avoir plusieurs successeurs
pour n'importe quel pas. Nous pensons bon de maintenir cela. Les sous-problémes ont été liés aux problémes
initiaux avec une fléche spéciale. Nous pensons maintenant qu'il serait préférable de résoudre les sous-
problémes sur d'autres endroits de la feuille ou sur d'autres feuilles.

Systemes existants

Les éditeurs d’équations de Microsoft, FrameMaker, StarOffice [Microsoft Equation, Adobe
FrameMaker, StarOffice] offrent a l'utilisateur une interface spécifique pour définir et représenter des
expressions algébriques. La disposition des éléments d'une expression dans les deux dimensions du plan en
respectant la représentation habituelle et les normes internationales, le dessin spécifique de nombreux
opérateurs algébriques, 1'adoption de certaines conventions typographiques pour I'écriture de nombres, des
variables et des noms de fonction, justifient une interface indépendante. Les formules et les expressions sont
obtenues a 1’aide de juxtapositions prédéfinies de boites a remplir de texte ou d'autres formules. Le résultat
obtenu est généralement satisfaisant sur le plan graphique mais certaines expressions sont trés mal
représentées et l'aspect algébrique des éditeurs est souvent beaucoup moins développé que leurs
fonctionnalités graphiques. Par exemple, il est commun de ne pas étre capable de différencier les expressions

2
du type de 22 — ¢’est a dire (2°2)"2 — de I'expression 222— c’est a dire 2 a la puissance 22 — (Adobe
FrameMaker, StarOffice). L'aspect graphique est souvent trés développé sans qu’un contréle mathématique



ne soit effectué, ainsi, l'utilisateur peut déplacer les éléments de son choix a l'intérieur d'une expression pour
ajuster leurs positions, au pixel prés; plusieurs types de parenthéses sont prévus pour obtenir

(((X+1)x+2)x+3)x+4 ou (((x+1)x+2)x+3)x+4 ; les tailles, styles et polices des caractéres sont ajustables par
I’utilisateur pour un meilleur rendu visuel, mais tout cela est exécuté sans aucun controle algébrique. Ainsi
certains objets obtenus sont algébriquement mal formés, par exemple, des expressions incomplétes, des
parenthéses non équilibrées (Microsoft Equation). Parfois, en plus, les constructions par juxtaposition de
boites respectent les structures algébriques sous-jacentes mais le résultat est négatif. Par exemple, dans 2x°, il
est impossible de sélectionner x° qui se trouve dans deux boites différentes, au contraire x+2 peut étre
sélectionné dans 5x+23, bien que ce ne soit pas une sous-expression algébrique, parce que les ¢léments ne
sont pas dans des boites différentes. D'un point de vue général, toutes les manipulations permises sur
I'expression doivent étre exécutées en respectant la structure de boites et cette structure est plus graphique
qu'algébrique, comme conséquence, déplacer et interpréter la place du curseur est une opération difficile
parce qu'il y a beaucoup de positions graphiques qui correspondent a une méme position algébrique.

5. Manipulation directe

Dans un micromonde, la manipulation directe permet de déplacer des objets en prenant en compte les
relations structurelles. Les expressions, sous-expressions et opérateurs peuvent étre manipulés selon leurs
relations structurelles, en conservant I’équivalence ou sans s'occuper des relations structurelles et de
1I’équivalence.

Glisser-déposer d’une sous-expression

On peut faire glisser une sous-expression choisie s et la déposer a 'intérieur d'une expression e comme un
mot dans un traitement de texte. Une telle action change l'expression. Soit u I'expression obtenue, dans
le mode structure, les contraintes que nous considérons viennent des relations structurelles, ce sont : (1) u est
une expression bien formée, (2) s est une sous-expression de u, (3) les sous-expressions de e qui n'incluent
pas s sont laissées inchangées. Noter que ces contraintes introduisent parfois des parenthéses autour de s.
Dans le mode texte, la seule contrainte est la premicre et les parenthéses ne sont jamais ajoutées. Le but du
glisser-déposer dans ces deux modes est de permettre a 'utilisateur de construire 1'expression qu’il veut.

Le but du glisser-déposer dans le mode équivalent est trés différent ; il doit conserver I'équivalence. Donc
nous ajoutons la contrainte (4) u doit étre équivalent a e. Avec les contraintes (1) a (4), le seul mouvement
général qui peut étre effectué consiste en déplacer un argument d'un opérateur commutatif. Pour obtenir un
glisser-déposer dans le mode équivalent plus puissant, nous retirons la contrainte (3) de telle sorte que
les sous-expressions de e qui n'incluent pas s puissent étre changées.

Prenons comme un exemple l'expression (y—1)(x+x?), sélectionnons la premiére occurrence de x et

glissons la entre les deux parenthéses. Nous pouvons nous attendre a obtenir (y—1)x(1+x) qui est une

factorisation. Une explication de la factorisation dans un tel contexte peut étre que I'expression déplacée est
un argument d'une somme, qui est un argument d'un produit, I'action étant exécutée comme "prendre x
comme un facteur commun de la somme et I’insérer comme un facteur du produit". Noter qu'il est nécessaire
de retirer la contrainte (3) pour cela, car x? a été changé en x . La table 1 fournit d'autres exemples pour les

opérateurs de base.

# Expression Sous-expression Endroit du déposer Résultat attendu
sélectionnée

1 3x—1+x? x2 avant 3 2+3x—1

2 (y—1)(x+x?) | premiére occurrence de x entre )( (y—1D)x(1+x)

3 O-1)(x+2) X entre )( (—1)x( 1+%)

4 (xp)* X avant ( x2)2

5 (x+x2)>2 premiére occurrence de x avant ( x2(14x)?




6 At x 4 avant la racine 5 \/H:
4
7 Dt x 2 avant la racine A 4_)26
8 X premigére occurrence de x dénominateur 1
x+y 1Y
X
9 x+x2 premiere occurrence de x dénominateur 1+x
x24+x3 2
10 3=x X avant 3 x=3
11 3x=12 3 avant 1 x=4

Table 1, exemples de glisser-déposer dans le mode équivalent pour les opérateurs de base.

L'examen de ces exemples montre que I'on donne une place principale au concept de facteur. Méme dans
des situations ou aucun produit n'apparait, les facteurs sont employés (par exemple, #5 et #6). Ces exemples
suggerent de considérer que le glisser-déposer en mode équivalent comme "l'extraction ou I’insertion d’une
sous-expression comme un facteur quand c’est possible" (ce qui différe fortement de 'explication suggérée
dans le paragraphe précédent). Nous devons faire remarquer que les résultats sont construits par I’application
de regles algébriques (ce qui explique que 1'équivalence soit conservée) et que des régles de réduction sont
parfois appliquées (quand 2 est inséré dans 3x—6, nous nous attendons a trouver 6x—12) ce qui peut faire
disparaitre la sous-expression (dans ce cas, l'inversion du processus n'est pas possible).

En considérant la structure, il y a plusieurs situations générales pour un glisser-déposé : (1) un argument
d'un opérateur est déposé a la place d’un autre argument (par exemple, #1, #8, #10, inverse de #2, #3, #5, #6,
#7); (2) une sous-expression est extraite (par exemple, #2, #3, #4, #5, #6, #7); (3) une sous-expression est
extraite puis introduite dans une autre (par exemple, inverse de #2, #3, #4, #5, #6, #7). Cela concerne le
mode structure comme le mode équivalent.

Il est naturel de considérer la position de la souris comme la destination pour le déposer. Mais cette
position ne détermine pas une position unique dans la structure, par exemple, la position aprés = dans

3x=x*x—1)+2 peut étre considérée comme une position dans la somme, dans le produit ou dans la
puissance. Ce probléme concerne le mode structuré comme le mode équivalent.

Pour les opérateurs qui ne sont pas de base, le glisser-déposer en mode équivalent peut étre défini pour
quelques situations comme dans la table 2. Noter que les actions sont complexes et que la relation avec les
facteurs disparait.

Expression Sous-expression Position du déposé Résultat attendu
sélectionnée
In(xy) X avant In Inx+Iny
Inx3 3 avant In 3lnx
cos(x+) x avant cos cosxcosy—sinxsiny

Table 2, exemples de glisser-déposer dans le mode équivalent pour les autres opérateurs.

Manipulation d'opérateurs

Les parenthéses et les opérateurs de bloc définissent des espaces que l'utilisateur peut vouloir changer.
Pour cela, nous considérons les manipulations directes de ces opérateurs : "(" et ")" peuvent étre déplacés
indépendamment par glisser-déposer ; le champ des barres de fraction et des radicaux peut étre changé avec

des poignées qui apparaissent quand l'opérateur est choisi. Par exemple, 2x+./3y+2+5 peut étre
transformé 2x+./3y+ 245 ouen 2x++/3y + 245 en utilisant la poignée de droite du signe radical.



Systemes existants

Le calculateur graphique [Graphing Calculator] qui équipe les ordinateurs Apple depuis 1994 présente un
manipulateur d'expressions algébriques trés convaincant, bien qu'il soit limité aux fonctions usuelles. Les
expressions sont toujours bien formées et non ambigués. De plus, ce logiciel permet de manipuler les
expressions algébriquement avec la souris. Selon son concepteur "le calculateur préserve 1'égalité" pendant
ces manipulations. Mais ce dernier point n'est pas toujours parfaitement respecté. Par exemple, en utilisant le

glisser-déposer, .[% peut étre transformée en ﬁ et x+l peut étre transformée en x(l+l) sans
b Jb X
I’indication d'un domaine de validité. Seuls les opérandes peuvent étre manipulés avec ce logiciel. Nous
aurions aimé pouvoir déplacer les parenthéses ou les signes « =», prolonger les barres de fraction ou les
radicaux. Finalement, on peut regretter que I’application de ces manipulations complexifie graduellement les
expressions et que ces manipulations ne soient pas réversibles : replacée dans sa position initiale, une

expression peut ne pas retrouver sa forme initiale.

6. Le micromonde APLUSIX pour algébre

Notre équipe a planifi¢ la réalisation d’un micromonde algébrique d’ordre 1 en juin 2000. L’agenda
comporte la réalisation d'un premier prototype pour janvier 2001 et une premiere expérience dans le début de
2001. Cet agenda est presque respecté (un mois de retard). Le développement est effectué avec Borland
Delphi pour Windows. L'état actuel est décrit ci-dessous.

Leaffichage 2D des expressions est effectué pour les opérateurs suivants : + - X / ~ V sin cos tan cot = # <
> < > et ou non (voir la figure2).

La sélection, y compris la sélection de plusieurs arguments d'un opérateur commutatif, est mise en oeuvre
(voir la figure 3).

Insertion, suppression, copie, coupe, collage sont mis en place dans les modes texte et structure. Les
parenthéses non équilibrées (dessinées en bleu) sont considérées comme des opérateurs unaires particuliers
afin de permettre de sélectionner, copier, couper, coller.

La manipulation directe est réalisée dans les modes texte et structure (figure 4). Le glisser-déposer en
mode équivalent sera mise en oeuvre ultérieurement, juste pour déplacer un argument dans un opérateur
commutatif. Un glisser-déposer plus complexe, en mode équivalent, n'est pas nécessaire pour nos premiéres
expériences avec des éléves de 15 ans. Un glisser-déposer en mode équivalent plus complexe nécessite une
réflexion plus profonde ; notre but n'est pas de mettre en oeuvre un joli mécanisme, mais un mécanisme
ayant une valeur épistémologique.

La manipulation des opérateurs sera mise en oeuvre ultérieurement.
L’affichage de I'arbre du raisonnement est mise en place (figure 5).

L'évaluation de 1'équivalence entre deux expressions A et B est réalisée quand A et B sont des polyndmes
d'une variable. L'équivalence de deux équations avec une inconnue et un degré inférieur a 5 sera mise en
oeuvre prochainement (en résolvant les équations avec des formules : discriminant pour le degré 2, formules
de Cardan pour le degré 3, formules de Ferrari pour le degré 4).

L'enregistrement des interactions dans des fichiers sera bientot mis en oeuvre. Chaque action élémentaire
sera enregistrée pour analyser le comportement des éléves en laboratoire, a la main ou avec des programmes.
Nous installerons aussi, plus tard, une fonction « rejouer » permettant de voir toutes les actions des étudiants
a l'écran.
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Figure 2: Affichage d’une expression en représentation 2D usuelle




M- [x-2) x+3)m
T _.-"
Figure 3: Sélection de plusieurs arguments d’'un opérateur commutatif’

2y + 3[?‘%} 2-x"y+3(x) 2[ : x?‘]y +3(x]

Figure 4: un glisser-déposer. L ’expression sélectionnée (a gauche) est déposée entre 2 et y
en mode texte au milieu et en mode structure a droite.

a
2ET-3x =3

2
25 3x-3= 10 E[Iz-%x]=5

[:: + 1j|:2x -5) =0

Figure 5: un arbre de raisonnement

Le micromonde Aplusix contient deux activités principales : d'abord permettre a 1'étudiant de construire
des expressions, ensuite permettre a 1'étudiant de résoudre un probléme portant sur une expression
algébrique. Les premiéres expériences seront conduites avec des étudiants de 15 ans au début de 2001 pour
évaluer ces deux activités, c'est-a-dire, pour évaluer 1’éditeur et l'environnement de raisonnement. Comme
I’éditeur n'est pas limité aux expressions simples, il sera aussi évalué¢ avec des chercheurs qui manipulent
habituellement des expressions algébriques.

Des réalisations ultérieures dans le cadre de notre micromonde algébrique d’ordre 1 incluront : (1) la
représentation de nouveaux opérateurs, un opérateur de colonne pour représenter les systémes d'équations
dans la forme habituelle, 2., L etc, (2) un glisser-déposer en mode équivalent plus puissant (3) la
manipulation d’opérateurs, (4) la représentation et 1’affichage de sous-problémes, (5) I'extension de
I'évaluation de 1'équivalence et (6) une fonction « rejouer ». Bien siir, nous ajouterons aussi des particularités
et réaliserons des modifications suggérées par les expériences.

Nous envisageons de combiner ensuite ce micromonde avec nos travaux précédents, ajoutant des regles
de transformations, des connaissances pour résoudre problémes, pour évaluer les résolutions d'étudiants, pour
expliquer, et pour fournir de I’aide.

7. Domaine de validité et discussion

Pour conclure, nous voudrions aborder le sujet du domaine de validité comme il a été présenté par
Balacheft et Sutherland [94] qui ont défini quatre dimensions en mathématiques pour le domaine de validité
épistemologique:

La premicre dimension est I’ensemble des problémes que le micromonde permet de considérer. Pour
l'activité de construction d'expressions dans le micromonde Aplusix, c'est n'importe quelle expression bien
formée employant les opérateurs et les constantes inclus dans le systéme et respectant les types. Pour
l'activité de raisonnement, 1I’ensemble des problémes est constitué de n'importe quel probléme concernant
une expression algébrique qui appartient a la classe d'expressions sur lesquelles le systéme est capable de
calculer I'équivalence. C'est actuellement les polynomes d'une variable avec n'importe quel type de forme et
n'importe quel type de coefficients. Les équations avec a une inconnue et un degré inférieur a 5 seront
incluses bientdt. D'autres classes d'expressions seront ajoutées plus tard. Noter que c'est indépendant du type



de probléme (factoriser, développer, résoudre, etc). Le type de probléme doit juste étre un type de probléme
algébrique, c'est-a-dire, doit étre tel qu'un probléme soit invariant quand l'expression est remplacée par une
expression équivalente.

La deuxi¢me dimension est la nature des outils et les objets fournis par la structure formelle. Les objets du
micromonde Aplusix sont des expressions algébriques telles qu’elles sont définies dans la théorie des
réécritures [Dershowitz et Jouannaud 89], qui est la théorie la plus achevée sur les expressions. La nature de
'outil est de permettre de construire des expressions et de permettre de comparer ces expressions pour la
relation d'équivalence.

La troisieme dimension est la nature de la phénoménologie définie sur sa structure formelle. La
phénoménologie a l'interface du micromonde Aplusix a un maximum de fidélité avec la représentation
d'expressions. C'est notre principe premier et permanent pour l'interface : mettre en oeuvre la représentation
2D habituelle. Concernant les caractéristiques d'édition, comme cela a été exposé, nous les avons définies
employant les concepts fondamentaux du domaine (la structure et la relation d'équivalence). L’affichage de
I'équivalence est un phénomene naturel du fait que l'équivalence est une propriété fondamentale de tout
raisonnement algébrique.

La quatriéme dimension est le type de contrdle que le micromonde rend disponible aux utilisateurs et les
retours fournis. Pour l'activité de construction d'expressions, 1’éléve peut exécuter n'importe quelle action
d’édition. La différence principale avec d'autres éditeurs est que peu de malformation sont acceptées sur les
expressions et que ces malformations sont indiquées (en bleu). Pour l'activité raisonnement, 1’éléve peut
produire un nouveau pas a tout moment (seulement a partir d’une expression bien formée toutefois) et
dispose de l'indication de 1'équivalence comme rétroaction fondamentale. Cette sorte de rétroaction, déja
réalis¢é par McArthur [McArthur et al. 87] dans un contexte élémentaire, n'a pas été profondément
expérimentée. Nous sommes impatients d'observer comment elle peut profiter a I’apprentissage des
étudiants.

Balacheff et Sutherland [94] ont aussi évoqué un domaine didactique de validité pour les micromondes.
Sur cette question, nous indiquerons juste deux points. D'abord, le micromonde Aplusix est
fondamentalement un monde algébrique, et non pas un monde pré-algébrique. Par exemple, il ne comporte
aucune soustraction. Le signe moins est un symbole unaire (a-b est la somme de a et de 1'opposé de b). Donc
les éléves qui ne sont pas préts a étre plongés dans un contexte algébrique strict ne profiteront probablement
pas de l'utilisation du systéme. Deuxiémement, le systeme peut étre paramétré par l'utilisateur ou
I'enseignant. Un fichier texte contient la description des opérateurs. Il est possible d'activer ou de désactiver
un opérateur ; il est possible de changer certaines particularités d'un opérateur. Par exemple, on peut
permettre ou non d’avoir des variables dans un dénominateur ou dans une racine carrée. Cela permet le
paramétrage de l'environnement pour un niveau particulier.

Nous avons congu un micromonde algébrique selon une voie épistémologique et nous finissons le premier
prototype. Nous espérons que la plupart de nos choix seront bons, mais nous n’en sommes pas sirs. La
réponse viendra des utilisateurs et nous analyserons soigneusement les écarts entre le comportement du
systeme et les espérances des utilisateurs, de maniére a corriger des problémes mineurs et apprendre des
problémes plus importants, que nous corrigerons aussi. Les problémes importants et les legons qu'ils
fourniront, seront publiés.
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