N

N

Représentations linéaires des groupes kahlériens et de
leurs analogues projectifs
Frédéric Campana, Benoit Claudon, Philippe Eyssidieux

» To cite this version:

Frédéric Campana, Benoit Claudon, Philippe Eyssidieux. Représentations linéaires des groupes kéah-
lériens et de leurs analogues projectifs. Journal de I’Ecole polytechnique - Mathématiques, 2014, 1,
pp.331-342. 10.5802/jep.12 . hal-00958372

HAL Id: hal-00958372
https://hal.science/hal-00958372

Submitted on 12 Mar 2014

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00958372
https://hal.archives-ouvertes.fr

REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES
KAHLERIENS ET DE LEURS ANALOGUES
PROJECTIFS

FREDERIC CAMPANA, BENOIT CLAUDON, PHILIPPE EYSSIDIEUX

RESUME. Dans cette note nous établissons le résultat suivant, an-
noncé dans [CCE13] : si G C GL,,(C) est 'image d’une représenta-
tion linéaire d’un groupe kéhlérien 7 (X), il admet un sous-groupe
d’indice fini qui est I'image d’une représentation linéaire du groupe
fondamental d’une variété projective complexe lisse X'.

11 s’agit donc de la solution (& indice fini prés) pour les représen-
tations linéaires d’une question usuelle demandant si le groupe fon-
damental d’une variété kihlérienne compacte est aussi celui d’une
variété projective complexe lisse.

INTRODUCTION
Rappelons une question classique :

Question 0.1. La classe des groupes kihlériens' coincide-t-elle avec
celle des groupes projectifs 7

Nous démontrons ci-dessous le résultat partiel suivant :

Théoréme 0.2.

Si G C GL,(C) est l'image d’une représentation linéaire d’un groupe
kahlérien m (X)), il existe une variété projective complexe lisse X' et
un sous-groupe d’indice fini de G qui est ['tmage d’une représentation
linéaire de mi(X'). En particulier, un groupe kihlérien linéaire est vir-
tuellement projectif.

La motivation initiale de la question 0.1 est le probléme de Kodaira :
une variété kdahlérienne compacte est-elle toujours déformation d’une
variété projective complexe lisse ? Une reponse affirmative? a ce pro-
bléme impliquerait en particulier qu’une variété kidhlérienne compacte
est toujours difféomorphe & une variété projective, et une réponse af-
firmative & la question précédente. Les contre-exemples fournis par C.
Voisin ([Voi04] , [Voi06]) concernent cependant 1’aspect biméromorphe
du probéme, et conduisent a le reformuler seulement pour les modeéles

Date: 12 mars 2014.

1. Un groupe de présentation finie est dit kdhlérien (resp. projectif) s’il peut
étre réalisé comme le groupe fondamental d’une variété kithlérienne compacte (resp.
projective lisse).

2. Connue en dimensions 1 et 2 (Kodaira).
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minimaux (en général singuliers) des variétés kdhlériennes compactes a
fibré canonique pseudo-effectif ®. Puisque le passage au modéle minimal
n’affecte pas le groupe fondamental, cette reformulation du probléme de
Kodaira n’affecte pas non plus la conjecture de coincidence des groupes
kéhlérien avec leurs analogues projectifs.

La démonstration du théoréme 0.2 consiste a se ramener, grace au
théoréeme 0.3 ci-dessous, établi dans [CCE13], au cas ou X est munie
d’une submersion holomorphe dont les fibres sont des tores, sur une
variété complexe projective lisse Y.

Théoréme 0.3.

Soit Z une variété kihlérienne compacte et p : m(Z) — GLy(C) une
représentation linéaire de son groupe fondamental. Quitte a remplacer
Z par un revétement étale fini, la variété de Shafarevich Sh,(Z) asso-
ciée a p est (biméromorphe a) une variété kihlérienne compacte X qui
est l’espace total d’une fibration lisse en tores sur une variété de type
général

7 2% X = Shy(Z) =2 S,(2).

Nous renvoyons a [CCE13] pour les notions utilisées ci-dessus. La
variété X est biméromorphe & la variété de Shafarevich de Z, obtenue
a partir de Z en contractant les sous-variétés sur le m; desquelles p est
triviale. Les tores de la submersion X — S,(Z) sont les sous-variétés
maximales sur le m; desquelles p a une image abélienne dans G.

Nous résolvons ensuite dans ce cas trés particulier le probléme de
Kodaira. Nous montrons en effet ci-dessous que X admet (aprés chan-
gement de base fini) une déformation sur sa fibration jacobienne J(X)
(proposition 2.4). Il est alors possible de montrer que J(X) admet des
petites déformations au dessus de la variété projective Y dont les fibres
sont des variétés abéliennes (théoréme 2.5) : ces petites déformations
sont donc algébriques.

Remerciements. Nous remercions vivement C. Voisin pour son aide
dans 'élaboration de certains arguments présents dans ce travail. Le
second auteur bénéficie du soutien du CNRS via un séjour de recherche
dans 'UMI IMPA/CNRS et tient a remercier 'IMPA pour l'accueil

qu’il a regu.
1. UNE VERSION RELATIVE DU CRITERE DE BUCHDAHL

L’ingrédient principal est une version relative du critére de N. Bu-
chdahl [Buc06, Buc0§|. Dans les travaux en question, ce critére était

3. ces modéles minimaux sont les espaces kdhlériens compacts a singularités
terminales et fibré canonique semi-ample. Lorsque Kx n’est pas pseudo-effectif,
X devrait étre uniréglée et le quotient rationnel raménerait le calcul du groupe
fondamental au cas o Kx est pseudo-effectif.
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utilisé pour donner une démonstration du résultat suivant (da a Ko-
daira) ne s’appuyant pas (ou peu) sur la classification des surfaces
kdahlériennes : toute surface kidhlérienne compacte admet des petites
déformations projectives.

Théoréme 1.1.

Soit m : X — B une famulle lisse, ’espace total de la famille étant
supposé étre une variété kahlérienne compacte. Considérons une défor-
mation relative de X /B de la forme

X g Ux B

\ pry

U

avec U lisse (au voisinage du point o € U paramétrant X ). Soit w une
métrique kahlérienne sur X et supposons que la composition de l’appli-
cation induite par le produit extérieur et de [’application de Kodaira-
Spencer relative

Tyo — HY(X, Ty/5) 2 HO(B, R2r,0y)

est surjective. La famille X/ B admet alors des déformations m, : X, —>
B (avec w arbitrairement proche de o € U) dont toutes les fibres sont
projectives. Plus précisément, il existe sur X, une classe rationnelle de
type (1,1) dont la restriction auz fibres de m, est une classe kéihlérienne.

Nous renvoyons a la référence [Ser06, Chap. 3.4.2] pour les notions
de théories des déformations utilisées ici.

Plusieurs remarques s’imposent. Tout d’abord, I'application de pro-
duit extérieur ci-dessus est en fait la composition du morphisme naturel

H'(X,Tx/p) — H°(B, R'm.Tx/B)
avec le produit extérieur par la classe [w] vue comme un élément de
w] € HY(B, R'm, Q% 5)-
La condition peut aussi s’exprimer en examinant la composition :
Ty, — HY(X, Tx) =% H2(X, Ox) — H3(X}, Ox,),
cette derniére devant alors étre surjective sur I'espace
Im (H*(X, Ox) — H*(X,,Ox,)) -

D’autre part, d’aprés la version relative du critére de projectivité de
Kodaira (voir [Cam06]|), les fibres de 7 sont d’ores et déja projectives
si 'application de restriction ci-dessus est identiquement nulle.

Enfin, il est important de noter que, dans une telle déformation re-
lative, la structure complexe de B reste inchangée et que, d’'un point
de vue ensembliste, Iapplication m, n’est autre que 'application 7 (la
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structure complexe de X n’est modifiée que dans la direction des fibres).

Démonstration du théoréme 1.1: Les systémes locaux R*(pr; o
9)«Qx et R*g.Qx sont munis par la construction de [Voi02, Chap. 10|
d’une structure de QQ-variation de structure de Hodge, cette structure
admettant une polarisation réelle si g en admet une - ce qui n’est pas
nécessairement le cas. Méme en ’absence d’une polarisation, nous pou-
vons munir (prl)*RQg*@X d’une structure de Q-variation de structure
de Hodge telle que I’épimorphisme canonique

S R2(pr1 o g)*@X — (prl)*RQQ*QX

donné par la dégérescence de la suite spectrale de Leray préserve les
filtrations de Hodge. La filtration de Hodge F de (pry).R?¢.Qx est juste
I'image de la filtration de Hodge de R?(pr; 0g).Qx. Pour voir que cette
filtration F est bien de Hodge (ce qui résulte de F' N F3—* = {0}),
il suffit de choisir b € B et d’observer que la composée j o s ol j
est le monomorphisme naturel de (pr;).R*¢.Qx dans R?h2Qy, (avec
hY . X, = g Y (U x {b}) — U) est un morphisme de structure de Hodge.

Comme dans [Voi05, Prop. 3.3|, le théoréme résulte alors de la pro-
position 17.20 p. 410 de [Voi02] appliquée a la Q-variation de structure
de Hodge sous-jacente au systéme local (pr;).R2g.Qx. O

2. APPLICATION AUX FAMILLES EN TORES

Dans la suite nous ferons la distinction suivante : une fibration en
tores sera une submersion propre dont les fibres sont des tores com-
plexes alors qu’une fibration jacobienne sera une famille en tores mu-
nie d’une section (ce qui revient a prescrire 'origine). Nous adopterons
également la terminologie suivante.

Définition 2.1.

Soit X/B une famille en tores (avec X une variété kihlérienne com-
pacte). Nous appellerons jacobienne relative de X /B la fibration jaco-
bienne? Y/B ayant les mémes fibres que celles de X/B.

Notons que la jacobienne relative est une variété kiahlérienne par un
théoréme de Varouchas puisque 'on dispose d’un morphisme surjectif
propre et lisse X xg X —» Y.

La famille Y/B est donc obtenue a partir de X/B en effectuant des
translations dans les fibres pour garantir I'existence d’une section holo-
morphe. Par exemple, si X est un tore de dimension 2 et de dimension
algébrique a(X) = 1 (voir [BLO04]), la réduction algébrique de X est
une famille en tores X/B sur une courbe elliptique B et de fibre E
(dont la structure complexe est fixée). La jacobienne relative de X/B

4. il n’y a a priori pas unicité de la section mais la variété Y est cependant
unique.
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n’est autre que £ x B.

Nous utiliserons a diverses reprises la description suivante de Y/B :
si X/B est une famille en tores, considérons Hy, le systéme local formé
par les H; des fibres et £ le sous-fibré holomorphe formé par la partie
de type (—1,0) de Hz ® Op. La famille Y/ B s’obtient naturellement en
considérant le quotient de 'espace total de £ par le réseau Hy (la section
nulle passant au quotient). En particulier, si ) désigne le faisceau des
sections de Y/ B, il s’insére dans la suite exacte suivante :

(1) 0—H;, —E—)Y —=0

Enfin, remarquons qu’une famille en tores X/B définit naturellement
une classe dans le groupe H'(B,Y). En effet, si s; et s; sont deux
sections locales de X/B (définies sur des ouverts U; et U;), alors la
différence s;; := s; — s; est bien définie (indépendamment du choix
d’une origine dans les fibres) et se trouve étre une section locale de
Y /B sur U;NUj. La collection des s; ; est un cocycle de Cech de degré
1 et fournit bien une classe

en(X/B) € H(B,Y).

2.1. Topologie des familles en tores. Nous allons maintenant dé-
crire la topologie des familles en tores (avec espace total kihlérien) et
montrer qu’une famille en tores se déforme vers sa jacobienne relative
(aprés changement de base étale fini). Certains des résultats montrés
ci-dessous sont également présent dans le travail de Nakayama [Nak99).

Soit donc 7 : X — B une famille en tores (la variété différentiable
sous-jacente aux fibres étant toujours notée F') dont ’espace total est
une variété kiahlérienne compacte. La dégénérescence de la suite spec-
trale de Leray (via le théoréme des cycles invariants) implique facile-
ment (voir [Clal0]) que la suite des groupes fondamentaux :

(2) 1 —m(F) — m((X) — m(B) —1
est exacte. Rappelons-en briévement la démonstration. Considérons la
fibration (de fibre F') @ : X — B obtenue par image réciproque sur

B revétement universel de B. La suite exacte d’homotopie pour cette
fibration s’écrit :

0 — K—m(F)—mX)—0

ot K est un sous-groupe de 7 (F'), en particulier abélien sans torsion.
En la dualisant, nous obtenons :
0 — H'(X,Q) — H'(F,Q) — Hom(K,Q) — 0.

Or, le théoréme des cycles invariants (voir par exemple [Voi02, th. 16.18,
p. 381] affirme que l'application de restriction H'(X,Q) — H'(F, Q)
est surjective. Comme K est abélien sans torsion, cela implique que
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K est trivial et le groupe fondamental de F' s’injecte dans celui de X
(dans un revétement 'application est injective au niveau du 7).

Il est bien connu qu’une suite exacte comme (2) détermine une classe
d’extension

e(X/B) € H*(m(B), 71 (F)).

D’autre part, si 'on considére la jacobienne relative Y — B (voir ci-
dessus), la famille initiale détermine un élément de e, (X/B) € HY(B,)).
Ces deux classes de cohomologie sont reliées entre elles de la fagon sui-
vante. La suite exacte longue de cohomologie associée a la suite courte
(1) fournit une fleche naturelle

Hl(Buy) — H2(BvHZ>'

Notons e, (X/B) 'image de e,(X/B) dans H*(B, Hyz). Sous l'injection
naturelle
H?(m(B), m(F)) — H*(B,Hz),

I'image de e(X/B) n’est autre que la classe e, (X/B).

Il résulte du théoréme principal de [Arall] que les classes e et e
sont des classes de torsion (c’est & nouveau une conséquence de la
dégénérescence® de la suite spectrale de Leray). Cette remarque suffit
a montrer que la suite exacte (2) est scindée aprés revétement étale fini
de la base (et méme que X/B admet une section différentiable aprés ce
méme changement de base). En effet, si n désigne I'ordre de torsion de
la classe e, la suite longue associée a la suite courte de systéme locaux

O—)Hzﬁ)HzﬁHz/nHzﬁo
montre que la classe e provient en fait de
H1<B, Hz/nHz) = H1<7T1<B), Hz/nHz)

Le groupe abélien sous-jacent & Hz/nHyz étant fini, nous pouvons consi-
dérer un sous-groupe d’indice fini G de m(B) qui agit trivialement sur
Hz/nHz. Le groupe de cohomologie correspondant s’identifie alors a

HY(G, Hz/nHz) = Hom(G, Hz /nHyz).

5. dans notre cas, 'argument d’Arapura se réduit bien a cela. En effet, la classe
d’extension e(X/B) est (au signe prés) dz(id) ou da est la différentielle

dy : Ey? = H'(my(B), H' (1 (F),V)) = Hom,, (x)(V, V) — H3(m1(B),V) = E3°

de la suite spectrale de Hochschild-Serre déduite de la suite exacte (2) pour le
m1(X)-module V := 71 (F'). Le groupe 71 (F') étant abélien, V est en fait un systéme
local défini sur B. La suite spectrale de Leray associée au morphisme f : X — B
et au faisceau f*Vg dégénére en Es et ceci montre bien que e(X/B) est nulle en
cohomologie a coefficients rationnels ou, en d’autres termes, que c’est bien une
classe de torsion.



GROUPES KAHLERIENS ET PROJECTIFS 7

En considérant le revétement correspondant au noyau du morphisme
induit par la classe ¢g, on obtient le scindage voulu. Résumons la
discussion précédente dans I’énoncé suivant.

Proposition 2.2.

Soit X/B une famille en tores dont ’espace total est un variété kdihlé-
rienne compacte. Aprés changement de base étale fini, la classe et,,(X/B)
s’annule et cette famille posséde une section (différentiable); en parti-
culier, le groupe fondamental de X devient un produit semi-direct

1 —>7T1(F) —>7T1(X) :ﬂ'l(B) —1

Remarque 2.3. L’hypothése concernant le caractére kihlérien de I'es-
pace total est bien entendu essentiel comme le montre 'exemple des
surfaces de Hopf (celles admettant une fibration elliptique sur P!) ou
celui de la variété d’Iwasawa (qui admet une fibration elliptique sur un
tore complexe de dimension 2).

2.2. Famille en tore et fibration jacobienne. La classe e(X/B)

mesure également l'obstruction & déformer X /B vers sa jacobienne re-
lative Y/B.

Proposition 2.4.
Soit X/B une famille de tores. Si e(X/B) = 0, X/B et Y/B sont
déformations 'une de ’autre.

Démonstration : Si la classe e(X/B) s’annule dans H?(B,Hy), la
suite longue associée a la suite (1) montre que e,(X/B) provient de
HY(B,E&). Or, une classe dans le groupe H'(B, &) correspond & une
extension

0 & F Op 0

du fibré & par le fibré trivial. A nouveau, nous pouvons faire opérer le
réseau Hy sur [F I’espace total de F par translation. La variété complexe
obtenue admet naturellement une submersion (propre) sur 'espace to-
tal de Op :

¢:F/H; — C.

Il est clair que le fibre de € au dessus de 0 n’est autre que Y ; il n’est
pas moins évident que celle au dessus de 1 s’identifie & X. [J

2.3. Déformations relatives des fibrations jacobiennes.

Théoréme 2.5.

Soit m: X — B une fibration jacobienne, X étant toujours supposée
kahlérienne compacte. La famille X/ B admet des petites déformations
de telle sorte que les fibres de 7 soient des variétés abéliennes. En parti-
culier, si B est une variété projective, X admet des petites déformations
projectives.
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Avant de donner la démonstration de ce dernier résultat, énoncons-en
la conséquence suivante qui ft la motivation principale de cette note.

Corollaire 2.6.

St : X — B est une famille en tores et si B est de plus une va-
ri€té projective, apres revétement étale fini X peut se déformer en une
variété projective ; en particulier, son groupe fondamental est virtuelle-
ment celui d’une variété projective.

Démonstration du corollaire 2.6: Il suffit dans un premier temps
d’appliquer la proposition 2.2 pour annuler e;,,(X/B) aprés un revé-
tement fini de B. La proposition 2.4 montre que dans cette situation
X/ B se déforme a sa jacobienne relative Y/B. Cette famille étant mu-
nie d’une section, appliquons le théoréme 2.5 a la famille Y/B : nous
pouvons déformer Y en une famille en tores dont les fibres et la base
sont algébriques. L’espace total de cette déformation est alors algébri-
quement connexe (car la fibration est toujours munie d’une section)
donc algébrique ® d’aprés [Cam81]. [

Démonstration du théoréme 2.5: Comme nous considérons une
fibration jacobienne avec espace total kidhlérien, les déformations rela-
tives de la structure complexe sont les mémes que celles du systéme
local Hp := (H1 (X4, R))pep. Nous cherchons ici & déformer la structure
complexe I donnée par la théorie de Hodge usuelle

(3) (Ho)' == mQyp-
Nous allons montrer que d’une part certains éléments de
Agr = HY(B, End(Hg))

s’identifient & des déformations infinitésimales et d’autre part que ces
déformations ne sont pas obstruées. Il nous restera a identifier leurs
images dans H?(X}, Oy,) pour constater que le critére 1.1 s’applique.

Soit donc ¢ un élément de Ag. Nous souhaitons déformer la structure
complexe I, c’est-a-~dire construire un développement (au moins formel)
de la forme :

I =14t +t2ps + . ..

avec I? = —1 et ¢; = ¢. La condition a l'ordre 1 est la suivante :
¢ doit anti-commuter avec I. De fagon plus intrinséque, le théoréme

6. Nous pouvons également raisonner de la maniére suivante : les arguments
ci-dessus montrent qu’aprés déformation il existe une classe o € H?(X, Q) dont la
restriction aux fibres est celle d’'une classe de Hodge. Or, dans le cas des familles
de tores, la dégénérescence de la suite de Leray fournit en fait une décomposition
canonique en sous-structures de Hodge

HY(X,Q)~ P H'(B,R'[.Q)
i+j=k
(voir [Voill]). Nous pouvons donc supposer que « est de type (1,1) et la classe
a+ f*(wp) est donc une classe de Hodge (avec wp polarisation sur B).
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des cycles invariants permet de munir Ag d’une structure de Hodge de
poids 0 et les éléments de Ag N (AL~ @ Ag"') sont exactement ceux
qui anti-commutent avec I. Il nous reste a vérifier que ces déformations
infinitésimales ne sont pas obstruées (ceci est évident dans le cas des
tores complexes mais ici nous devons prendre en compte 'action du
groupe de monodromie) ; c’est 'objet du lemme 2.7 ci-dessous.

Les déformations infinitésimales comme ci-dessus peuvent s’obtenir
de la facon suivante ; considérons pour cela ’application de restriction

Ji H*(X,R) — H*(X,, R)

et remarquons que, X, étant un tore, ce dernier groupe de cohomologie
s’identifie a

H*(X, R) = A\ Hy (X, R)".

Nous pouvons donc considérer les éléments de 'image de j; comme
des formes bilinéaires sur le systéme local Hg ou encore comme des
morphismes de Hr — Hp. Enfin, le choix d'une classe kidhlérienne
globale [w] fournit un isomorphisme de Hg vers son dual et nous pou-
vons considérer des éléments de la forme

p=w"on

avec n € Im(j;). Si la partie de type (0,2) de I'image de j; est nulle,
nous savons déja que les fibres sont projectives (voir [Cam06]). Dans le
cas contraire, la structure complexe du systéme local admet des défor-
mations et il est immédiat de constater que la contraction de ¢ avec
la classe [w] n’est autre que n%2. Le théoréme 1.1 s’applique donc et X
admet des déformations (arbitrairement petites) au dessus de B dont
les fibres sont projectives. [

Nous avons utilisé ci-dessus le lemme suivant.

Lemme 2.7.
Reprenons les notations ci-dessus. Les déformations infinitésimales don-
nées par Ag N (Ag™" @ AZ"") ne sont pas obstruces.

Démonstration : Considérons le groupe G := Aut(Hg). Le groupe
G est le groupe des inversibles de l'algébre Ag := End(Hg) et son
complexifié G¢ est le groupe des endomorphismes inversibles de Ac¢ :=
End(Hc). Pour ¢ € G on peut construire 1Y = glg~! qui est une
structure complexe sur Hy définissant automatiquement une famille
holomorphe (i.e. la partie de type (1,0) est un sous-fibré holomorphe
de Hc¢) et X9 — B est une famille de tores sur B.

En effet, la connexion plate sur Hy définit un scindage différentiable
Tx =7"Tp ® Tx|p ~ n*Tp @ 7" Hr. La structure presque complexe de
X se scinde de fagon compatible sous la forme 7*.Jp @ 7" Jx|p ol Jp est
la structure presque complexe de B et Jx|p est la structure complexe
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(3) sur Hg. Le revétement universel X — X est (par transport paral-
lele basé en b € B) difféeomorphe a B x Hyj et sa structure presque
complexe se scinde de facon compatible en Jg¢ = Jz @ Jy ot les deux
structures presque complexes ne dépendent que des paramétres de B.

Si g € Aut(Hg) C Aut(Hpj) on définit une structure presque com-
plexe J9 sur X par la formule J9 := n*Jp & 7*g.Jx|p.g~". Son reléve-
ment sz 4 X est manifestement égal a ¢t Jg ou ¢ : X — X est le
difféomorphisme (b, h) — (b, g.h) - on utilise ici de fagon cruciale que
g ne dépend pas de b. Le théoréme de Newlander-Nirenberg implique
alors que ‘]}[]Z donc JY est intégrable.

Les endomorphismes de Hr commutant a I forment exactement la
partie de type (0,0) de la structure de Hodge réelle de poids 0 sur
Agr (SH dont les composants possiblement non triviaux sont de type
(-1,1), (0,0) et (1,-1)). II s’ensuit que le groupe G° des automorphismes
commutant & I n’est autre que G N F°A¢ qui est un ouvert dans A]%’O.
Le groupe des inversibles de F°Ac est lui noté FOGc.

On constate alors que G/G® — G¢/F G est un homéomorphisme
local ce qui fournit une structure complexe sur D = G/G". De plus,
'espace tangent (au point base correspondant & I) & D s’identifie bien
aux déformations infinitésimales Ag N (Ag™" @ Az").

On regarde l'espace total Hc/B du complexifié de Hg. Les transla-
tions par le sous-fibré holomorphe V' et le systéme local Hz fournissent
une relation d’équivalence holomorphe (qui localement sur B est la rela-
tion d’équivalence sous-jacente a une action de groupe) dont le quotient
est X/B. On définit alors un automorphisme holomorphe ¢ de fibrés
vectoriels (H¢/B) x Ge par (h, g) — (gh, h) ce qui permet de définir le
sous-fibré holomorphe ¢ -V C H¢ X G¢/B x Ge. On peut faire agir le
systéme local Hz sur He X G¢/B x G sans tordre par G c’est-a-dire
en prenant pour chaque g € G¢ 'action originelle sur H¢. Le quotient
de H¢ par la relation d’équivalence engendrée par ¢-V et Hy fournit au
dessus d’'un voisinage U de l'identité dans G une famille holomorphe
de déformations de X/B qui descend manifestement a un voisinage de
la classe de I'identité dans D et réalise les déformations infinitésimales
prescrites. [

Question 2.8. Nous ne savons pas si la conclusion du théoréme 2.6
persiste sans remplacer X par un revétement étale fini. Comme ce
revétement provient de la base de la fibration f : X — B, il faudrait
étudier le probléme de fagon équivariante, c¢’est-a-dire lorsqu’un groupe
fini I" agit a la fois sur X et B et que f est équivariante pour les actions
considérées. L’adaptation a ce cadre équivariant du théoréme 2.5 ne
semble en effet pas immédiate.

Notons que le cas ot B est un point est traité dans I'article [BR11]
et montre en particulier que la question 0.1 a une réponse positive dans
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le cas virtuellement abélien : un groupe kihlérien virtuellement abélien
est aussi le groupe fondamental d’une variété projective lisse.
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