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1 Définitions

Dans cet article, nous nous focalisons sur les aspects algorithmiques de la théorie des jeux non-
coopératifs. Pour la présentation des notions de base ainsi que pour la notation, nous suivons
en général l'exposé de [40]. Ne sont pas traités ici les problémes « inverses », c¢’est-a-dire la
conception de mécanismes et la théorie des enchéres : cette catégorie constitue un sujet tres vaste
en soi avec une problématique algorithmique qui lui est propre, dépassant la portée de I’article.
Définition 1. Soit I un ensemble, {X;};c; un systéme d’ensembles indexé par I et {R;};er un
systéme de relations binaires R; C [[;c; Xi x [[;c; Xi. On appelle le triplet :

U= (I, {Xi}icr» {Ri}icr) (1)

un jeu non-coopératif des joueurs I avec ensemble de stratégies X; et relation de préférence R;
pour tout joueur ¢ € I. La relation P; = R; \ R, L est appelée relation de préférence stricte du
joueur 7. Les éléments d’un ensemble de stratégies X; sont appelés les choix de ¢ dans le jeu I' et
les combinaisons des choix x € X = [[;.; X; sont appelées les situations de I'. ||

Dans ce qui suit, nous considérons des jeux non-coopératifs d’un nombre fini de joueurs, chacun
d’entre eux disposant d’un ensemble fini de stratégies.

Souvent, les relations de préférence R; dans la définition 1 sont représentées par des fonctions
de rémunération H; : X — R, telles que: xR;y < H;(x) > H;(y). Dans ce cas, un jeu I' sera
spécifié par son ensemble de joueurs I, les stratégies X; de chaque joueur et leurs fonctions de
rémunération H; :

I'= <I, {X’i}iel J {Hi}z'el> (2)
La modélisation des préférences en utilisant des fonctions fait I'objet de la théorie de ['utilité
qui dépasse le cadre de cet article. On peut toutefois remarquer que si les préférences R; sont
des ordres partiels, il existe une représentation « fine » sous forme de H;, c’est-a-dire telle que:
xPyy < H;(x) > H;(y).

La définition des jeux non-coopératifs améne naturellement & la question d’une relation de
préférence « collective » sur les situations. En effet, toute tentative d’interprétation de ces der-
niéres comme des décisions des joueurs induit la question de I'existence de décisions qui peuvent

*Une version plus compléte et élaborée de ce document sera incluse dans Vangelis Th. PascHos (ed.), Optimi-
sation combinatoire : problémes paradigmatiques et problématiques nouvelles, Hermés Science, série Informatique
et Systémes d’'Information
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étre considérées meilleures que d’autres, voire optimales. Si, dans le cas d’un probléme d’opti-
misation classique — qui peut d’ailleurs étre vu comme un jeu dégénéré a un seul joueur — une
solution optimale est souvent la valeur (le choix de stratégie/situation) minimisant ou maxi-
misant une fonction réelle (la fonction de rémunération), dans le cas d’un jeu non-coopératif a
plusieurs joueurs, un concept d’optimalité analogue n’a rien d’évident. En toute généralité, ce
qu’on cherche peut étre défini comme suit.
Définition 2. Un concept d’optimalité est une fonction ¢ qui associe & tout jeu un sous-ensemble
de son ensemble de situations: ¢I' C X. 1
Cependant, la définition 2 est assez générale pour comprendre aussi bien des concepts d’optimalité
« intuitifs » que des concepts « artificiels » ou triviaux. Mieux vaut donc suivre ’approche
inverse : définir une relation de préférence entre les situations d’un jeu et déterminer ¢I' comme
I’ensemble des situations telles qu’il n’y a aucune situation qui leur soit préférable. Ainsi, une
classe importante de concepts d’optimalité peut étre exprimée par la construction ci-dessous.

Soit K C I une coalition et x = (x;);er une situation de I'. Une situation y = (y;)ier est
atteignable & partir de x pour K si et seulement si, Vi € I, y; # x; = ¢ € K. Il est facile de
voir que cette relation d’atteignabilité est une relation d’équivalence ; la classe d’équivalence des
situations atteignables a partir de x pour K sera notée Ep(x, K).

Pour n’importe quel K C I et un ensemble d’indices S}, on peut choisir une famille de couples
de sous-ensembles de K indexés par Sk : L(K) = {(Lp, L) : s € Sk}. La relation de préférences
sur X, notée Ry k), peut étre alors définie:

XRﬁ(K)y@ \/ /\ xPy /\ /\ xRy

seSk \ \i€Ls ieLs,

Puisque xP;y implique xR;y, on peut considérer sans perte de généralité que L% N L3, = (.

Une situation x de I' est alors appelée £(K)-optimale lorsqu’il n’y a aucune situation y €
&r(x, K) telle que y Rz (g)x.

Enfin, soit K£(K) un ensemble de coalitions K C I et soit L(K) = {L(K) : K € K} l'en-
semble des familles de couples correspondant aux coalitions de K. Une situation (z) de I est ap-
pelée L(K)-optimale si elle est £(K)-optimale pour tout K € K. Le concept d’optimalité ¢ (k)
renvoyant I' & I'ensemble ¢, xyI' de ses situations L(K)-optimales est appelé concept de K-
optimalité.

Presque tous les concepts d’optimalité explorés en théorie des jeux non-coopératifs sont des
concepts de KC-optimalité. Parmi les plus étudiés, on trouve les suivants:

- ICjoptz'malité de Pareto: lorsque, pour tout K € K, il est Sy = K, L, = {i : i € K},

Ly=K\{i:ie K},
— si K consiste en une seule coalition K, on parle de K-stabilité de Pareto;
— si K = {I}, on appelle le concept correspondant stabilité de Pareto? ;
— la 27-optimalité de Pareto est aussi appelé stabilité au sens fort;
— K-équilibre : lorsque pour tout K € K, il est S = {a}, L} = K, L} = 0;
— le 2/-¢quilibre est aussi appelé équilibre au sens fort;
— si K = {{i} : i € I'}, le K-équilibre correspondant est appelé équilibre de NASH.

Exemple 1. (Le « dilemme du prisonnier ») Soit le jeu: ({4, B}, X4 = Xp = {d,n}, Ha, Hp),
avec: Hy(d,d) = Hp(d,d) = —8, Hy(n,n) = Hp(n,n) = —1, Huy(d,n) = Hp(n,d) = 0 et

1. Plusieurs auteurs utilisent encore le terme optimalité de Pareto au lieu de « stabilité de Pareto » pour ce
concept.



Ha(n,d) = Hp(d,n) = —10. On peut imaginer que les individus A et B sont incarcérés et
isolés I'un de l'autre. Ils sont accusés du méme crime mais les preuves de 'accusation sont bien
maigres. Chacun a le choix soit de dénoncer son complice pour ce crime (choix d), soit de nier
toute implication (choix n). S’ils se dénoncent 'un l'autre, alors ils seront condamnés & 8 ans
de prison chacun comme complices. Si tous les deux nient avoir commis le crime, alors ils seront
jugés sur la base des preuves existantes qui ne justifient qu'une peine de 1 an pour chacun pour
des délits mineurs. Si I'un dénonce tandis que 'autre nie sa participation au crime, alors le
premier sera relaxé dans cette affaire tandis que I'autre sera désigner comme seul coupable de
I’avoir commis et il sera condamné a 10 ans de prison. Il est facile de voir que, dans ce jeu, la
situation (d, d) est un équilibre de NASH, tandis que les trois autres (d,n), (n,d), (n,n) sont des
stables (optima) de Pareto?. I

Avant de rentrer dans le vif de notre sujet, notons que nous nous sommes intéressés dans
ce tour d’horizon surtout aux aspects algorithmiques des jeux combinatoires. Les classes de
complexité que nous allons rencontrées sont briévement définies en annexe A.

2 Les équilibres de NAsSH

A. Cournot, au chapitre 7 de ses fameuses Recherches, avait déja formulé pour certains jeux a
deux joueurs un concept d’équilibre dont 1’équilibre de NASH est la généralisation directe ([16]).
Une grande partie de la recherche contemporaine autour de la théorie des jeux non-coopératifs,
surtout en algorithmique des jeux, est consacrée & ce dernier concept d’optimalité et a ses va-
riantes. Les principaux résultats exposés dans cet article, concernent également les équilibres de
NAsH.

Ce concept dans sa formulation actuelle est introduit par NASH dans [25]. Dans cette note,
I’auteur montra que, pour une trés large famille de jeux, ’ensemble d’équilibres de NASH n’est
pas vide. Basé sur cette propriété fondamentale, il esquissa ensuite (|24]) un vaste programme
de réduction des jeux coopératifs aux jeux non-coopératifs.

Intuitivement, une situation est un équilibre de NASH si aucun joueur n’a a gagner s’il modifie
« unilatéralement » son choix (c’est-a-dire tant que les autres restent sur leurs choix composant
cette situation).

Afin d’introduire les résultats principaux de NASH, il faut rappeler quelques définitions ma-
thématiques.

Définition 3. Soit Z un espace linéaire. Un ensemble Z C Z est conveze si, pour tout 2’,2"” € Z
et Ae[0,1],ona X+ (1—-)N)z2"e€ Z. 1

Définition 4. Soit Z un espace linéaire. Une fonction f : Z — R est appelée concave (convexe)
si, pour tout 2/, 2" € Z et A € [0,1], il est:

M () + (1= NF (") < () (0 + (1= 02" (3)

La fonction f est strictement concave (strictement conveze) si Uinégalité (3) est stricte pour 2’ #
2" et 0 < X\ < 1. La fonction f est quasi-concave (quasi-convere) si 'ensemble {z : f(2) > (<)a}
est convexe pour tout o € R. I

Un jeu de la forme (2) est appelé concave (quasi-concave) si, pour tout joueur i, son ensemble de
stratégies X; est un sous-ensemble convexe d’un espace linéaire et si, lorsqu’on fixe les choix des
autres joueurs I \ {i} de fagon arbitraire, sa fonction de rémunération H; devient une fonction
X; — R concave (quasi-concave). Il faut remarquer ici que l'on n’est pas obligé d’avoir des H;
concaves ou quasi-concaves.

2. La premiére analyse détaillée de ce jeu est publiée dans [18] ; la monographie [33] lui est entiérement consacrée.



On peut alors formuler le théoréme suivant.
Théoréme 1. Soit un jeu I' (de la forme (2)) quasi-concave. Si les ensembles X; des stratégies
des joueurs sont compacts (dans une topologie quelconque) et si les fonctions de rémunération H;
sont continues (dans la topologie correspondante) sur les situations, alors T' a un équilibre de
NASH.
Preuve. Soit une situation quelconque x. La situation qui résulte si, dans x, on remplace le
choix de i par w;, sera notée x||z;. Soit c;(x) = argmax, H;(x|/z;), c’est-a-dire I'ensemble des
choix z} du joueur i pour lesquels: H;(x||z}) = max,,cx,{ H;(x||z;:)}.

Puisque X; est compact et H; est continue, c;(x) n’est pas vide; de plus, & cause de la
quasi-concavité de H; sur x;, c;(x) est convexe (et, par la continuité de H;, fermé).

La correspondance entre x et ¢;(x) est aussi fermée, c’est-a-dire, pour toute suite convergente

de situations: x| ..., x(™) — x(0) et toute suite convergente de choix de i : yz-(l), e ygm) — yz(o)
telle que pour m =1,...,:
ygm) €c; <x(m)) (4)
I'inclusion suivante est vraie:
0
yV € i (x©) (5)

On peut montrer (5) en sélectionnant un arbitraire z;. L’expression (4) signifie que, pour tout m :

H;(x(m) Hyz(m)) > H;(x("™)||z;) et, par conséquent, en passant a la limite :
H; <x<°>||y§°)> > H; (X(O)Hl’i)

ce qui implique la véracité de (5) puisque la derniére relation est valable quel que soit x;.

Considérons maintenant application ¢ : X — 2% qui établit la correspondance entre chaque
situation x et I’ensemble des situations ¢(x) = [[;c; ci(x). L’ensemble ¢(x) étant un produit car-
tésien d’ensembles non-vides compacts et convexes, il est lui aussi non-vide, compact et convexe ;
par la fermeture des c;(x), il est aussi fermé.

L’application c satisfait donc les conditions du théoréme de KAKUTANTI ([2]) d’aprés lequel ¢
a un point fixe, c’est-a-dire il existe x* € X tel que x* € c(x*).

Or, pour tout choix de z} composante de x*, on aura aussi z} € c¢;(x*), c’est-a-dire que,
pour tout joueur ¢: pour tout z; € X;, H;(x*) > H;(x*||z;). On en déduit que ’ensemble des
équilibres de NASH pour un jeu comme celui du théoréme 1 n’est pas vide. i

Ce résultat peut aussi étre obtenu si 'on relaxe la condition de concavité de I' et si l'on

modifie légérement la condition de continuité des fonctions de rémunération comme le montre le
théoréme suivant que 'on va citer sans démonstration.
Théoréme 2. Soit un jeu I' concave (de la forme (2)). Si les ensembles X; des stratégies des
joueurs sont compacts (dans une topologie quelconque) et si les fonctions de rémunération H;
sont continues (dans la topologie correspondante) lorsque l'on fize de fagon arbitraire les choiz
de tous les joueurs sauf i et lorsque lon laisse varier le choix de i et si ), ; Hi(x) est continue
sur X, alors I' a un équilibre de NASH.

3 Extension mixte d’un jeu et équilibres de NASH

Pour tout concept d’optimalité ¢, on peut poser la question intéressante de la possibilité de
transformer un jeu I' en jeu 7 (I') de fagon a ce que ¢I' C @7 (I'). L’'importance particuliére
des équilibres de NASH provient exactement du fait qu’il existe une transformation 7 intuitive



telle que tout jeu I' & nombre de joueurs et ensembles de stratégies finis se transforme en jeu
satisfaisant les conditions du théoréme 1, c’est-a-dire ayant toujours un équilibre de NASH.
Définition 5. Soit I' = (I, {X;}icr, {H;}ier) un jeu avec I et X; finis. On appelle extension
mizte de T le jeu G = (I, {X/}icr, {Hi}ier) ot les X| sont toutes les mesures de probabilité définis
par la X-algébre 2% sur X; et indépendantes entre elles et les H; sont des espérances des H;.
Les X; sont appelés ensembles de stratégies mixtes de I' et leurs éléments des choiz mixtes. 1
Intuitivement, une extension mixte de I' est le jeu qui résulte lorsque les joueurs jouent des
distributions de probabilités sur leurs ensembles de stratégies plutot que des choix ; des situations
« classiques » x = (71, ..., 7|7) apparaissent lorsque tout joueur 7 joue une distribution dégénérée
sur X; ol x; est joué avec probabilité un et tous les autres choix de ¢ sont joués avec probabilité
76ro.

Toute situation de I' est donc aussi une situation de G et, pour les situations de I', les
rémunérations dans G sont les mémes que dans I'. Il est aussi facile de voir que les X et les H;
satisfont les conditions du théoréme 1 (en fait, les X sont des simplexes).

Le théoréme suivant résume quelques propriétés de base des extensions mixtes par rapport
aux équilibres de NASH.

Théoréme 3. Toute extension mizte d’un jeu comme I' de la définition 5 a un équilibre de
NASH et tous les équilibres de NASH de I' sont des équilibres de NASH de son extension mixte.
Preuve. D’aprés la définition 5 de G et la remarque ci-dessus, les ensembles :

!/
X; =< pi:pi(z;) =0 pour z; € X; et g pi(z) =1
r;€X;
sont des simplexes dans des espaces euclidiens & dimension finie, et les topologies dans ces espaces
sont compactes. Ici, les espaces sont linéaires et leurs enesembles X sont convexes.
Pour toute situation mixte x’, on aura:

E(x/): Z Z HZ'(xl,...,xm)pl(:L’l)...pm (.Tm)

T€X1 o €Xyy

Par conséquent, les fonctions H; : X’ — R sont linéaires sur chacun de leurs arguments et donc
concaves. 1

On appelle les équilibres de NASH d’une extension mixte de I' équilibres de NASH de I' en
stratégies mixtes; ceux qui ne sont pas des équilibres de NASH de I' sont appelés équilibres de
NAsH miztes de I' et ceux qui le sont sont appelés équilibres de NASH purs de I

L’ensemble des équilibres des jeux de la définition 5 en stratégies mixtes comportent un
nombre fini de parties connectées.

4 Problémes algorithmiques

Trouver un équilibre en stratégies mixtes est un probléme total: quel que soit le jeu, il y en
a toujours un. Cependant, la preuve de son existence n’utilise pas des arguments constructifs,
au moins au sens « polynomial » du terme. Il faut aussi noter que NAsH, dans [26], avait déja
donné I'exemple d’un jeu & trois joueurs dont 1'unique équilibre (et non sa description) implique
des nombres irrationnels; un algorithme de calcul d’un équilibre de NASH devrait donc calculer
plutot un équilibre de description finie (rationnel) e-approché, c’est-a-dire une situation telle
qu’aucun joueur n’améliore sa rémunération de plus d’un facteur additif de e, ce facteur étant
donné en entrée de ’algorithme.

La complexité d’un algorithme pour le probléme ainsi formulé serait alors exprimée comme
ordre de grandeur d’une fonction de la taille de la description du jeu et du paramétre de préci-
sion €.



4.1 Jeux a description succincte

Pour spécifier un jeu I' = (I,{X;}ier, {H;}icr) & nombre de joueurs et de stratégies finies,
il faut |[I|][,c; | X;| valeurs pour décrire les rémunérations, plus ), ; | X;| valeurs pour décrire
les ensembles de stratégies, plus le nombre |I| des joueurs. Pour une instance du probléme de
recherche d’équilibre mixte de I', il faut aussi la valeur € du facteur de précision demandée. Dans
cette représentation, c’est la description des rémunérations qui est la plus pesante.

Néanmoins, il est souvent possible d’avoir une représentation succincte des H;, par exemple
si chaque fonction de rémunération peut étre exprimée par une formule courte et calculable
en temps polynomial ou si les rémunérations ne dépendent pas vraiment des choix de tous les
joueurs mais seulement de certains d’entre eux. Dans ce dernier cas, on peut associer a I' un
graphe d’influence orienté Gr(V, E) (|12]) tel que

V(Gr) = I
{(4,7) : H; dépend de la stratégie choisie par j}

g
Q

2
[

(dans ce cas, H; : N (i) — R avec N(i) = {i} U{(4,%) : (j,i) € E(Gr)}). On appelle I un jeu
défini sur le graphe Gr.

Dans le cas général, on peut toujours associer a un jeu un graphe orienté complet mais, pour
les jeux auxquels il suffit d’associer un graphe de faible connexité, cette représentation constitue
une sorte de factorisation en jeux « locaux » plus petits. Si le graphe est de degré borné A, alors,
pour la description des H;, on n’a pas besoin de plus de |I|m?*! valeurs ott m = max;er{|X;|}.

4.2 Reésultats sur la complexité du calcul d’un équilibre mixte

Il est bien connu qu’un équilibre de NASH pour un jeu peut étre représenté comme la solution
d’un systéme d’inégalités polynomiales ([40]) et il existe des algorithmes 'obtenant en temps
polynomial en 1/e et en log(M)(mn)™ ™ ot M est la rémunération de valeur absolue maximum
d’un joueur, m est le nombre maximum de choix d’un joueur et n = |I| ([11]).

La question de I’existence d’un algorithme de calcul d’un équilibre de NASH mixte en temps
polynomial est loin d’étre résolue a I’heure actuelle (cf. [29] pour des avancées récentes). Dans
la plupart des travaux consacrés a cette question, elle est étudiée sous la forme suivante : étant
donné une description succincte d’un jeu, trouver un algorithme de calcul d'un e-équilibre de
NASH mixte du jeu en temps polynomial en 1/&, en nombre des joueurs et en nombre maximum
des choix d’un joueur.

Dans [3, 40|, une transformation est décrite de tout jeu a n joueurs en un jeu a 3 joueurs
tel qu’il existe une bijection entre les équilibres du jeu initial et du jeu transformé permettant
de retrouver en temps polynomial les équilibres du jeu initial & partir des équilibres du jeu
transformé. Dans cette transformation, les ensembles de stratégies des trois joueurs sont de taille
exponentielle par rapport & la taille de celles du jeu initial.

Deux autres transformations en jeu a trois préservant les équilibres ont été présentées dans [4,
6]. Elles sont basées sur I'article [10]. Dans cet article, il est d’abord montré comment transformer
un jeu défini sur un graphe a n sommets et de degré A en jeu & A? joueurs (un joueur « spécial »
plus A? —1 joueurs correspondant aux classes chromatiques du graphe obtenu aprés rajout sur le
graphe initial d'un arc (i, k) pour chaque chemin (3, j), (4, k) dans le graphe initial). Il est ensuite
montré comment obtenir, & partir d’un jeu général, un jeu défini sur un graphe de degré 3 dont
chaque joueur-sommet dispose de deux choix. En combinant ces deux réductions, il en résulte
que le probléme de trouver un équilibre dans un jeu a 3 joueurs est, comme dans le cas général,



PPAD-complet?. L’existence d'un algorithme polynomial® pour ce probléme est donc assez
improbable.

Dans l'article [12], les auteurs ont présenté un algorithme pour trouver un équilibre mixte
dans un jeu défini sur un arbre ou chaque joueur dispose de deux choix (« zéro » et « un »).
L’algorithme effectue deux passages de ’arbre, I'un des feuilles vers la racine, ’autre de la racine
vers les feuilles. Au premier passage, chaque sommet transmet & son pére une suite de nombres
entre 0 et 1 qui définissent une suite d’intervalles partitionnant [0, 1] ; ils précisent ainsi quel choix
ils vont jouer si le choix du pére varie dans chacun des intervalles de la partition de fagon & ce
qu’il existe toujours un équilibre de NASH avec ce choix du pére. A son tour, la suite des nombres
a été calculée & partir des données transmises par les enfants du sommet. Lorsqu’on arrive a la
racine, celle-ci précise un choix et le transmet a ses enfants; pendant le passage vers les feuilles,
les sommets déterminent leurs choix en fonction de leur suite de nombres et du choix que leur
pére leur a annoncé. Cet algorithme est polynomial si I'arbre est de degré borné. L’article [38]
généralise cet algorithme pour d’autres classes de graphes.

Dauns les cas de jeux a deux joueurs a somme nulle (c’est-a-dire lorsque, pour tout (1, z2) € X,
Hy(x1,x9) + Ha(x1,22) = 0), le probléme de la recherche d’un équilibre de NASH mixte peut
étre formulé comme un programme linéaire, soluble en temps polynomial.

La question du cas général de jeux a deux joueurs reste ouverte ([13]). Une méthode de
solution a été proposée dans [15]; néanmoins, cette méthode peut étre exponentielle, méme pour
quelques jeux a somme nulle ([35]). L’article [37] propose aussi des heuristiques de descente
gradient pour ce probléme.

Quant aux résultats négatifs sur la question de la complexité, [9] en montre quelques uns.
L’essentiel des conclusions de cet article est que chercher un équilibre de NASH en stratégies
mixtes avec des propriétés précises devient souvent un probléme NP-complet, méme pour des
jeux symétriques ® & deux joueurs. Pour ce faire, les auteurs de I’article ont construit une réduction
d’une formule en forme conjonctive normale en jeu symétrique & deux joueurs, c’est-a-dire tel
que la rémunération de I'un des joueurs sur toute situation (z1,x2) est égale a la rémunération
de lautre sur la situation (z2,x1).

Dans ce qui suit, nous présentons la réduction décrite dans [5] qui est basée sur celle de [9].

Soit ¢ une formule booléenne en forme conjonctive normale. Soit V' son ensemble de variables
(avec |V| =n), L Pensemble des littéraux correspondants aux membres de V et C' son ensemble
de clauses. La fonction v : L — V nous donne la variable correspondant & un littéral, c’est-a-dire
v(zi) = v(—%) = z. On définit I'(p) comme étant le jeu symétrique a deux joueurs (I = {1,2})
suivant : soit X = X; = Xo = LUV UC U {f}; soit les fonctions de rémunération Hy, Ho
suivantes :

o (N3 = H(B1Y) = 1 WiLi1%2 e Lavec It £ 12
Hi(l,-1) = Hy(~1,l) = -2 ¥Vlel
Hi(l,z) = Ho(z0) = -2 VielLzeX\L
Hy(v,l) = Hy(l,z) = 2 YveV,leLavecv(l)#v
Hy(v,l) = H(l,v) = 2—n YveV,leLavecuv(l)=v
Hi(v,z) = Hs(z,v) = =2 Ywe,ze X\L
Hy(e,l) = Hs(l,ec) = 2 VeeC,leLavecléc

3. 1l s’agit de problémes de TF, leur appartenance & cette classe pouvant étre démontré par un argument de
parité (du type: si un graphe orienté a un sommet dont la différence entre degré entrant et degré sortant est
différente de zéro, alors il doit en avoir un autre aussi).

4. Au sens exposé plus haut.

5. Des jeux pour lesquels Hi(x1,x2) = Ha2(x2,21), pour tout 1 € X1, z2 € Xo.



Hy(e,l) Hs(l,c) = 2—n VYeeC,l€Lavecl€c
Hy(e,z) = Hi(z,¢) = =2 VeeC,ze X\ L
Hi(f,f) = Ha(f.f) = 0

Hi(f,z) = Ha(zf) = 1 Vze X\{f}

Le théoréme principal peut alors étre énoncé.

Théoréme 4. Le jeu I'(¢) posséde un équilibre de NASH mizte dans lequel les deur joueurs
jouent l; avec probabilité 1/n ou la rémunération de chaque joueur est 1 si et seulement si
(1,19, ..., 1) (avec v(l;) = z;) satisfait p. De plus, le seul autre équilibre de NASH (en stratégies
mixtes) est celui ot les deux joueurs jouent f et recoivent une rémunération de 0 chacun.
Preuve. On commence par montrer que ces situations mixtes constituent un équilibre de NASH.
Si (Iy,l2,...,1,) (avec v(l;) = z;) satisfait ¢ et Pautre joueur joue [; avec une probabilité 1/n,
jouer 'un de ces [; nous donne une rémunération de 1. Par ailleurs:

— jouer la négation d’un de ces [; nous donne une rémunération de: (1/n)x (=2)4+(n — 1/n) x

1<1;

— puisque pour un des [; que l'autre joueur joue parfois on a v(l;) = v, jouer une variable v

nous donne la rémunération: (1/n) X (2—n)+ (n—1/n) x 2 =1;

— jouer une clause ¢ nous donne une rémunération au plus de: (1/n)x(2—n)+(n —1/n)x2 =

1 car I'un des [; que 'autre joueur joue parfois est présent dans la clause ¢ puisque [;
satisfait ¢ ;

— finalement, jouer f donne la rémunération 1.

Il s’ensuit que jouer n’importe lequel des I; que I'autre joueur joue parfois est une réponse
optimale et donc que si les deux joueurs jouent chacun un de ces I; avec une probabilité 1/n,
on a un équilibre de NASH. Il est clair que le cas ol les deux joueurs jouent f est aussi un
équilibre de NASH car jouer n’importe quel autre choix quand ’autre joueur joue f lui donne la
rémunération —2.

Il reste & démontrer qu’il n’existe pas d’autre équilibre de NASH: si I'autre joueur joue tou-
jours f, I'unique « meilleure réponse » est de jouer aussi f puisque jouer n’importe quel autre
choix nous donnera une rémunération de —2. Dans le cas contraire, étant donnée une stratégie
mixte de 'autre joueur, on considére la rémunération d’un joueur sachant que l'autre ne joue
pas f (c’est-a-dire la distribution de probabilités sur les stratégies de 'autre joueur est propor-
tionnelle & la distribution de probabilités constituée par la stratégie mixte de ce joueur, sauf
que f est choisi avec une probabilité 0). Si cette rémunération est plus petite que 1, alors le
joueur fera mieux en jouant f (ce qui donne une rémunération égale & 1 quand 'autre joueur
ne joue pas f, ce qui est aussi mieux que son choix original quand 'autre joueur joue f). Par
conséquent, cela ne peut étre un équilibre de NASH.

Pour le cas ot 'un des joueurs joue f et l'autre non, il n’y a pas d’équilibre de NASH;
supposons donc que les deux joueurs jouent f avec un probabilité inférieure & 1. Considérons le
« bien-étre social espéré » Hy + Hs étant donné qu’aucun des joueurs ne joue f. Il est facile de
vérifier que ’on n’obtiendra aucune situation donnant un bien-étre social supérieur & 2. De plus,
toute situation dans laquelle un joueur joue un élément de V ou C' entraine un bien-étre social
strictement inférieur & 2. On en déduit que si un des deux joueurs joue un élément de V ou de C,
le bien-étre social espéré, en supposant qu’aucun des joueurs ne joue f, est strictement inférieur
a 2.

Par linéarité de ’espérance, il s’ensuit que la rémunération espérée d’au moins un des joueurs
est strictement inférieure & 1 en supposant que personne ne joue f et, d’aprés le raisonnement
ci-dessus, ce joueur pourrait améliorer sa rémunération en jouant f plutdét qu’'une distribution



de probabilités sur ses choix autres que f. On en conclue qu’aucun élément de V' ou C' n’est joué
dans un équilibre de NASH.

On peut donc supposer que les deux joueurs ne mettent que des probabilités positives sur les
éléments de L U {f}. Si Pautre joueur met des probabilités positives sur f, alors jouer f est un
meilleur choix que jouer n’importe quel élément de L (puisque les deux auront une rémunération
égale a 1 si autre joue un élément de L ; mais jouer f est un meilleur choix si 'autre joue f).
Il s’ensuit que le seul équilibre dans lequel un des joueurs joue f est celui o les deux joueurs
jouent f.

On peut maintenant supposer que les deux joueurs ne mettent que des probabilités positives
sur les éléments de L. Supposons que, pour un certain [ € L, la probabilité qu'un des joueurs
joue [ ou —I est inférieure & 1/n. Alors, la rémunération espérée de l'autre joueur quand il joue v (1)
est strictement supérieure a: (1/n) X (2 —mn) + (n—1/n) x 2 = 1 et cela ne peut pas étre un
équilibre de NASH. On en déduit que, pour tout [ € L, la probabilité qu’un joueur joue [ ou —I
est précisément 1/n.

Si le joueur 1 met des probabilités positives sur un élément de L et que le joueur 2 met
des probabilités positives sur la négation de ce méme élément, les deux joueurs obtiennent une
rémunération espérée inférieure & 1 et feraient mieux en jouant f. Donc, dans un équilibre de
NASH, si le joueur 1 joue [ avec une certaine probabilité, le joueur 2 doit jouer [ avec une
probabilité de 1/n. On en déduit que, pour chaque variable, il y a exactement un de ses littéraux
qui est joué par les deux joueurs avec une probabilité de 1/n. Il s’ensuit que, dans chaque équilibre
de NAsH (en plus de celui dans lequel les deux joueurs jouent f), les littéraux qui sont parfois
joués correspondent & une affectation de variables.

Finalement, on montre que si cette affectation ne satisfait pas ¢, alors cette situation n’est
plus un équilibre de NASH. Soit ¢ € C une clause qui n’est pas satisfaite par cette affectation,
c’est-a-dire qu’aucun de ses littéraux n’est joué. Alors, jouer ¢ donnerait une rémunération égale
a 2 et les deux joueurs feraient mieux de le jouer. 1

D’aprés le théoréme 4 que l'on vient de montrer, il existe un équilibre de NASH dans I'(yp)
dans lequel chaque joueur a une rémunération 1 si et seulement si ¢ est satisfaisable; le seul
autre équilibre est celui ol les deux joueurs jouent 0 et les deux obtiennent une rémunération 0.
Cependant, toute définition sensée de I’« optimisation du bien-étre social » nous pousserait plutot
a préférer le premier type d’équilibre. Dans ce sens, déterminer si un « bon » équilibre existe,
est donc un probléme difficile. De plus, ce type d’équilibre est optimal pour le jeu, méme quand
les joueurs coopérent, et donc trouver si un tel type d’équilibre existe est un probléme difficile.
Les corollaires suivants illustrent les points abordés ici (chaque corollaire découle directement du
théoréme 4).

Corollaire 1. Méme dans les jeur symétriques a deuz joueurs, il est NP-difficile de déterminer
s’il existe un équilibre de NASH x donnant un bien-étre social espéré (standard) 3¢y, H;(x) au
moins égal a k, méme quand k est le bien-étre social mazimum pouvant étre obtenu dans le jeu.

Corollaire 2. Méme dans les jeuxr symétriques a deux joueurs, il est NP-difficile de déterminer
St

1. il existe un équilibre de NASH dans lequel tous les joueurs ont une rémunération totale au
moins €gale a k, méme quand k est le plus grand nombre pour lequel il existe une distribution
sur les situations du jeu telle que tous les joueurs ont une rémunération espérée totale au
moins égale a k ;

2. il existe un équilibre de NASH qui soit aussi Pareto-stable ;

3. il existe un équilibre de NASH ot l'un des joueurs a une rémunération au moins égale a k ;

4. il existe plus d’un équilibre de NASH ;



5. 1l existe un équilibre de NASH dans lequel l'un des deux joueurs joue parfois un choix
particulier x € X ;

0. il existe un équilibre de NASH dans lequel ['un des deux joueurs ne joue jamais x € X;.

Les résultats du corollaire 2 nous montrent qu’il est difficile d’obtenir des informations sommaires
sur les équilibres de NASH d’un jeu. Le point 4 et des versions moindres des points 1, 5 et 6 ont
été démontrées pour la premiére fois dans [9].

Pour conclure cette section, on note un résultat remarquable de [6] qui concerne les équilibres
de NASH en stratégies mixtes pour des jeux définis sur une grille d-dimensionnelle. Il y est
démontré que 'on peut savoir en temps polynomial si un tel jeu défini sur une 1-grille a un
équilibre pur tandis que le méme probléme pour d > 2 devient NEXP-complet.

4.3 Compter le nombre d’équilibres dans un jeu a stratégies mixtes

Comme nous l'avons fait remarquer (page 5), le nombre des parties connectés des équilibres
de NASH d’un jeu mixte est fini. La question de dénombrer ces parties a été d’bord étudiée du
point de vue de sa complexité algorithmique dans les articles [20, 19]. On peut utiliser directement
le théoréme 4 pour montrer que déterminer ce nombre dans un jeu de forme normale donné est
difficile.

Proposition 1. Méme dans les jeur symétriques a deuz joueurs, compter le nombre d’équilibres
de NASH est § P-difficile.

Preuve. Le nombre d’équilibres de NASH dans notre jeu I'(¢) du théoréme 4 est le nombre
d’affectations qui satisfont ¢ plus un. Or, il est bien connu que compter le nombre d’affectations
satisfaisant une formule CNF est #P-difficile ([40]). I

Puisque chaque équilibre de NASH dans G(p) constitue un ensemble connecté, le nombre
d’ensembles connectés est égal au nombre d’affectations satisfaisant ¢ plus un. On en déduit le
corollaire suivant.

Corollaire 3. Méme dans les jeux symétriques a deux joueurs, compter le nombre d’ensembles
connectés maximauz d’équilibres de NASH est § P-difficile.

Il est intéressant de noter ici que les résultats sur la fP-difficulté les plus intéressants sont ceux
pour lesquels les questions de recherche et d’existence sont faciles (un tel résultat est, par exemple,
la #P-difficulté du comptage des couplages parfaits dans un graphe bipartie qui se réduit au calcul
du permanent d’une matrice).

5 Jeux de potentiel

Le probléme de représentation évoqué dans la sous-section 4.1 est considérablement simplifié
dans le cas de jeux de potentiel que nous présentons dans cette section. Cette famille de jeux
modélise un large spectre de problémes en optimisation ; ils ont toujours des équilibres de NASH
purs qui coincident avec des optima locaux de leur potentiel.

Soit I' = (I,{X;}ier, {Hi}ier) un jeu a nombre de joueurs et ensembles finis de stratégies.
Pour un ensemble K C I, —K représente I’ensemble complémentaire de S et X g représente le
produit cartésien [[;cx X;. Pour les ensembles de singletons {i}, X;_;3 sera noté X ;. Soit une
situation x = (z1,...,2,). On note (x_;,z) la situation: (z1,...,Ti—1,2, Tit1,...,Tn) = X||2.

Une fonction P : X — R est un potentiel ordinal pour I' si, pour tout ¢ € I et pour tout
x_; € X_;: Hi(x_j,x) — Hi(x_;,z) >0 <= P(a_;,z) — P(a_;, z) > 0, pour tout z,z € X;.
Définition 6. T' est un jeu de potentiel ordinal s’il admet un potentiel ordinal (c¢’est-a-dire s’il
est possible de définir un potentiel ordinal pour T'). I

6. C’est-a-dire des sous-ensembles connectés maximaux.
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Soit w = (wj)ier un vecteur de nombres positifs que l'on appellera des poids. Une fonction
P : X — R est un w-potentiel pour I' si, pour tout ¢ € I et pour tout s_; € X_;, on a:

H;(s—i,x) — H; (s—i,2) = w; (P (s—i,x) — P(s_4, 2))

pour tout z, z € X;.
Définition 7. I' est un jeu de w-potentiel s’il admet un w-potentiel. On dit aussi que P est un
potentiel pondéré et que G est un jeu de potentiel pondéré.
Une fonction P : X — R est un potentiel exact (ou, plus simplement, un potentiel) pour G si
elle est un potentiel pondéré pour G avec w; = 1, pour tout ¢ € I.
Définition 8. I' est un jeu de potentiel exact (ou, plus simplement, un jeu de potentiel) s’il admet
un potentiel. i

L’existence d’un potentiel ordinal pour un jeu permet de le transformer en un jeu « simplifié »
équivalent au sens que le second a les mémes équilibres de NASH que le jeu initial.
Lemme 1. Soit P un potentiel ordinal pour le jew:

F=({I=A{1,...,n}{X1,...., Xn},{H1,..., Hn})
L’ensemble des équilibres de I' coincide avec ’ensemble des équilibres de
G= <{1,...,n},{Xl,...,Xn},{Hl EHQ EHnEP}>

le jeu dans lequel on remplace les fonctions de rémunération par la fonction de potentiel.
En d’autres termes, s € X est un point d’équilibre de NASH pour I' si et seulement si, pour tout
1€l tel que x € X :

P(s) = P(s_j,x) (6)

On en déduit que si P admet une valeur maximale dans X, alors G posséde un équilibre a
stratégies pures. Or, cela est le cas de par la construction de P. On peut alors énoncer le théoréme
suivant.

Théoréme 5. Tout jeu de potentiel ordinal fini posséde un équilibre de NASH pur.

Le théoréme 5 peut encore étre généralisé, afin de caractériser exactement la classe des jeu ayant
des équilibres de NASH purs.

A partir d’'un jeu fini I', on peut construire un graphe orienté avec comme ensemble de
sommets les situations X de I' et tous les arcs (s,s’) lorsque les situations s et s’ ne différent que
d’une seule composante i et H;(s") > H;(s). Si ce graphe est acyclique, on dit que les dynamiques
de NASH convergent pour I
Proposition 2. Si les dynamiques de NASH convergent, alors il existe un équilibre de NASH pur.
Preuve. Les puits du graphe sont précisément les équilibres de NASH du jeu. |

Un chemin dans le graphe est une séquence v = (y°,y',...) telle que, pour tout k& > 1,
il existe un unique joueur i tel que y* = (yﬁ;l,m) pour x # yf_l dans X;; y° est appelé le
point initial de v et si v est fini, alors son dernier élément est appelé le point terminal de ~.
Un chemin v = (y°,y',...) est un chemin d’amélioration pour T si, pour tout k& > 1, on a
H;(y*) > H;(y*™1) ot i est le seul joueur changeant de stratégic a 1'étape k. On dit que G
posséde la propriété d’amélioration finie (ou PAF) si tout chemin d’amélioration est fini.
Lemme 2. Tout jeu de potentiel ordinal fini posséde la PAF.

Preuve. Pour tout chemin d’amélioration v = (y° y',...), on a par le lemme 1: P(y°) <
P(y!) < ... Comme X est un ensemble fini, la séquence v doit étre finie. I

Il est clair que dire d’un jeu qu’il posséde la PAF et que ses dynamiques de NASH convergent

est équivalent. Donc tout chemin d’amélioration maximal doit aboutir & un équilibre de NASH.
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Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que posséder la PAF n’est pas équivalent & avoir
un potentiel ordinal.

Une fonction P : X — R est un potentiel ordinal généralisé pour I si, pour tout ¢ € I, pour
tout s_; € X_; et pour tout z,z € X;:

H;(s_ij,x) — H;(s—i,z) >0 = P(s_j,x) — P(s_i,z) >0

Théoréme 6. Un jeu fini I a la PAF si et seulement si I admet un potentiel ordinal généralisé.

Preuve. Soit G un jeu qui a la PAF. On définit la relation binaire > sur X comme suit: x > y
si et seulement si x # y et il existe un chemin d’amélioration fini v ayant comme point initial y
et comme point terminal x. La PAF implique la transitivité de la relation >.

Soit Z C X. On dira que Z est représenté s’il existe une fonction @ : Z — R telle que,
pour tout x,y € Z, x > y implique Q(x) > Q(y). Soit Z un sous-ensemble de X représenté et
maximal. Nous allons démontrer que Z = X.

Supposons x ¢ Z. Si x > z pour tout z € Z, on peut étendre @ en Z U {x} en définissant
Q(x) = 1 4+ max,ez Q(z), ce qui contredit la maximalité de Z. Si z > x pour tout z € Z, on
étend @ en ZU{x} en définissant Q(x) = min,ez Q(z) — 1, ce qui est aussi en contradiction avec
la maximalité de Z.

Si enfin ni x > z, ni z > X, alors nous étendons @ et contredisons la maximalité de Z en
définissant Q(x) = (a +b)/2 ot @ = max{Q(z) : z € Z,x > z} et b = min{Q(z) € Z,z > x}.
Donc X est représenté (et admet un potentiel ordinal généralisé Q). I
Corollaire 4. Soit I' un jeu fini ayant la PAF. Supposons de plus que, pour tout i € I et pour
tout s_; € X_;, Hi(s—j,x) # Hi(s—;,2),Vo # z € X;. Alors T' a un potentiel ordinal.

En effet, il suffit de remarquer que la condition supplémentaire sur I' implique que chaque po-
tentiel ordinal généralisé pour I est aussi un potentiel ordinal pour I'. Le corollaire découle donc
du lemme 6.
Finalement, une propriété remarquable des jeux de potentiel exact est qu’ils peuvent étre
« décomposés » par rapport & une « base » de jeux encore plus simples.
Définition 9. Un jeu G = (I,{X;}ier, {Hi}tier) est:
— un jeu de coordination s’il existe une fonction U : X — R telle que H; = U pour tout
1 €1,
— un jeu fictif si, pour tout ¢ € I et tout z_; € X_;, il existe un k € R tel que H;(z;,x_;) =k
pour tout z; € X;. 1
Dans un jeu de coordination, les joueurs poursuivent le méme but, ce que reflétent les fonctions
de rémunération identiques. Dans un jeu fictif, la rémunération d’un joueur ne dépend pas de sa
propre stratégie.
Théoréme 7. Un jeu I’ = (I,{X;}ier, {Hi}icr) est un jeu de potentiel exact si et seulement si
il existe deux familles de fonctions {C;}icr et {D;}ier telles que:

- H; =C; + D; pour tout i € I ;

- (I, {Xi}tier,{Ci}icr) est un jeu de coordination ;

- (I,{Xi}ier, {Di}ier) est un jeu fictif.

Preuve. La partie directe est triviale: la fonction de rémunération du jeu de coordination est
une fonction de potentiel exact pour I'.

Pour démontrer la partie inverse, on définit P comme étant un potentiel exact pour I
Alors, pour tout ¢ € I, H; = P+ (H; — P). Il est clair que (I,{X;}icr,{Pi = Pl}icr) est un
jeu de coordination. Soit i € I, x_; € X_; et z;,x; € X;. Alors H(z;, X—;) — Hi(xi, X—i) =
P({Bz, X—z) - P(Xu X_l) implique Hz(xu X—z) - P(J)Z, X_z) = Hz(Xz’ X—z) - P(Xm X—z) On en
déduit immédiatement que le jeu (I, {X;}ier, {Hi — P}icr) est bien un jeu fictif. I
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Les jeux de potentiel ordinal peuvent admettre un grand nombre de potentiels ordinaux. Pour
les jeux de potentiel exact, tous les potentiels possibles sont liés entre eux selon la proposition
suivante.

Proposition 3. Soit P, et Py, deux potentiels pour le jeu G. Alors il existe une constante c
telle que Pi(x) — Py(x) = ¢ pour tout x € X.

La proposition 3 implique que I’ensemble de profils de stratégies maximisant une fonction de
potentiel d’un jeu de potentiel exact ne dépend pas d’une fonction de potentiel particuliére. Des
stratégies maximisant le potentiel ont été utilisées dans le lemme 1 pour prouver 'existence d’un
équilibre de NASH pur pour les jeux de potentiel ordinal. Le « maximiseur de potentiel » défini
formellement pour un jeu de potentiel comme :

PM(T) = {X € X : x € argmax{P(x)} pour un potentiel P de F}
xeX

peut alors étre utilisé comme un outil de « raffinement » d’équilibre comme suggéré dans [22].

6 Jeux de congestion

6.1 Modéle de ROSENTHAL

Dans un modéle de congestion, les joueurs utilisent plusieurs ressources sélectionnées dans un
« réservoir » commun. Les cotits ou bénéfices qu’un joueur dérive de 'utilisation d’une ressource
sont déterminés par le nombre de joueurs utilisant cette ressource. Le but de cette sous-section
est de définir le modeéle de congestion de ROSENTHAL ([34]). Dans ce modéle, chaque joueur
sélectionne un sous-ensemble de ressources. L’allocation associée & chaque ressource est une
fonction qui ne dépend que du nombre de joueurs utilisant cette ressource. La rémunération d’un
joueur est la somme des allocations associées & chaque ressource dans son choix de stratégies
étant donné les choix des autres joueurs. On peut établir 'existence d’un équilibre de NASH pur
en construisant une fonction de potentiel exact pour de tels jeux de congestion (voir ci-aprés pour
une définition formelle de cette famille des jeux). L’article [22] montre que tout jeu de potentiel
exact est isomorphique & un jeu de congestion. Leur preuve étant assez complexe, [39] donne une
preuve plus courte et plus intuitive basée sur le théoréme 7.

Un modéle de congestion est défini par:

— un ensemble fini I de joueurs;
— un ensemble fini F' de ressources ;
— pour chaque joueur i € I, son ensemble de stratégies X; est une famille de sous-ensembles

de F';
— pour chaque ressource f € F, wy : {1,...,n} — R est la fonction d’allocation de la res-
source f avec wy(r),r € {1,...,n} les allocations pour chaque utilisateur de la ressource f

si le nombre total d’utilisateurs est r.

Ce modéle permet de définir un jeu de congestion ou I est I’ensemble de joueurs, X; I’ensemble
des choix du joueur i € I et H; : X — R est défini comme suit : pour chaque x = (z1,...,2,) € X
et pour chaque f € F,on a:nyg(x) = |{i € I : f € ;}| le nombre d’utilisateurs de la ressource f
si les joueurs choisissent X. Alors, Hi(x) = > ;e wr(ns(x)).

Cette définition implique que chaque joueur n’est rémunéré qu’en fonction des ressources qu’il
utilise et du nombre d’utilisateurs de ces ressources. Remarquons que les fonctions d’allocations
peuvent donner des valeurs négatives représentant le cotit d’utilisation d’une ressource.
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Le résultat principal de larticle [34], formulé en termes de potentiel exact, est donné dans la
proposition suivante. La preuve est triviale et peut donc étre omise.
Proposition 4. Soit I' un jeu de congestion défini comme ci-dessus. Alors I' est un jeu de
potentiel exact. Une fonction de potentiel est donnée par P : X — R définie pour tout x =
(zi)ier € X comme suit: P(X) = 3 e, x, Eln:fix) wg(l). Puisque X est un ensemble fini, le
jeu posséde un équilibre de NASH a stratégies pures.
Soit I' = (I,{X;}ier, {Hi}ier) et A = (I, (xi)ier, (Ui)ier) deux jeux ayant le méme ensemble
de joueurs. Les jeux, I' et A sont isomorphiques si, pour tout ¢ € I, il existe une bijection
vi + Xi — xi telle que, pour tout (z1,...,2,) € X, Hi(z1,...,2n) = Ui(p1(z1), ..., pn(xn)).

Un jeu de congestion dans lequel les ressources ont des allocations non nulles seulement si tous
les joueurs les utilisent est clairement un jeu de coordination. De plus, tout jeu de coordination
peut étre formulé dans cette forme comme le montre la preuve du théoréme suivant.
Théoréme 8. Tout jeu de coordination est isomorphique a un jeu de congestion.
Preuve. Soit I' = (I,{X;}icr, {H; = U}icr) un jeu de coordination a n joueurs dans lequel
chaque joueur a la méme fonction de rémunération U. Pour chaque x € X, on a une ressource
différente f(x). On définit le modeéle de congestion (I, F, {=;}icr, {Wy} fer) suivant:

P = Ueex{f(®)}

— pour chaque i € I, Z; = {gi(x;) : ©; € X;} on la fonction g;(x;) est définie par g;(z;) =

U$—iEX7i{f(xi7 .%'_Z)} )
— pour chaque f(x) € F':

U(x) sir=|I|
Wi (1) = { 0 sinon

- pour tout (z1,...,77) =x € X: [y gi(z:) = {f(%)}.
Donc le jeu correspondant & ce modéle de congestion est isomorphique a T' (I'isomorphisme
associe x; a g;(x;)). 1

Considérons maintenant un jeu de congestion dans lequel les allocations pour une certaine
ressource sont non nulles uniquement si elle n’est utilisée que par un seul joueur. Si pour chaque
joueur, étant donné les choix de stratégies des autres joueurs, on choisit une ressource et on garde
toujours la méme sans se soucier de ses propres choix de stratégies, on a un jeu fictif.
Théoréme 9. Tout jeu fictif est isomorphique & un jeu de congestion.
Preuve. Soit I' = (I, { X }ier, { Hi }icr) un jeu fictif. Pour chaque i € I et chaque z_; € X_; on
a une ressource différente f(x_;). On définit le modéle de congestion (I, M, {Z;}icr, {Wr}jer)
avec F' = Ujer Uy ex, {f(z—;)} pour tout i € I : Z; = {hi(z;) : x; € X;} ou:

h; (l’l) = {f (X,Z) T € X,,L}
U{f (x—j) : g €T\ {i} et x_j € X_; est tel que x; # z;}

et pour tout f(z_;) € M :

H;(z;,z_;) sir=1 (avec x; € X, arbitraire
Wf(l‘_z)(r) = { 0 Z( ! Z) sinon ( ' ’ )

Pour tout i € I,Z7_; € X_;, et Z; € X;: i est I'unique utilisateur de f(Z_;) dans (h;(Z;));er et
toutes les autres ressources dans h;(Z;) ont plus d’un utilisateur.

En effet, soit i € I, z_; € X_;, et z; € X;. Alors f(T_;) € hi(Z;) et, pour tout j € I\ {i} :
f(Z—;) ¢ hj(Z;), donc i est le seul utilisateur de f(Z_;) dans (h;(Z;))jer. Soit f € hi(Z;), f #
f(z_;). Alors:

—si f = f(x-i) pour x—; € X_;, alors x_; # z_; implique que x; # z; pour j € I\ {i},

donc f = f(Xfi) € hj(ﬂ_}j);
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—si f = f(x—;) pour j € I\ {i} et x_; € X_j avec x; # Z;, alors f = f(x—;) € h;j(Z;).
Dans les deux cas, f a plus d’un utilisateur. Donc le jeu correspondant & ce modéle de congestion
est isomorphique a I" (I'isomorphisme associe x; a hi(z;)). I

Dans les deux théorémes précédents, on a prouvé que les jeux fictifs et les jeux de coordinations
sont des jeux de congestion. En utilisant la décomposition du théoréme 7, on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme 10. Tout jeu de potentiel exact est isomorphique & un jeu de congestion.

Preuve. Soit I' = (I, {X;}icr, {H;}ic1) un jeu de potentiel exact. On le décompose en un jeu
de coordination et un jeu fictif comme dans le théoréme 7 et on prend leurs jeux de congestion
isomorphiques associés comme dans les théorémes 8 et 9. Sans perte de généralité, on prend leurs
ensembles de ressources disjoints. On peut construire une jeu de congestion isomorphique a I’
en prenant 'union des deux ensembles de ressources, les fonctions d’allocation comme dans les
théorémes 8 et 9 et les ensembles de stratégies =; = {g;(xi) U hi(x;) = x; € X;}. 1

Dans un jeu de congestion de réseau, les familles de stratégies X; sont assimilées implicitement
4 des chemins dans un réseau. Soit un réseau G(V, E)7, deux noeuds a;, b; € V pour tout joueur
1 € I et une fonction d’allocation, les arétes jouant le role de ressources. Le sous-ensemble de F
disponible comme ensemble d’actions pour le joueur ¢ est I’ensemble de tous les chemins de a;
a b;. On suppose que le réseau est orienté. Un jeu de congestion de réseau est symétrique si
tous les joueurs ont les mémes points de départ et d’arrivée a et b. Habituellement, les fonctions
d’allocations sont appellees fonctions de retard dans les jeux de congestion de réseau. On présente
dans la sous-section suivante les résultats de complexité obtenus dans [7].

Le résultat suivant caractérise la complexité des jeux de congestion dans le modéle de Ro-
zenthal.

Théoréme 11. Il existe un algorithme polynomial permettant de trouver un équilibre de NASH
pur dans les jeuxr de congestions de réseau symmétriques.

Preuve. L’algorithme calcule 'optimum de la fonction P(x) donnée dans le théoréme 4. Puisque
Poptimum est aussi un optimum local, la situation x’ résultante est un équilibre de NASH pur.
L’algorithme est une réduction vers le probléme de flot & cotit minimum (minimum-cost flow).
Etant donné un réseau N = (V, E,a,b) et la fonction de retard (w,)ceg, on remplace dans N
chaque aréte e par n = |I| arétes paralléles entre les mémes noeuds, chacune ayant une capacité
égale a 1 et avec les cotits we(1),...,we(n). Il est facile de vérifier que chaque min-cost flow
(entier) du nouveau réseau est un état qui minimise P(x). lI

Le théoréme suivant concerne la complexité de recherche d’un équilibre de NASH pur dans
les jeux de congestion.

Théoréme 12. [l est PLS-complet de trouver un équilibre de NASH pur dans les jeuxr de
congestion de réseau de types suivants :

1. jeux de congestion généraur ;

2. jeux de congestion symétriques;

3. jeux de congestion de réseau asymétriques.

Le lecteur intéressé peut trouver la preuve, assez technique, du théoréme 12 dans [7]. On donne
ici ses lignes conductrices:

— pour démontrer 1, les auteurs de [7] construisent, & partir d’une instance de POSNAE3FLIP &,

un jeu de congestion tel que ses équilibres de NASH sont les optima locaux de l'instance ;

7. Ce réseau est en fait, un graphe; le terme « réseau » est utilisé pour éviter la confusion avec les jeux définis
sur un graphe présentés plus haut.

8. POSNAE3FLIP dénote le probléme suivant: « étant donné une instance de NOT-ALL-EQUAL-3SAT (i.e., une
forme conjonctive normale ot I’on cherche une affectation de valeurs 0 ou 1 a ses variables qui satisfasse la formule
et telle que chaque clause de la formule ait au moins un littéral mis & 1 et au moins un littéral mis a 0) avec des
poids sur les clauses et ne contenant que des littéraux positifs, trouver une affectation de variables satisfaisant les
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— la preuve de 2 est une réduction du cas non symétrique vers le cas symétrique ;

— enfin, pour la preuve plus compliquée de 3, les auteurs modifient le probléme POSNAE3FLIP
en un nouveau qu’ils appellent WITNESSED XPNAEJFLIP ; ensuite, ils montrent que:

— 1l existe une PLS-réduction de WITNESSED XPNAE3FLIP vers NETWORK CONGESTION
GAME ;

— WITNESSED XPNAEJFLIP est PLS-complet.

6.2 Autres modéles

Les jeux présentés dans [14, 21, 32| sont similaires dans le sens o les rémunérations des
joueurs sont caractérisées par un effet de congestion. Les différentes classes de jeux dont on
va parler dans cette sous-section sont identifiées par des ensembles de propriétés concernant la
structure des « interactions des stratégies ». En particulier, les auteurs de [14]| imposent les
hypothéses suivantes, présentées ci-aprés, pour un jeu I' = (I, {X; }icr, {H; }ier)-

Hypothése 1. Il existe un ensemble fini F' tel que X; = F pour tout joueur i € I. |l

Cet ensemble F' est appelé « ensemble de ressources » et une stratégie pour un joueur ¢ est de
choisir un élément de F'.

Hypothése 2. Pour toute situation x € X et tout couple de joueurs i,5 € I: si x; # z; et
2 € Xj est telle que x; # 27, alors H;(vj,2—j) = Hy(2},25). 1

Les auteurs de [14] appellent cette hypothése independence of irrelevant choices (littéralement
« indépendance des choix hors de propos »): pour chaque joueur i € I et chaque situation x,
la rémunération de ¢ ne changera pas si ’ensemble de joueurs qui choisissent la méme ressource
que le joueur ¢ n’est pas modifiée.

Soit x € X, f € F. On note ny(X) le nombre d’utilisateurs de la ressource f dans la situa-
tion x. La troisiéme propriété peut alors étre formulée comme suit.

Hypothése 3. Pour tout joueur ¢ € I et toute situation x, x € X avec z; = x;:sing(x) =ns(x)
pour tout f € F, alors H;(x) = H;(x). I

L’hypothése 3 peut étre vue comme une sorte de « condition d’anonymat ». Elle refléte I'idée
que la rémunération du joueur ¢ dépend du nombre de joueurs choisissant d’utiliser les ressources
plutét que de leur identité.

La quatriéme hypothése, appelée partial rivalry (littéralement « rivalité partielle »), établit
le fait que chaque joueur i ne regrettera pas que d’autres joueurs ayant choisi la méme ressource
que lui en choisissent une autre.

Hypothése 4. Pour tout joueur i € I, chaque situation x € X, chaque joueur j # i tel que
xj = x; et chaque o # x;: Hi(zj,v—;) < Hi(z},v_5). 1

Bien que l'article [21] introduise son modéle d’une maniére légérement différente, la classe de jeux
en résultant est la méme. Plus spécifiquement, [21] pose les hypothéses 1, 4 et aussi 'hypothése
suivante.

Hypothése 5. Pour tout joueur i € I et tout couple de situations (x, x) avec x; = x; = f, si
ng(x) =ng(x), alors Hy(x) = H;(x). I

En d’autres termes, la rémunération du joueur ¢ dépend uniquement du nombre de joueurs ayant
choisi la méme ressource que lui. En supposant I’hypothése 1, on peut démontrer directement
que I’hypothese 5 implique les hypothéses 2 et 3. La réciproque est également vraie.

Lemme 3. Tout jeu I' = (I,{X;}icr,{Hi}icr) satisfaisant les hypothéses 1, 2 et 3 satisfait
également ’hypothése 5.

clauses dont le poids total ne peut étre amélioré en flippant une variable » ; on sait d’aprés [36] que ce probléme
est PLS-complet.
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Preuve. Soit I' = (I, {X; }icr, {Hi }icr) un jeu satisfaisant les hypothéses 1, 2 et 3. Soit i € I,
x,x € X tels que x; = x; = f et on suppose que ns(x) = nys(x). Si |F| = 1, alors 'hypotheése 5
est directement vérifiée. Sinon, par un usage répété de 'hypothése 2, on sait que, pour un ~ fixé
tel que 7y # x;, les relations H;(x;,x_;) = H;(x;, 2’ ;) sont vérifiées ou, pour chaque j € I'\ {i}:

p ) ox stz =y
v  sinon

et que les relations H;(x;, x—;) = H;(z;, x_;) sont également vérifiées ott, pour chaque j € I'\{i}:

X/‘:{ T Slx;=x;
J ~  sinon
On remarque que, pour chaque h € F, np(x;,x";) = np(zi, x_;). Donc 'hypothése 3 im-
plique: H;(z;,x’ ;) = H;(x;,x" ;). Par conséquent, H;(x;,x_;) = H;(x;, 2" ;) = Hi(zi, X" ;) =
Hi(xi, x—i)- 1

Les auteurs de [14, 21] ont démontré indépendamment le théoréme suivant.
Théoréme 13. Tout jeu I' = (I,{X; }ier, { Hi}icr) satisfaisant les hypotheses 1, 2, 3 et 4 posséde
un équilibre de NASH pur.
D’aprés les définitions précédentes, une situation x de I' est un équilibre au sens fort si, pour tout
K C I et tout choix xx € Xk, il existe au moins un joueur i € K tel que H;(xx, X_r) < H;j(X).
On note SE(T") I'ensemble des équilibres au sens fort du jeu I'. En général, l'existence d'un
équilibre fort n’est pas garantie mais les auteurs [14] démontrent le théoréme suivant.
Théoréme 14. Pour tout jeu satisfaisant les hypothéses 1, 2, 8 et 4, l’ensemble des équilibres
forts est non-vide.
Les auteurs [32] proposent un modéle dans lequel ’hypothése que tous les joueurs possédent le
méme ensemble de ressources (établie par 'hypothése 1) est levée.
Hypothése 6. Il existe un ensemble fini F' tel que X; C F pour tout i € I. I
En supposant que 'hypothése 6 est vérifiée, il est toujours simple de vérifier que 'hypothése 5
implique les hypothéses 2 et 3. Mais la réciproque n’est plus vraie comme dans le lemme 3.
Exemple 2. On choisit I = {1,2,3}, F = {a,b,c} et les ensembles de stratégies X; =
{a,b}, X2 = {a}, X3 = {a,c}. Ce jeu satisfait 'hypothése 6. L’hypothése 3 n’impose aucune
contrainte supplémentaire et I'hypothése 2 impose que Hi(b,a,a) = Hi(b,a,c) et Hs(a,a,c) =
Hs(b, a,c). Celan’implique pas que Ha(a, a,c) = Hy(b, a,a), condition requise par ’hypothése 5. I

Théoréme 15. (/32]) Tout jeu satisfaisant les hypothéses 6, 5 et 4 posséde un équilibre de NASH
pur.

Les jeux appartenant aux classes définies jusqu’alors n’admettent pas forcément de fonction de
potentiel. Considérons maintenant la condition de « symmétrie croisée » (cross symmetry) qui
établit le fait que les rémunérations sur certaines ressources sont indépendantes des joueurs du
moment que le nombre d’utilisateurs reste le méme. Elle est exprimée par ’hypothése suivante.
Hypothése 7. Pour tout couple de situations (x,x) € X2 et tout couple de joueurs (i,5) € I?:
siz; = xj = fetng(x) =ns(x), alors H;j(x) = H;(x). 11

Remarquons que les hypothéses 1 et 7 impliquent 'hypothése 5 et donc les hypothéses 2 et 3
également. De plus, les hypothéses 1 et 7 garantissent ’existence d’un potentiel exact.
Théoréme 16. Tout jeu satisfaisant les hypothéses 1 et 7 est un jeu de potentiel exact.
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Preuve. Soit I' = (I,{X;}ier, {Hi}icr) satisfaisant les hypothéses 1 et 7. Pour tout f € F
et x,x € X tels que ny(x) = nys(x), on a par 'hypothése 7 que s'il existe i,j € I tels que
x; = x5 = f, alors H;j(x) = H;(x). Cela montre que, pour tout f € F, il existe une fonction
d’allocation Wy : {1,...,n} — R telle que, pour tout x € X, si z; = f, alors H;(x) = Wy(nys(x)).
Cela fait du jeu I un jeu de congestion défini comme dans la sous-section 6.19. Le résultat découle
maintenant de la proposition 4. 1

Le théoréme 16 est toujours vrai si nous remplagons I’hypothése 1 par 'hypothése 6. La
proposition 4 nous dit aussi que la fonction d’allocation (W) ep induit le potentiel :

nf(x)
P:X— > > w0

feUier{X;} =1

Les auteurs de [39] définissent une classe de jeux de congestion C satisfaisant les hypothéses 1, 7
mais aussi '’hypothése 4. Il s’agit de la classe:

C={T =(I,{X;};c;,{Hi};c;) : T satisfait les hypotheses 1, 4 et 7}

Théoréme 17. Pour tout jeu appartenant a la classe C, SE = NE = PM'9.

En effet, pour tout jeu I', SE(I') C NE(I'") et, pout tout jeu de potentiel exact, PM(I') C NE(T').
Pour démontrer le théoréme 17, il suffit de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5. Pour tout jeu I' € C, NE(I') C PM(T") et NE(I') C SE(T").

Mentionnons enfin que la plus grande famille pour laquelle il a été montré qu’il existe des équi-
libres de NASH pures est la famille des jeux de congestion. Par ailleurs, les jeux du modéle
de [14, 21] possédent au moins un équilibre de NASH pur ; par contre, aucune fonction de poten-
tiel permettant d’établir ce résultat n’est connue.

7 Remarques

Le concept du jeu non-coopératif, comme il est formulé par la définition 1, est suffisamment
général pour représenter une vaste famille de jeux qui, & premiére vue, ne rentrent pas dans cette
formulation. En effet, plusieurs modéles de jeux, comme les jeux répétés, les jeux a étapes, les
jeux joués par des automates ou les jeux & information incompléte, peuvent étre réduits a cette
forme avec des choix appropriés pour ’ensemble des joueurs, les stratégies et les préférences.

La théorie des jeux non-coopératifs a été développée pour la plupart & travers ’étude des
formes spéciales des jeux; ainsi, il existe une vaste littérature sur les jeux & deux joueurs ou les
jeux répétés pour mentionner quelques exemples. Parmi elles, seules les familles des jeux pour
lesquelles les avancées en recherche algorithmique sont les plus significatives ont été abordés.
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A Quelques classes de complexité

Nous donnons dans ce paragraphe de rapides définitions des classes de complexité que nous
avons rencontré dans cet article. Pour plus de détails, le lecteur intéressé peut se référer au trés
bon livre [27] ou encore a [8, 30, 31, 1]. Pour les notions de base de la théorie des langages telles
que « alphabet », « machine de Turing », etc., on peut se référer a [17].

Soit ¥ un alphabet fini. On note NP (resp., NEXP) la classe des langages L C ¥* (X* étant
I’étoile de Kleene de ) pour lesquels, étant donnée une chaine z de caractéres de X, on peut
vérifier en temps polynomial (resp., exponentiel) si z € L; on note P (resp., EXP) la classe des
langages L pour lesquels on peut trouver en temps polynomial (resp., exponentiel) un x € L (ou
affirmer que L est vide).

Soit R C X* x X* une relation binaire sur les chaines des caractéres de X. On appelle R
décidable en temps polynomial s’il existe une machine de Turing déterministe qui puisse décider
{zy : (x,y) € R} en temps polynomial; R est appelée polynomialement équilibrée s’il existe
k <1 tel que pour tout (z,9) € R: |y| < |z|.
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Pour R décidable en temps polynomial et polynomialement équilibrée, le probléeme de comp-
tage associé a R est le suivant : « étant donné x € ¥*, calculer le nombre de y tels que (z,y) € R ».
La classe P est ’ensemble des problémes de comptage associés aux relations R de ce type.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage L C X* appartienne & NP est
Iexistence d’une relation Ry, de chaines de caractéres décidable en temps polynomial et polyno-
mialement équilibrée telle que le langage L = {x : y, (z,y) € R} (|27]). On définit alors, pour
tout langage L de la classe NP, un probléme de fonction associé ¢ L comme le probléme suivant.
« Soit une relation Ry, qui satisfait la proposition précédente. Etant donné x € ¥*, trouver y tel
que (z,y) € Ry, ou retourner non si un tel y n’existe pas ». Lorsqu’on peut montrer quun Ry, est
tel que, pour tout & € ¥*, il existe toujours un y tel que (z,y) € Ry, on appelle alors le probléme
de fonction associé correspondant probléme de fonction totale associé ¢ L. La classe de tous les
problémes de fonction associés aux langages de NP est notée FNP. La classe des problémes
de fonction totale est notée TF. La sous-classe des problémes de fonction totale associés aux
langages de NP est notée TFNP.

Une classe importante de problémes « totaux », pour lesquels on cherche une solution ayant
la garantie de l'existence d’au moins une, est la classe PPAD (définie dans [28]) des problémes
totaux pouvant étre réduits au probléme suivant, dit FIN DE LIGNE. Ce probléme est défini
comme suit : « soit deux circuits logiques P et C avec n bits d’entrée et n bits de sortie tels que
P(0,...,0) =(0,...,0) # C(0,...,0); trouver une entrée x € {0,1}" telle que P(C(z)) # x ou
C(P(x)) #z #(0,...,0) ».

Intuitivement, le probléme FIN DE LIGNE est associé & un graphe orienté G(V, A) dont 'en-
semble de sommets est V' = {0,1}" et son ensemble d’arcs est A = {(z,y) : P(y = C(z)) = z}.
Le degré entrant et le degré sortant de G sont au plus un, et G a au moins une source, (0,...,0).
On cherche une autre source ou un puits. La classe PPAD consiste alors de tous les problémes
totaux dont la totalité peut étre démontrée en faisant appel a 'argument combinatoire: « si un
graphe orienté a un sommet dont la différence entre degré entrant et degré sortant est non-nulle,
alors il doit y en avoir un deuxiéme » ([6]).

Etant donné un probléme d’optimisation II, on peut définir un probléme de recherche d’opti-
mum local lorsque 'on associe & I’ensemble des solutions réalisables de II une structure de voisi-
nage, et I'on cherche une solution qui est la meilleure parmi toutes ses voisines (voir aussi [23]).
La classe PLS est I’ensemble des problémes de recherche locale II pour lesquels il existe trois
algorithmes polynomiaux Ap, By et Cy tels que:

— étant donné une entrée x, I’algorithme A détermine si x est une instance de II et si c’est

le cas il produit une solution réalisable de cette instance;

— étant donné une instance x de Il et une proposition de solution s pour z, ’algorithme By
détermine si s est une solution réalisable de 'instance x et si c’est le cas il calcule sa valeur ;

— étant donné une instance x de II et une solution s pour x, l'algorithme Cy; détermine si s est
un optimum local ; sinon, il retourne une solution voisine s’ de valeur strictement meilleure
que celle de s.
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