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Stabilisation de la formule des traces tordue IV :
transfert spectral archimédien

J.-L. Waldspurger
6 mars 2014

Introduction

Comme la référence [I], dont nous reprenons les notations, cet article contient des
résultats préparatoires a la stabilisation de la formule des traces tordue. Il concerne
exclusivement les groupes réels. La premiere section énonce un théoreme de Paley-Wiener
pour les fonctions C*° a support compact. Ce théoreme est dii a Renard mais on en
modifie quelque peu la formulation pour y faire apparaitre les représentations elliptiques
qui, depuis le travail qu’Arthur leur a consacré, sont devenus les blocs de base de ce
type d’analyse harmonique. Dans les sections 2 et 3, on prouve les analogues dans le cas
tordu, et sur le corps de base R, des résultats contenus dans l'article [A] d’Arthur. A
savoir les deux résultats suivants, exprimés ici de fagon lapidaire. On considere un triplet
(G, G, a), ou (G est un groupe réductif connexe défini sur R, G est un espace tordu sur GG
et a est un élément de H'(Wg; Z (@)) Supposons d’abord G quasi-déployé, G & torsion
intérieure et a = 1. Alors une combinaison linéaire finie de caracteres de représentations
elliptiques de G (R) qui est stable sur les éléments réguliers elliptiques est stable partout.
Dans le cas général, soit G’ une donnée endoscopique elliptique de (G, G, a). Considérons
une combinaison linéaire finie ¥ de caractéres de représentations elliptiques de G/ (R) et
une combinaison linéaire finie IT de caractéres de w-représentations elliptiques de G(R).
Supposons que X est stable et que la restriction de Il aux éléments réguliers elliptiques
de G(R) est égale & la méme restriction du transfert de . Alors II est le transfert de
3. On a négligé ici comme dans la suite de cette introduction le fait qu’en général, il
faut remplacer G’(R) par un espace auxiliaire G, (R). Une premiére conséquence de ces
résultats est une version ”stable” du théoreme de Paley-Wiener (théoreme 2.3(ii)). Une
deuxiéme est la définition du transfert spectral (corollaire 3.3). Une troisieme conséquence
est 'existence du transfert géométrique K-fini : si f € C®°(G(R)) est K-finie, il existe
une fonction f' € C®°(G'(R)) qui est K'-finie et qui est un transfert de f, cf. corollaire
3.4. Tout cela est certainement conséquence des résultats beaucoup plus fins obtenus
par Mezo dans son article récent [M]. Nos preuves sont tres différentes. Elles s’appuient
sur le théoreme de Renard repris dans la premiere section, sur le résultat de Shelstad
affirmant 'existence du transfert entre fonctions C'* a support compact et sur le résultat
suivant : une combinaison linéaire finie de caracteres de représentations tempérées de
G(R) est supertempérée si et seulement si toutes les représentations qui interviennent
sont elliptiques. Dans le cas non tordu, ce résultat est di a Harish-Chandra. Il vaut aussi
d’apres Herb sur un corps de base non-archimédien. Il a été récemment généralisé au cas
tordu par Moeglin dans [Moe], que le corps de base soit réel ou non-archimédien.



1 Le théoreme de Paley-Wiener pour les fonctions
C> a support compact

1.1 La situation

Dans cet article, le corps de base est R. On considere un triplet (G, G, a), ou G est
un groupe réductif connexe défini sur R, G est un espace tordu sur G et a est un élément
de H'(Wg; Z(G)), cf. [I] 1.1 et 1.5. Le terme a détermine un caractére w de G(R). On
suppose

e G(R)#0D;

e I'automorphisme 6 de Z(G) est d’ordre fini.

On fixe un espace de Levi minimal M, de G et un sous-groupe compact maximal K de
G(R). On suppose que les algebres de Lie £ de K et ayy, de Ay, sont orthogonales pour la
forme de Killing. Introduisons la paire de Borel (B*,T*) de G. On pose hg = X.(T*) @R
et h = hr®C. Soit S un sous-tore tordu maximal de G' défini sur R. Le groupe 'y ~ {#1}
agit sur X, (5) et sur X, o(5) = X.(5)®zQ. De cette action se déduit une décomposition

X.a(S) = Xio(9)" ® X.0(S)™

)

ou ['g agit trivialement sur le premier sous-espace et par le caractere non trivial sur le
second. On en déduit une décomposition de I’algebre de Lie 5(R) = (X, (S) @z C)'* en
somme directe

5(R) = X,o(S)" ®g R ® X, ()™ ®qR.

Modulo le choix d’un groupe de Borel contenant S et stable par S, on peut identifier s &
b. Le premier facteur ci-dessus s’identifie a un sous-espace de hg et le second s’identifie a
un sous-espace de ihg. Si on prend pour S un sous-tore tordu maximal de My, le premier
facteur n’est autre que ay (R), qui s’identifie ainsi & un sous-espace de bg.

Le groupe I'g agit sur 7™ donc aussi sur hg. On fixe sur hg une forme quadratique
définie positive invariante par l'action du groupe de Weyl de G relatif a T™, par celle
de I'g et par 'automorphisme 6 de T*. Par dualité, on en déduit une telle forme sur le
dual b. Il se déduit aussi de 6 un automorphisme dual de hi que 1'on note encore 6.
Remarquons que ayy, (R) s’identifie a Ayy,. Pour tout Levi M de G contenant My, Ay est
un sous-espace de Ay, et on munit cet espace de la restriction de la forme quadratique.
Plus généralement, pour tout Levi M, on peut choisir g € G(R) tel que g~' Mg contienne
My et on munit Ay, de la forme quadratique sur A,-1,7, transportée par I'isomorphisme
ady. Cela ne dépend pas du choix de g. On munit tout sous-espace de A;; de la mesure
de Haar associée a la restriction a ce sous-espace de cette forme quadratique.

On étend toutes ces formes quadratiques en des formes hermitiennes sur les com-
plexifiés de nos espaces. Pour tout espace vectoriel V' sur R, on note Vg = V ®r C
son complexifié. On fait une exception pour 'espace hr dont on note simplement b le
complexifié.

On note Ag, resp. Az, la composante neutre pour la topologie réelle de Ag(R),
resp. As(R). On sait que la restriction a g de lapplication Hg @ G(R) — Ag est un
isomorphisme. On munit A, resp A, de la mesure de Haar déduite par cet isomorphisme
de celle fixée sur Ag, resp. Ag.

L’homomorphisme Hg @ G(R) — Ag est le composé de Hg et de la projection
Aq — Ag sur les invariants par 6. On fixe arbitrairement une application encore notée



HG:G(K)%A telle que Hg(g7) = Hg(g) + Hg(y) pour tous g € G(R) et v € G(R).
Notons G(R)! I'ensemble des v € G(R) tels que Hs(y) = 0. On a des isomorphismes
inverses 1'un de 'autre

GR) — Ag % G(R)! Az % G(R)!
v = (Ha(y),exp(=Hg(v))y) (H,v")

Posons W (M) = Norm(;(R)(Mo)/MO(R). On a

(1) il existe une unique application Hy; : Mo(R) — Ay telle que

(i) Hy,(my) = Hy, (m) + Hy (v) pour tous m € My(R) et v € MO(R)j

(ii) Hy, (adn(7)) = w(H, (7)), pour tous v € My(R), n € Normgm) (M), ot w est
Pimage de n dans W (M) ;

(iii) la composée de Hy; et de la projection Ay — Ag est la restriction de Hg a
Mo(R). )

Preuve. Fixons vy € My(R). La fonction H]’\;[0 définie par H;‘;Io(m%) = Hy, (m) +
Hg () pour tout m € My(R) vérifie (i) et (iii). Posons

Hygy () = IW(Mo)[ " Y w™'Hy (ady, (7)),
wGW(Mo)

- G(R)
— el

ou n,, est un relevement de w dans N ormg(R)(Mo). Cette fonction répond a la question.
Si H ;\,Zo vérifie les mémes conditions, la condition (i) entraine qu'il existe H € Ay, tel
que HY, (v) = H + Hy, () pour tout vy € My(R). La condition (ii) entraine que H est
invariant par W (M), donc appartient & Ag. La condition (iii) entraine alors que H = 0.
O]

On définit Hy; par la condition (1). Plus généralement, pour tout M € L(M,), on
définit Hy; : M (R) = Aj; comme I'unique application telle que

- Hy;(my) = Hy(m) + Hy(y) pour tous m € M(R) et v € M(R);

- larestriction de Hy; a Mo(R) est la composée de Hy; et de la projection Ay — Ay

La théorie est vide si w n’est pas trivial sur Z(G)?(R). Nous ne supposons toutefois
pas que w est trivial sur ce groupe car I'inconvénient de cette hypothese est qu’elle ne se
conserve pas si lon remplace G par un espace de Levi M. Par contre, nous supposerons
que w est trivial sur la composante neutre de Z(G)?(R) pour la topologie réelle. Cette
hypothese se conserve si I’on remplace G par un espace de Levi M.

1.2 Rappels sur les w-représentations

Rappelons qu'une w-représentation (admissible) de G(R) est un couple (7,7), ol
7 est une représentation admissible de G(R) dans un espace complexe V et 7 est une
application de G(R) dans le groupe des automorphismes de V' qui vérifie la condition
7(g7g) = 7(g9)7(y)m(g)w(g’) pour tous g,¢' € G(R) et v € G(R). On supposera tou-
jours w de longueur finie. En pratique, on notera simplement 7 la w-représentation, la
représentation 7 de G(R) étant sous-entendue.

A une telle w-représentation est associé son caracteére, qui est une forme linéaire sur

C=(G(R)) ® Mes(G(R)), que I'on note
£ 19(7,1).
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Précisément, pour une fonction f € C‘X’( (R)) et une mesure de Haar dg sur G(R),
on définit Popérateur 7(f @ dg) = [ G(®) 7(7)f(v) dy (la mesure dy étant naturellement

associée a dg) ; alors
I9(7, f ® dg) = trace(7(f @ dg)).

Cette distribution est continue quand on munit C°(G(R)) de sa topologie usuelle. Elle
se factorise en une forme linéaire continue sur I(G(R),w) ® Mes(G(R)). Ici, I(G(R),w)
désigne D'espace des w-intégrales orbitales sur G (R). Il est muni d’apres Bouaziz d’une
topologie (cf. [I] 5.2) pour laquelle I'application naturelle C°(G(R)) — I(G(R),w) est
continue et ouverte ([R] théoréme 9.4). On note Dypee(G(R),w) I'espace engendré par les
distributions I9(7,.), quand 7 décrit les w-représentations de longueur finie, tensorisé
par Mes(G(R)). Ainsi, ces distributions appartiennent a Dapee(G(R), w) @ Mes(G(R))*.
On note Dyeny(G(R),w) le sous-espace de Dipeo(G(R),w) qui, aprés tensorisation par
Mes(G(R))*, est engendré par les caracteres de représentations tempérées.

Pour A € A% . et pour une w-représentation (7, 7), on définit (my,7y) par m\(g) =

eMHeW>1(g) et 7Ty(y) = esMe()>7(y). L’action ainsi obtenue de AZC sur ’ensemble

des w-représentations (& isomorphisme pres) est libre.

Notons 3(G) le centre de l'algebre enveloppante de l'algebre de Lie de G(R). On
considere qu’il agit sur les espaces de fonctions sur G(R) via 'action par translations
a gauche de G(R), et qu’il agit sur les espaces de distributions par dualité, c’est-a-
dire par la formule (ZD)(f) = D(Zf) pour une distribution D, une fonction f et un
élément Z € 3(G). Comme on sait, 3(G) est isomorphe & Sym(h)", ou encore & I'algebre
des polynomes invariants par W sur h*. Notons b la partie centrale de b, c’est-a-dire
hz = X.(Z(G)") @z C. On a dualement un sous-espace b3 C h*. Au caractere w est
associé un caractere infinitésimal de 3(G), qui est 'évaluation en un point p(w) € b,
L’hypotheése que w est trivial sur la composante neutre de Z(G;R)? pour la topologie
réelle implique que p(w) appartient au sous-espace (1 —0)(h%). Il existe un unique point
fi(w) dans ce sous-espace tel que pu(w) = (07! — 1)(fi(w)). Considérons I'espace affine
fi(w) + h%*. 11 est invariant par I'action de W?. Notons Pol(ji(w) + h%*) I'algebre des
polynémes sur cet espace affine. Par restriction, tout élément de 3(G) définit un élément
de Pol(ju(w) + %), On a

(1) Papplication 3(G) — Pol(fi(w) + h%*)"’ est un homomorphisme d’algebres sur-
jectif.

Preuve. Parce que fi(w) est central, il existe un unique automorphisme ¢/ de 3(G)
qui, a un élément X € h C 3(G), associe I'élément X+ < X, fi(w) >. Pour des éléments
7 € 3(G) et A € h%*, évaluer Z en fi + \ revient a évaluer /(Z) en \. Cela ramene
'assertion au cas ou fi(w) = 0. C’est alors le théoréme 5 de [DM]. O

Soit (m,7) une w-représentation, supposons m irréductible. A 7 est associé son ca-
ractere infinitésimal, qui est paramétré par une orbite dans h* pour 'action de W. On
note u(m) ou pu(7) cette orbite. Parce que 7 se prolonge en une w-représentation, on a
Iégalité pu(m)+ p(w) = 67 (u(n)). L’ensemble p(7) — ji(w) est alors une W-orbite qui est
invariante par 0. On vérifie que l'intersection d'une telle orbite avec h%* est non vide et
est une seule orbite sous 'action de W?. Autrement dit, I’ensemble

(fi(w) +b%) N (7).

est une unique orbite sous l'action de W? dans I'espace affine ji(w) + h?*.
Si (m,7) est une w-représentation de longueur finie et si toutes les composantes
irréductibles de 7 ont un méme parametre p, on pose p(7) = p. Plus généralement, on
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dira qu'un élément de Dgpec(G(R), w) est de parametre p si, modulo le choix d’une mesure
de Haar, c’est une combinaison linéaire de caracteres de représentations irréductibles 7
dont le paramétre est y. On note Dgpec,(G(R),w) le sous-espace des éléments de pa-
rametre p.

On a défini en [W] 6.2 Pensemble E.;(G,w). 11 est formé de triplets 7 = (M, o, 7),
ou M est un Levi de G' contenant M), o est une représentation irréductible de la série
discrete de M (R) et 7 est un élément de 'ensemble R (o) défini en [W] 2.8. Ces éléments
sont soumis a des conditions telles qu’a 7 est associée une représentation ”elliptique”
7r de G(R). Deux triplets peuvent étre conjugués par G(R) et donnent dans ce cas
la méme représentation de G(R). D’autre part, le groupe U = {z € C;|z| = 1} agit
naturellement sur Pensemble R (o), donc sur E.(G,w) par z(M, o, 7) = (M, o, z7). On
a T,r = 27, (on rappelle que, dans notre situation tordue, les "représentations” peuvent
étre multipliées par un nombre complexe). Pour un couple (M, o) comme ci-dessus et

pour A € Ag o on définit la représentation oy. La restriction a ’L'Ag de cette action de

A*G’(C s’étend en une action T +— T, de iAg sur E(G,w). On a 7r, = (7).

Pour M et o comme ci-dessus, o possede un caractere central x, et un caractere
central infinitésimal qui est paramétré par une orbite u(o) du groupe de Weyl WM
dans b*, plus précisément dans ha'™* @ iai,(R). Pour 7 = (M,0,7) € Eu(G,w), on

note p(7) la W-orbite engendrée par (o). On note Eqo(G,w) le sous-ensemble des

T = (M, o0,7) € Eu(G,w) tels que x,, soit trivial sur As. Tout élément de E. (G, w) s’écrit

de fagon unique 7, pour un couple (7,A) € Eupo(G,w) X iA%. On note Doi(G(R),w),

resp. Deo(G(R),w), le sous-espace de Diepmp(G(R), w) engendré par les caracteres des
représentations 7, pour T € Sell(é, w), resp. 561170(63, w). Pour toute W-orbite p dans h*,
on définit les espaces Dy, (G(R),w), resp. Do n(G(R),w), en se limitant aux 7 tels
que (7)) = p. On a Doy ,u(G(R), w) = Doy u(G(R),w) si la projection de p dans a5 (C)
est nulle. Sinon, Dy p.,(G(R),w) = 0.
On note Dey.c(G(R),w) le sous-espace de D,peo(G(R), w) engendré par les caractéres
de représentations (7)) pour T € 5ell(é, w)et\e Aa(c. On a I'égalité
~ ~ ~ W (Mo)
(2)  Dapeel GR),w) = (@1 IndS (Danc(LR), W)

1.3 Espaces de Paley-Wiener

On considere les données suivantes :

- F est un ensemble;

- D est un entier positif ou nul;

-d: E — R est une fonction;

- pour tout e € E, V, est un espace vectoriel réel de dimension inférieure ou égale a
D muni d’une forme quadratique définie positive.

L’espace dual V" est donc lui-aussi muni d'une telle forme. On prolonge ces formes
en des formes hermitiennes sur V. c et V.

Pour tout réel r > 0, notons PW" I'espace des familles f = (f.)ccr, ol, pour tout
e € E, fe est une fonction entiere sur V¢, qui vérifient la condition

(1) pour tout NV € N, il existe Cy > 0 tel que, pour tout e € E et tout A € V¢, on
ait I'inégalité

£V < On(1+d(e) + |A])~Nerlfel,
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On munit cet espace de la famille de semi-normes
N3 (£) = supeepaevs (14 d(e) + [A)Ne M £, (1))

pour N € N. C’est un espace de Fréchet. Pour r < /, I'injection PW" — PW" est conti-
nue et on note PW la limite inductive des PW", muni de la topologie limite inductive.

Pour tout réel r > 0, notons PW" l'espace des familles f = (f.)cep, oU, pour tout
e € E, f. est une fonction enticre sur V¢, qui vérifient les conditions

(2) pour tout N et tout e € E, il existe Cy(e) > 0 tel que, pour tout A € Ve, on ait
I'inégalité

[feN)] < Cn(e)(1+ A Nerfe,

(3) pour tout N, il existe C'y > 0 tel que, pour tout e € E et tout A € {V*, on ait

I'inégalité

|fe(N)] < Cy(L+d(e) +|A)~N.

On munit PW" de la famille de semi-normes
Ny () = supeeppeive (1 +d(e) + AN fe(N))]

pour N € N. De nouveau, on note PW la limite inductive des PW" munie de la topologie
limite inductive.

Il est clair que, pour tout r, PW" est inclus dans PW" et que cette injection est
continue. D’out une injection continue PW C PW.

Lemme. Cette application est bijective et ¢’est un homéomorphisme.

Remarque. Ce lemme est élémentaire. On n’en donne une preuve que pour la com-
modité du rédacteur.

Preuve. On peut décomposer E en union finie disjointe de sous-ensembles sur les-
quels la fonction e — dim(V;) est constante. On voit qu’il suffit de démontrer le lemme
analogue obtenu en remplagant E par un tel sous-ensemble. En oubliant cela, on peut
supposer que l’espace V,, muni de sa forme quadratique, est constant et on l'identifie
a un espace fixe V. Pour simplifier, on identifie V' a son dual V* a l'aide de la forme
quadratique. On considere donc que f, est définie sur Vi pour tout e.

Fixons € > 0. On va montrer que, pour tout r > 0, PW" est inclus dans PW"*¢ et
que cette injection est continue. Pour cela, fixons » > 0 et N € N. On va prouver plus
précisément qu’il existe ¢ > 0 (dépendant de N, r et €) tel que, pour tout f € PW", on
a 'inégalité

(4 NFT(E) < Ny pap(f).
Soit f = (fe)eer € PW'". Pour tout e € E, on définit une fonction ¢, sur V' par

5)  gela) = / ()26 gy,

La condition (2) entraine que la fonction @, est C* et, par un procédé usuel de déplacement
de contour, que cette fonction est a support dans I'ensemble des z € V tels que |z| <
r/2m. Par inversion de Fourier, on a

(6) ,MM:A%WWWNM
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pour A € iV et cette égalité persiste pour tout A\ € Vi par continuation holomorphe. On
veut majorer I’expression

(1 +d(e) + [A) Ve eI £ ()]
pour tout e € E et tout A € V. On a tout d’abord
(L+d(e) +[ADY < (1 +d(e))™ (1 + [ADY
car 1 +x+y < (1+2z)(1+y) pour tous z,y > 0. On a
L+ ADY <2V + MY = 2Y(1 + [Im(N)]* + [Re(N) )™

car 1+ 2 < 2(1 + 2?) pour tout z > 0. Introduisons des coordonnées sur V' relatives a
une base orthogonale. On a

L+ [Im(N\)]?+|Re(N)|* =1+ Z (Im(X\)*+ Re(\))?) = 1+ Z (=5 +2XRe())).

Ainsi (1+ [Im(\)]> + |Re(\)|*)Y s’exprime comme combinaison linéaire finie de produits
de monomes de degré au plus 2V en les \; et de monomes de degré au plus N en les
Re(\;). On peut aussi bien fixer deux tels monomes P(\) et Q)(Re())) et majorer

(1 + d(e) M [P(N)[Q(Re(A)) e NI £ (N)].
Il existe des constantes ¢, co > 0 telles que

Q(Re(N))] < ex(1+ [Re(M)])Y

et (14 z)Ve ™ < ¢, pour tout & > 0. Ainsi I'expression précédente est majorée par le
produit d’une constante et de

(7) (1 +d(e)V[PN)|e V£ ().

Par les regles usuelles de dérivation, on déduit de (6) I'existence d'un opérateur différentiel
a coefficients constants dp sur V', d’ordre au plus 2NN, tel que

(8) PN\ = / Oppe(x)e?™ N dy.

\%4

Par les mémes regles de dérivation, appliquées cette fois a I'expression (5), on a

9 Orpuls) = [ POLNE N dr
0%
Il existe une constante c3 > 0 telle que
[PV < e3(1+ [AD*Y.
Alors, pour A € iV,

1PN f(N)] < esNynoap(E) (X + APV (1 + d(e) + |A]) 1P,



On utilise que <1 try y) =z (1 + x)1/2(1 + 9)1/2 pour tous x,y > 0 et on obtient
|P(N) fe(N)] < esNana(B) (L4 [A) 7P (1 + d(e)) 2V 2P,

La fonction A — (1 +|\|) 722 est intégrable sur iV. Gréace a (9), on en déduit I'existence
de ¢4 > 0 tel que

Oppe(r) < caNynpap(F)(1 +d(e)) 2N 2P

pour tout x € V. Grace a (8) et a la propriété du support de @., on obtient une constante
c; > 0 telle que

|P(N) fo(N)] < esNynap(£)(1 + d(e)) 2N 2P erlfeV)]

pour tout A € V. Alors, expression (7) est bornée par le produit d’une constante et de
Nyn1ap(f). Cela prouve la majoration (4) et le lemme. O

Ce lemme étant démontré, on n’aura plus besoin de distinguer PW de PW et on ne
conservera que la notation PW.

1.4 Enoncé du théoreme

On définit une fonction d : £y o(G,w) = Rs par d(7) = |p(7)|, ot 'on désigne ainsi
la norme pour la forme hermitienne fixée sur h d’'un élément quelconque de p(7). On
définit I'espace PWS(G,w) comme celui des fonctions ¢ : (G, w) — C qui vérifient
les conditions suivantes :

(1) si deux éléments 7 et 7/ de £.y(G, w) sont conjugués par G(R), alors () = (') ;

(2) pour T € E4(G,w) et z € U, on a p(27) = 2p(1) ;

(3) pour T € E4(G, w), la fonction A — @(T,) sur i A%, s’étend en une fonction entiere

pr sur Az

(4) fixons un ensemble de représentants £, o(G, w) de représentants des classes d’équivalence

dans &.10(G, w) pour I'équivalence engendrée par la conjugaison par G(R) et par 'action
de U; alors la famille (¢7), ¢ 1o(Gw) APpartient a l'espace de Paley-Wiener défini en 1.3

relatif a 'ensemble £, o(G,w) muni de la fonction d.
Le groupe W (M) agit naturellement dans

Drecn) P Weai (L, w).
On note PW>(G,w) le sous-espace des invariants.
Remarque. On peut se limiter aux L tels que la restriction de w a Z(L;R)? est
triviale. Pour les autres, les espaces correspondants sont nuls pour la simple raison que
les ensembles &.;(L,w) sont vides : il n’y a pas de w-représentations de L(R).

~ Soit f € C=(G(R))® Mes(G(R)). Pour L € L(M,) et T € 5ell(f/,w2, posons ¢ (T) =
I"(7r,£; ) = trace(7,(f; ). On peut aussi dire que @f(7) = IG(Indg(ﬁ,.), f) =
trace(l ndg(fr,.)(f)), ot Q) est un espace parabolique quelconque de composante de Levi
L. On a ainsi défini une application linéaire qui, a f € C®(G(R)) ® Mes(G(R)), asso-
cie une famille de fonctions sur LIz £ MO)SGU(L, w). Elle se quotiente en une application

linéaire sur I(G(R),w) ® Mes(G(R)).



Théoréme. Cette application est un homéomorphisme de I(G(R),w)® Mes(G(R)) sur

PW>(G,w).

Ce théoreme est prouvé par Renard ([R] théoreme 17.5). La formulation de Renard
étant largement différente de la notre, nous montrerons dans les deux paragraphes sui-
vants pourquoi I’énoncé de Renard implique 1’énoncé ci-dessus.

Rappelons pour mémoire le résultat de Delorme et Mezo. On note C°(G(R), K)

Pespace des éléments de C°(G(R)) qui sont K-finis a droite et a gauche. On note

I(G(R),w, K) son image dans I(G(R),w). Notons PW;(G,w) le sous-espace des familles
(7 ) ree LoGw) € PW(G,w) telles que ¢, = 0 pour presque tout 7. En supprimant

les exposants *°, on définit comme ci-dessus 1'espace PW (G, w), qui est un sous-espace

de ~PWOO<G,W>. Alors D'application du théoréme se restreint en un isomorphisme de
I({G(R),w, K) sur PW(G,w).

1.5 La transition entre le théoreme de Renard et le théoréme
1.4

On suppose w = 1. On oublie les questions de mesures en fixant des mesures de
Haar sur tous les groupes intervenant. Considérons un sous-ensemble () de G(R) qui
est réunion de composantes connexes pour la topologie réelle et qui est engendré par
conjugaison sous G(R) par une seule telle composante. Il peut n’exister aucun sous-tore
tordu maximal elliptique 7' de G tel que T~(R) N 2 soit non vide. Supposons qu’il en
existe un. Alors il n’en existe qu’'un, a conjugaison pres par G(R) ([R] lemme 12.12).

Fixons un tel tore tordu 7. Notons ¢ I'orthogonal de ag dans t°. Renard introduit un
certain sous-ensemble de it”“(R), notons-le H*(12).

Remarque. Plus précisément, Renard introduit un tel sous-ensemble sur lequel agit
un certain groupe de Weyl. Les constructions de Renard pour deux éléments conjugués
par ce groupe sont essentiellement les mémes. Aussi, nous prendrons pour H*({2) un
ensemble de représentants des orbites dans l’ensemble de Renard pour l'action de ce
groupe.

Pour h* € H*(Q), il définit une distribution Ogq p+ sur © qui vérifie de nombreuses
propriétés. C’est une distribution propre pour 'action de 3(G), donc il lui est associée
une W-orbite p(h*) dans h*. D’apres [R] paragraphe 18, c’est la restriction a Q d’un

élément de Diepny,(G(R)). On peut donc tensoriser la distribution Og p+« par un élément

A € A% i on note Ogpe la distribution obtenue. Notons ES, 'ensemble des paires

(Q, h*), o1 Q parcourt les sous-ensembles de G(R) vérifiant les conditions ci-dessus et h*
parcourt H*(§2). Remarquons qu’il n’y a qu'un nombre fini de © puisqu’il n’y a qu'un
nombre fini de composantes connexes pour la topologie réelle. On définit une fonction d
sur ES, : pour (9, h*) € ES;, d(Q, h*) = |u(h*)|. On introduit I'espace de Paley-Wiener
associé a cet ensemble ESG, et & cette fonction d. Notons-le PW/,(G). De nouveau, le
groupe W (M,) agit naturellement sur

®ieL(MO)PWéll(E)'

On note PW’(G) le sous-espace des invariants. On pose E = UﬂEL(MO)EeIil'



Pour f € C®°(G(R)) pour L € L(M,) et pour (Q, h*) € EL, on définit une fonction
Yo p+ Sur A*E,C par oo p+(A) = Oqp+A(f;). Renard démontre que application qui, a f,
associe la famille de fonctions (po n+)n+)cp se quotiente en un homéomorphisme de
I(G(R)) sur PW'(G).

D’apres [BT] corollaire 14.5, le groupe IT des composantes connexes de G(R) pour la
topologie réelle est un groupe abélien fini, en fait une puissance de Z/2Z. 1l est muni d’un
automorphisme 6, égal a I'automorphisme déduit de ad, pour n’importe quel v € G (R).
Notons ¢ la réunion des composantes appartenant au sous-groupe (1 — 6)(II). Alors
tout ensemble €2 intervenant ci-dessus est une unique classe modulo €2g, a droite ou a
gauche. Notons = le groupe des caracteres de G(R) triviaux sur €2g. Pour 2 intervenant
ci-dessus et pour & € =, notons &, Punique fonction sur G(R) telle que Eq(gy) = £(g)
pour tous g € G(R) et v € Q. La fonction caractéristique de €2 est égale a

BT o

{e=

Soit (2, h*) € ES,. Comme on I'a dit, la distribution O« est la restriction & Q d'un
élément de Dye,ny(G(R)), que 'on peut écrire Y-, ¢;7;, ot I est un ensemble fini d’indices
et, pour tout ¢ € I, ¢; est un coefficient complexe et 7; est une représentation irréductible
et tempérée. On a alors 'égalité

Oq e = [E] Z Z cibat,

£e= el

ot le produit £o7; se définit de facon évidente. Il est clair que o7 est encore une
représentation tempérée et irréductible. Cela nous débarrasse du passage par la restriction

a € : la distribution Og 5+ s’identifie & un élément de Dyernp(G(R)). On la note désormais

[ I%(Rap, f) pour un certain élément 7q e de Dyenp(G(R)).

Soit (Q, h*) € ESI et soit comme ci-dessus T un tore tordu maximal elliptique tel
que T(R) coupe Q. Alors Renard calcule le caractere de 7g - sur T(R) ([R] 15.17).
Fixons v € T(R) N Q. Tout élément de cette intersection est conjugué a un élément de
exp(t’(R))y. En un point ezp(X)y, avec X € t?(R), c’est le produit d'un module explicite
avec une combinaison linéaire finie explicite de e<*(»" x> pour certains w € W. Il en
résulte d’abord que

(1) g p+ admet un caractere central pour 'action de A5 et que celui-ci est trivial.

Rappelons que I'on peut définir le produit scalaire elliptique (71, 72) o de deux représentations
T et Ty se tranformant trivialement sous l'action de g, cf. [W] 7.3. Montrons que

(2) pour deux éléments distincts (Qy, ki) et (Q, h3) € ES, on al'égalité (Ta, nr, Ty ng)en =
0;

(3) quand (9, h*) parcourt ES;, les produits (q p+, To+) Ne prennent qu’un nombre
fini de valeurs réelles strictement positives.

Preuve de (2). Si €; est distinct de €29, les caractéres sont de supports disjoints.
Si €2y = (), le produit elliptique est, a une constante pres, l'intégrale sur un unique
T(R)/(1—6)(T(R)) du produit d’un certain module, du caractére de T, h; €6 du conjugué
du caractere de 7, p:. D’apres le résultat évoqué ci-dessus, c’est une combinaison linéaire
finie d’intégrales sur exp(t’(R)) de fonctions du type exp(X) s e<w2lha)=wi(h)X>
L’intégrale d'une telle fonction n’est non nulle que si wq(h3) = wq(h}). Une telle égalité
(ol ne peuvent intervenir que certains éléments du groupe de Weyl) entraine que h} = h}
(pour h} et hj dans notre ensemble H*(€);), cf. remarque ci-dessus).
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Preuve de (3). Le méme raisonnement montre que, si le caractere de 7 5+ en un point
exp(X)y s’écrit comme produit d'un module explicite et de Y c,,e<*")*>"alors

(ﬁ-Q,h*u 7’%Q,h") == mz ‘Cw‘27
w

ol m est une constante ne dépendant que des mesures. Or les constantes c,, intervenant en
[R] 15.17 sont de modules 1. La somme ci-dessus est donc m fois le nombre d’éléments de
I’ensemble de sommation. Ce dernier étant un sous-ensemble de W, ’assertion s’ensuit.

Renard démontre une propriété supplémentaire de ses distributions. Le théoreme [R]
15.18 signifie que i

(4) pour tout (2, h*) € ES,, T« est supertempérée.

On renvoie a [Moe] pour cette notion. Or, dans [Moe], Moeglin démontre qu’un
élément de Dierp(G(R)) qui est supertempéré est combinaison linéaire de caracteres
de représentations elliptiques. En joignant ce dernier résultat a (1), on obtient que
Fon € Deio(G(R)) pour tout (Q,h*) € ES,.

Pour tout (2, h*) € ES;, on peut donc exprimer 7g+ comme combinaison linéaire
des 7, pour T € §e”’0(é) (rappelons que §e”,0(é) est un ensemble de représentants fixé

en 1.4). Plus précisément, pour toute W-orbite dans h*, notons Egl,ﬂ, resp. §e”707u(é), le
sous-ensemble des (Q, h*) € ES}, resp. des T € € ell,o(é), tels que le caractere infinitésimal

- N : . T P G
de 7o p+, resp. T, soit de parametre . Comme on l'a dit, Eg, est réunion des Eg | et,

de méme, §e”’0(é) est réunion des £, ,(G). L'écriture d’'un élément de Dy o(G(R))
dans la base §eu,0<é) est compatible avec I'action de 3(G). Done, pour tout p et tout

(Q,h*) € Eglw Ta,n+ est combinaison linéaire des 7, pour T € éell707ﬂ(é)- Notons que,

d’apreés sa construction, 'ensemble £, ,(G) est fini et son nombre d’éléments est borné
indépendamment de p. Montrons que

(5) la famille (%Q,h*)(g7h*)€Ee@” est une base de Dey o(G(R)).

Il est clair par (2) et (3) qu’elle est libre. On peut fixer p et prouver que I'espace

engendré par (’ﬁ'gﬁ*)(ﬂ h)eES, contient €., ,(G). Notons PWg (G) le sous-espace
’ ell,p

ell,u
de PWS(G) formé des familles (Pr)ree 11,0

PWe/ll“u(G) le sous-espace de PW/,(G) formé des familles (gpg,h*)(ﬂ e

won =05l (Q,1") & ESW. Il est clair que I'inclusion de I'espace engendré par les 7 p»

pour (2, h*) € ng dans celui engendré par les 7, pour T € §ell,0#(é) induit une pro-

(@) telles que ¢, = 0 si pu(7) # p. Notons

JeES, telles que

jection PWg (G) — PW}, (G). L'inclusion précédente est surjective si et seulement si

cette projection est injective. Supposons que ce ne soit pas le cas. En utilisant le théoreme
de Paley-Wiener pour les fonctions K-finies ([DM] repris en [W] 6.2), on peut construire
une fonction K-finie f € C2°(G(R)) dont I'image dans PW>(G) est non nulle mais
appartient au noyau de la projection. La premiere propriété implique que 'image de f
dans I(G(R)) est non nulle. La seconde entraine que son image dans PW'(G) est nulle.
D’apres le théoreme de Renard, 'image de f dans I(G(R)) est nulle. Cette contradiction
prouve (5). [.

On a donc deux matrices de changement de base (aq,p+)r) et

(Qh*)EEG,TEE 4 o(G)
b * ~ ~ . inverses I'une de ’autre, qui font passer de la base (7q .«
(br ) ree 1y o(G) (1 )eEG, 4 P (Ton),

de Deyo(G(R)) ala base (7,)

Q,h*)eES,

s (- Comme on I'a dit ci-dessus, ces matrices induisent
TEE 1,0(G)
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(G) sur PW/, ,(G). Pour prouver que ces iso-

[e.e]

pour tout p un isomorphisme de PWg

morphismes se globalisent en un isomorphisme de PW3(G) sur PW/,(G), on voit qu'’il
suffit de prouver que les matrices de changement de base vérifient les deux propriétés
suivantes : i

(6) il existe un entier N tel que, pour tout (€2, h*) € ES;, 'ensemble des T € §e”’0(é)

tels que an),r 7# 0 a au plus NV éléments et, pour tout T € £ ((G), I'ensemble des
(Q,h*) € EG, tels que by (o # 0 a au plus N éléments;

(7) il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous (Q, h*) € ES, et T € §eu70(é),
on a |an,r| < C et |brn| < C.

Les matrices se décomposent en blocs selon les parametres u. L’assertion (6) résulte
alors de ce que I'on a déja dit : le nombre d’éléments de £, u<é) est borné indépendamment
de u. La base (ﬁf)feéeu,o(@) vérifie des propriétés analogues a (2) et (3), a savoir :

(8) pour deux éléments distincts 71, T2, on a (Try, Ty )enr = 0;
(9) quand T parcourt §eu70(é), les produits (7, 7 )y ne prennent qu’un nombre fini
de valeurs réelles strictement positives.
Cela résulte de [W] théoreme 7.3. Il résulte de (2) et (8) que les coefficients de nos
matrices sont des rapports
(T, Tap* el
(7}1'7 ﬁr)ell
ou
(Tane, Tr)ell

(TQne Tape)ell

Ils sont bornés par

(Ta.n, 7~TQ,h*)il/lz
G

ou par l'inverse de ce rapport. Ces deux rapports sont bornés d’apres (3~) et (9).
En conclusion, le changement de base identifie PW/,(G) et PW3(G). 11 en résulte

une identification de PW'(G) avec PW*(G). Il est clair que application du théoreme
1.4 est la composée de 'application de Renard de C'°(G(R)) dans PW'(G) avec cet
isomorphisme entre les deux espaces de Paley-Wiener. Le théoreme 1.4 résulte ainsi de

celui de Renard.

1.6 Extension au cas w # 1

La méthode est la méme qu’en [W] 6.3. On suppose d’abord qu’il existe un caractere
i de G(R) tel que w = po (1 —6). Notons 1 le caractere trivial de G(R). A toute
w-représentation @ de G(R), on associe la 1-représentation 7; définie par 7 (gyo) =
1(9)7(g70) pour tout g € G(R). C’est une bijection. Construisons un espace F(G,w)

comme on a construit PW>(G,w), en oubliant les conditions de convergence. La bijec-

tion précédente induit un isomorphisme de F (é, w) sur F(G,1), qui se restreint en un
homéomorphisme de PW>(G,w) — PW(G,1). On définit d’autre part une applica-
tion

Ce(GR)) — CX(G(R))
f = Ji

par fi(970) = n(g9)~"f(gn). Notons pwg,, : C*(G(R)) — F(G,w) lapplication du

théoreme 1.4 pour le caractére w. Le théoreme affirme que son image est PW>(G,w)
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et que pwg,, se factorise en un homéomorphisme de I(G(R),w) sur cette image. On
vérifie que pwg , est la composée de l'application précédente, de pwg , et de I'isomor-
phisme inverse F (é’, 1) —» F (é, w). Il est alors facile de déduire les propriétés requises
de l'application pwg , de celles déja connues de I'application pweg ;.

Dans le cas général, on peut évidemment supposer w trivial sur Z(G)?(R) (sinon
le théoreme affirme que {0} est homéomorphe & {0}). On introduit un couple (G, G")

comme en [W] 2.4. On a une suite exacte
1-C—=G5G6—1

ott C est un tore central. On a une application p : G’ — G compatible avec p. L’ap-
plication G'(R) — G(R) est surjective. Enfin, il existe un caractere u' de G'(R) tel que
wop = ' o(1—8) (ot # est analogue de  pour (G, G")). Notons que ¢ n’est pas trivial
sur C' en général. Une w-représentation de G(R) s’identifie & une w o p-représentation 7’
de G'(R) telle que la représentation sous-jacente 7’ ait un caractére central trivial sur
C(R). Cette identification induit une application F(G’,w o p) — F(G,w). On voit que
cette application se restreint en une application continue PW (G, wop) — PW>(G, w).
On peut construire une section de ces applications de la fagon suivante. Fixons une fonc-
tion ¢ sur Agfé qui est de Paley-Wiener et telle que ¢ (0) = 1. Soit ¢ un élément de
F (é, w). C’est donc une collection de fonctions ¢z ., ot L parcourt E(MO) et T parcourt
éell,0<z7 w), cette collection étant soumise & une condition d’invariance par W (My). Soit
L € L(M,). Soit L' son image réciproque dans G’. On peut supposer que §ell,0(i,w)
s'identifie & un sous-ensemble de §ell’0(i’,w o p). On peut identifier A3, a A @ Ag’*.
Pour 7' € §eu,0(l~/>w op) — §e”’0(l~/,w), on pose ¢7, , = 0. Pour 7 € §e”’0(l~/,w), on
définit une fonction SOID,T sur ‘A*Z/,C par 7

07 +(Ac+Ap) = pc(Ac)er (ML)

pour tous A¢ € Ag:& et \; € AE’C. La collection ¢’ de ces fonctions cp/i,ﬁ, appartient a

F(G', wop). Il est clair que I'application ¢ — ¢’ est une section de I'application ]:"(C?’, wo
p) — F(G,w) ci-dessus et qu’elle envoie continuement PW (G, w) dans PW>(G',wop).
D’autre part, on définit une application

Ce(G'(R)) — C=(G(R))
f! > f
par

f(y) = f(ey') de,

C(R)

ot v est un relevement quelconque de v dans G'(R). Cette application est continue et
admet clairement une section continue.
Le diagramme suivant est commutatif

cx(@®) B oxGm)
ll/ pwé”,wop ‘l/~pr~,w
F(G',wop) — F(G,w)
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On connait déja le théoreme pour (G, G’ ) et pour le caractere wop, puisque celui-ci est de
la forme p/o(1—6"). Parce que I’application horizontale du haut est surjective, que I'appli-

cation pwey ., & pour image PWOO(C:” ,wop) et que I'application horizontale du bas envoie

ce dernier espace sur PW(G,w), on voit que pwg , envoie surjectivement C2°(G(R))

sur PIW*° (G, w). Parce que 'application horizontale du haut admet une section continue,

la continuité de 'application pwg , : C2°(G(R)) — PW™(G,w) résulte de celle de I'ap-

C

plication similaire pwe ., et de celle de I'application PW>(G' wop) = PW>(G,w).

Comme on I'a déja dit, I"application pwg , se factorise par [ (G(R),w). Parce que appli-

cation C°(G(R)) — I(G(R),w) est ouverte, notre application continue pwg ,, se factorise
en une application continue

(1)  I(GR),w) = PW=(G,w)

qui est encore surjective. On sait par ailleurs qu’elle est injective ([W] théoreme 5.5), donc
bijective. Il reste a prouver que 'application réciproque est continue. On voit aisément
que le diagramme ci-dessus se factorise en un diagramme commutatif

ce@m®) B ox@m)

L’application horizontale du milieu est continue car ’application du haut 'est, I'appli-
cation verticale du haut a droite est continue et ’application verticale du haut a gauche
est ouverte. L’application verticale du bas a gauche est un homéomorphisme. Puisque
I’application horizontale du bas admet une section continue, il en est de méme de ’appli-
cation verticale du bas a droite. C’est-a-dire que l'inverse de ’application (1) est continue.
Cela acheve la preuve.

2 Stabilité

2.1 Quelques considérations formelles

Soit G’ = (G, G, 5) une donnée endoscopique relevante de (G, G, a). On doit fixer une
application Hg, : G'(R) — Ag = Ag comme en 1.1. Supposons que G’ est elliptique.
On a alors un isomorphisme £ : As >~ Ag et

(1) il existe une unique application Hg, : G'(R) — Ag, telle que

(i) He(yo) = Har(y) + Hg (8) pour tous y € G'(R) et 6 € G'(R);

(i) on a Hg(6) = &€(Hg(v)) pour tout couple (6,7) € G'(R) x G(R) d’éléments
semi-simples qui se correspondent.

Preuve. Fixons des éléments semi-simples 6% € G/(R) et 4" € G(R) qui se corres-
pondent. On définit Hz comme I'unique application vérifiant (i) et telle que Hg (67%) =
E(Hg(7F)). On doit montrer que cette application vérifie (ii). Fixons un diagramme
(6%, B8, T"%, B% T* ~%). Notons £ : T% — T"% ’homomorphisme qui s’en déduit. Complétons
nos paires de Borel en des paires de Borel épinglées % et £9. Ecrivons +% = tef,
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avec t* € T" et € € Z(é’,c‘f”), notons e I'image naturelle de e? dans Z(é’,c‘f/“),
écrivons 6 = t'fe’f avec /% € T'% On a alors £(t%) = %, Considérons un autre dia-
gramme quelconque (§, B',T', B,T,~). Fixons des éléments = € G et y € G’ tels que
ad.(B*,T%) = (B,T) et ad,(B'*,T"") = (B',T"). Posons e = ad,(e") et ¢ = ad,(e'?).
On écrit v = teet § = t'e/,avect € Tett' € T.Ona &(t) =t,ou & : T — T
est déduit du diagramme. On a v = ad,(ue?) et § = ad,(u'e’?), ot u = ad,—1(t) et
u' = ad,-1(t"). Puisque ad,-1 0§ oad, =&, on a *(u) = u'. Ecrivons v = g% et § = ¢/¢"
avec g € G(R) et ¢’ € G'(R). Pour prouver (ii), on doit prouver que {(Hgz(g)) = Hai(9')-
Pour cela, il suffit de prouver que tout caractere x' € X*(G’)'® prend la méme valeur sur
les deux termes. Rappelons que X*(G')'® ~ X*(G)'®Y. Précisément, cet isomorphisme

associe & X' € X*(G')'* I'unique élément y € X*(G)'= tel que x' o &% = x sur T*. Soit
X' € X*(G")'= et x I'élément associé. On calcule g = zuf(z)~(t") ™! (ou 6 = ad.:) et
g/ — yu/yfl(t/h)fl. D’ou

X' (He(g') = log(IX(¢)]) = log(IX'(u/'(#%) ™) |=),

X' 0 &(Hg(9)) = x(Hg(g)) = log(Ix(u(t?)~H)[)-

Puisque &*(u(t)™1) = u/(#'%)7!, ces deux expressions sont égales, ce qui prouve (1). OJ

Dans le cas ou G’ est elliptique, on identifie Az a Ag par € et on choisit pour Hg,
I'application définie par (1).

On a expliqué en [I] 2.5 comment définir des espaces C>°(G'), I(G'), SI(G'). Cette
construction s’adapte aux espaces de distributions définis en 1.2. Précisément, on a défini
en [I] 2.1 et 2.5 la notion de données auxiliaires G, G, C4, &1, Ay Tl est facile de voir que
I’on peut trouver de telles données telles que le caractere associé A soit unitaire. On sup-
posera toujours qu'il en est ainsi. Considérons de telles données. Notons Dz, (G (R))
le sous-espace de Dyye.(G(R)) engendré par les caracteres de représentations (7, 7) de
G7(R) (pour le caractere trivial de G (R)) telles que le caractére central de m; coincide
avec A\; sur C(R). Considérons une telle représentation (7, 71) et d’autres données auxi-
liaires G,..., Ay. On définit une représentation (my, 7o) de G%(R), agissant dans le méme
espace que (7, 7), par les formules

To(m2) = Ai2(21, 2) "' (21), Ta(da) = 5\12(51752)717?1(51)

pour z; € GH(R) et d, € G4H(R), ot z; est un élément quelconque de G4(R) qui a
méme projection que x5 dans G'(R), ot &; est un élément quelconque de G'(R) qui
a meéme projection que do dans G’ (R) et o Ay et M2 sont les fonctions définies en
[I] 2.5. Alors le caractere central de mo coincide avec Ay sur Cy(R). L’application qui,
au caractere de (my,7), associe celui de (my, 7o), se prolonge en un isomorphisme de
Dypeer, (GL(R)) sur Dgpee, 2 (G5(R)). En recollant par ces isomorphismes canoniques les
espaces Dgpecr, (G1(R)) associés a toutes les données auxiliaires possibles, on obtient
un espace que l'on notera Dgpe.(G’). On définit de méme le sous-espace Diepny,(G'). On
vérifie que I'application ci-dessus qui, a (7, 71 ), associe (g, 2 ), envoie une représentation
elliptique sur une représentation elliptique. Il lui est associé une bijection de &, Al(é/l)
sur 56”,,\2(@'2), les indices \; et Mg signifiant que 'on se restreint aux éléments dont le
caractere central se restreint a C1(R), resp. C(R), en le caractere Aq, resp. Ay. On en
déduit comme ci-dessus par recollement un ensemble & (G’) et un espace D.;(G’).

Remarque. Le corps de base est ici R, mais les constructions ci-dessus valent aussi
sur un corps de base local non-archimédien.
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Considérons de nouveau des données auxiliaires G, ..., A;. Introduisons les espaces
b’, b} et he, analogues de h pour les groupes G’, G} et C;. On a une suite exacte

0—=b* = b —=h, =0

Au caractere A; est associé un parametre p(A;) € b, . Soit (71, 7;) une représentation
irréductible de G (R) dont le caractere central coincide avec A sur C;(R). Alors son
parametre p(7;) appartient a l’ensemble l‘)f)\1 des éléments de h;" qui se projettent sur
(7). Cet ensemble est un espace affine sous h'*. Quand on change de données auxiliaires,
ces espaces affines se recollent. En effet, avec les notations ci-dessus, Ao est un caractere
du produit fibré de G| et G au-dessus de G’. 1l lui est associé un parametre

p(Mi2) € by = (hy x by)/diag-(b"™)

(on note diag_ le plongement antidiagonal). La projection de p(A2) dans b, X be,
est (u(A1), —p(A2)). Soit alors uy € l‘)':)\l. Il existe un unique élément py € b;)\Q tel que
(p11, —p12) se projette sur p(A2) dans b}y. Le recollement associe pig & f;. Par recollement,
on obtient un espace affine sous h'* que nous noterons hS*. On ne peut pas recoller les
algebres 3(G)), mais on peut recoller leurs quotients 3(G})/I(A1), ot I(A;) est 'idéal
bilatere engendré par les X— < X, pu(A;) > pour X € he,. On obtient une algebre
notée 3(G’), qui s’identifie a I’algebre des polynémes sur hS"* invariants par W . Cette
algebre agit naturellement sur C°(G').

On a défini en 1.2 l'espace affine ji(w) + h?*. 1l s'identifie & hS'* par la construction
suivante. Notons que b’ s’identifie naturellement & h? (I'identification dépend de choix de
paires de Borel mais changer ces choix ne modifie 'identification que par I'action d’un
élément de W, ce qui nous importe peu). Fixons des données auxiliaires G ,...,A;. On
a défini en [I] 2.8 un élément b que 1'on peut considérer comme un élément de

(1) (b x b")/diag_(b"™).

On vérifie que sa projection dans by, x (1—0)(h*) n’est autre que (—p (A1), fi{w)). Pour i €
fi(w) + h%*, il existe un unique pu; € hlli\l tel que (—p1, 1) se projette sur b dans 'espace
(1). L’application p +— pq fournit I'isomorphisme cherché. Modulo cet isomorphisme, on
a un homomorphisme

3(G) — 3(G)

/
z = 2C

Un élément z de 3(G) définit par restriction un polynoéme invariant par W sur fi(w)+h%*,
qui s’identifie & un polynéome %" invariant par W c W? sur h&"*. Le corollaire [I] 2.8
se reformule de la facon suivante.

Lemme. Soient f € C°(G(R)) ®@ Mes(G(R)), f' € C*(G') @ Mes(G'(R)) et z € 3(G).

Supposons que f' soit un transfert de f. Alors 2’ est un transfert de =f.

Fixons des données auxiliaires G7,...,A;. On a introduit ci-dessus un élément b de
I'espace (1). Son opposé —b se projette sur un élément de (a*G/1 x az,)/diag-(ag) ~ Ay -
Cet élément définit un caractere Ay o de 2, qui a méme restriction a ™Ac, que A;. Pour
simplifier, fixons des mesures de Haar sur G(R) et G’ (R). Soit a € ™5 et a; € ™A, ayant
méme projection dans g Soient f € C2(G(R)) et fi € f‘}\l(é’l (R)). Notons f;"*, resp.
1, les fonctions définies par fi*(d1) = fi(a1d1), resp. f*(y) = f(ay). On a
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(2) si fi est un transfert de f, alors Ay, (a1)f}" est un transfert de f°.
~ 1 ~
Notons 56”7)\%/ 2 (GY) le sous-ensemble des T € &z, (GY) tels que la restriction a
1

g, du caractere central de 7 soit égale a )\Q[G,l. On note de méme Dell,)\%/ M (GY) le
1

sous-espace de Deyx, (G) engendré par les caracteres des T pour T € Eurng , v (GY)-
G

1
Quand on fait varier les données auxiliaires, on vérifie que ces objets se recollent en
des objets que l'on note £y 0(G’) et Deyo(G'). 11 est utile de remarquer que I'on peut
choisir des données auxiliaires de sorte que Ay, soit trivial. En effet, via la projection
1

naturelle G’ (R) — ¢, ce caractere s’étend en un caractere de G (R). Celui-ci détermine
un cocycle ¢ : W — Z(G}). On définit un nouveau plongement &, : ¢/ — LG par
éi(g,w) = C(w)*lé(g,w) pour tout (g, w) € G'. On voit que, si 'on remplace £, par ce
nouveau plongement, )\Q[G,l devient trivial.

2.2 Les espaces [.,;,(G(R)) et SI.s(G(R))

Pour simplifier les notations, on fixe dorénavant des mesures de Haar

sur tous les groupes rencontrés. Le théoreme 1.4 entraine que l.,.,(G(R),w) est

isomorphe & l'espace PW (G, w). Rappelons que 'on note C*(G(R), K) 'espace des
p p al\Gy pp q ¢ ) P

éléments de C°(G(R)) qui sont K-finis & droite et & gauche. Notons C2°, (G(R), K) le

= cusp N
sous-espace des fonctions cuspidales et I.,s,(G(R), w, K) son image dans l.,,(G(R),w).
Le théoreme de Delorme et Mezo (repris en [W] 6.2) entraine que lous(G(R),w, K)

s’identifie au sous-espace PW;;(G,w) des familles ((p.,.),reé 1o(G) telles que @, = 0 pour

presque tout T € §eu,0(é> w).

On peut modifier les définitions des espaces de Paley-Wiener de la fagon suivante.
On a défini I'espace Deu’O(é(R),w) engendré par les caracteres des représentations 7,
pour T € 56”,0((;’, w). Il est muni du produit elliptique, qui est hermitien et défini positif.
Pour une W-orbite u dans h*, on a défini le sous-espace Doy g ,(G(R),w) engendré par les
caracteres des 7. comme ci-dessus telles que p(7) = p. Ce sont des espaces de dimension
finie uniformément bornée. Considérons une base B de D,y,0(G(R),w) qui est réunion de
bases B,, des sous-espaces Dey (G (R),w), qui est orthogonale pour le produit hermitien
et qui vérifie la condition

(1) quand 7 décrit B, les produits (7, 7).y ne prennent qu'un nombre fini de valeurs.

On construit un espace de Paley-Wiener comme en 1.3, associé a I’ensemble B muni
de la fonction d qui vaut || sur chaque B, les espaces V étant tous égaux a Ag. La
méme preuve qu’en 1.5 montre que cet espace s’identifie a P eol‘l”(é, w). On peut donc
considérer un élément de cet espace comme une collection de fonctions (¢z)zep.

Tout ceci s’adapte si 'on remplace les espaces de fonctions sur G (R) par des espaces
de fonctions invariantes par 2s. Par exemple, Uespace Io(G(R)/Ag,w) s'identifie &
I’espace PWe"l‘f,O(é,w) des familles (fz)zep € CP tels que, pour tout entier N, il existe
Cy > 0 de sorte que

[fal < On (1 + (@D~

pour tout 7 € B. Le sous-espace I,s,(G(R) /A, w, K) s'identifie au sous-espace PWey o(G, w)
des familles presque toutes nulles. Notons que 3(G) agit naturellement sur ces espaces.
En particulier, pour (fz)zep comme ci-dessus et pour z € 3(G), on a

A fx)ren = (2((T)) fr)zen-
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On voit que le sous-espace PW,o(G,w) coincide avec celui des éléments 3(G)-finis de

PWe‘ﬁvo(G, w). i
La formule des traces locale munit /.,s,(G(R)/%05,w) d'un produit hermitien défini
positif. Pour f, f" € I.,s,(G(R) /A5, w), on a simplement

(£ = 16(v,w, NI%(v,w, f) dv,

7 /T(R)/Ql@(l—e)(T(R))

ou 'on somme sur les classes de conjugaison par G(R) de tores tordus maximaux el-
liptiques et ou les mesures sont convenablement normalisées. La théorie des pseudo-
coefficients nous dit qu’il existe un isomorphisme antilinéaire

Deaio(Gyw) = ITyspy(G(R) /s, w, K)
T > fI7]

tel que, pour tout f € Iu(G(R)/Ag,w) et tout # € Deo(G,w), on ait Iégalité
I9(7,w, f) = (f[7], f). C’est une isométrie en ce sens que (71, T2)ey = (f[72], f[71]).
Notons ¢ I'antiautomorphisme antilinéaire de 1’algebre enveloppante de G(R) qui pro-
longe antilinéairement ’application X — —X de l'algebre de Lie. Il se restreint en
un automorphisme antilinéaire de 3(G). En considérant 3(G) comme 'algebre des po-

lynémes sur h* invariants par W, on a (¢(2))(A) = z(—\) pour tout z € 3(G) et tout
A € b*. L’isométrie ci-dessus vérifie la relation f[z7] = «(2)(f[7]). Pour toute W-orbite
dans b*, elle identifie D0 ,(G,w) avec le sous-espace L i(G(R) /A, w) des éléments
f € Lug(G(R)/Ag,w) tels que zf = z(—f)f pour tout z € 3(G).

On suppose pour la suite de la section que (G, é’,w) est quasi-déployé et a
torsion intérieure.

On note 175! (G(R)) le noyau de I'application naturelle Iu,,(G(R)) = STepusp(G(R)).

cusp

On a introduit en [I] 4.14 le sous-espace I, fﬁsp(é (R)) des éléments dont les intégrales orbi-
tales sont constantes sur toute classe de conjugaison stable formée d’éléments elliptiques
fortement réguliers. On a montré que, par 'application naturelle ci-dessus, il s’envoyait

bijectivement sur ST.,,(G(R)). Il en résulte que I'on a la décomposition

Leusp(G(R)) = L5, (G(R)) @ L5 (G(R)).

Il est clair que chacun des sous-espaces est invariant par I'action de 3(G). Des définitions
et propriétés analogues valent pour les fonctions invariantes par s : on a

Leusp(G(R) /Ag) = 15, (G(R)/Ag) ® Lo (G(R) /Ag).

cusp cusp

Il résulte de la définition du produit hermitien ci-dessus que la décomposition est ortho-
gonale. La projection sur chacun des sous-espaces d’un élément 3(G)-fini I'est aussi. On
a donc une décomposition similaire

Lousp(G(R) /AU, K) = 24, (G(R) A, K) ® I55(G(R) /AU, K)

cusp cusp

oll les sous-espaces sont les intersections des précédents avec I.,.,(G(R)/Ag, K). Via
'isomorphisme 7 +— f[7], on obtient une décomposition

Deo(G) = Diyo(G) @ D (G).
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Pour chaque W-orbite p dans bh*, elle se raffine en une décomposition
Deou(G) = Dio,u(G) @ Diiif,u(G).

Pour chaque pu, fixons des bases orthonormées Bff et BZ"“ de chacun des sous-espaces ci-
dessus. Notons B*! la réunion des B! et B! celle des B!, Notons enfin B = Bt UB",
1 1

Réalisons comme plus haut notre espace PWQ?(@) a l'aide de cette base B. Notons
PW*H (@), resp. PWS0™(G) le sous-espace des (pz)zep tels que @z = 0 si 7 € B,
resp. © € B*'. Rappelons enfin que les espaces Ioy,(G(R)) et ST,y (G(R)) sont munis
de topologies ([I] 5.3, qui reprenait Bouaziz et Renard).

Lemme. Via lisomorphisme de I.,.,(G(R)) sur PWS(G), les espaces 15, (G(R)) et

' % cusp
(e 7(R)) s’identifient respectivement a PW5 " (G) et PWSo"(G). La projection de

)
Lowsp(G (R)) sur PW5°(G) se quotiente en un homéomorphisme de ST.,.,(G(R)) sur
PW*(G).

Preuve. Notons pw : Iuep(G(R)) — PWS(G) notre isomorphisme. Soit # € B,
considérons un élément f € I, (G(R)) tel que pw(f) = (@x)rep vérifie pz = 0 pour
7' # . On va prouver que

(2) si 7 € B resp. ® € B™ alors f € Icsisp(é(R)), resp. f € IZZ;;(G(R))

Soit ¢ la fonction sur A5 (que l'on identifie a A5 via U'exponentielle) dont la trans-
formée de Fourier est la restriction de ¢z a i.A%. Elle est €™ et a support compact. On

définit une fonction f’ sur G(R ) par f'(7) = (7, %)y ¢(He (7)) f[7)(7). Cest un élément
de C°(G(R)). Pour tout v € G(R) fortement régulier, on a I'égalité

190y, 1) = (7, ®) gt d(Ha (1)) 1€ (v, FI7]).

Il en résulte que ces intégrales orbitales sont nulles si v n’est pas elliptique et qu’elles
ont les mémes propriétés de stabilité que celles de f[7]. Donc I'image de f’ dans I(G(R))
appartient a Icsisp(G(]R)) siTe BT a Iégj;(G(R)) si 7 € Bt

Pour 7/ GBet)\GAGC,ona

70 [ / )e<HA> (7] (o) o(H) dH dy!
GR) JAs
7, 7 akes (VR (7).

Il en résulte que

':11 M

T 0, si 7w #
1975, 1) _{ 0x(N), sid =

Autrement dit, image de f’ dans PWS(G) coincide avec celle de f. Donc f est image
de f' dans I.,.,(G(R)). L’assertion (2) en résulte.

Soit maintenant f € I.,.,(G(R)) telle que pw(f) € PW5*(G). Ecrivons B* comme
réunion croissante de sous-ensembles finis B;, pour i € N. Ecrivons pw(f) = (¢#)zeB-
Pour tout i, soit f; € Iusp(G(R)) Pélément tel que, en posant pw(fi) = (¢iz)zen, on ait
iz = @7 SIT € By, ;7 = 0sinon. D’apres (2), f; appartient a I (G(R)) Parce que pw

cusp
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est un homéomorphisme, f est la limite des f;. Il est clair par définition que I%! (G(R)

~ cusp\*
est un sous-espace fermé. Il en résulte que f € Ijﬁsp(G(IRi)). Donc pwjl(PWecﬁ’St(G)) C
I3, (G(R)). On prouve de méme que pw‘l(PW:fl”mSt(G)) - [ziZi;(G(R))- Puisque la

somme de PWS;L“(C?) et de PWS5""(G) est I'espace PWS(G) tout entier et que l'inter-

section de I3, (G(R)) et I5L (G(R)) est clairement réduite a 0, les inclusions précédentes
sont des égalités. Cela prouve les premieres assertions du lemme. La derniére en résulte

immédiatement. [

2.3 Un théoréme de Paley-Wiener décrivant ’espace SI(G(R))

Considérons 1'espace .
Dieciiny P Wei (L)

Par les constructions du paragraphe précédent, on peut le décomposer en somme directe
D; B PWOO,SIE(E) D (@ B wa,inst<i)
LeL(Mo) ell LeL(Mo) ell :

Le groupe W (M) agit sur espace total. On vérifie que cette action conserve les deux

composantes ci-dessus. On peut donc définir PW**(G) et PW (G comme les sous-
espaces des invariants par W (M) dans chacune des composantes. Notons pw** le composé

de I'isomorphisme pw : I(G(R)) — PW>(G) et de la projection sur PW>*(G). Sup-

posons prouvé que, pour tout L € L(Mp), tout © € D ;(L(R)) et tout A € Az o la

distribution f +— [ L (Ta, f7) soit stable. Alors pw* se quotiente en un homomorphisme

continu pw* : SI(G(R)) — PW>*(G). Remarquons que 'hypothese que I'on vient de
faire résulte de I'hypothese plus simple que, pour tout 7 € DZj; ,(G(R)), la distribution
f > I9(7, f) est stable. En effet, la tensorisation par un élément \ € A%, . respecte
la stabilité. Comme toujours, on suppose par récurrence que les propriétés vraies pour

G le sont aussi pour les groupes tordus plus petits, donc pour les espaces de Levi.

Donc, pour tout L € L(M,), tout 7 € Dgfw(i(R)) et tout A € A3 ., la distribution

f =I5 7, f) surj(f/(R)) est stable. Mais 'induction conserve la stabilité. Donc la
distribution f s I*(7,, f;) est stable.

Théoréme. (i) Pour tout 7 € D3 o( 7(R)), la distribution f — IC(7, f) est stable.

(ii) L’application linéaire pw** : SI(G(R)) — PW**!(G) est un homéomorphisme.

Dans le paragraphe suivant, on ramenera le théoreme a une autre assertion qui sera
prouvée en 2.7.

2.4 Un résultat d’instabilité

Notons . .
sym" s @7 PWE (L) = PW=(G)

I'application de symétrisation sym" () = > wew (1) W(p). Soit L € L(M,). On mu-

nit Deyo(L(R)) d'une base B(L) ayant les mémes propriétés que la base B de 2.2.
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En particulier, B(L) est réunion de B*(L) et B™*(L). On réalise I'espace PW3(L)
en utilisant cette base B(L). Fixons # € B(L). On note PW;(L) le sous-espace des

(p#)zeniy) € PWa °(L) tels que @z = 0 si 7' # 7. Clest un unique espace de fonctions

de Paley-Wiener sur A% e

Proposition. Pour tout L € £(My) et tout # € B™*(L), lespace pw ™~ osym" (PWx(L))
est inclus dans I (G(R)).

Montrons que cette proposition entraine le théoreme. Elle entraine

(1) l'espace pw~ (PW®s()) est inclus dans I"(G(R)).

En effet, le méme raisonnement que dans la preuve du lemme 2.2 montre que tout
élément f € pw='(PW°"s!(()) est limite d'une suite d’éléments f; qui sont combinai-
sons linéaires finies d’éléments de pw~'osym" (PWx(L), pour des couples (L, 7) vérifiant
les hypothéses de la proposition. Puisque 17/(G(RR)) est fermé, cette proposition entraine
qu'un tel f appartient a cet espace.

On a mieux :

(2) pw=H(PW"st((3)) est égal a I (G(R)).

Preuve. Soit f € I'™(G(R)). On peut la décomposer en f = f' + f”, ot pw(f’) €
PWsH(@G) et pw(f’) € PWs (). Lassertion (1) entraine que f” appartient
I1(G(R)), donc f’ aussi. Il suffit de prouver que f' = 0. En oubliant cela, on considére
f e I'"YG(R)) tel que pw(f) € PW>*(G(R)) et on veut prouver que f = 0. Par
récurrence, on peut admettre 'assertion (i) du théoreme pour tout espace de Levi propre
L de G. Soit L un tel espace de Levi, soit # € D? O(IN/(]R)) et soit A € A*LC' Comme on l'a

expliqué dans le paragraphe précédent, la distribution f' — I E(fr,\, fi) est stable. Elle an-

nule donc f. Il en résulte que pw(f) n’a de composantes non nulles que dans les PWz(G)
pour © € B*(G). Autrement dit, pw(f) appartient au sous-espace PW 7" (G(R)). A
fortiori, f est cuspidale. Mais alors, le lemme 2.2 entraine que f = 0. [J i

Soit 7 € Djfl’o(é(R)). Par définition de I'application pw, la distribution f + I¢(7, f)
annule Pespace pw ™ (PW*"s(()). D’aprés (2), elle annule 17/(G(R)), ce qui signifie
qu’elle est stable. Cela prouve I'assertion (i) du théoreme. L’assertion (2) entraine aussi
que Dapplication pw™ a pour noyau I”*'(G(R)), donc que pw® est injective. Elle est
surjective puisque pw Uest. Enfin, pw® admet une section continue, & savoir Papplication
composée

PW=(G(R)) — PW(GR) ™S I(G(R)) — SI(G(R)).

Donc pw*! est un homéomorphisme. Cela prouve le théoreme.

Commencons la preuve de la proposition. Si L = G, lassertion résulte du lemme 2.2.
On suppose donc L propre et on raisonne par récurrence sur a L= dim(Aj) en supposant
la proposition démontrée pour tout couple (L',7’) analogue & (L,7) tel que aj, < aj.

On note simplement F l'espace des fonctions de Paley-Wiener sur A7 e et on identifie

PW;(L) & F. Pour ¢ € F, on pose f, = pwosym" (). Soit M € L(M;) un espace de
Levi propre de G. En notant pr l’analogue de pw pour lespace M, le terme pw M o, i)
se déduit aisément de pw(f,;). On voit qu’il n’a de composantes non nulles que dans les

sous-espaces PW é"St(L’ ) pour des L' C M conjugués & L. En appliquant le théoréme
par récurrence a M, on voit que f,xi appartient & I mst(M(R)). Cela étant vrai pour

tout M propre, les intégrales orbitales stables de [, sont donc nulles sur tout élément
fortement régulier non elliptique de G/(R). Donc 'image de f, dans ST(G(R)) appartient
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au sous-espace Sleuqp(G(R)). D'apres le lemme 2.2, il existe un unique f3' € I st (G(R))

qui a méme image que f, dans ST(G(R)). Tl s’agit de prouver que f3* est nul. Toujours
d’apres le lemme 2.2, on peut fixer 69 € B¥(G), \g € i.A*é, poser o = 0y, et prouver
que 1¢(3, f3h) = 0. Pour ¢ € F, posons {(p) = 19(, f3h). Etudions I'application linéaire
¢ sur F. Rappelons que 3(G) agit naturellement sur F : pour z € 3(G), ¢ € F et
Ae A, ona (20)(A) = 2(u(T) + N)p(A). Parce que f3' est uniquement déterminé,
lapplication ¢ fzt est équivariante pour les actions de 3(G). Pour z € 3(G), on a

donc

Uzp) = 195, 2(f3) = 19(26, ) = 2(u(3)I°(5, £3') = 2(1(5))l(p).
Notons J l'idéal des éléments z € 3(G) tels que z(u(d)) = 0. Alors ¢ annule JF. Les
lemmes des deux paragraphes suivants nous permettrons de préciser cet ensemble JF.

2.5 Un lemme sur les fonctions de Paley-Wiener

~ On conserve les notations précédentes. Rappelons que w(7) est une Wl-orbite dans
h"* et que pu(7) est une W-orbite dans h*. Si Vintersection (pu(7) +.A% ) N () est non
vide, on note (\;)i=1,..m la famille finie d’éléments de A*E c tels que cette intersection

soit la réunion des p(7) + A; pour i = 1, ..., m.

Lemme. (i) Si (u(7) + A; ) N () =0, on a I'égalité JF = F.

(ii) Si cette intersection est non vide, il existe un entier N > 1 tel que JF contienne
toute fonction ¢ € F qui s’annule a I'ordre au moins N en chaque point \; pour i =
1,...,m.

Preuve de (i). On va montrer qu'il existe z € J tel que sa restriction a pu(7) + A*E,C
soit constante de valeur 1. L’assertion en résulte puisqu’alors ¢ = z¢ pour tout ¢ € F.
Notons Y la projection de u(&) sur hL* L'hypothese signifie que pu(7)NY = (. Pour tout
x € p(7), on peut alors trouver un polynéme ¢, de degré 1 sur HL* tel que q:(z) =0 et
q:(y) # 0 pour tout y € Y. Posons ¢ = Hweu(fr) ¢z Considérons ¢ comme un polynome

sur h* via la projection h* — h%*. Définissons un polynome zq par zo(v) = [], ey ¢(wr).
Il est invariant par W donc appartient a 3(G). Il s’annule sur M<7~T)+A*L(c car le polynome
¢ lui-méme s’annule sur cet ensemble. Pour v € () et w € W, wr appartient aussi
a (o) et se projette sur h* en un point y € Y. On a alors q(wv) = q(y) # 0. Donc
20(v) # 0, ce que l'on peut noter zy(u(d)) # 0 puisque 2y est invariant par W. Posons
z=1—z(u(5)) '2p. Cet élément répond a la question.

Preuve de (ii). Notons P I’espace des polynomes sur h*. On montre d’abord

(1) il existe un entier N > 1 tel que tout élément de P qui s’annule & 'ordre au moins
N en tout point de (&) appartient a JP.

Rappelons que 3(G) est le sous-espace des invariants par W dans P. Comme on sait,
on peut fixer un sous-ensemble (hy)wew de P tel que tout élément @) € P s’écrive de
fagon unique Q@ = " i hwQuw, avec @, € 3(G). On peut de plus fixer un élément non
nul D € P et une matrice (Dy ' )wwew d’éléments de P de sorte que, pour tout w € W
et tout A € h*, on ait I'égalité

D(MN)Quw(N) = Z Dwﬂﬂ/()‘)Q(w,)\)'

w' eW
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On renvoie pour cela a [BR] preuve de la proposition 3.3. Notons N — 1 le maximum des
ordres d’annulation de D aux différents points de p(&). Il résulte de la formule ci-dessus
que, si @) s’annule & Uordre N en tout point de p(d), alors chaque @, s’annule sur (7).
Puisque Q,, € 3(G), cela signifie que Q,, € J. Mais alors Q = > 1 Q. appartient a
JP. Cela prouve (1).

Notons H l'espace des fonctions de Paley-Wiener sur h*. Soit ¥ un ensemble fini
d’éléments de h* et soit n = (n,),ey une famille d’entiers naturels. Notons H,, resp.
Pn, U'espace des éléments de H, resp. P, qui s’annulent en tout point y € ¥ a l'ordre au
moins 7n,. On va montrer

(2) on a l'égalité H,, = PuH.

C’est trivial si tous les n, sont nuls. Supposons qu'il existe un y pour lequel n, > 0,
fixons-en un que I'on note yo. Notons n’ = (n)yey, ol n, = n, si y # yo et ny =
ny, — 1. Notons P,, I'espace des polynomes qui s’annulent en y,. L’assertion (2) résulte
par récurrence de I’assertion

(3) on a l'égalité Hy, = Py, Hu-

On ne perd rien a supposer 7y = 0. On peut fixer un systeme de coordonnées sur hj
de sorte que les coordonnées vy, ..., y, de y soient toutes non nulles pour y € Y, y # 0.
On écrit tout élément de h* sous la forme v = (14, ..., 14,). Fixons une fonction de Paley-
Wiener h sur C telle que h(0) = 1 et h s’annule a 'ordre au moins n, en tout y;, pour
yeY —{0}eti=1,..,n. Soit p € Hy. Pour i = 1,...,n, introduisons la fonction ¢; sur
h* définie par

$i(v) = (0,0, vi,yvw) [ h(wy).
J=1,eyi—1
Elle est de Paley-Wiener. Elle s’annule a 1'ordre au moins ny en 0 car il en est ainsi du
premier facteur. Le deuxieme facteur s’annule a 'ordre au moins (i — 1)n, en tout point
y €Y —{0}. Sii> 2, ¢; s’annule donc a 'ordre au moins n, en un tel point. Si¢ =1, on
a simplement ¢; = ¢ et cette propriété est encore vérifiée par hypothese. Donc ¢; € H,,.
Par construction, pour ¢ = 1,...,n — 1, la fonction ¢; — ¢;41 s’annule sur I'hyperplan
v; = 0. En posant ¢,,.1 = 0, il en est de méme de la fonction ¢,, — ¢,+1 car ¢ s’annule en
0. On sait qu’une fonction de Paley-Wiener qui s’annule sur un tel hyperplan v; = 0 est
divisible dans H par v;. Il existe donc pour tout ¢+ = 1,...,n un élément ¢, € H tel que
vipi(V) = ¢;(v) — ¢ip1(v). Il est clair que p; appartient a H,y. On a d’autre part 1’égalité

Z vioi(v) = ¢1(v) — dng1(v) = p(v),

i=1,....n

ce qui réalise ¢ comme un élément de PyH, . Cela prouve (3) et (2).

En appliquant (2) a I'ensemble Y = (5) et a la famille n = (n,) ey telle que n, soit
pour tout y un entier vérifiant la relation (1), on obtient

(4) il existe un entier N tel que toute fonction ¢ € H qui s’annule a l'ordre au moins
N en tout point de p(5) appartienne a JH.

Fixons un tel entier N. Notons maintenant ¥ ’ensemble des projections dans h** des
éléments de u(d). Il contient pu(7) par hypothese. Fixons une fonction de Paley-Wiener
h sur h¥* qui vaut 1 en tout point de () et qui s’annule & 'ordre au moins N en tout
point de Y — p(7). Soit ¢ € F s’annulant a 'ordre au moins N en tout A;, i = 1, ..., m.
Définissons une fonction ¢’ sur h* par ¢’ (A + A\;) = h(AL)p()\;), pour A\E € hb* et
A\ € A*L,tc’ C’est un élément de H qui s’annule a 'ordre au moins N en tout point de
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w(a). Appliquant (4), on peut I’écrire

SO/ = Z stpg’a

j=1,...k

ou les z; appartiennent a J et les gog» appartiennent & H. On fixe un élément zo € pu(7) et
on définit pour tout j une fonction ¢; sur A% . par ¢;(A) = ¢}(zo+A). C'est un élément

de F. Pour A € A% ., on a I'égalité

P(N) = ¢/(wo+A) = Y 2(u(@) + Ne; ().

j:17"'7k

Autrement dit, ¢ = Ej:17___7k zjp; et ¢ appartient a JF. Cela acheve la preuve. [J
Puisque notre forme linéaire ¢ annule JF, il s’ensuit du (i) du lemme que ¢ = 0 si
(u(7) + A% )N pu(6) = 0. Puisqu’on veut justement prouver que £ est nulle, on a terminé

dans ce cas. On suppose dans la suite que (u(7) + AE,(C) Nu(c) # 0. En conséquence du
(ii) du lemme, on a
(5) pour i = 1,...,m, il existe un opérateur différentiel D; sur A% . tel que

Ue)= Y (Dip)(N)

i=1,....m

pour tout ¢ € F.

2.6 Fonctions f, a support assez régulier

Soit ¢ € F. Introduisons la fonction ¢ sur A; dont la transformée de Fourier est
la restriction de ¢ a iA3. On iritroduit la fonction f} sur L(R) définie par f2(7) =
o(Hji (7)) f[7](y) pour tout v € L(R). On a vu dans la preuve du lemme 2.2 que cette

fonction appartient a C2°. (L(R)) et que, en notant encore f£ son image dans I(L(R)),

N N cusp / A
pw"(f}) est Pélément de PW 7 (L) dont les composantes sont nulles pour 7' € B(L)—{7}
et dont la composante sur 7 est . Introduisons ’espace

(]‘) @MEL(MO);GMI:(IZ, ICUSP(M(R))

Le groupe W (M,) y agit naturellement et on a montré en [I] 4.2 que le sous-espace des in-

variants était le gradué Grz I(G(R)) d’ordre a; d'une certaine filtration (F"I(G(R)))

de I(G(R)) (la notation F pour cette filtration n’a rien a voir avec notre espace de Paley-

n:aMO,...,aé
Wiener). On peut considérer f comme un élément de I'espace (1). Posons

fet= > w(fh).
weW (Mo)

On voit alors que f, est un élément du terme F°2I(G(R)) de notre filtration et que son
image dans GrozI(G(R)) est for. Donc, pour un espace de Levi M € L£(M,) et pour
un élément v € M(R) elliptique dans M(R) et fortement régulier dans G(R), on a les
égalités suivantes
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(2) si ay > ap ousiay = ag et M nest pas conjugué a L, 1¢(y, fs)=0;
(3)si M =1L,

0, f) = Y IMw(), B = > e(wEH () I (wr, fI7),

wew (L) weW (L)

o W(L) = Norme gy (L L)/L(R).

Supposons que i

(4) le support de fé soit formé d’éléments v € L(R) qui sont G-équisinguliers, ¢’est-
a-dire tels que L, = G,.

Dans ce cas, on peut trouver un voisinage compact U; dans G(R) de ce support et
un voisinage compact Us de U; tels que tout élément de U, soit conjugué par G(R) a
un élément de L(R). On peut trouver une fonction h sur G(R) qui est invariante par
conjugaison par G(R), qui vaut 1 sur U; et qui vaut 0 sur tout élément v € G (R) qui n’est
pas conjugué a un élément de Us,. Posons g, = hf,. Cette fonction vérifie des propriétés
analogues a (2) et (3). La propriété de h entraine que I'on a aussi (7, 9g,) = 0 pour M
et v comme plus haut, si ay; < aj. En définitive, pour un espace de Levi M € E(MO) et
pour un élément y € M(R) elliptique dans M (R) et fortement régulier dans G(R), on a
les égalités suivantes i

(5) si M n’est pas conjugué a L, I%(v, g,) = 0;

(6)si M =L,

I9(0v,9,) = > (w(H (V)T (wy, f[7]):

weW (L)

De ces formules et de I'instabilité de 7 résulte que g, € I"**(G(R)). De la comparaison
de (2) et (3) d’une part, de (5) et (6) d’autre part, résulte que, pour tout n > aj, les
composantes dans

() (®Birecuty)ay, - Wi S o)

de pw(g,) et de pw(f,) sont égales. Elles sont donc nulles si n > aj et égales a sym" () si
n=aj. Supposons az < n < aj. On peut admettre le théoreme 2.3 par récurrence pour
les M tels que a;; = n. C'est-a-dire que 7’ est stable pour tout 7’ € B*'(M). L’instabilité
de g, implique alors que la composante de pw(g,,) dans I'espace (7) appartient au sous-
espace )
(@MeL(MO);aM:nPWQ?’mSt(M))W(MO)-

On a posé une hypothese de récurrence au début de la preuve de la proposition 2.4.
Elle nous dit que I'image par pw~!' de l'espace ci-dessus est inclus dans Ii"St(é(R).
Reste le cas olt n = ag. L’espace (7) se réduit a P e”(G), que l'on peut décomposer en
PWS*H(G)@PWS™ (G). On note pw?,(g,) et pwiit(g,) les projections de pw(g,) dans

chacun de ces sous-espaces. Le lemme 2.2 nous dit que pw?},(g,,) appartient & I, Csisp(G (R))

inst

tandis que pw’}**(g,) appartient a Ing’;(G(R). Posons g5 = pw™ (pws};(g,)). Cela prouve
que

9o € fot g2+ I G(R)).

Puisque g, appartient elle-méme & 7 (G/(R)), on obtient

fo + 93 € I™'(G(R)).
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En se rappelant la définition de f3', on obtient f3' = —g2'. Alors

Up) = I%G, f3) = —1%(5,9%) = —1(5., g,),

la derniere égalité résultant de la définition de gjf. Comme on sait, le caractere de &
est donné par une fonction localement intégrable @5 sur G(R). Notons 7" un tore tordu
maximal elliptique de L (I'existence de @ € Deyo(L(R)) implique 'existence d’un tel
tore). Parce que l'on est dans une situation a torsion intérieure, on sait qu’il n’y en
a qu'un, & conjugaison pres par L(R) et on peut supposer que tout élément de W (L)
conserve ce tore tordu. L’égalité précédente et les relations (5) et (6) entrainent ’égalité

weW (L

()= 3 /m) DO ()20, (7)o w(Hy (1) T (. 7)) .
)

la constante ¢ > 0 ne dépendant que des mesures. Puisque O; est invariant par W(MO),
cette expression se simplifie d’ailleurs en

o) =—dW (@Dl | D0 *Os(e(H ()" (. fI7]) .
En se rappelant la décomposition L(R) = A; x L(R)" et en posant T(R)! = T(R)NL(R)",
on obtient

® o) =W /ml [, DEteaptanyy

O (exp(H)y" )p(H)I" (v, f[7]) dH dr'.

2.7 Utilisation de la propriété : une représentation elliptique
est supertempérée

Fixons ¢ € F. Pour X € Aj;, définissons la fonction px € F par px(\) = e<¥*>p())
pour tout A € A*E,C' Si ¢, resp. ¢x, est la fonction sur A; dont la transformée de Fourier
est la restriction de ¢, resp. px, a 143, on a ¢x(H) = ¢(H — X). Done, ¢ étant fixé, la
fonction f,, vérifie 'hypothese (4) du paragraphe précédent pour tout X assez grand.
Fixons un réel € > 0 assez petit et un réel C' > 0. Considérons le domaine D des X € Aj;
qui vérifient les deux conditions

1) IX] > C;

(2) pour tout av € 3X(A;), |a(X)| > € X].

On fixe C assez grand pour que f,, vérifie I'hypothese (4) du paragraphe précédent
pour tout X € D. Soit P € P(L), notons Ap la base de X(A;) associée & P et Cp C Aj
la chambre positive associée & P. Supposons X € DNC 5. On peut appliquer la formule
(8) du paragraphe précédent, qui, par changement de variable H — H + X, nous donne

3 Uox) = —c|W(L DS (exp(H + X )y1)Y2
@ o) = WDl [ DPeapti 40
O (exp(H + X )y )p(H)IH (Y, f7]) dH d*.
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Puisque ¢ est a support compact, on a H+X € Cp si <;5(H ) # 0, pourvu que C' soit choisi
assez grand. On sait que 'on peut alors développer D% (exp(H + X)7')Y/204(exp(H +
X)v!) comme somme finie

S G (H + X)es 520,41,

j=1,...k

ou les g; sont des polynomes, les v; sont des éléments de A*L c et les ©; sont des fonctions

bornées sur f(R)l, C™ sur le sous-ensemble des éléments réguliers. On se rappelle que
0 = 0p,),, OU Ao € i.A*é et g est une représentation elliptique. Moeglin a prouvé que o
était supertempérée ([Moe]). Il en résulte que les Re(v;) sont des combinaisons linéaires
a coefficients négatifs ou nuls des éléments de A, 'un au moins des coefficients étant

strictement négatif. Il résulte alors de la formule (3) que limXeDmcﬁ,‘XHwE(goX) = 0.
Cela étant vrai pour tout P, on a plus simplement limxyep |x|—ofl(@x) = 0. Mais il
résulte de 2.5(5) et de la définition de px que £(¢x) est un polyndéme exponentiel en X,
c’est-a-dire que
Upx) = > G(X)e=¥,
i=1,..,m
pour des éléments A; de ‘A*E,C et des polynomes ¢;. Notons que cette égalité est cette fois

vraie pour tout X. Le lemme ci-dessous (appliqué a l'ouvert U des éléments de A; qui
vérifient (2)) entraine que ce polynome exponentiel est identiquement nul. En particulier,
pour X =0, ¢(¢) = 0. Cela acheve la preuve de la proposition 2.4 et du théoreme 2.3.

Lemme. Soit V un espace euclidien (de dimension finie), soit U un ouvert de V in-
variant par multiplication par R* et soit f un polynome exponentiel sur V. Supposons
lZ'mXeUJx‘_)OOf(X) = 0. Alors f =0.

Preuve. On écrit comme ci-dessus

)= 3 a0

i=1,....m

ou les \; sont distincts et les ¢; sont non nuls. Si f n’est pas nul (i.e. m > 1), on
peut trouver un élément Xy # 0 de U tel que les produits < Xy, \; > soient deux-a-
deux distincts et ¢;(Xo) # 0 pour tout i. La restriction fp de f a la droite D passant
par Xy est alors un polynome exponentiel non nul qui vérifie lim x| fp(X) = 0. Cette
construction nous ramene au cas ou V' est une droite, auquel cas 1’assertion est un simple
exercice que 'on laisse au lecteur. [

2.8 L’espace D*_(G(R))

spec
On note D% (G(R)) le sous-espace des éléments de Dype(G(R)) qui sont des dis-

spec

tributions stables, c’est-a-dire qui annulent I*'(G(R)). Le corollaire suivant résulte
immédiatement du théoreme 2.3 et des relations 1.2(2) et 2.4(2).

Corollaire. On a I’égalité

st ~ G st T W(MO)
Diter(GR)) = (e Inds (D (LRY))
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2.9 L’espace SI(G(R), K)

On note SI(G(R), K) I'image de QSO(G(R), K) dans SI(G(R), K). On fixe des bases

B(L) comme en 2.4. On note PW*(G) le sous-espace de PTW**(G) formé des familles
(Soi,fr)iez:(Mo),ﬁeB(Z) telles que 'ensemble des (L, ) pour lesquels ¢ ~ 7 0 est fini.

Corollaire. L’application pw*® se restreint en un isomorphisme de SI(G(R), K) sur

PWHG).

Preuve. D’apres le théoreme de Delorme et Mezo, C°(G(R), K) s’envoie par pw

sur PW(G). La projection dans PW>*(G) de cet espace est égale a PW*'(G). Donc

pw* se restreint en une surjection de SI(G(R), K) sur PW*!(G). Cette restriction est
évidemment injective puisque pw*! 'est. [

3 Transfert

3.1 Définition d’un transfert spectral elliptique

On revient au cas ou (G, é,w) est quelconque. Comme on I'a dit en 2.2, on fixe
des mesures de Haar sur tous les groupes qui apparaissent. Soit G’ = (G’,G’,§) une
donnée endoscopique elliptique et relevante de (G, G, w). Shelstad a prouvé 'existence
du transfert ~

I(GR),w) — SI(G)
f = f¢
cf. [S]. Tl envoie Ius,(G(R),w) dans ST, (G'). Soit & € Dz o(G'), cf. 2.1. Considérons
Papplication linéaire sur I.,.,(G(R),w) définie par f — S (5, ). Le lemme 2.1 et
le fait que ¢ est 3(G’)-finie implique que cette forme linéaire est elle-méme 3(G)-finie.
On a défini I'espace D%, ((G’) de sorte que cette forme linéaire se factorise en une forme

linéaire sur I.,s»(G(R)/As,w), cf. 2.1(2). Il existe donc un élément 7 € Dy o(G(R),w),
nécessairement unique, tel que

17, f) = §9(5, f<)
pour tout f € Icusp(é(R),w). Plus généralement, pour & comme ci-dessus et pour \ €

AZ",C ~ Aa(c, on a

(0, f) = 89 (ox, 9)
pour tout f € I.,,(G(R),w). En précisant le raisonnement ci-dessus, on voit qu’avec les
définitions de 2.1, on a I'égalité fi(7\) = fi(dy).
On appelle transfert spectral elliptique ’application linéaire

D) = DalG(R),w)

O — %A

ou ici, A appartient a A%,
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3.2 Le théoreme
Les données sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

Théoréme. Soit 5 € D*,(G'), notons 7 € Dy(G(R),w) son transfert spectral elliptique.
Alors T est le transfert de &, c’est-a-dire que 'on a I'égalité

I9(7, f) = S¥(6, f¥)

pour tout f € I(G(R),w).

Preuve. Pour tout L € £(M), on fixe une base orthonormée B(L) de Dey (L, w)
et on réalise 'espace PW;;;(E,W) a 'aide de cette base. Les deux membres de 1'égalité
de I'énoncé sont continus en f. Grace au théoreme de Paley-Wiener, il suffit de fixer
Le E(Mo) et 7 € B(L) et de prouver que cette égalité est vérifiée pour f € pw=!o
sym"W (PWx(L,w)), ott on utilise les mémes notations qu'en 2.4. C’est vrai par définition
du transfert spectral elliptique si L = G. On suppose donc L * G et on raisonne par
récurrence sur aj. Puisque 7 est elliptique et L #* G’ on a I9(7, f) = 0 pour tout
f e pwtosym™(PW;(L,w)). 1l s’agit de prouver que 'on a aussi SG/(6, fG/) =0. On
utilise les mémes notations qu’en 2.4 : on note F = PWx(L,w) et f, = pw~to symw(go)
pour ¢ € F. On définit I'application linéaire ¢ sur F par {(p) = SG,( (f¢) ). On a
défini la W -orbite ji(5) dans fi(w) 4+ h%*. On note simplement ps la W-orbite qu’elle
engendre dans h*. Le lemme 2.1 entraine que l'on a 1’égalité

U(2p) = 2(s)l(p)

pour tout ¢ € F et z € 3(G). Le lemme 2.5 a de nouveau les conséquences suivantes :
(1) si (u(7) + A*E,(C) Nps =0, alors £ = 0.
Dans ce cas, on a fini. Supposons au contraire que (u(7) + ‘A*E,C) N ps # 0. Alors
(2) il y a un nombre fini de points \; € A% o, pour i = 1,...,m, et, pour tout ¢, un
opérateur différentiel D; de sorte que

Ue)= Y (Dip)(N).

i=1,....m

Soit ¢ € F. On introduit comme en 2.6 une fonction f € Lusp(L(R), w). Supposons
que le support de cette fonction vérifie la condition 2.6(4). On construit alors ’élément
9o € I(G(R),w) qui vérifie des égalités analogues & 2.6(5) et (6). Précisément, pour un
espace de Levi M € L(Mj) et un élément v € M(R) elliptique dans M (R) et fortement
régulier dans G(R), on a

(3) si M n’est pas conjugué a L, I9(v,w,g,) = 0;

(4)si M =L,

I9(y,w,9,) = > Sw(Hy (NI (v,0, 0™ (FI7]).
weW (L)

L’image g, est somme de f, et de termes g, ,, pour n = ag,...a; — 1, ot pw(gyn)
appartient a

(EBMEE(MO);aMznP ell(M w))W(MO)
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Parce que 'application f — SG/(&, f) est continue, I’hypotheése de récurrence nous dit
que S (7, gg;) = 0 pour tout n = ag+1,...,a; — 1. En posant simplement gy ci = gp.a;;
on obtient
(5)  Up)=8%@, fF) = 595,95) — S¥(E, 95 )-
Puisque g, o est cuspidale, la définition du transfert spectral elliptique nous permet de
récrire i i
E(Qp) = SG,(&v QS,) - ]G(%a 990,611) = SG,(&v QS,) - ]G(%v gso)'
On fixe ¢ € F. Soit X € A;. On définit la fonction ¢x comme en 2.7. Pour un domaine
D comme dans ce paragraphe, la fonction ¢y vérifie la condition 2.6(4) pour X € D.
Parce que 7 est elliptique, donc supertempérée, le méme raisonnement qu’en 2.7 montre
que ~
(6) limXeD;\Xl—mo[GGa gox) = 0.
A Taide des formules (3) et (4), on calcule aisément les intégrales orbitales stables de
la fonction gg;(. On fixe des données auxiliaires G},...,A; pour G’, en supposant pour
simplifier que le caractere )\%,1 de 2.1 est trivial. Soit L’ un espace de Levi de G’. Notons
L son image réciproque dans G'. Soit 8, € I~/1(]R)~ un élément G-régulier et elliptique
dans L) (R). Il lui correspond un sous-ensemble de G(R) qui est soit vide, soit une classe
de conjugaison stable d’éléments fortement réguliers. Si cet ensemble ne contient aucun
élément elliptique de L(R), il résulte de (3) que

Syt (01,95%) = 0.

Supposons qu’il corresponde a d; un élément v € z(R) qui est elliptique. Cela entraine
que les espaces Aj, et A; sont isomorphes et que H;(v) = Hj (0) (cf. 2.1). Fixons
un ensemble de représentants (7;);—1,. x des classes de conjugaison par L(R) dans la
classe de conjugaison stable de v dans L(R). On sait que c’est aussi un ensemble de
représentants des classes de conjugaison par G(R) dans la classe de conjugaison stable
de v dans G(R). De plus, H;(v;) = H;(v) pour tout j. On a alors

S99 = Y [Za(iR) : Goy (R)] 7' A(61,7)

ST b(w(Hi () — X)IF (w0, w  (FIF])).
weW (L)

Pour tout w € W(L), notons g, le transfert dans Sb\l(f/l(R)/QlL/l) de la fonction
w™L(f[7]). On obtient I'égalité

SV 01,95 = > Slw(H(9)) — X)S5 (81, gu).

weW (L)

A T'aide de ces formules, on peut adapter la preuve de 2.7 : le fait que & soit supertempéré
entraine que

limXeD;|X\~>ooSG,(&a gg;{) = 0.
Grace a (5) et (6), cela entraine
limxep;x|—l(px) = 0.

De nouveau, le lemme 2.7 montre que cette relation est contradictoire avec (2), sauf si
¢ = 0. Cela démontre cette nullité et le théoreme.
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3.3 Le transfert spectral

Fixons des données auxiliaires G,...,A; pour notre donnée endoscopique G’. On a la
variante du corollaire 2.8, avec des notations évidentes :

st 1 ’ WG/(M(I))
Diteey (GLR)) = (Dpecqy Ind5 (D, L R)))

Quand on fait varier les données auxiliaires, on a une petite difficulté. Soit I/ € L(M}).
Deux cas se présentent. Si I est relevant pour G, les espaces D2 AL (L4 (R)) se recollent

naturellement en un espace que l'on peut noter D, c(L'). Si L’ n'est pas relevant, il n’y
a pas de recollement intrinseque (c’est-a-dire ne dépendant que de L' et pas du groupe

ambiant G’) entre ces espaces. Par contre, les espaces induits nd (Djfl /\I’C(f/ (R))) se

recollent. Cela ne nous géne pas trop car il est clair que les transferts A G (R) des éléments

de ces espaces sont nuls. Notons EG(M /) le sous-ensemble des éléments de L£(M}) qui
DstG’ nul (G/> des

spec

espaces [nd (Defl AL (L, (R))) pour les I/ € L(M}) — LE(M}). On a alors

sont relevants pour G. Notons (G') la somme des images dans D

spec

W (1)
) 0 @DstG nul(G)

spec

Ditoo( @) = (Oprecoqiy nds (Dih (L)
On définit une application linéaire, que par anticipation, on note

transfert : D (G') = Dypee(G(R),w)

spec
de la fagon suivante. Elle est nulle sur Dj;g nul(). Soit I/ € £F(M}). On peut identifier
L’ & une donnée endoscopique de (L,L,a), ot L est un élément de £(M;). On a le
transfert spectral elliptique, qui se prolonge en une application linéaire DSZZC<L/ ) —

Deyc(L(R),w). Par induction, on en déduit une application linéaire
Indg (D% (L)) = IndS (Deyc(L(R), w)).

Le dernier espace s'envoie naturellement dans Diye.(G(R),w). Alors Papplication trans fert
coincide sur Indg (Dg, o(L')) avec le composé des deux applications précédentes. Puisque
le transfert commute a I'induction, le corollaire suivant résulte immédiatement du théoreme
3.2.

Corollaire. L’application transfert est bien le transfert endoscopique, c’est-a-dire que,
pour tout & € Dt (G') et tout f € I(G(R),w), on a I'égalité

spec

Ié(transfert((f),f) = 5% (5, <.

Remarque. Sil’on rétablit plus canoniquement les espaces de mesures, I’application
transfert devient une application linéaire

transfert : D% (G') ® Mes(G'(R))* — Dgpee(G(R),w) @ Mes(G(R))*.

spec
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3.4 Transfert K-fini

Soit {2 un ensemble fini de K-types, c’est-a-dire de représentations irréductibles de
K. Pour une fonction f sur G(R) et pour k € K, notons A\y(f), resp. pi(f), la fonction
v f(k7y), resp. v — f(vk). On dit que f se transforme & gauche, resp. a droite
selon () si la représentation de K dans l’ensemble de fonctions {A;(f);k € K}, resp.
{pk( );k € K}, se décompose en représentations irréductibles appartenant a 2. On note

C*(G(R), Q) Pespace des fonctions qui se transforment & droite et a gauche selon §2. On
note I(G(R),w, Q) son image dans I(G(R),w). L’espace C°(G(R), K) est la réunion des
C=(G(R), Q) quand Q parcourt tous les ensembles finis de K-types.

Soit (m,7) une w-représentation telle que 7 soit irréductible ou, plus généralement
telle que 7 soit de longueur finie et que toutes ses composantes irréductibles aient un
méme parametre infinitésimal. Notons u ce parametre, qui est une orbite dans h* pour
Paction de . On a vu en 1.2 que Uintersection (fi(w) -+ b%*) Ny était une unique orbite
sous I'action de W?. Notons-la fi(7). Soient L € L(Mp) et 7 € Eqo(L,w). A 7 est associé
une orbite ji(7) C fi(w) + h?* pour I'action de W9, Notons ji(7 )G I orblte pour l'action
de W? engendrée par [i(7). Appelons "type spectral” une orbite dans ji(w) + h?* pour
Paction de W?. Réalisons I'espace PW (G, w) en fixant des bases comme en 2.2. Pour
L € L(M,), on note B(L) la base fixée de Dy o(L(R),w). Pour un type spectral fi,
définissons le sous-espace PW (G, w, fi) des familles (P7.7) Eer(it) zep(i) appartenant a

PW*>(G, w) vérifiant la condition suivante :

- pour L € L(My) et 7 € B(L), on a ¢j ; = 0 si u(7)C # fi.

1 est clair que PW (G, w) est la somme directe des PW (G, w, fi) sur tous les types
spectraux ji (et PW™(G,w) est le complété de cette somme). Plus généralement, pour un
ensemble fini QP de types spectraux, notons PW(G, w, ) la somme des PW(G, w, i)
pour i € QPY. Le théoreme de Delorme et Mezo affirme précisément que

(1) pour tout ensemble fini Q de K-types, il existe un ensemble fini QP de types
spectraux tel que prw([(é(R) w,Q)) € PW(G,w, Q)

(2) pour tout ensemble fini 27 de types spectraux, il existe un ensemble fini Q de
K-types tel que PW (G, w, Q") C prw(I(G(R) w, Q).

Dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, on a les variantes
stables ST(G(R), Q) et PW*'(G, Q""). En reprenant la preuve du corollaire 2.9, on obtient
des variantes de (1) et (2) pour ces variantes stables.

Fixons des données auxiliaires G,...,A; pour notre donnée endoscopique G’. On fixe
un sous-groupe compact maximal K| de G'|(R). Les constructions ci-dessus s’adaptent
a ces données auxiliaires, en considérant alors des fonctions et des représentations qui
se transforment selon le caractere A; de C1(R). Il convient peut-étre de parler alors de
Ai-type spectral

Corollaire. (i) Pour toute fonction f € C>°(G(R)) qui est K-finie, le transfert f& est
I'image dans SI(G') d’une fonction K-finie dans g"j\l(é’l(R))

(ii) Soit §2 un ensemble fini de K-types. Alors il existe un ensemble fini Q) de K-
types tel que, pour tout f € CSO(G(R), Q), le transfert f& est I'image dans SI(G’) d’un
élément de f‘j\l(é’l (R), ).

(iii) Soit €} un ensemble fini de K{-types. Alors il existe un ensemble fini Q de K-
types de sorte que la condition suivante soit vérifiée. Soit fo € C’OO(@(R)), supposons
que son transfert f&' soit I'image dans SI(G') d’un élément de c/\I(G’( ), Q). Alors

il existe f € C®°(G(R), Q) tel que f& = f&.
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Preuve. Evidemment, (i) résulte de (ii). Le transfert s’identifie & une application
linéaire
transfert : PW>=(G,w) — PW;f’St(éll).
Notons Im son image. Grace aux propriétés (1) et (2) ci-dessus et a leurs analogues
stables, les assertions (ii) et (iii) résultent des propriétés suivantes
(3) soit 2P un ensemble fini de types spectraux pour G ; alors il existe un ensemble
fini P de A;-types spectraux pour é’l de sorte que

trans fert(PW (G,w, Q")) C PW3H(GY, QP™);

(4) soit (P un ensemble fini de A;-types spectraux pour é'l, alors il existe un
ensemble fini QP de types spectraux pour G de sorte que

Im N PWHGY, QP") C transfert(PW (G, w, Q7).

Un \;-type spectral i’ pour é'l est une orbite pour l'action de W& dans h&"*. Cet
ensemble est isomorphe & ji(w) + h%*, I'isomorphisme étant compatible avec les actions
de W& et W? et le plongement de W& dans W?. On peut donc définir 'orbite pour
WY engendrée par ', que 'on note (i')¢. On obtient une application q : i’ + (@) de
I’ensemble des \;-types spectraux pour (N}”l dans I’ensemble des types spectraux pour G.
Cette application est a fibres finies. Montrons que

(5) pour tout type spectral i pour G, on a linclusion

trans fert(PW (G, w, i) C PW3H(GY, ¢ ().

Soit (SOZ,fr)ZeL(MO),freB(E) un élément de PW>°(G, w), notons (‘Pig,al)Z/ez:(Mé),&leBst(i’l)
son transfert (avec une notation évidente). D’apres le corollaire 3.3, on a la description
suivante. Soit L' € L(My). Si L' ne correspond pas a un espace de Levi de G, alors
©is 5 = 0 pour tout 7;. Supposons que L' soit associé & un espace de Levi L € E(MO)

Pour &, € B*(L}), on peut écrire transfert(d;) comme une combinaison linéaire finie
d’éléments de la base B(L) :

transfert(ay) = Z CATT.

On a alors

Par compatibilité du transfert avec les actions des centres de l’algebre enveloppante,
on sait que les éléments 7 qui apparaissent ont un caractere central paramétré par la
Wk-orbite dans h* engendrée par la W -orbite u(4;) dans h&'* ~ ji(w) + h%*. 1l en
résulte que ji(7) = (fi(71))¢. Supposons que la famille (¢ #)Eec(ity) 7ep (i) @ppartienne a
PW(G,w, j1). Si ju(é1) & g~ (ji), le coefficient ¢z est nul ou ¢ 7 est nul. Donc ¢y, 5 = 0.
Cela prouve que la famille (¢ 5, ) irepir) 5.0 (ig) aPPartient a PW3 HG g )) Cela
prouve (5).

L’assertion (3) en résulte immédiatement : il suffit de prendre pour 7% la réunion
des ¢! (1) pour pu € QP¥.
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Pour tout type spectral i1 pour é, on a défini PW( ~,w, ,[L)~ comme un sous-espace
de PW>(G,w). On a un projecteur p; : PW>*(G,w) — PW(G,w, it). 1l associe a une

famille (@i,ﬁ)ZeL(MO),freB(L) la famille (‘P'Lﬁ)iea(Mo),freB(i)a ou

SOC _ Pi 7 s1 la(ﬁ-) = ﬁv
L 0, sinon.

Plus généralement, on a un projecteur pos : PW>™(G,w) — PW(G,w, Q") pour tout
ensemble fini QP de types spectraux. La preuve de (5) prouve plus généralement que,
pour tout tel ensemble, on a

transfert o porw = pg-1(qew) © trans fert.

Soit (XP¥ un ensemble fini de A;-types spectraux pour G, posons Qe = ().
Soit ¢’ € Im N PWHG,, ). Introduisons un élément ¢ € PW®(G,w) tel que
transfert(p) = ¢'. Parce que ¢’ € PW3Y( 7L Q) on a Pg-1(arw) (') = ¢'. Donc

Q' = qul(pr)(go') = pg-1(awwy © trans fert(p) = transfert o pops ().

Donc ¢’ est le transfert de Pélément pose (@) € PW (G, w, Q??). Cela prouve (4) et le
corollaire. [

3.5 Transfert K-fini, version générale

Considérons dans ce paragraphe un K-espace K é’, cf. [I] 1.11. On fixe pour chaque
composante connexe K ép un espace de Levi minimal Mp,o et un sous-groupe compact
maximal K, de G,(R) en bonne position relativement & M, . Les définitions du pa-
ragraphe précédent se généralisent immédiatement. Un ensemble fini de K-types est la
réunion disjointe d’ensembles finis de K-types. On a une application de transfert

](KG(R)v w) — G9G’6€(G~’7a)SI(C",)'

On renvoie a [I] 4.11 pour les notations (on a supprimé les espaces de mesures, les mesures
étant fixées depuis 2.2). Pour tout G’ € £(G, a), fixons des données auxiliaires GY,...,A;
et un sous-groupe compact maximal K% de G7(R).

Corollaire. (i) Soit €2 un ensemble fini de K -types. Alors il existe pour tout G’ € £(G, a)
un ensemble fini de K% -types QC1 de sorte que, pour tout f € C®°(KG(R),w, Q) et tout
G’ € £(G,a), le transfert f& soit I'image dans SI(G') d’un élément de é’jl(é”l (R), Q%1).

(ii) Pour tout G' € £(G, a), soit Q%1 un ensemble fini de K%i-types. Alors il existe
un ensemble fini €} de K-types de sorte que la condition suivante soit vérifiée. Soit fo €
C=(KG(R)), supposons que, pour tout G’ € £(G,a), le transfert fS' soit I'image dans
SI1(G') d’un élément de g’;l(é’l (R), Q). Alors il existe un élément f € C°(KG(R), )
tel que & = & pour tout G’ € £(G,a).

Preuve. Le (i) se déduit immédiatement du (ii) du corollaire précédent. Le (ii) se
prouve de la méme fagon que le (iii) de ce corollaire. On laisse les détails au lecteur. O
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3.6 Le cas du corps de base C

Dans tout 'article, le corps de base était R. Remplacons-le maintenant par C. Les
mémes définitions et théoremes restent valables. En effet, considérons un triplet (G, G, a)
défini sur C. Par restriction des scalaires, on en déduit un triplet (Gg, Gr. ag) sur R. I
suffit alors d’appliquer les théoremes a ce triplet. En fait, le cas complexe est beaucoup
plus simple. Il n’y a de fonctions cuspidales sur é((C) que si G est un tore. Le groupe
G est forcément déployé. Dans le cas ou (G, G, a) est a torsion intérieure, on a 1’égalité

SI(G(C)) = I(G(CT)).
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