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❆❜str❛❝t

●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛✬s s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣❛♣❡rs ❛r❡ ✐♥ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts st✐❧❧ t♦♣✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛❧✲♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❬✶✵❪

❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❛♥② ❡✛♦rts t♦ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❛s ❛ s❝✐❡♥t✐st✱ s♦♠❡ ❞❡❡♣ ♣❛rts ♦❢ ❤✐s s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts

r❡♠❛✐♥ ♥♦t ②❡t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❲❡ st❛rt ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲✉❝✐♦ ❘✉ss♦ ✭❬✶✵✻❪✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r

❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s r✐❣♦r♦✉s❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ tr② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❡r❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ P✐♦❧❛ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦✇❛❞❛②s t♦♦ ♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡

✇❤✐❧❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳

✶ ❆ ♣r❡♠✐s❡ ❛❜♦✉t ❧✐♥❣✉✐st✐❝✱ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❜❛rr✐❡rs ✐♠♣❡❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐s✲

s✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t♦ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❜❛rr✐❡rs ♠❛② ♣❧❛② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦❧❡ ✐♥

t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t P❡❛♥♦ ❬✾✻❪ ✐♥ ✶✾✵✸✱ ❜❡✐♥❣ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s

✇❤✐❝❤ ❛ ❇❛❜❡❧ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ s❝✐❡♥t✐sts✱ tr✐❡❞ t♦ ♣✉s❤ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢

▲❛t✐♥ ♦r ♦❢ ❛♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧✐♥❣✉❛ ❢r❛♥❝❛ ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧❛t✐♥♦ s✐♥❡ ✢❡①✐♦♥❡✳ ❆❝t✉❛❧❧② ✐♥ ❘✉ss♦ ❬✶✵✺❪✱

❬✶✵✻❪ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝❧❡❛r❧② ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❜❛rr✐❡rs ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r♠✐t

t❤❡ ▲❛t✐♥ s♣❡❛❦✐♥❣ s❝❤♦❧❛rs t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❍❡❧❧❡♥✐st✐❝ s❝✐❡♥❝❡✿ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ▼✐❞❞❧❡ ❆❣❡s✳

✶✳✶ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❛s ❛ ♣r♦t❛❣♦♥✐st ♦❢ ■t❛❧✐❛♥ ❘✐s♦r❣✐♠❡♥t♦ ✭❘❡s✉r❣❡♥❝❡✮

■t ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s❝✐❡♥t✐st r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥♥♦t✐❝❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r

❛ s♦ ❧♦♥❣ ❛ t✐♠❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t tr❛❝❡s ❛♥❞ ❜② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❤✐♥ts ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❛r❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛

✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✿ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦t❛❣♦♥✐st ♦❢ ■t❛❧✐❛♥ ❘✐s♦r❣✐♠❡♥t♦ ✭❘❡s✉r❣❡♥❝❡✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❤✐s ❡✉❧♦❣② ✭t❤❛t ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡✮ ✐♥ ♠❡♠♦r✐❛♠ ♦❢ ❤✐s ▼❛❡str♦

❱✐♥❝❡♥③♦ ❇r✉♥❛❝❝✐✳ ❚❤✐s ❡✉❧♦❣② ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✶✽✶✽ ✭t❤r❡❡ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❘✐♠✐♥✐ Pr♦❝❧❛♠❛t✐♦♥ ❜② ●✐♦❝❝❤✐♥♦ ▼✉r❛t t❤❛t✱ t♦ ❣✐✈❡

❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐ts ❝♦♥t❡♥t✱ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ■t❛❧✐❛♥s✦ ❚❤❡ ❤♦✉r ❤❛s ❝♦♠❡ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ②♦✉r ❤✐❣❤❡st ❞❡st✐♥② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❘❡s✉r❣❡♥❝❡✮✳ ■♥ ✐t ✭❝♦♠♣❧❡t❡❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ◆❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❛t t✐♠❡✱ ❝♦✉❧❞ ♣✉rs✉❡ s♦♠❡ s❡r✐♦✉s ❧❡❣❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❡✉❧♦❣②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❤✐s ♣❡rs♦♥❛❧

❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ❡✉❧♦❣② st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞s

✏ ■t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♣❛✐♥❢✉❧ ❢♦r ✉s t♦ ❛♥♥♦✉♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ❞❡❛t❤ ♦❢ ❛ tr✉❧② ❣r❡❛t ♠❛♥✱ ✇❤♦✱ ❛s ❞✉r✐♥❣ ❤✐s ❧✐❢❡✱ ✇❛s ❛ ❣❧♦r② ❢♦r

■t❛❧②✱ ✑

❛♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞s

✏▼❛② t❤❡s❡ ❧❛st ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥✈❡♥t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❣❡♥✐♦✉s ●❡♦♠❡t❡r ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❝❛♣❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t❡❞ s❝❤♦❧❛r✱ ✇❤♦

❝♦✉❧❞ ❡♥❧✐❣❤t❡♥ t❤❡♠ ❛s t❤❡② ❞❡s❡r✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❈■❊◆❈❊❙✱ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦r② ♦❢ t❤❡ ❆❯❚❍❖❘ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡st✐❣❡ ♦❢ ■❚❆▲❨✑✳

■♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❡✉❧♦❣② ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✿

✶



• ✏ ■t s❡❡♠❡❞ ❛s ✐❢ t❤❡ ❙♣✐r✐t ♦❢ ■t❛❧② ✇❤♦ ✇❛s ✐♥ ❣r❡❛t s✉✛❡r❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ ♠♦st ❜r✐❧❧✐❛♥t st❛r ♦❢ ❛❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

s❝✐❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✐❧❧✉str✐♦✉s ▲❛❣r❛♥❣✐❛✱ ❤❛❞ ❧❡❢t t❤❡ ◆❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❙♣✐r✐t ✇❛♥t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r st❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡✐♥❣ ❜♦r♥ ♦♥

t❤❡ ❜❛♥❦s ♦❢ t❤❡ r✐✈❡r ❆r♥♦✱ ✇❛s ❜♦✉♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ❡✈❡♥ ♠♦r❡

s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜② ✇❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❇r✉♥❛❝❝✐ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❛❞♠✐r❡r ✐♥ ■t❛❧② ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞♦❝tr✐♥❡s✱ t❤❡ s❝✐❡♥t✐st

✇❤♦ ❞✐✛✉s❡❞ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡♠✱ t❤❡ s❝✐❡♥t✐st ✇❤♦ ✐♥ ❤✐s st✉❞✐❡s ✇❛s ❛❧✇❛②s ❛ ✈❡r② ❝r❡❛t✐✈❡ ✐♥♥♦✈❛t♦r ✐♥ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍✐s ✜rst

▼❛❡str✐ ✇❡r❡ t✇♦ ❢❛♠♦✉s ■t❛❧✐❛♥s✱ ❋❛t❤❡r ❈❛♥♦✈❛✐ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❛t ❣❡♦♠❡t❡r P✐❡tr♦ P❛♦❧✐ ✑

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❤❡r❡ P✐♦❧❛ r❡❢❡rs t♦ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❜② ❤✐s tr✉❡ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ■t❛❧✐❛♥ ♥❛♠❡✱ ▲❛❣r❛♥❣✐❛✱ t❤❛t ❤❡ r❡❢❡rs t♦ ■t❛❧② ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝✉❧t✉r❛❧

❡♥t✐t②✱ t❤❛t ❤❡ ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❡①✐st t❤❡ ✏❙♣✐r✐t ♦❢ ■t❛❧②✑✱ t❤❛t ❤❡ r❡❢❡rs t♦ ❛s ■t❛❧✐❛♥s t✇♦ s❝✐❡♥t✐sts ✇❤♦ ✇❡r❡ Pr♦❢❡ss♦rs ✐♥ P✐s❛ ✭♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❑✐♥❣❞♦♠ ♦❢ ▲♦♠❜❛r❞②✕❱❡♥❡t✐❛✱ ✇❤❡r❡ P✐♦❧❛ ❧✐✈❡❞ ❛♥❞ ✇♦r❦❡❞✮ ✳

• ✏■t ✐s ♥♦t ❧✐❝✐t ❢♦r ♠❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥♦t❤❡r s✉❜❥❡❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✲✇✐t❤ ❤♦♥♦r❡❞ ❡✛♦rts✲ ♦✉r ♣r♦❢❡ss♦r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❤✐♠s❡❧❢✳ ❚❤❡

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ♦❢ P❛✈✐❛ ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ ❤✐s ♣❛❣❡s ❜② ❤✐s ❡r✉❞✐t❡ ♣❡♥❀ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♠②s❡❧❢ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤❡r❡

t❤r❡❡ ▼❡♠♦✐rs ✇❤❡r❡ ❤❡ ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❞♦❝tr✐♥❡ ♦❢ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥s✐❡✉r ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ P❡ss✉t✐ ❛♥❞

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❤✐s ✉s✉❛❧ ❢r❛♥❦♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❤✐s ❜❡✐♥❣ ♣❡rs✉❛❞❡❞ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ✇❛s ❤✐s ❝❛s❡✱ ❤❡ ♣r♦✈❡s ✇✐t❤ ❤✐s ✜r♠

r❡❛s♦♥✐♥❣s✱ ✇❤❛t❡✈❡r ✐t ✐s s❛✐❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❣❡♦♠❡t❡rs✱ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ♣r❛✐s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ■t❛❧✐❛♥

❣❡♦♠❡t❡r✳✑

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t P✐♦❧❛ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t ❇r✉♥❛❝❝✐ ❣❛✈❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡♠♦✐rs ♦❢ t❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str②✱

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠♣✐♦♥ ♦❢ ■t❛❧✐❛♥ s❝✐❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ P❡s✉tt✐ ❛s ❝♦✉♥t❡r♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡♥❝❤ ❣❡♦♠❡t❡r ▼✳ ▲❛♣❧❛❝❡✳

❇r✉♥❛❝❝✐ ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ P✐♦❧❛✬s s❝✐❡♥t✐✜❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ❝✉❧t✐✈❛t❡❞ ❤✐s ✐♥❣❡♥✐♦✉s s♣✐r✐t✱ ❛s P✐♦❧❛ ❤✐♠s❡❧❢ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥

♠❛♥② ♣❧❛❝❡s ♦❢ ❤✐s ✇♦r❦s✳ P✐♦❧❛ ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❇r✉♥❛❝❝✐ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❜✉t ✇❛s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛ttr❛❝t❡❞ ✲s✐♥❝❡ ❤✐s ✜rst ♦r✐❣✐♥❛❧

❝r❡❛t✐♦♥s✲ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ✭❛s ▲❛❣r❛♥❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦✮✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ Pr✐♥❝✐♣❧❡

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ P♦st✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❚❤❡♦r②✱ s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❬✶✶❪✱ ❬✶✷❪✱ ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✸✸❪✱ ❬✸✹❪✱ ❬✼✺❪✱

❬✼✻❪ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥❞❡❡❞ ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✲❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P♦st✉❧❛t✐♦♥✲ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱

❜❡✐♥❣ ✲t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲ t❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦r ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ✐♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ s❡♥s❡ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❙❝❤✇❛rt③✮ ✇❡r❡ t♦ ❜❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❧❛t❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t❤❡♦r✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘✐❝❝✐ ❛♥❞ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✱ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ t❡♥s♦r✱ t❤❡ P✐♦❧❛ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❙♦♠❡ ♦❢

t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ✭❡✳❣✳ t❤♦s❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❛ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❛✐♥

♠❡❛s✉r❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❡✈❡♥ ♥♦✇❛❞❛②s ❛s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✶✳✷ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ❞✐❞ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ t❤❡✐r ❞✉❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ■t❛❧✐❛♥

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡st ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❤✐s ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❤❡ ✉s❡❞ ❛ ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ ❡r✉❞✐t❡ st②❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞

❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛ ❢❡✇ s♣❡❝✐❛❧✐sts ❛♥❞ ❤❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❛r❡ ✐❢ ❤✐s ✇♦r❦s ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✭❛s ❧❛t❡r ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜②

▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ✇❤♦ ✲✐♥st❡❛❞✲ ❝❛r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♦❢ ❤✐s ✇♦r❦s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❊♥❣❧✐s❤ ❛♥❞ ✇❤♦ ✇r♦t❡ ❞✐r❡❝t❧② s♦♠❡ ♦t❤❡rs ✐♥ ❋r❡♥❝❤ ✭s❡❡ t❤❡

✇♦r❦s ❜② ❘✐❝❝✐✲❈✉r❜❛str♦ ❛♥❞ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❬✻✹❪✱ ❬✻✺❪✱ ❬✻✻❪✱ ❬✶✵✹❪✮✳

❲❡ ❛r❡ ♣❡rs✉❛❞❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ s❝✐❡♥t✐sts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ◆❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ❤✐❣❤❡r st✉❞✐❡s✱ ✇❤❡♥

✐♥ ❡✈❡r② ❯♥✐✈❡rs✐t② t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ s♣♦❦❡♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛s t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❡①t❜♦♦❦s✱ ❡ss❛②s ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ▼❡♠♦✐rs ✇❡r❡ ✇r✐tt❡♥

✐♥ t❤❡ ♠♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ P✐♦❧❛ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝❝❡♣t t♦ ❛❞♠✐t t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ♠♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ ✐t ❢♦r

♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❤✐s ✇♦r❦s✳ ❆ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ P✐♦❧❛ ✇❛s s✉r❡❧② ✢✉❡♥t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

✭❤❡ ❡❞✐t❡❞ ✐♥ ■t❛❧✐❛♥ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❜② ❈❛✉❝❤② ❛♥❞ ❝✐t❡s ❧♦♥❣ ❋r❡♥❝❤ ❡①❝❡r♣ts ❜② P♦✐ss♦♥✮ ❤❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✭♣❡r ❧❛ ❣❧♦r✐❛ ❞❡❧❧✬■t❛❧✐❛✮ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦r② ♦❢

■t❛❧② t♦ ✉s❡ ❤✐s ♠♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝❧✐♠❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ◆❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ②❡t t❤❡ ✉♥✐t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❢✲❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❞❡st✐♥②✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛ ♣❛tr✐♦t✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡♣❛✐❞ ❜② ❛ ♥❡❛r❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ ❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡✱ ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■t❛❧✐❛♥ ❛✉t❤♦rs s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

t❤✐s ♣♦✐♥t s❡❡ ❬✶✵❪✮✳

❋r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❜❛rr✐❡rs ♦❢t❡♥ ♣❧❛② ❛ ✈❡r② ♣✉③③❧✐♥❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡❛s ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❬✶✵✺❪✱ ❬✶✵✻❪ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❍❡❧❧❡♥✐st✐❝ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇❛s s❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❛t ❜❛rr✐❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t

♥♦t st♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❧♦✇❧② ✢♦✇❡❞ ❢r♦♠ ❊❛st t♦ ❲❡st✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤t ✐t ♥❡❡❞❡❞ s♦♠❡ ❝❡♥t✉r✐❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ♠❛②❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞

✐♥t♦ ❛ ▲❛t✐♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ st✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ ●r❡❡❦ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❛♥❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ t❤✐s s❝✐❡♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♣♦❧❧✐♥❛t❡ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❛♥❞

❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ tr❛♥s❢❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥❡❛r❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡

s❝✐❡♥t✐sts ✇❤♦ ❤❛❞ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝

✷



♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✜♥❛❧❧② ♣♦st♣♦♥❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠✳ ■t ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛st♦♥✐s❤✐♥❣✱ t❤❡♥✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P✐♦❧❛

✇❤✐❧❡ ✐s st✐❧❧ ♣❡r♠❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✐s✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛❧s♦ ❜② t❤♦s❡ ✇❤♦ ❦♥♦✇ ❜❡tt❡r

❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❜❛rr✐❡rs ❛r❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐♥s✉r♠♦✉♥t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❥✉❞✐❝❡s✱ ♦♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥❞ ♦❢ s❝✐❡♥t✐sts✱

❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② r❡♠♦✈❡❞✳

✷ P✐♦❧❛✬s ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t P✐♦❧❛✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r❝❡ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✭t❤✐s ✜rst r❡✲❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ P✐♦❧❛ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡

♦❜❥❡❝t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♠♦❞❡r♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✵✵❪✮✳

❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② s❛② t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♣❛rt ♦❢ ❤✐s ♥♦✈❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❤❛✈✐♥❣ ✐♠♣❛rt❡❞ ❛ ❣r❡❛t ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦

❛♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦♠✐♥❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝✐❛♥s✱ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ♠❛② s❡❡♠

❛t ✜rst s✐❣❤t ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ❡①❛❝t❧② t♦ ♣r♦✈❡ ✐t ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛②

s❡❡♠ s✉r♣r✐s✐♥❣✿ s♦♠❡ ♣❛rts t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ r❡♣r❡s❡♥t ❛ t♦♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❧❛t❡ ❛s t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✸✳

❚❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❘✉ss♦ ❬✶✵✺❪✱ ❬✶✵✻❪ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛t ❛❧❧ s❤♦❝❦❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ st❛t❡♠❡♥t✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t

♠❛♥② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥s✉r♣❛ss❡❞ ❢♦r ❝❡♥t✉r✐❡s✱ ✐❢ ♥♦t ♠✐❧❧❡♥♥✐❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ t❤❡s✐s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥

t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❛♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❜✉t r❛t❤❡r ✇✐t❤

t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r✐❣♦r ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② t❡①t❜♦♦❦ ♦r ❛ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛♣❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs q✉❡st✐♦♥ t❤❡

❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤✐st♦r② ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥②

♣❡❝✉❧✐❛r ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥② ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❝♦♠♣❧❡① ❛s t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢

s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ ✇❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s s✉❝❤ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✿ t❤❡♥

✐t ▼❯❙❚ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❛♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ♠❛st❡r ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t r✐❣♦r♦✉s❧② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❡

❤❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st✉❞② ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❛ ❤✐st♦r✐❛♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❤❛s t♦ ♠❛st❡r

❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ t❤❡♦r② ✇❤♦s❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❤❡ ✇❛♥ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳ ■t ✐s r❛t❤❡r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t s♦♠❡❜♦❞② ✇❤♦ ❞♦❡s

♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t ✭s❡❡ ❬✶✵✻❪✮ ❆r❝❤✐♠❡❞❡s ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ r✐❣♦r♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❜❛rr✐❡rs ✭♦♥❡ ❤❛s t♦ ❦♥♦✇ ❞♦r✐❝ ●r❡❡❦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

❆r❝❤✐♠❡❞❡s ❛♥❞ ❳■❳t❤ ❝❡♥t✉r② ■t❛❧✐❛♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♥❛✐✈❡❧② ❜❡❧✐❡✈❡

t❤❛t ❍■❙ ❖❲◆ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❝❧✉♠s② ❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❆❝t✉❛❧❧② ♥♦t❛t✐♦♥s

❛r❡ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✲ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t

❝♦♥❝❡♣ts t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❛ss✐❣♥s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✲ ❛❧❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❱❡r②

♦❢t❡♥ ❤✐st♦r✐❛♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✶ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ❛ t❤❡♦r② ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ t❤❛♥ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✐s✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡r♥

s②♠❜♦❧s ♦r t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✐♥ ♦❧❞ t❡①t❜♦♦❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ ✐♥ ❛ t❡①t❜♦♦❦ t❤❡ s②♠❜♦❧ ∆ ✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥

t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❛s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ t❤❛t t❡①t❜♦♦❦✳ ■t ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ♣r✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❛t

t❡①t❜♦♦❦ r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r s②♠❜♦❧ ♦r ♦❢ ❛♥♦t❤❡r s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ ♦r P✐♦❧❛ s❡❡♠ ❛t ✜rst s✐❣❤t

t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r t♦ r❡s❡♠❜❧❡✱ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❧❡♥❣t❤✱ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❢♦r ▲❛❚❡❳✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❤✐st♦r✐❛♥ ❤❛s t♦

❘❊❆❉ ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ t❡①t❜♦♦❦s ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✇❛♥ts t♦ ❛ss❡ss ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✿ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❜♦♦❦s ❛r❡ ❜♦♦❦s ✇❤♦s❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱

r❡❛❞✐♥❣ t❤❡♠ ✐♠♣❧✐❡s r❡❛❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✐♥ ❚r✉❡s❞❡❧❧ ❛♥❞ ❚♦✉♣✐♥ ❬✶✹✵❪ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P✐♦❧❛ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧②

✇❤✐❧❡ ✐♥ ❚r✉❡s❞❡❧❧ ❬✶✸✾❪ ✐t ✐s s✐♠♣❧② ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t ❛✉t❤♦rs ❬✶✵❪ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❛♥② ❡✛♦rts t♦ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ t❤❡

tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❛s ❛ s❝✐❡♥t✐st❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❞❡❡♣ ♣❛rts ♦❢ ❤✐s s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ♥♦t ②❡t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s

• t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❛s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❧❡✈❡r ✉s❡

♦❢ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦

• t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❡r❛s✉r❡ ❢r♦♠ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❤✐s

♣✉♣✐❧s r❡s♣❡❝t❡❞ s♦ ❣r❡❛t❧② ❤✐s s❝✐❡♥t✐✜❝ st❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t sq✉❛r❡ t♦ ❤✐s ♥❛♠❡ ✐♥ ▼✐❧❛♥ ✭❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ st❛t✉❡ ❝❡❧❡❜r❛t✐♥❣ ❤✐♠ ✇❛s ❡r❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇r❡r❛ P❛❧❛❝❡✱ ❛❧s♦ ✐♥ ▼✐❧❛♥✳

❋✐♥❛❧❧② s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦✇❛❞❛②s t♦♦ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t

♣r♦♣❡r ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥

✐♥ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ♥❡❛r❧② ✇♦r❞ ❜② ✇♦r❞ ✐♥ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡

✶❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❘✉ss♦ ✭✷✵✵✸✮ ♣❛❣❡ ✺✸ ❛♥❞ ✛✳ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❤✐st♦r✐❝✐❛♥s ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ❦♥♦✇ tr✐❣♦♥♦♠❡tr② ✐♥ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❛t
❍❡❧❧❡♥✐st s❝✐❡♥❝❡ ❤❛❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐t ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

✸



P✐♦❧❛✱ ●✳✱ ▼❡♠♦r✐❛ ✐♥t♦r♥♦ ❛❧❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✐ ❞❡❧ ♠♦✈✐♠❡♥t♦ ❞✐ ❝♦r♣✐ q✉❛❧s✐✈♦❣❧✐♦♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐ s❡❝♦♥❞♦ ❧❛

♥❛t✉r❛❧❡ ❧♦r♦ ❢♦r♠❛ ❡ ❝♦st✐t✉③✐♦♥❡✱ ▼♦❞❡♥❛✱ ❚✐♣✐ ❞❡❧ ❘✳❉✳ ❈❛♠❡r❛✱ ✭✶✽✹✺✲✶✽✹✻✮

❜✉t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❜② P✐♦❧❛ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✷✺❪✱ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✸✸❪✱ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✸✻❪✱ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✺✻❪✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲❝✐t❡❞

♣❛♣❡rs ❜② P✐♦❧❛ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✉s❡❞ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s t❤❡r❡ ✐s

♥♦ tr❛❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦ss❡r❛ts ❬✷✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ P✐♦❧❛✬s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡✱

❡✳❣✳✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪✱ ❬✷✺❪✱ ❬✺✷❪✱ ❬✺✸❪✱ ❬✻✵❪✱ ❬✼✹❪✱ ❬✶✸✼❪✱ ❬✶✸✽❪✮ ❛♥❞ ❤✐s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ str❡ss t❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❜②

●r❡❡♥ ❛♥❞ ❘✐✈❧✐♥ ✭❬✺✹❪✱ ❬✺✺❪ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❬✺✼❪✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛♥② ♠♦❞❡r♥ ✇♦r❦s ❛✉t❤♦r❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ◆❡✛ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✲✇♦r❦❡rs✱ ❬✽✼❪✱ ❬✾✵❪✱ ❬✾✹❪

❛♥❞ ♦❢ ❜② ❋♦r❡st ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✹✾❪✱ ❬✺✵❪✳

✸ ◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❚❤❡♦r✐❡s ✐♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s

■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② P✐♦❧❛ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

♠✐❝r♦✲♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛❝r♦✲♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ❜② ❊r✐♥❣❡♥ ❬✹✻❪✱ ❬✹✽❪✮ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ t❤❡♦r②✳ ❆❧s♦ s♦♠❡

■t❛❧✐❛♥ ❛✉t❤♦rs ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✾✾❪✮✱ ✇❤♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛♣❡rs✱ s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❣✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡

r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ✭❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣✮ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞ ❜② P✐♦❧❛✳

■♥ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤ t❤❡ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡

✐♥t♦ ♠♦❞❡r♥ s②♠❜♦❧s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ✜♥❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ ✐♥ ❛

❧❡ss s✉❣❣❡st✐✈❡✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❜② P✐♦❧❛✳ ■t ✐s ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❛r❣✉♠❡♥ts

❝❛♥ ❝♦♠♣❡t❡ ✐♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❡✈❡♥ ♥♦✇❛❞❛②s✱ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡r♥ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

P♦st♣♦♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s ❤❡r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❞❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱

✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t♦ ❜❡ ✭♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤✐s ❝♦♥tr♦✈❡rs② ✇✐t❤ P♦✐ss♦♥✱ ❤❡ ♠✉st ❛❝❝❡♣t ❛s✮ t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❤✐s P♦st✉❧❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳

■♥ P✐♦❧❛ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✭❈❛♣♦ ■✱ ♣❛❣✳ ✽✮ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❡❛❝❤

♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (a, b, c) . ■t ✐s s✉❣❣❡st✐✈❡ t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❬✺✾❪✱

s❡❡ ❡✳❣✳✱ ♣❛❣✳✻✵✺✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ X t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❈❛♣♦ ■✱ ♣❛❣✳✽ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❛❣❡s ✶✶✲✶✹✮

x (a, b, c) , y (a, b, c) , z (a, b, c)

✇❤✐❝❤✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ χ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡✳

✸✳✶ P✐♦❧❛✬s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

■♥ ❈❛♣♦ ❱■✱ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✹✾ P✐♦❧❛ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s✿

✏t❤❡ q✉❛♥t✐t② ρ ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮✱✭✺✮✱ ✭✻✮✮ ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

ρ2 = [x (a+ f, b+ g, c+ k)− x (a, b, c)]
2

+ [y (a+ f, b+ g, c+ k)− y (a, b, c)]
2

✭✽✮

+ [z (a+ f, b+ g, c+ k)− z (a, b, c)]
2
.”

❙♦ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ X̄ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② P✐♦❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (a + f ✱ b + g✱ c + k) ✇❡ ❤❛✈❡✱ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ♥♦t❛t✐♦♥✱

t❤❛t

ρ2(X, X̄) =
∥

∥χ(X̄)− χ(X)
∥

∥

2
. ✭✽❜✐s✮

■♥ ❈❛♣♦ ❱■ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✵ ✇❡ r❡❛❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇♦r❦✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t δχ, ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✈❡r②

❝❧❡❛r r❡♠❛r❦✿

✏

∆ da∆ db∆ dc∆ df ∆ dg∆ dk ·
1

2
Kδρ ✭✶✵✮

❬✳✳✳❪ ■♥ ✐t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s f, g, k ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦❞② ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ m✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❛t ✐s ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c ✇❤✐❝❤ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✈❛r②

✹



✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳✑

❍❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② K ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭s❡❡ t❤❡ ♣❛❣❡ ✶✹✼ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✮ ❡①❡rt❡❞

❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ X̄ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ X ❛♥❞ t❤❡ 1/2 ✐s ♣r❡s❡♥t ❛s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② K ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

X̄,X ❛♥❞ ρ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢❡st❧② ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
[

N (m)
−6
]

✭❙■ ❯♥✐ts✮✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✼✷ st❛rt✐♥❣ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✵ ♦❢ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪✱ P✐♦❧❛ ❞✐s❝✉ss❡s

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡s s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦

❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✳ ■♥❞❡❡❞ ❤❡ r❡❢r❛✐♥s ❢r♦♠ ❛♥② ❡✛♦rt t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ✐t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ❤✐♠s❡❧❢

t♦ r❡q✉✐r❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ρ✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r ❤❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ✢✉✐❞s ✭❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ♦♥

t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❬✺❪✮ t❤❡♥ ✐t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ✭✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛②✮ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ X̄ ❛♥❞ X : t❤❡r❡❢♦r❡

K(X̄,X, ρ) = K(X, X̄, ρ).

❖♥ P❛❣❡s ✶✺✶ ❛♥❞ ✶✺✷ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✇❡ t❤❡♥ r❡❛❞ s♦♠❡ st❛t❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❝❧❡❛r❡r✿

✏❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤❛t ✇❛s ✇❡r❡ s❛✐❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ✇❡ ❝❛♥✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭✶✮✱ ✭✶✵✮✱ ❛♥❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉♠

✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ♥✉♠◦✳✶✻✳✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❇❡❢♦r❡

❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

Λ =
1

4

K

ρ
✭✶✶✮

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② Λδρ2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② 1
2Kδρ ✐♥ t❤❡ s❡①t✉♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✶✵✮❀ ❛♥❞ t❤❛t

✐♥s✐❞❡ t❤✐s s❡①t✉♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ♣❛rt r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ tr✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s f, g, k, ♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✉♥❞❡r t❤❡

s❛♠❡ s✐❣♥ ♦❢ tr✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ❛❧❧♦✇❡❞✳

■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

∆ da∆ db∆ dc ·

{(

X −
d2x

dt2

)

δx+

(

Y −
d2y

dt2

)

δy +

(

Z −
d2z

dt2

)

δz

+∆ df ∆ dg∆ dk · Λδρ2
}

+Ω = 0 ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t❤❛t ✭❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠◦✳✼✶✳✮ ✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ Ω t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✉r❢❛❝❡s✱ ❧✐♥❡s ♦r ✇❡❧❧✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❜❧✐❣❡ s♦♠❡

♣♦✐♥ts t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❝✉r✈❡ ♦r s✉r❢❛❝❡✳ ✑

P✐♦❧❛ ✐s ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t✿

❛s ❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ K ❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② Λ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

❞✉❛❧ ✐♥ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ δρ2.

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❇♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ K ❛♥❞ Λ. ◆♦t❡ t❤❛t P✐♦❧❛ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ s✉♠♠❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Λδρ2 = 1
4
K
ρ
δρ2 = 1

2Kδρ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ K. ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ρ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡♥ Λ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ❖❜❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t δρ2 ❛♥❞ Λ(X, X̄, ρ) ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭s❡❡ ❬✶✷✼❪✮ ✉♥❞❡r ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ❛s

P✐♦❧❛ ❤❛❞ r❡♣❡❛❞❡❞❧② r❡♠❛r❦❡❞✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❈❛♣♦ ■❱✱ ♥✉♠✳✹✽✱ ♣❛❣❡ ✽✻✲✽✼✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ ❤❛s t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❘❡♠❛r❦

❛❧s♦ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❛ s❝❛❧❛r✱ ✐♥ t❤✐s ♣♦✐♥t P✐♦❧❛✬s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s r❡♥❞❡r❡❞ ❞✐✣❝✉❧t ❜② ❤✐s ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦❢ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✬s t❡♥s♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥

❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∆B[(bm(X)− a(X)) δχ(X) +
(

∆B Λ(X, X̄, ρ)δρ2µ(X̄)dX̄
)

]µ(X)dX + δW (∂B) = 0 ✭✶✷❜✐s✮

✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦❞②✱ ∂B ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✱ µ ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ bm(X) ✐s t❤❡ ✭✈♦❧✉♠✐❝✮ ♠❛ss s♣❡❝✐✜❝ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞

❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢♦r❝❡✱ a(X) t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t X, ❛♥❞ δW (∂B) t❤❡ ✇♦r❦ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② ❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ∂B ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❛t ❜♦✉♥❞❛r② t✐♠❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳

■♥ ❊r✐♥❣❡♥ ❬✹✽❪✱ ❬✹✻❪✱ ❬✹✼❪✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❛ P♦st✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ❧✐♥❡❛r

❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ❬✹✼❪ ❛ ❝❤❛♣t❡r ♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② r❡❝♦❣♥✐③❡ ❜②

❝♦♠♣❛r✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✹✼❪ ✇✐t❤ ✭✶✷❜✐s✮ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ❜② P✐♦❧❛ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

(

∆B Λ(X, X̄, ρ)δρ2µ(X̄)dX̄
)

✭◆✶✮

✺



✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ s❧✐❣❤t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐♥ ❬✹✼❪ ♣❛❣✳ ✸✹ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❙♠♦♦t❤ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s

✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ✭✐♥ ❊r✐♥❣❡♥✬s ✇♦r❦ t❤❡ s②♠❜♦❧ V ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛s ♦✉r s②♠❜♦❧ B✱ X ′ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ X̄, x ✐♥st❡❛❞ ♦❢ χ✱ t′ ❞❡♥♦t❡s

❛ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ () ,Ki
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ki − th ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ X, ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢

s✉♠s ♦✈❡r r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❡s✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✏❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ V0 ⊂ V, ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜♦❞②✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐t ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐♥

X ′ −X ✐♥ V0 ❬✳✳✳❪ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ♦r❞❡r P,Q, ❡t❝✳✱

x(X ′, t′) = x(t′) +
(

X ′

K1
−XK1

)

x,K1
(t′)

+ ...+
1

P !

(

X ′

K1
−XK1

)

....
(

X ′

KP
−XKP

)

x,K1...KP
(t′),

❛♥❞ ❬✳✳✳❪✳ ■❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s

x(t′), x,K1
(t′), ...., x,K1...KP

(t′), ✭✸✳✶✳✻✮

[...]

✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t X ❬✳✳✳❪ s❛t✐s✜❡s ❛ s♠♦♦t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤✐s t②♣❡✱ ❢♦r P > 1, Q > 1 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥s✐♠♣❧❡

♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t t②♣❡✳✑

❆❝t✉❛❧❧② P✐♦❧❛ ✐s ♥♦t tr✉♥❝❛t✐♥❣ t❤❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦❞② B✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡♥t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t ♦❢ P✐♦❧❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡♠❛r❦ ✶✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❤❡ ✉s❡s ❛ ✇❡❛❦❡r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❆tt❡♥✉❛t✐♥❣

◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❍②♣♦t❤❡s❡s st❛t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✹ ♦❢ ❬✹✼❪✳ ❚♦ ❜❡ ♣❡rs✉❛❞❡❞ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t t❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐♥ ✈❡r② r❡❝❡♥t t✐♠❡s✱ ❛s ❛ ❦❛rst✐❝ r✐✈❡r✱ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ P✐♦❧❛ ❛r❡ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ st❛❣❡ ♦❢ ❈♦♥t✐♥✉✉♠

▼❡❝❤❛♥✐❝s✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ttr❛❝t✐♥❣ t❤❡

❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ P✐♦❧❛✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛s ♠♦❞❡r♥ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝s✷ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡

♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

✸✳✷ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭✶✷❜✐s✮✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ♥♦✈❡❧t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡✳❣✳ ❊r✐♥❣❡♥✬s

♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❊✉❧❡r✲

▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭✶✷❜✐s✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ tr❡❛t ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

∆B

(

∆B Λ(X, X̄, ρ)δρ2µ(X̄)dX̄
)

µ(X)dX ✭◆✷✮

❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

δρ2 = δ

(

3
∑

i=1

(

χi(X̄)− χi(X)
) (

χi(X̄)− χi(X)
)

)

❲✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✭❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✮

δρ2 =
(

2
(

χi(X̄)− χi(X)
) (

δχi(X̄)− δχi(X)
))

✇❤✐❝❤ ♦♥❝❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✭◆✷✮ ♣r♦❞✉❝❡s

∆B ∆B

(

2Λ(X, X̄, ρ)µ(X̄)µ(X)
(

χi(X̄)− χi(X)
)) (

δχi(X̄)− δχi(X)
)

dX̄dX =

=
1

2

(

∆B f i(X̄)δχi(X̄)dX̄ +∆B f i(X)δχi(X)dX,
)

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t P✐♦❧❛✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❤✐s ♥✉♠✳✼✷

♦♥ ♣❛❣❡s ✶✺✵✲✶✺✶✱ ❛ss✉♠❡s t❤❛t Λ(X, X̄, ρ) = Λ(X̄,X, ρ)✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

f i(X̄) := ∆B

(

4Λ(X, X̄, ρ)µ(X̄)µ(X)
(

χi(X̄)− χi(X)
))

dX

✷❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✭❧✉❝❦✐❧②✦✮ t❤❡ ❤❛❜✐t ♦❢ ✐♥✈❡♥t✐♥❣ ♥❡✇ ♥❛♠❡s ✭❛❧❤♦✉❣❤ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t s♦ ♥♦✈❡❧✮ ✐s ♥♦t ❧♦st ✐♥ ♠♦❞❡r♥ s❝✐❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬✶✵✻❪
❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ●r❡❡❦ r♦♦ts ❢♦r ✐♥✈❡♥t✐♥❣ ♥❡✇ ♥❛♠❡s ✐s st✐❧❧ ❛❧✐✈❡✳

✻



❇② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❣❡ts t❤❛t ✭✶✷❜✐s✮ ✐♠♣❧✐❡s

ai(X) = bim(X) + f i(X) ✭◆✸✮

✇❤✐❝❤ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✮ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝s✳

▼❛♥② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② P✐♦❧❛✿ ✇❡ ❝✐t❡ ❤❡r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✹✻❪✱ ❬✹✼❪✱ ❬✹✽❪✱ ❬✶✷✸❪✳

❘❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ ♣❛♣❡rs ❬✷✻❪✱ ❬✷✼❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✸✺❪✱ ❬✸✽❪✱ ❬✸✾❪✱ ❬✻✸❪✱ ❬✶✶✶❪✱ ❬✶✷✶❪✱ ❬✶✸✸❪✱ ❬✶✸✹❪✱ ❬✶✸✻❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢

❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✿ ✐♥❞❡❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ t✐ss✉❡ ❣r♦✇t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✸❪✱ ❬✼✷❪✱ ❬✼✸❪✮ ✇❤❡r❡ s✉❝❤

❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st✐♠✉❧✉s t♦ ❣r♦✇t❤✳

✸✳✸ P✐♦❧❛✬s ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❛

❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ P✐♦❧❛ ♥❡✈❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡

♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❛t❤❡r ✉♥♥❛t✉r❛❧✮✿ ❤✐s s♣✐r✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♠♦❞❡r♥ ✇♦r❦s✱ ❛♠♦♥❣

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝✐t❡ ❬✶✷✷❪✱ ❬✶✷✽❪✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ❈❛♣♦ ❱■✱ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✷✱ P✐♦❧❛ ❞❡✈❡❧♦♣s ✐♥ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s δρ2 ✭❛❧s♦ ❜② ✉s✐♥❣ ❤✐s r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Λ(X, X̄, ρ) ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✶✮✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ✭◆✶✮✳

■♥ ❛ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✐♥ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡ t❤❡ ✇♦r❞ ❜② ✇♦r❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

χi(X̄)− χi(X) =

∞
∑

N=1

1

N !

(

∂Nχi(X)

∂Xi1 ....∂XiN

(X̄i1 −Xi1)....(X̄iN −XiN )

)

P✐♦❧❛ ❣❡ts ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X̄ ♦❢ ❝❡♥t❡r X ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

ρ2(X̄,X) =
(

χi(X̄)− χi(X)
) (

χi(X̄)− χi(X)
)

❍❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐t❡s ✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ρ2 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X̄✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞♦ ✐♥ t❤❡

s❡q✉❡❧✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ ❤✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
1

2

∂ρ2(X̄,X)

∂X̄α

=
(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂χi(X̄)

∂X̄α

✭◆✹✮

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❤❡♥ X̄ = X t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst t❡♠ ♦❢ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❢♦r ρ2 ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ❜②

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✿

1

2

∂2ρ2(X̄,X)

∂X̄α∂X̄β

=
∂χi(X̄)

∂X̄β

∂χi(X̄)

∂X̄α

+
(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂2χi(X̄)

∂X̄α∂X̄β

=

=: Cαβ(X̄) +
(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂2χi(X̄)

∂X̄α∂X̄β

;

1

2

∂3ρ2(X̄,X)

∂X̄α∂X̄β∂X̄γ

=
∂Cαβ(X̄)

∂X̄γ

+
∂χi(X̄)

∂X̄γ

∂2χi(X̄)

∂X̄α∂X̄β

+
(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂3χi(X̄)

∂X̄α∂X̄β∂X̄γ

✭◆✺✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✼ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s

✭✶✹✮ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✸✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✭❢♦r♠✉❧❛ ✭◆✶✷✮✮ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✭✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡r t♦ P✐♦❧❛✬s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❤❡r❡

❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s②♠❜♦❧✮

Fiγ

∂2χi

∂Xα∂Xβ
=

1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xγ

)

s♦ t❤❛t ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ ✭◆✺✮ ✇❡ ❣❡t

1

2

∂3ρ2(X̄,X)

∂X̄α∂X̄β∂X̄γ

=
1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
+

∂Cβα

∂Xγ

)

+
(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂3χi(X̄)

∂X̄α∂X̄β∂X̄γ

✭◆✻✮

s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ X̄ = X ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ρ2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Cγβ ✳ ◆♦✇ ✇❡ ❣♦

❜❛❝❦ t♦ r❡❛❞ ✐♥ ❈❛♣♦ ❱■ s❡❝t✳ ✼✸ ♣❛❣❡ ✶✺✷✲✶✺✸✿

✼



✏ ✼✸✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥❝❡

r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✱ ✐t ✐s s❡❡♥✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t♦ s❡r✐❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s

ρ2 =

(

f
dx

da
+ g

dx

db
+ k

dx

dc
+

f 2

2

d2x

da2
+ ec.

)2

+

(

f
dy

da
+ g

dy

db
+ k

dy

dc
+

f 2

2

d2y

da2
+ ec.

)2

+

(

f
dz

da
+ g

dz

db
+ k

dz

dc
+

f 2

2

d2z

da2
+ ec.

)2

;

❛♥❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡s ❛♥❞ ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

ρ2 = f 2t1 + g 2t2 + k 2t3 + 2fgt4 + 2fkt5 + 2gkt6

+ f 3T1 + 2f 2gT2 + 2f 2kT3 + f g2T4 + ec. ✭✶✸✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t1, t2, t3, t4, t5, t6 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐① tr✐♠♦♥✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛② ❢❛♠✐❧✐❛r t♦ ✉s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ s✉❝❤

❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠◦✳✸✹✳❀ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s T1, T2, T3, T4, ec. ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ r❡♣r❡s❡♥t

tr✐♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛♣♣❡❛r✳ ✑

❚❤❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P✐♦❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s T1, T2, T3,

❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❈❛♣♦ ❱■✱ ♥✳✼✸ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✺✸✲✶✻✵✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ♣❛✐♥❢✉❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡

❢♦r♠✉❧❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s✐❧② ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ◆✻ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡❞✉❝❡❞✱ ✇✐t❤ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❚❡♥s♦r

❈❛❧❝✉❧✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✳

❲❤❛t P✐♦❧❛ ♠❛♥❛❣❡s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✭❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉r❛❣❡♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✮ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦ ❛❧❧ t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ C ♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥ts✳

■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✳ ✼✹ ♣❛❣❡ ✶✺✻ ♦♥❡ r❡❛❞s✿

✏✼✹✳ ❆ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ♣❛② ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s T1, T2, T3✱❡t❝✳ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ❣♦❡s t♦

✐♥✜♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ✜rst s✐① t1, t2, t3, t4, t5, t6, ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c ♦❢ ❛❧❧ ♦r❞❡rs✳ ■ st❛rt❡❞ t♦ s✉s♣❡❝t t❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr✉t❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤

♠✉st ❤♦❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❛♣♦ ❛♥❞ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ t❤❡ ❈❛♣♦ ■■■ ❛♥❞ ■❱✳ ✑

❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❧❡❛r t♦ P✐♦❧❛✿ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r✐❣♦r ♦❢ ❤✐s ♣r♦♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r

✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭◆✶✮

(

∆B Λ(X, X̄, ρ)δρ2(X, X̄)µ(X̄)dX̄
)

P✐♦❧❛ r❡♠❛r❦s t❤❛t ✭♣❛❣❡s ✶✺✺✲✶✺✻✮✿

✏❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ δρ2 ✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ δ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧②

t♦ t❤❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡✿

δρ2 = f 2δt1 + g 2δt2 + k 2δt3 + 2fg δt4 + 2fk δt5 + 2gk δt6

+ f 3δT1 + 2f 2gδT2 + 2f 2kδT3 + f g2δT4 + ec. ✭✶✻✮

■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts f 2, g 2, k 2, 2fg✱ ❡t❝✳ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y, z ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c, ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s s✐♠♣❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❱✐❝❡ ✈❡rs❛✱

❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ t✐♠❡s Λ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s f, g, k ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ s✉❝❤

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❢♦rt❤ t❡r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ tr✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✱ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s Λf 2,Λg 2✱ ❡t❝✳ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s δt1, δt2, δt3....δT1, δT2, ec. ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐t✱ ❛s t❤❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s t1, t2, t3....T1, T2, ec. ✭♦♥❡

❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛r❡❢✉❧❧② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s f, g, k ✿ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡s✉❧t t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦rs✱

t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✳ ✑

❯s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡r♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

ρ2(X̄,X) =
∞
∑

N=1

1

N !

∂Nρ2(X̄,X)

∂X̄i1 ....∂X̄iN

∣

∣

∣

∣

X=X̄

(X̄i1 −Xi1)....(X̄iN −XiN )

✽



❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t

δρ2(X̄,X) =

∞
∑

N=1

1

N !

(

δ
∂Nρ2(X̄,X)

∂X̄i1 ....∂X̄iN

∣

∣

∣

∣

X=X̄

)

(X̄i1 −Xi1)....(X̄iN −XiN ).

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

∆B Λ(X, X̄, ρ)δρ2(X̄,X)µ(X̄)dX̄ =

=

∞
∑

N=1

1

N !

(

δ
∂Nρ2(X̄,X)

∂X̄i1 ....∂X̄iN

∣

∣

∣

∣

X=X̄

)

(

∆B Λ(X, X̄, ρ)
(

(X̄i1 −Xi1)....(X̄iN −XiN )
)

µ(X̄)dX̄
)

■❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡♥s♦rs

T i1...iN
. (X) :=

(

∆B Λ(X, X̄, ρ)
(

(X̄i1 −Xi1)....(X̄iN −XiN )
)

µ(X̄)dX̄
)

✇❡ ❣❡t✱ ❛❧s♦ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭◆✶✽✮ ❢r♦♠ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s✱

∆B Λ(X, X̄, ρ)δρ2(X̄,X)µ(X̄)dX̄ =

∞
∑

N=1

1

N !

(

δLi1....in

(

C(X), ..,∇n−2C(X)
))

T i1...iN
. (X)

P✐♦❧❛ t❤❡♥ st❛t❡s t❤❛t

✏❆❢t❡r t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐s ♠❛♥✐❢❡st t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∆ df ∆ dg∆ dk · Λδρ2 = ✭✶✼✮

(1) δt1 + (2) δt2 + (3) δt3 + (4) δt4 + (5) δt5 + (6) δt6

+ (7) δT1 + (8) δT2 + (9) δT3 + (10) δT4 + ec.

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ❡t❝✳ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛❝❦❡ts✱ ♠✉st ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡❛❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s❛✐❞ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ✑

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P✐♦❧❛✬s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡

r❡❛❞❡r ♠❛② s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ✭i = 1, 2, ....n, ....)

T i1...iN
. ⇆ (1), (2), ec. δLi1....in

(

C, ..,∇n−2C
)

⇆ δTi .

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞ P✐♦❧❛✬s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✶✷❜✐s✮ ❜❡❝♦♠❡s

∆B

(

(bm(X)− a(X)) δχ(X) +

∞
∑

N=1

1

N !

(

δLi1....in

(

C(X), ..,∇n−2C(X)
))

T i1...iN
. (X)

)

µ(X)dX

+ δW (∂B) = 0

❇② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡✲❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❝♦♠❡s

∆B

(

(bm(X)− a(X)) δχ(X) +

∞
∑

N=1

〈

∇NδC(X)|S.(X)
〉

)

µ(X)dX + δW (∂B) = 0 ✭✶✷tr✐s✮

✇❤❡r❡ S ✐s ❛ N − th ♦r❞❡r ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✸ ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧ 〈|〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✮ ♦❢ ❛ ♣❛✐r

♦❢ t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥t t❡♥s♦rs✳

■♥❞❡❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✺✾✲✶✻✵ ♦❢ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✇❡ r❡❛❞✿

✏✼✺✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠✳ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♠✐tt❡❞✱ ✐t ✐s ♠❛♥✐❢❡st t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡r

❢♦r♠

∆ df ∆ dg∆ dk · Λδρ2 = ✭✶✽✮

✸❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ t❡♥s♦rs ♠✉st ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ t❡♥s♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
✭t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❡❛st ❆❝t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✮ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ❜❡❝♦♠❡s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙t❡✐❣♠❛♥♥ ✭✷✵✵✸✮ t♦ t❤❡ ◆✲t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❛ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

✾



(α) δt1 + (β) δt2 + (γ) δt3 + ....+ (ǫ)
δdt

1

da
+ (ζ)

δdt
1

db
+ (η)

δdt
1

dc

+ (ϑ)
δdt

2

da
+ ....+ (λ)

δd2t
1

da2
+ (µ)

δd2t
1

dadb
+ ....+ (ξ)

δd2t
2

da2
+ (o)

δd2t
2

dadb
+ ec.

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (α) , (β) .... (ǫ) .... (λ) ....ec. ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (1) , (2) .... (7) , (8) .... ♦❢ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✿ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t1, t2....t6✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛❧❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c

✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s δt1, δt2...✳✭✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ✈❛r②✐♥❣ ✉♣ t♦ ✐♥✜♥✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦r❞❡rs
δdt

1

da
,
δdt

1

db
, ec.

❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✭✶✽✮ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✑✳

✹ ❲❡❛❦ ❛♥❞ ❙tr♦♥❣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r P✐♦❧❛ ❈♦♥t✐♥✉❛

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦ ❢♦r N − th ❣r❛❞✐❡♥t P✐♦❧❛ ❈♦♥t✐♥✉❛ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✶✷tr✐s✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② ✐♥ ❬✸✷❪✱ ❜✉t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ P✐♦❧❛✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

♣❛♣❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ P♦st✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r

tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✷tr✐s✮ ✐♥t♦ ❛ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❜✉❧❦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❲❡ s❤♦rt❧② ❝♦♠♠❡♥t ❤❡r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r♦❧❡ ♦❢ ❲❡❛❦ ❛♥❞ ❙tr♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢r❛♠✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛t

❧❡❛st t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ t❤❡ P♦st✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❚❤❡♦r✐❡s ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡❛st ❆❝t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦r ♦♥ t❤❡

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❜♦t❤ t❤❡s❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛s t❤❡ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ▲❡❛st ❆❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❢♦r

❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❝t✐♦♥ ♠✉st ✈❛♥✐s❤✱ st❛t❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ ❤✐♠✲s❡❧❢✱

✐♠♣❧✐❡s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦rs ♦❢

P❤②s✐❝❛❧ ❚❤❡♦r✐❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜② ♣❛rts t❤❡ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❤❛❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ s♦♠❡ P❉❊s

✇✐t❤ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s♦♠❡t✐♠❡s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

♦❢ ✈✐❡✇ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣❡r r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ str✐❝t❧② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■t ✐s ❛ r❛t❤❡r ✐r♦♥✐❝ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t ♥♦✇❛❞❛②s ✈❡r② ♦❢t❡♥ t❤♦s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✇❤♦ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss

t❤❡♦r❡♠s ❢♦r P❉❊s ✭✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ st❛rt t❤❡✐r r❡❛s♦♥✐♥❣s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥

t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ♣r♦❝❡ss✿ ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② ♦❢t❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛❧❧ P❉❊s ✐s ❢♦r❣♦tt❡♥✳

❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐t ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡

✐♥ ◆❡✛ ❬✽✾❪✱ ❬✾✶❪✱ ❬✾✷❪✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ r❡❢✉s❡s t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❜❛s✐♥❣ ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❤❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♦❜❧✐❣❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡ ❢♦r ❤✐s ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♣♣❧✐❛❜❧❡ t♦ ❤✐s ♣❛✐♥❢✉❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇s✳

■♥ r❡❛❧✐t② ✭s❡❡ ❬✷✾❪✮ ❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ✐t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤

♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❣❡♦❣r❛♣❤②✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘✉ss♦ ❬✶✵✺❪✲❬✶✵✻❪✱ ♦❝❝✉rs ✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡

❝✐t❡❞ ✇♦r❦s ❢♦r ❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❘✉ss♦✬s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ Pt♦❧❡♠② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❤✐s

❆❧♠❛❣❡st ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿ ❛❝t✉❛❧❧② ❤✐s ❍❛♥❞② ❚❛❜❧❡s t❛❜✉❧❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❙✉♥✱ ▼♦♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ts✱ t❤❡ r✐s✐♥❣ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛rs✱ ❛♥❞ ❡❝❧✐♣s❡s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ❛♥❞ ▼♦♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ✐♥ Pt♦❧❡♠②✬s

tr❡❛t✐s❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡r❡♥ts ❛♥❞ ❡♣✐❝②❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆♣♦❧❧♦♥✐✉s ♦❢ P❡r❣❛ ❛♥❞ ❍✐♣♣❛r❝❤✉s ♦❢ ❘❤♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

❛str♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r✐❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② Pt♦❧❡♠② ✭✐❢ ❘✉ss♦✬s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s tr✉❡✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② Pt♦❧♦♠②

♠✐s✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ ♠♦st ❛♥❝✐❡♥t ✭❛♥❞ ♠✉❝❤ ❞❡❡♣❡r✮ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❜❛❞❧② r❡✲♦r❣❛♥✐③❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡s✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ tr❡❛t✐s❡ ❜② ❍✐♣♣❛r❝❤✉s ✭tr❡❛t✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦st✮✿ ✐♥❞❡❡❞ Pt♦❧❡♠② ❜❡✐♥❣ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝✐❡♥t✐st ❣✐✈❡s ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❜② ❜❧✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧✐st ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❞ ❞❡❡♣ ✭❛♥❞ ❡❧✐♦❝❡♥tr✐❝✦✮ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❍✐♣♣❛r❝❤✉s

❢♦✉r ❝❡♥t✉r✐❡s ❜❡❢♦r❡ ❤✐♠✳ ❆❝t✉❛❧❧② ✐♥ Pt♦❧❡♠②✬s ✈✐s✐♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ♣r❡s❡♥ts✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✿ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s

♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✱ ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✇r✐tt❡♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t♦ s✉♣♣❧② ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞

s❝✐❡♥t✐sts✳ ❚❤❡② s♦♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ✭❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✮ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♦❢t❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❡r❡ ❢♦r❣♦tt❡♥ ✭♦r

❞❡s♣✐s❡❞ ❛s t♦♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮✳ ❋♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✷✾❪✮ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ♦♥

♣❤②s✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ r✐❣♦r♦✉s ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ♠❡t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛♥② ❢❛✐❧✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ❜❡❝❛♠❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❡r❡ r❡✲❞✐s❝♦✈❡r❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛t ✜rst t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t✱ ❜② ♠❡❛♥s

♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ t♦♦❧s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r ✭✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r

♥❛♠❡✮ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ str❛♥❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ r♦❧❡s✱ ✐❢ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ r♦❧❡ ✐s ❢♦r❣♦tt❡♥ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞

✶✵



❛s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤❛s t♦ st❛rt t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s ❛

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧✳

❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✿ ✇❤② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♣❛♣❡r ❬✸✷❪ ❛ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s s❡❛r❝❤❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r

N − th ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❛❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s✿ ❜❡❛❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤♦s❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✦ ❚❤✐s

♣♦✐♥t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ❛s r❡♠❛r❦❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❬✺❪✳ P✐♦❧❛❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪✱ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✻✵✲✶✻✶✱ ❝❧❛✐♠s t❤❛t✿

✏◆♦✇ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ ✐t ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ▼❡♠♦✐r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠✳◦ ✸✻ ❛♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✮ t❤❛t

s❡r✐❡s ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c ❛♣♣❡❛r ❧✐♥❡❛r❧② ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✇❛②s ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐❣♥ ♦❢

❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❛❝t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

∆ df ∆ dg∆ dk · Λδρ2 = ✭✶✾✮

Aδt1 +B δt2 + C δt3 +Dδt4 + Eδt5 + F δt6

+
d∆

da
+

dΘ

db
+

dΥ

dc
.

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A,B,C,D,E, F ❛r❡ s❡r✐❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (α) , (β) , (γ) .... (ǫ) , (ζ) .... (λ) , ec. ♦❢ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ❧✐♥❡❛r❧②✱ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s✐❣♥s ❛♥❞ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✇❤❡♥ ✇❡ ♠♦✈❡ ❛❤❡❛❞ ✐♥

t❤❡ t❡r♠s ♦❢ s❛✐❞ s❡r✐❡s✿ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ∆,Θ,Υ ❛r❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A,B,C,D,E, F ✳ ❖♥❝❡ ✲✐♥st❡❛❞ ♦❢

t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✲ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t♦ ❡✈❡r②❜♦❞② t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❛❞❞❡♥❞s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✐t ❛♥❞ t❤❛t

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡s❡ t❡r♠s ♦♥❧② ❣✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ s✉♣♣❧② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡r t❤❡ tr✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❤❡ ♦♥❧②

s❡st✐♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡st✐♥♦♠✐❛❧ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ♥✉♠✳◦ ✸✺✳ ❢♦r r✐❣✐❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❢t❡r

❤❛✈✐♥❣ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ♣❡r❢❡❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

♥✉♠✳◦ ✸✺✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✮✱ ✭✷✾✮ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠✳◦ ✸✽ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s❛✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❡✈❡r② ❦✐♥❞ ♦❢ ❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ r✐❣✐❞✐t②✱ ❛s ✐t ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠✳◦ ✸✽✳ ■t

✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✸✮ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠✳◦✺✵✳ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞

❢♦r ❡✈❡r② ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❈❛♣♦ ■❱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s p, q, r✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱

✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❛♣♦✱ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳✑

❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ❬✸✷❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

• t❤❡ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ q✉❛♥t✐t② ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ A,B,C,D,E, F ❜② ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪

• t❤❡ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ●❛✉ss✬ t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ ❜② ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪
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♦♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s s❦❡t❝❤❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝❡❧❡st✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❤♦✉❧❞ ♣❡rs✉❛❞❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t t♦♦ ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t s♦♠❡ ✐❞❡❛s

❜② P✐♦❧❛ ♥❡❡❞❡❞ ✶✻✼ ②❡❛rs ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐❞ ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ♠❛②❜❡ ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡✈❡♥ ❧❡ss ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ t❤❛♥ ■t❛❧✐❛♥✮✳

❊❛r❧✐❡r ♣❛♣❡rs ✭♥♦✇❛❞❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✮ ❜② ▼✐♥❞❧✐♥ ❬✼✾❪✱ ❬✽✵❪✱ ❬✽✶❪✱ ❬✶✵✼❪✱ ❬✶✵✽❪ ❤❛❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st✉❞② ♦❢

P✐♦❧❛ ❈♦♥t✐♥✉❛✱ ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❚❤✐r❞ ●r❛❞✐❡♥t✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢

❝♦♥t❛❝t ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♦r ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s r✐❝❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② P✐♦❧❛✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞

♠✐❝r♦✲r♦t❛t✐♦♥s✳ ▼❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶❪✱ ❬✷✼❪✱ ❬✸✵❪✱ ❬✺✶❪✱ ❬✼✶❪✱ ❬✼✷❪✱ ❬✶✵✸❪✱ ❬✶✶✷❪✱ ❬✶✶✸❪✱ ❬✶✶✹❪✱ ❬✶✶✺❪✱ ❬✶✶✻❪✱ ❬✶✶✼❪✱ ❬✶✶✽❪✱ ❬✶✶✾❪✱ ❬✶✹✶❪✱ ❬✶✹✷❪✱ ❬✶✹✸❪✱ ❬✶✹✹❪✳

✺ ❖♥❡✲ ❛♥❞ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈♦♥t✐♥✉❛ ❛♥❞ ▼✐❝r♦✲▼❛❝r♦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P✐♦❧❛ ✭✶✽✹✺✲✻✮

❖♥ ♣❛❣❡ ✶✾ P✐♦❧❛ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✶



✏✶✶✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tt❡r ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ♥♦t ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✉t ❬❝♦♥✜❣✉r❡❞❪

✐♥ ❛ ❧✐♥❡ ♦r ✐♥ ❛ s✉r❢❛❝❡✿ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦r s✉r❢❛❝❡ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞ ❬t❤❡s❡ s②st❡♠s❪ ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥

❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐s ❥✉st ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡ ●❡♦♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ♣❛② t❤❡ ♠❛❥♦r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❬t❤❡s❡ s②st❡♠s❪ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦s t❤❛t ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r ❬s✉❝❤

❛♥❛❧②s❡s❪✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❬s✉❝❤ ❛♥❛❧②s❡s❪ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥t❤♦✉❣❤ ❛❧✇❛②s ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✇❛②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜♦❞✐❡s✱

r✐❣♦r♦✉s❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜❡✐♥❣ ♥❡✈❡r ❞❡♣r✐✈❡❞ ✐♥ ◆❛t✉r❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ s②st❡♠s ✇❡ ♥❡❡❞ s♣❡❝✐❛❧

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❬✐♥ ♦r❞❡r❪ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛ss✱ ②❡t ❬t❤❡ ✐❞❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❪ ❛r❡ ❛t ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✿ t❤✉s✱ ■ ✇✐❧❧ ❡①♣♦✉♥❞ t❤❡♠

s❤♦rt❧②✳ ✑

❖♥ ♣❛❣❡ ✸✾ ♥✉♠✳ ✷✹ ❛♥❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✻ ♥✉♠✳ ✷✾ ♦❢ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✐s st✉❞✐❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥

✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦❞② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠♦t✐♦♥✳ P✐♦❧❛ ✉s❡s t❤❡s❡ ♣❛rts t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡

r❡❛❞❡r ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ❧❛t❡r ✐♥ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss

• st❛rts ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

♠❡s❤✱

• ♣r♦❝❡❡❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ χ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

• ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ χ ❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

s②st❡♠ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s

• ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✶❪✱ ❬✹❪✱ ❬✺✽❪✮ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ✇❛♥t ❤❡r❡ t♦

r❡♠❛r❦ t❤❛t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❜❡❛♠s ❛♥❞ s❤❡❧❧s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t t❤❡r❡ ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st s✉❣❣❡st✐✈❡ ❛r❡ t❤♦s❡

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s❤❡❧❧s ❛♥❞ ♣❧❛t❡s❀ ♥❛♠❡❧②✱ ❬✹✷❪✱ ❬✹✸❪✱ ❬✹✹❪✱ ❬✹✺❪✱ ❬✼✵❪✱ ❬✾✼❪✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦r t❤❡ ♣❛♣❡rs ❜② ◆❡✛ ❬✽✼❪✱ ❬✽✽❪✱ ❬✽✾❪✱ ❬✾✵❪✱ ❬✾✷❪✱ ❬✾✸❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s st❛rt❡❞ ❜② P✐♦❧❛ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✻✷❪✱ ❬✼✼❪✱ ❬✼✽❪✱ ❬✾✽❪✱ ❬✶✷✹❪✱ ❬✶✷✺❪✱ ❬✶✸✶❪✱ ❬✶✸✷❪✳

❆❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣✐❡s ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❛♥❞ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❜❡❛♠s ♦r ❝❤❛✐♥s ♦❢

❜❡❛♠s✱ ❬✻✾❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❝❛❜❧❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② P✐♦❧❛ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ♠♦t✐♦♥s✱ ❬✶✷✻❪

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡str❡ss❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❬✶✷✾❪❛♥❞ ❬✶✸✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

s♣❛t✐❛❧ r♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡

♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠❛♥② ❝♦♥t✐♥✉❛t♦rs ♦❢ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s✳ ◆♦t❛❜❧❡ ❛r❡ t❤❡ ✇♦r❦s ❬✽❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶✼❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ P✐♦❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❛tt✐❝❡ ❜❡❛♠ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝✐t❡ ❛❧s♦ s♦♠❡ st✉❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r ✈✐s❝♦✲❡❧❛st✐❝

❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❞❛♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✷✵❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✷✹❪✮ ❢♦r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❣r❛♥✉❧❛r ♦r ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✽✷❪✱ ❬✽✸❪✱

❬✽✹❪✱ ❬✽✺❪✱ ❬✶✵✶❪✱ ❬✶✵✷❪ ♦r ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✽✻❪✮✳

✻ ❆ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ P✐♦❧❛ ❛s ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr②

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ❢r♦♠ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t♦ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❡♥t

♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❛♥❞ t❡①t❜♦♦❦s✿ ✇❡ s✐♠♣❧② r❡❢❡r t♦ ❬✹✵❪ ❛♥❞ t♦ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡ ❝✐t❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✶❪✮✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❡st✐✲

♠❛t❡❞✿ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ ❛ ✜rst ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡♠❛r❦

t❤❛t ❛❧s♦ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❜② P✐♦❧❛ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭✐♥ t❤✐s

❝♦♥t❡①t s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✵✾❪✱ ❬✶✶✵❪✮✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡rs ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝✐s♠ ✉s✉❛❧❧②

❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✿ t❤❡ ❤✐st♦r✐❛♥ ✇❛♥t❡❞ t♦ r❡❛❞

s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✶✷



❲❡ ❞✐s♠✐ss ❛ ♣r✐♦r✐ t❤✐s ❝r✐t✐❝✐s♠ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts

• ❚❤❡ ✐♥❛✉❣✉r❛❧ ❧❡❝t✉r❡ ❜② ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❛t❡s t♦ ✶✽✺✹ t❤❡r❡❢♦r❡ P✐♦❧❛✬s r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉r❡❧② ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❜✉t ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✐♥ t✐♠❡✳

• ❘✐❡♠❛♥♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡rs ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ❡✈❡♥ ✐❢ ❤❡ ❞✐❞ ♥♦t ✇r✐t❡ ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝✐❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘✐❝❝✐ ❛♥❞ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛

• ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ t❡♥s♦r ✐s ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r ❘✐❡♠❛♥♥ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❡♥s♦r ✐♥ ❘✐❡♠❛♥♥✬s ✇♦r❦s✳

■♥ ❤✐s ✐♥❛✉❣✉r❛❧ ❧❡❝t✉r❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞✐s❝✉ss❡s ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❣❡♦♠❡tr②✿ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✐s ✢❛t✳ ❚❤✐s st✉❞② ✭✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ●❛✉ss✮ st❛rt❡❞ ❛ ✢♦✇ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ❤❛s ♣❧❛②❡❞ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t r♦❧❡✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ ❡✳❣✳ ❘✐❝❝✐✬s ▲❡♠♠❛ ❛♥❞ ■❞❡♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✉t ♣❛r❛❧❧❡❧

tr❛♥s♣♦rts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡✳ ❆❧s♦ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛st ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r s✉❜st❛♥t✐❛t✐♥❣ ♦✉r st❛t❡♠❡♥t ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t

✐t ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♠❛② ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ P✐♦❧❛✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t P✐♦❧❛ ❤❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✱ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❢♦r♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❘✐❡♠❛♥♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧❧ ❤✐s r❡s✉❧ts✮ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆✶✹✮✱

Fiγ

∂2χi

∂Xα∂Xβ
=

1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xγ

)

.

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭s❡❡ ❬✶✸✺❪ ✈♦❧✳■■ ♣❛❣❡ ✶✽✹ ✮ t♦ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t♥❡ss✳

✼ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✼✳✶ P❡r✐❞②♥❛♠✐❝s✿ ❆ ♥❡✇✴♦❧❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s

❚❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❡①t❜♦♦❦ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ ❬✻✶❪ ✐s✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ❛♥❞ ❜✐❛s❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐♥

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ✉♥❛♥✐♠♦✉s❧② ❛s ♥♦✈❡❧ ✐♥ ✐ts ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ st②❧❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❤✐♠s❡❧❢✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ✇❤❛t

✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❤✐s ❡♣✐❣♦♥❡s✱ ♣✉ts ❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞✉❡ ❝r❡❞✐t t♦ ❛❧❧ ❤✐s ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡

❆♥❛❧②t✐q✉❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛❧s♦ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❧❡ss♦♥ ✐s ♥♦t ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ s❝✐❡♥❝❡✳

❆ ✈❡r② ♥❡✇ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿ P❡r✐❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✐❞❡❛s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

P❡r✐❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡② ❞❡s❡r✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡rts ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

■♥❞❡❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭◆✸✮ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ❬✸✼❪ ❛♥❞ ❬✶✷✵❪ ✭❜✉t ♠❛♥② ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✇❤✐❝❤ r❡❧❛①❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♦❧♦❣✐sts ♦❢ t❤❡

❈❛✉❝❤② ❢♦r♠❛t ❛♥❞ s❡❡♠s s✉✐t❛❜❧❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥ts ❜❡❧♦✇✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❛♥② ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡✳❣✳ ✐♥ ❝r❛❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❣r♦✇t❤✳

❍♦✇❡✈❡r ❡✈❡♥ t❤♦s❡ s❝✐❡♥t✐sts ✇❤♦s❡ ♠♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ■t❛❧✐❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② s❡❡♠ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ✐♥ t❤✐s

✜❡❧❞✿ t❤✐s ❧♦ss ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ❝r❡❞✐t t♦ t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ✐s st✐❧❧

t♦♣✐❝❛❧✱ ✐s ✈❡r② ❞❛♥❣❡r♦✉s✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❘✉ss♦ ❬✶✵✺❪✱ ❬✶✵✻❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ❛

♠✐♥❞❧❡ss ♠♦❞❡r♥✐s♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❣❣r❛✈❛t❡❞✳

■♥ ❬✶✷✵❪ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st❛rt❡❞ ❜② P✐♦❧❛ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞✱ s❡❡♠✐♥❣❧② ❛s ✐❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ ❙✐❧❧✐♥❣✱ ✇❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ❝❧♦s❡r ♣✉♣✐❧s✿ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ✈❡r②

s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ ❬✻✸❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✷✷❪ ✐t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝ts

t❤❛t✿

✏❚❤❡ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❡rt ❢♦r❝❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

❛❝r♦ss ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r♦✲ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛

♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝ str❡ss t❡♥s♦r ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞✳✑

✏❚❤❡ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❤❡♦r② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧

♠♦❞❡❧ ❛s t❤✐s ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛♥② ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤✱

t❤❡♥ t❤❡ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝ str❡ss t❡♥s♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ t❤✐s ❧✐♠✐t t♦ ❛ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r t❤❛t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t✐♥❣ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r ✜❡❧❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳✑

❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s✳

✶✸



■t ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ❢r✉✐t❢✉❧ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✐❞❡❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✶✻✼ ②❡❛rs ❛❣♦ ❜② P✐♦❧❛✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♦❢ ❬✷❪

✏❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r② t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢♦r❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t❤❡ str❡ss✴str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t s✉♠s ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❡❧❛st✐❝✐t② t❤❛t ✐s ✇❡❧❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ P❡r✐❞②♥❛♠✐❝s✬ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ♥❛♥♦✜❜❡r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❢r❛❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ s✉❣❣❡st t❤❛t

♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t②✳✑

❖r ❛❧s♦ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② P❛r❦s ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪✳

✏P❡r✐❞②♥❛♠✐❝s ✭P❉✮ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r② t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♥♦♥❧♦❝❛❧

♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣♦✐♥ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛② ❡①❡rt ❢♦r❝❡ ✉♣♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆ ♠❡s❤❧❡ss ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ P❉ ✐s

❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ P❉ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❞❞s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♥ ▼❉ ❝♦❞❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♦r ❡✈❡♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✑

■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤♦✇ str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ❛r❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛

❧❛tt✐❝❡✳ ❍♦✇ ❞❡❡♣ ✇❛s t❤❡ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ P✐♦❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷❪✱

❬✸✺❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✸✼❪✱ ❬✸✽❪✱ ❬✸✾❪✱ ❬✻✸❪✱ ❬✶✶✶❪✱ ❬✶✷✵❪✱ ❬✶✷✶❪✱ ❬✶✷✷❪✳

✼✳✷ ❖♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ∇F ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ P✐♦❧❛ ✭✶✽✹✺✲✻✮ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✺✽✲✶✺✾

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❞❡❞✉❝❡✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ t❡♥s♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞

t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❡q♥✳ ✭◆✹✮ ✐♥t♦ ❡q♥✳ ✭◆✺✮ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❛t❤❡r ❧❡♥❣t❤② ❛♥❞ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✿

✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❛t P✐♦❧❛ ❤❛❞ ❝❛✉❣❤t t❤❡✐r t❡♥s♦r✐❛❧ ♦r ❛t ❧❡❛st t❤❡✐r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❤❡

✉s❡❞ ♠❛❞❡ r❛t❤❡r ❡❛s② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡r♥ ❛♥❞

P✐♦❧❛✬s ♥♦t❛t✐♦♥

F i
α ⇆







dx
da

dy
da

dz
da

dx
db

dy
db

dz
db

dx
dc

dy
dc

dz
dc






detF ⇆ H (detF )

(

F−1
)β

j
⇆







l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n3






✭◆✼✮

s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✽✮ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✻ ♦❢ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡

(detF )F−1F = (detF ) I

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✼ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡







t1 t4 t5

t4 t2 t6

t5 t6 t3






⇆ C = FTF Cαβ = F i

αFiβ ✭◆✽✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✺✽✲✶✺✾ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡♥s♦r✐❛❧ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂2χi

∂Xα∂Xβ := Dαβη

(

F−1
)iη

, Fiη
∂2χi

∂Xα∂Xβ =
∂F i

α

∂Xβ Fiη = Dαβη ✭◆✾✮

◆♦✇ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t
∂Fiβ

∂Xγ
=

∂Fiγ

∂Xβ

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ D ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✐♥❞❡❝❡s✱

Dαβη = Dβαη ✭◆✶✵✮

❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭✉s✉❛❧ s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ A(ab) = Aab + Aba✱ ❛♥❞ s❦❡✇✲

s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ A[ab] = Aab −Aba✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✉s❡❞✮

∂Cαβ

∂Xγ
=

∂F i
α

∂Xγ
Fiβ + F i

α

∂Fiβ

∂Xγ

✶✹



2
∂Cα[β

∂Xγ]
=

∂Cαβ

∂Xγ
−

∂Cαγ

∂Xβ
=

=
∂F i

α

∂Xγ
Fiβ + F i

α

∂Fiβ

∂Xγ
−

∂F i
α

∂Xβ
Fiγ − F i

α

∂Fiγ

∂Xβ
=

=
∂F i

α

∂Xγ
Fiβ −

∂F i
α

∂Xβ
Fiγ = Dαγβ −Dαβγ = 2Dα[γβ]

∂Cαβ

∂Xγ
=

∂
(

F i
αFiβ

)

∂Xγ
=

∂F i
α

∂Xγ
Fiβ + F i

α

∂Fiβ

∂Xγ
=

= Dγαβ +Dγβα = 2Dγ(αβ)

❇② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ D ✐♥t♦ ✐ts s❦❡✇ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rts ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ✐♥❞❡①✱ s❡❡ ❛❧s♦ ✭◆✶✵✮✮ ♦♥❡ ❣❡ts

Dγαβ = Dγ(αβ) +Dγ[αβ] =
1

2

∂Cαβ

∂Xγ
+

∂Cγ[β

∂Xα]
=

1

2

(

∂Cαβ

∂Xγ
+

∂Cγβ

∂Xα
−

∂Cγα

∂Xβ

)

✭◆✶✶✮

❚❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦r Dγαβ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ✭◆✾✮ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉♣✐❡s

♥❡❛r❧② t✇♦ ♣❛❣❡s ♦❢ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ◆✶✶ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞

t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✜rst ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❜② P✐♦❧❛✳ ❋r♦♠ ✭◆✶✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡

Fiβ

∂2χi

∂Xα∂Xγ
=

1

2

(

∂Cαβ

∂Xγ
+

∂Cγβ

∂Xα
−

∂Cγα

∂Xβ

)

✭◆✶✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
∂2χj

∂Xα∂Xγ
=

1

2

(

F−1
)jβ
(

∂Cαβ

∂Xγ
+

∂Cγβ

∂Xα
−

∂Cγα

∂Xβ

)

✭◆✶✸✮

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❧❡t ✉s st❛t❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ♦♥❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② 2H ♦❢ t❤❡

❢♦r♠✉❧❛ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✽ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪✱ ✐✳❡✳✱
∂2χ2

∂X1∂X2
⇆

d2y

dadb
.

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ✭◆✶✶✮ ✇✐t❤ α = 1✱ j = γ = 2✱ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r C ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✭◆✼✮ ❛♥❞ ✭◆✽✮✱

∂2χ2

∂X1∂X2
=

1

2

(

F−1
)2β
(

∂C1β

∂X2
+

∂C2β

∂X1
−

∂C21

∂Xβ

)

=

=
1

2

(

F−1
)21
(

∂C11

∂X2
+

∂C21

∂X1
−

∂C21

∂X1

)

+

+
1

2

(

F−1
)22
(

∂C12

∂X2
+

∂C22

∂X1
−

∂C21

∂X2

)

+

+
1

2

(

F−1
)23
(

∂C13

∂X2
+

∂C23

∂X1
−

∂C21

∂X3

)

=

=
1

2

(

F−1
)21 ∂C11

∂X2
+

1

2

(

F−1
)22 ∂C22

∂X1
+

+
1

2

(

F−1
)23
(

∂C13

∂X2
+

∂C23

∂X1
−

∂C21

∂X3

)

⇆

⇆
l2
2H

dt1
db

+
m2

2H

dt2
da

+
n2

2H

(

dt5
db

+
dt6
da

−
dt4
dc

)

✇❤✐❝❤ ✐s✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② 2H ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs✱ t❤❡ ✶✶t❤ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✺✽ ✐♥ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪

2H
d2y

dadb
= l2

dt1
db

+m2
dt2
da

+ n2

(

dt5
db

+
dt6
da

−
dt4
dc

)

P✐♦❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ ❧♦♥❣ ❢♦r ❜❡✐♥❣

r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r✐♥t❡❞ ❢♦r♠✳ ❙♦ ❤❡ st❛t❡s✿

✏❚❤❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s✿ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞

♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦✉♥t ✸✵ ♦❢ t❤❡♠✿ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✻✵ ✐♥ ♥✉♠❜❡r✿ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡

t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✺✺ ✐♥ ♥✉♠❜❡r✳ ■ ❛♠ ♥♦t ✇r✐t✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛s ❡✈❡r②❜♦❞② ✇❤♦ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞

♣❛t✐❡♥❝❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡♠ ❜② ❤✐♠s❡❧❢✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤♦s❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✳✑

✶✺



❆s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ t❡♥s♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✐t ✐s ❡❛s✐❡r ❢♦r ✉s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥st✐t✉t❡❞

❜② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r✳ ■♥❞❡❡❞ ❢r♦♠

Fiγ

∂2χi

∂Xα∂Xβ
=

1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xγ

)

✭◆✶✹✮

❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✭◆✶✹✮ ✇❡ ❣❡t

∂

∂Xη

(

Fiγ

∂2χi

∂Xα∂Xβ

)

=
∂

∂Xη

(

1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xγ

))

❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s✱

Fiγ

∂3χi

∂Xα∂Xβ∂Xη
= −

∂2χi

∂Xγ∂Xη

∂2χi

∂Xα∂Xβ
+

1

2

(

∂2Cαγ

∂Xη∂Xβ
+

∂2Cβγ

∂Xη∂Xα
−

∂2Cβα

∂Xη∂Xγ

)

. ✭◆✶✺✮

❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ ✭◆✾✮

∂2χi

∂Xα∂Xβ
=

1

2

(

F−1
)iδ
(

∂Cαδ

∂Xβ
+

∂Cβδ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xδ

)

✭◆✶✻✮

✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭◆✶✺✮ ♦♥❡ ❣❡ts

Fiγ

∂3χi

∂Xα∂Xβ∂Xη
= −

1

2

(

F−1
)ν

i

(

∂Cγν

∂Xη
+

∂Cην

∂Xγ
−

∂Cηγ

∂Xν

)

1

2

(

F−1
)iδ
(

∂Cαδ

∂Xβ
+

∂Cβδ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xδ

)

+
1

2

(

∂2Cαγ

∂Xη∂Xβ
+

∂2Cβγ

∂Xη∂Xα
−

∂2Cβα

∂Xη∂Xγ

)

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

Fiγ

∂3χi

∂Xα∂Xβ∂Xη
= −

1

4

(

C−1
)νδ
(

∂Cγν

∂Xη
+

∂Cην

∂Xγ
−

∂Cηγ

∂Xν

)(

∂Cαδ

∂Xβ
+

∂Cβδ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xδ

)

+
1

2

(

∂2Cαγ

∂Xη∂Xβ
+

∂2Cβγ

∂Xη∂Xα
−

∂2Cβα

∂Xη∂Xγ

)

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ s♦✉❣❤t ❛❢t❡r ❜② P✐♦❧❛✳ ❲✐t❤ ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t

1

2

∂3ρ2(X̄,X)

∂X̄α∂X̄β∂X̄γ

=
1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
+

∂Cβα

∂Xγ

)

+
(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂3χi(X̄)

∂X̄α∂X̄β∂X̄γ

✭◆✶✼✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❡♥❞✐① ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② P✐♦❧❛ ❛t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❤✐s s❡❝t✳ ✼✹✱ ♣❛❣✳✶✺✻✳

✼✳✸ ❆❢t❡r t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ■ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ♠②s❡❧❢ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣②

❲❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ❡♥t❤✉s✐❛st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ P✐♦❧❛ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❡❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s✳ ■♥❞❡❡❞

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❞✐s❝✉ss❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠✳✼✹ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❜② ❛♥❛❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

♥♦✇❛❞❛②s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❛♥❝✐❡♥t ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❬✶✵✻❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮

♦♥❧② ❛❢t❡r ❇♦♦❧❡ ❛♥❞ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✭♥❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②✮ ❛❝❝❡♣t❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❝t✉❛❧❧② P✐♦❧❛ st❛t❡s ❤❡r❡ t❤❛t✱

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❦ ♠✉st ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ Cγβ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞✱ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s

✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ✭♠❛②❜❡ ✇❡❧❧✲❣r♦✉♥❞❡❞✮ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❛❣❡ ✶✺✼ ♦❢ ❬P✐♦❧❛✱ ✶✽✹✽❪ ♦♥❡ r❡❛❞s

❛❢t❡r t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ■ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ♠②s❡❧❢ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣②✿ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♦♥❡r ♦r ❧❛t❡r ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r

s❡r✐❡s ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ ✐ts t❡r♠s✳

❲❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣✐r✐t ♦❢ P✐♦❧❛✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❋♦r ❡✈❡r② n t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶✻



Mγα1...αn
♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s C,∇C, ..∇n−1C s✉❝❤ t❤❛t

(

∂χi(X̄)

∂X̄γ

∂nχi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn

)

= Mγα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
)

✭◆✶✽✮

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ s✉❝❤ ❛ ❧❡♠♠❛ ❢♦r n = 2 t❤❛t ✐s✱

Fiγ

∂2χi

∂Xα∂Xβ
=

1

2

(

∂Cαγ

∂Xβ
+

∂Cβγ

∂Xα
−

∂Cβα

∂Xγ

)

. ✭◆✶✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✭◆✶✽✮ ❢♦r ❡✈❡r② n ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ N ≤ n t❤❡♥ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ❛❧s♦ ❢♦r N = n+ 1. ▲❡t ✉s st❛rt

❜② r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✭◆✶✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
∂nχi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn
=
(

F−1
)iη

Mηα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
)

✭◆✷✵✮

▲❡t ✉s t❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✭◆✶✽✮ ❛ss✉♠❡❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r N = n t♦ ❣❡t

∂

∂X̄αn+1

(

∂χi(X̄)

∂X̄γ

∂nχi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn

)

=
∂

∂X̄αn+1

(

Mγα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
))

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

∂χi(X̄)

∂X̄γ

∂n+1χi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn∂X̄αn+1
=

∂

∂X̄αn+1

(

Mγα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
))

−
∂2χi(X̄)

∂X̄γ∂X̄αn+1

∂nχi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn

◆♦✇ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆✷✵✮ t✇♦ t✐♠❡s ✭❢♦r n = 2 ❛♥❞ ❢♦r N = n) ✇❡ ❣❡t

∂χi(X̄)

∂X̄γ

∂n+1χi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn∂X̄αn+1
=

∂

∂X̄αn+1

(

Mγα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
))

−
(

(

F−1
)η

i
Mηαn+1

(

C, ..,∇n−1C
)

)(

(

F−1
)iβ

Mβα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
)

)

=

= Mγα1...αnαn+1

(

C, ..,∇n−1C
)

,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

Mγα1...αnαn+1

(

C, ..,∇n−1C
)

:=
∂

∂X̄αn+1

(

Mγα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
))

−
(

C−1
)βη

Mηαn+1

(

C, ..,∇n−1C
)

Mβα1...αn

(

C, ..,∇n−1C
)

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s t❤✉s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ n− th ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ρ2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ✇❤❡♥

X̄ = X ✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ (n− 2)− th ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Cγβ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳

■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡r ❧❡♠♠❛ ✐s tr✉❡✿

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ. ❋♦r ❡✈❡r② n t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s

Lα1....αn
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s C, ..,∇n−2C s✉❝❤ t❤❛t

∂nρ2(X̄,X)

∂X̄α1 ...∂X̄αn
= Lα1....αn

(

C, ..,∇n−2C
)

+

(

(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂nχi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn

)

✭◆✷✶✮

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r N = n ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r N = n+ 1. ❆s ✇❡ ❤❛✈❡

♣r♦✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭◆✶✼✮✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❢♦r n = 3✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♥❞✉❝t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆✷✶✮ ♦♥❡ ❣❡ts

∂n+1ρ2(X̄,X)

∂X̄α1 ...∂X̄αn+1
=

∂

∂X̄αn+1

(

Lα1....αn

(

C, ..,∇n−2C
))

+

(

∂χi(X̄)

∂X̄αn+1

∂nχi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn

)

+

(

3
∑

i=1

(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂n+1χi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn∂X̄αn+1

)

✶✼



✇❤✐❝❤ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆✶✽✮ ❜❡❝♦♠❡s

∂n+1ρ2(X̄,X)

∂X̄α1 ...∂X̄αn+1
=

∂

∂X̄αn+1

(

Lα1....αn

(

C, ..,∇n−2C
))

+Mαn+1α1...αn

(

C, ..,∇n−1C
)

+

(

3
∑

i=1

(

χi(X̄)− χi(X)
) ∂n+1χi(X̄)

∂X̄α1 ...∂X̄αn∂X̄αn+1

)

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ▲❡♠♠❛ ♦♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

Lα1....αnαn+1

(

C, ..,∇n−2C
)

:=
∂

∂X̄αn+1

(

Lα1....αn

(

C, ..,∇n−2C
))

+Mαn+1α1...αn

(

C, ..,∇n−1C
)

.

✼✳✹ ❆♥ ■t❛❧✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ●❡♥❡❛❧♦❣②

■♥ ❬✶✵✺❪ ✐t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧♦ss ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ P✉♥✐❝ ✇❛rs✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡r❛s✉r❡

❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♣r❡✈✐♦s❧② ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✿ t❤❡ ❧♦ss ♦❢

❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛❡str♦ ❛♥❞ st✉❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❛✇❛r❡♥❡ss ✲✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♦❝✐❡t②✲ ♦❢

t❤❡ str✐❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ s❝✐❡♥❝❡ ✭✐♥ ❛❧❧ ✐ts ♠♦st ❛❜str❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✮ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭s❡❡ ❛❧s♦

❬✶✵✻❪✮✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❡t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♦❝❝✉r ❞♦ ♥♦t ✐♥✈❡st

r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❛t✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❜r♦❦❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❡str♦

❛♥❞ ♣✉♣✐❧✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❧✐✈✐♥❣ s❝✐❡♥t✐st t❡❛❝❤❡s t♦ ❤✐s st✉❞❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t t❡①t❜♦♦❦s✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧

r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤♦s❡ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ❛t ✜rst t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❢t❡r ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❧♦♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛❧s♦ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧♦st✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❣❡♥❡❛❧♦❣② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❢♦✉♥❞❡rs ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♥s♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ■t❛❧✐❛♥ s❝❤♦♦❧ ♦❢ t❤❡ ❳■❳ ❈❡♥t✉r② ✇❛s st❛rt❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♠♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛♣♦❧❡♦♥✐❝

r❡❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ◆❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ s❡❡ ❤✐s ❊✉❧♦❣② ✇❤❡r❡ P✐♦❧❛✱ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡

t❡①t❜♦♦❦ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✇r✐tt❡♥ ❜② ❤✐s ▼❛❡str♦ ❱✐♥❝❡♥③♦ ❇r✉♥❛❝❝✐ ✇r✐t❡s

✏✇❛s ❛❧s♦ ♣✉s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈✐❝❡ ♦❢ t❤❛t ❙♦✈❡r❡✐❣♥ ✇❤♦ ✇❛s ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ st❛rs ✇❤♦✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ▼✐❧❛♥✱ ✇r♦t❡ t♦ ♣❡rs✉❛❞❡ ❤✐♠ t♦

st❛rt t❤✐s ♦❡✉✈r❡ ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ✶✽✵✵✱ ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ t❤❛t ❤❡ ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥s ✇❤♦ ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳✑✳

●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ♥❡✈❡r ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❝❤❛✐r✿ ❤♦✇❡✈❡r ❤✐s ♣✉♣✐❧ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇r✐♦s❝❤✐ ✇❛s t❤❡ ❢♦✉♥❞❡r ♦❢ t❤❡ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦✳

❇r✐♦s❝❤✐ ♠❡♥t♦r❡❞ ❊♥r✐❝♦ ❇❡tt✐ ❛♥❞ ❊✉❣❡♥✐♦ ❇❡❧tr❛♠✐✳ ❯❧✐ss❡ ❉✐♥✐ ✇❛s ♣✉♣✐❧ ♦❢ ❊♥r✐❝♦ ❇❡tt✐✱ ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ ❤✐s s✉❝❝❡ss♦r ❛s t❤❡ ❝❤❛✐r ♦❢

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr② ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P✐s❛✳ ●r❡❣♦r✐♦ ❘✐❝❝✐ ❈✉r❜❛str♦ ✇❛s ♣✉♣✐❧ ♦❢ ❯❧✐ss❡ ❉✐♥✐✱ ❊✉❣❡♥✐♦ ❇❡❧tr❛♠✐

❛♥❞ ❊♥r✐❝♦ ❇❡tt✐✳ ❚✉❧❧✐♦ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ✇❛s ♣✉♣✐❧ ♦❢ ●r❡❣♦r✐♦ ❘✐❝❝✐ ❈✉r❜❛str♦✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐t s❤❛r❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝❤♦♦❧s

❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ s❝✐❡♥t✐sts✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣❡❝✉❧✐❛r t♦ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ◆❛t✐♦♥✳

✶✳ ■t ❤❛♣♣❡♥s ✈❡r② ♦❢t❡♥ t❤❛t s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✐r❝❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣

❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐ts ❢♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✭✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✇❡r❡

❛❧r❡❛❞② tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❜② ❊r✐❦ ■✈❛r ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❞ ✐♥ ❍❛❞❛♠❛r❞✬s ✶✾✶✵ t❡①t❜♦♦❦ ❛♥❞ ❤❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✽✽✼ ❜②

t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝✐st ❱✐t♦ ❱♦❧t❡rr❛✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✇❛s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❜② st✉❞❡♥ts ♦❢ ❍❛❞❛♠❛r❞✱

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❋ré❝❤❡t ❛♥❞ ▲é✈②✳ ❍❛❞❛♠❛r❞ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ s❝❤♦♦❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘✐❡s③

❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ P♦❧✐s❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❛r♦✉♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❇❛♥❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ ❞✐❞ ♥❡❡❞ t♦ r❡❞✐s❝♦✈❡r ♠❛♥② ♣❛rts

♦❢ ❛ t❤❡♦r② ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦✉❧❞ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧②

◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧❡❞ ❍✐❧❜❡rt ❙♣❛❝❡s✳ ❙✐♠♣❧❡ ❧❛③✐♥❡ss ♦r t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs✱ ❧❛❝❦ ♦❢ t✐♠❡ ♦r ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ♠❡❛♥s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛② ❧❡❛❞ s♦♠❡ ✈❡r② ❜r✐❧❧✐❛♥t s❝✐❡♥t✐sts

t♦ ✐❣♥♦r❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r s❝✐❡♥t✐sts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡✐r ✇♦r❦✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❣❡♥❡❛❧♦❣② r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

✜rst ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞✴♦r ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ♥♦t t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ✜rst

r❡♠♦✈❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ✈❛r✐♦✉s ❣r♦✉♣s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡✐r

♥❛t✐♦♥❛❧✐t②✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ str✐❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐ts ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳

✷✳ ◆❛♣♦❧❡♦♥ ❢❛✈♦✉r❡❞ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ❛♥ ■t❛❧✐❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❝❤♦♦❧✱ ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥s ❤❡ ♣✉s❤❡❞ ❱✐♥❝❡♥③♦ ❇r✉♥❛❝❝✐ t♦

✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst ■t❛❧✐❛♥ t❡①t❜♦♦❦ ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❤❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ t❤❡ ❤❛❜✐t✱ ❛❧✇❛②s

✹❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ Pr♦❢✳ ▼❛r✐♦ P✉❧✈✐r❡♥t✐ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡✐r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✜rst ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ r❡❝❛❧❧❡❞ t♦ t❤❡♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✽



❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❙❝❤♦♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❛❧❧ ❋r❡♥❝❤ ❙❝✐❡♥t✐sts t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡✱ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ t♦ ❣❧♦r✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r

❝♦♠♣❛tr✐♦ts✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ s❝✐❡♥t✐sts ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝✐❡♥t✐sts ♦❢ ●r❡❡❦

❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t❤❡ ❍❡❧❧❡♥✐st✐❝ s❝✐❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬✶✵✻❪✮✳ ❍❡❧❧❡♥✐❝ tr❛❞✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♠♣t ♦❢

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛tr✐♦ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦✈❛❧ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ s❝✐❡♥t✐sts✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡ss

❧❡❛❞s t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r ♥❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛❧✇❛②s str♦♥❣❡r✱ ♠♦r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱

✇❤✐❧❡ ❛❝t✐✈❡❧② ❛❝t✐♥❣ t♦ ✐♠♣❡❛❝❤ t❤❡ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛tr✐♦t s❝✐❡♥t✐sts✳

❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ❜② ◆❛♣♦❧❡♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ❚❡♥s♦r ❈❛❧❝✉❧✉s✱ ❜✉t ✇❛s ❡①❤❛✉st❡❞ ❜② t❤❡ t②♣✐❝❛❧

■t❛❧✐❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s ❝♦♠♣❛tr✐♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✱ ❞✉❡ t♦ ▼✉ss♦❧✐♥✐✬s r❛❝✐❛❧ ♣❡rs❡❝✉t✐♦♥s✱

❢r♦♠ ❤✐s ❝❤❛✐r ✐♥ ❘♦♠❡✱ t❤❛t ✇❛s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❙✐❣♥♦r✐♥✐✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛t ❧❡❛st t❤❛t

✐✮ t❤❡ str✐❝t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ■t❛❧✐❛♥

❙❝❤♦♦❧ st❛rt❡❞ ❜② P✐♦❧❛ ❛♥❞ ❝✉❧♠✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛

✐✐✮ t❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❚❤❡♦r❡♠✮ ❤❛s ✐ts ❞❡❡♣ r♦♦ts ❛❧r❡❛❞② ✐♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ✭r❡❝❛❧❧ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

P✐♦❧❛✬s ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮

✐✐✐✮ ❯❧✐ss❡ ❉✐♥✐✬s ❚❤❡♦r❡♠ ❝❧❛r✐✜❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ P✐♦❧❛✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧
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