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●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ❛♥❞ ❇❛❧❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s

❜② ●✐✉s❡♣♣❡ ❘✉t❛

❛❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ■♥❣❡❣♥❡r✐❛ ❙tr✉tt✉r❛❧❡ ❡ ●❡♦t❡❝♥✐❝❛✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ ❘♦♠❛ ✏▲❛ ❙❛♣✐❡♥③❛✧✱ ❱✐❛ ❊✉❞♦ss✐❛♥❛ ✶✽✱ ✵✵✶✽✹✱ ❘♦♠❛✱ ■t❛❧②

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ❈❛✉❝❤② ❬✶❪✕❬✽❪ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ❬✾✱ ✶✵❪✱ ✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ s♦❧✐❞s ❛♥❞

✢✉✐❞s s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠♦♥♦❣r❛♣❤s ♦♥ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ❚♦❞❤✉♥t❡r ❛♥❞

P❡❛rs♦♥ ❬✶✶❪✱ ❉✉❣❛s ❬✶✷❪✱ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❬✶✸❪✱ ❇❡♥✈❡♥✉t♦ ❬✶✹❪ ✳ ❲❡ ✜♥❞ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❤✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡

r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② ❈❛♣❡❝❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✶✼❪✳ ❈❛✉❝❤② ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦❞✐❡s ❛s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢

♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❜② ❝❡♥tr❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr✐❝❦s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❈❛✉❝❤②

❛❞♦♣t❡❞ ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ✜❧❧❡❞ ❜② ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❛❧❧ ❜❛s✐❝ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❡♥❧❛r❣✐♥❣ ❜♦t❤ ✐ts s❝♦♣❡s ❛♥❞ r❛♥❣❡

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❤❡❛t✴✇♦r❦ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ❜② ●r❡❡♥ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ❚❤♦♠s♦♥ ❬✶✾✱ ✷✵❪❀ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♦♥❡s ❜② ❚r✉❡s❞❡❧❧ ❛♥❞ ❚♦✉♣✐♥ ❬✷✶❪

❛♥❞ ❚r✉❡s❞❡❧❧ ❛♥❞ ◆♦❧❧ ❬✷✷❪❀ ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❤❛♥❞❜♦♦❦ ✐s t❤❛t ❜② ●✉rt✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪✳

❙tr✉❝t✉r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛✱ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦ss❡r❛ts ❬✷✹✱ ✷✺❪✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r st✉❞② ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡♦r②✱ s❡❡ ❈❛♣r✐③ ❬✷✻❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥t✐♥✉❛ ✇✐t❤ ✭♠✐❝r♦✲✮str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠❛♥② ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡

✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡② ♠❛② ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❜❡❛♠s ❬✷✼✱ ✷✽❪✱ ❞❛♠❛❣❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✷✾❪✱ ♠❛s♦♥r② ❬✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷❪✱ ♣❧❛st✐❝✐t②

❬✸✸❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞ ♣❤②s✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ♠✐①t✉r❡s ♦r

♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✿ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ s❡❡♥ s✐♠♣❧② ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❧❛❣r❛♥❣❡❛♥ s②st❡♠✳

●❛❜r✐♦ P✐♦❧❛ ✭✶✼✾✹✕✶✽✺✵✮ st♦♦❞ ♦✉t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ s❝❤♦❧❛rs ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ✶✽✵✵✱ t❤♦✉❣❤ ❤❡ ✇❛s ♥❡✈❡r ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛

✉♥✐✈❡rs✐t② ❝❤❛✐r✳ ■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ■t❛❧✐❛♥ ✐♥ s♦♠❡ ❥♦✉r♥❛❧s ♦❢ ❛❧♠♦st ♥♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ■t❛❧② ❬✸✹❪✕❬✸✽❪✱ ❤❡ ✇❛s ♣❡r❤❛♣s t❤❡

✜rst t♦ ♣r❡s❡♥t✿ ❛✮ ❛ ❝❧❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡✬s

✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ ❬✸✾❪✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥♥❡r ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✉❛❧s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s❀ ❜✮ ❛ ❝❧❡❛r st❛t❡♠❡♥t t❤❛t

♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ❛❝t✐♦♥s ❧✐❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡♠❀

❝✮ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐❞❡❛❧ st❛t❡ ❢♦r ❛♥② ❜♦❞②✱ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡❣✉❧❛r ❛rr❛② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❢r❡❡ ♦❢ ❛♥② str❡ss❀ ❞✮ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡s✱ s♦ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①✐st❀ ❛♥❞ ❡✮ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts ✐♥ P✐♦❧❛✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❡ ♣✉t ✐♥t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡

❜② ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❬✹✶❪✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ♦♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦s ❬✹✵✱ ✹✼❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ str❡ss t❤❡

❛❜♦✈❡ s❛✐❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t s❡❡♠ q✉✐t❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ❜② ❈❛✉❝❤②✱ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞

t❤❡✐r s✉❝❝❡ss♦rs ✭❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ▲❛♠é ❬✹✷❪ ❛♥❞ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❬✹✸✱ ✹✹❪✮✱ ✇❡❧❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❈♦ss❡r❛ts✬✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ♠♦❞❡r♥ s♣✐r✐t✳

P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤✐s ♥❛t✐♦♥❛❧✐st✐❝ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢

✇r✐t✐♥❣ ✐♥ ■t❛❧✐❛♥ ❛♥❞ t♦ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ❛♥ ❛♠❛t❡✉r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛s❝r✐❜❡ ❛♥② ■t❛❧✐❛♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ s❝❤♦♦❧ t♦ ❤✐♠✱ ②❡t ❤✐s

✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ♦♥ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇r✐♦s❝❤✐ ✭✶✽✷✹✕✶✽✾✼✮✱ ✇❤♦ t❛✉❣❤t ✐♥ P❛✈✐❛ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❝❤♦♦❧ ✐♥ ▼✐❧❛♥✱ ❛♥❞ ✇❤♦

♣❛ss❡❞ t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r s✉r❡ t♦ ❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡ st✉❞❡♥ts ❊✉❣❡♥✐♦ ❇❡❧tr❛♠✐ ✭✶✽✸✺✲✶✽✾✾✮✱ ❋❡❧✐❝❡ ❈❛s♦r❛t✐ ✭✶✽✸✺✕✶✽✾✵✮✱ ❛♥❞ ▲✉✐❣✐ ❈r❡♠♦♥❛

✭✶✽✸✵✕✶✾✵✸✮✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡rs ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ s❝❤♦♦❧ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♦❢

str✉❝t✉r❡s✱ t❤❛t ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✇❛s ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s❝❤♦❧❛rs ✐♥ t❤❡ ●r❛♥❞❡s ➱❝♦❧❡s✱ ✐♥ ■t❛❧② s❡❡♠ t♦ t❛❦❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ ❚✉r✐♥ ❛❢t❡r ▲✉✐❣✐ ❋❡❞❡r✐❝♦

▼❡♥❛❜r❡❛ ✭✶✽✵✾✕✶✽✾✻✮✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t ♣✉♣✐❧s ❈❛r❧♦ ❆❧❜❡rt♦ ❈❛st✐❣❧✐❛♥♦ ✭✶✽✹✼✕✶✽✽✹✮ ❛♥❞ ❱❛❧❡♥t✐♥♦

❈❡rr✉t✐ ✭✶✽✺✵✕✶✾✵✾✮ ❬✹✺✱ ✹✻❪✿ t❤❡② ♣❡r❢❡❝t❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥

♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉ss❡s ❛♥❞ ❢r❛♠❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ s❤♦rt❧② s❦❡t❝❤ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ P✐♦❧❛✬s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❤✐s

✜rst ♣❛♣❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■ ✇✐❧❧ s♣❡♥❞ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡♣t❤ P✐♦❧❛✬s ❧✉❝✐❞ s❡❧❢✲❝r✐t✐❝✐s♠ ❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣

❤✐♠ t♦ ❡①♣♦s❡✱ ✐♥ ❤✐s ❧❛st t✇♦ ♣❛♣❡rs✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❤✐s ♣♦st❤✉♠♦✉s ♦♥❡✱ ❛ ✇❡❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡✱ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

t❤❡♦r②✳

✶



✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡

P✐♦❧❛✬s ✜rst ✇♦r❦ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ❬✸✹❪✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s

t❡st✐♠♦♥✐❛❧ ♦❢ ❛✛❡❝t✐♦♥ t♦ ❤✐s ♠❛st❡r✱ ❛❧❧ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ✐❞❡❛s t♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿

▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❜♦❞✐❡s ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s♦❧✐❞s ❛♥❞ ✢✉✐❞s ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞✱ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♠♦t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❢❛♠♦✉s ❋r❡♥❝❤ ❣❡♦♠❡t❡rs✱ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤②✱ ✇❤♦ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠s ♥♦t t♦✉❝❤❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r

✐♥ ❤✐s ❊①❡r❝✐s❡s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❣❛✈❡ s♦♠❡ ❞♦✉❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢

♠❛tt❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s✿ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ t❤❛t s✉♣♣♦s✐♥❣

t❤❡ ♠❛tt❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❦❡♣t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇✐s❤✐♥❣ t♦ r❡❜✉✐❧❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❜② ✐t✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❛✐❞ ❣❡♦♠❡t❡rs✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❤❛❞ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ s♦❧✐❞s

❛♥❞ ✢✉✐❞s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❝✐❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥✿ ■ ♠❡❛♥ t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧

▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛ ✇♦r❦ st✐❧❧ ♣r❛✐s❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛

♣✐❡❝❡ ♦❢ ❡r✉❞✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ■ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ✐♥ ♠② ✜rst ②♦✉t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❝❝❛s✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ■ ♠❛❞❡ ♠②s❡❧❢ s♦ ❤✐❣❤

❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♦❢ ✐ts ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ■ ❝❛♠❡ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡♠✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r♦❞✐❣②

♦❢ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❛♥❞ ■ t❤♦✉❣❤t ❛♥❞ ✇r♦t❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❛♥② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ♠❡♠♦✐rs✱

❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ r❡♠❛r❦❡❞ ❤♦✇ ✐♥ t❤❡♠ ✭❜✉t ❢♦r s♦♠❡ r❛r❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✮ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❤❛❞ str✉❝❦ ♠❡ s♦ ♠✉❝❤ ✐s ♥♦t ✉s❡❞✱ ■ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ■ ❤❛❞

❣♦♥❡ ✇r♦♥❣✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■ tr✐❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ ♠②s❡❧❢ ♦❢ t❤✐s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ✇❛s ❛ ❣r❡❛t s✉r♣r✐s❡ ♦❢ ♠✐♥❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡② ✜t ✐♥t♦ ✐t

✈❡r② ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ❣❡t ♠✉❝❤ ❝❧❡❛r✿ ❛ ❣♦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ♦♥❡✬s s♣✐r✐t✿ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ♣❧❛❝❡s✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦t❤❡r✿ ❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

♠♦r❡✱ ♥❡✇ t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t ♣✉s❤❡❞ ♠❡ t♦ ♣✉❜❧✐s❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ▼❡♠♦✐rs ♦♥ t❤❡ q✉♦t❡❞ s✉❜❥❡❝t✱ t♦ tr② t♦ ❞r✐✈❡

s♦♠❡ r❡❛❞❡rs t♦ ♠② ❜❡❧✐❡❢✿ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❢❛❝t ■ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❞✐t❛t✐♦♥s ❛✐♠❡❞ ❛t s❤♦✇✐♥❣✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ✇❤❛t

✐s ✐♥ ♠② ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s✉❜❧✐♠❡ ■t❛❧✐❛♥ ●❡♦♠❡t❡r✳✶

❚❤✉s✱ P✐♦❧❛✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❛s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♣✉r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐✳❡✳✱ ♦❢ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❵♥❛t✉r❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs✬ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r❡❡❝❡✱

◆❡✇t♦♥ ✭r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r✬s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❵r❛t✐♦♥❛❧✬ ❛♥❞ ❵♣r❛❝t✐❝❛❧✬ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣✐❛✮✱ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ P✐♦❧❛✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s

❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣ ❜② r✐❣♦r♦✉s ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡ ❵r❛t✐♦♥❛❧✬ ❥✉①t❛♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✉♥ ❵♠❡❝❤❛♥✐❝s✬✮✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

♦❢ ✇❤✐❝❤ s❤❛❧❧ ❜❡ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ P✐♦❧❛ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡s♣✐s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✲s✐♠♣❧②✱ ❤❡ ✇❛s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧

✇❛② t♦ ❢r❛♠❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥t♦ ❛ r✐❣♦r♦✉s s②st❡♠ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✿

■ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❧✐❦❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✷ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤✱ ♠❡❞✐t❛t❡❞ ✉♣♦♥ r❛t❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❜✉t ❛ ✇❡❛❦

❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② s♦♠❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ●♦♦❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ♠❛❞❡ ❡①♣❡rt

❜② t❤❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥② ♦❢ t❤♦s❡ t❤✐♥❦❡rs t❤❛t ❜✉✐❧t s②st❡♠s ❛❜♦✉t ♥❛t✉r❛❧ t❤✐♥❣s✱ ❞❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦❢ t❤❡✐r ♦♣✐♥✐♦♥s✱ t❤❛t t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ✐s ♥♦t r✐❣❤t✱ t❤❛t ❤❛s ❛ s✉♣♣♦rt ♦♥❧② ✐♥ ✐ts ❡♥❞✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♦♥❡

✐♥ ✐ts ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r✐❣❤t✱ ❛♥②❜♦❞② s❡❡s ❤♦✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t♦ r❡❝♦✈❡r st✉❞② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✉♣♦♥ ❆✳ ▼✳✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

♦♥❧② ♦♥❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥❡❡❞✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❞❛t❡s t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡❜❛t❛❜❧❡✳✸

P✐♦❧❛✬s r❡❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦♥ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❢❛❝ts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ❛❝t✐♦♥s✳ ❈❛✉❝❤② ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ✭❛♥❞ ◆❛✈✐❡r

❜❡❢♦r❡ t❤❡♠✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣✉s❝✉❧❛r✴❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥♥❡r ❛❝t✐♦♥s ❜② ♣♦st✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠

◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❝❡♥tr❛❧ ❢♦r❝❡s✿ t❤✉s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ ❜♦❞②✲✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥t❡r❛❝t ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✲✉♥✐✈❡rs❡✱ ❛♥❞ ❵♣r❡ss✉r❡✬ ✭♥♦✇❛❞❛②s

✶▲❛ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ❞❡✬ ❝♦r♣✐ ❡st❡s✐ s❡❝♦♥❞♦ ❧❡ tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐✱ s♦❧✐❞✐ ❡ ✢✉✐❞✐ ❞✐ ♦❣♥✐ s♦rt❛ è st❛t❛ r❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡ ♣r♦♠♦ss❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❡ r✐❝❡r❝❤❡ ❞✐ ❞✉❡ ✐♥s✐❣♥✐ ❣❡♦♠❡tr✐
❢r❛♥❝❡s✐✱ P♦✐ss♦♥ ❡ ❈❛✉❝❤②✱ ✐ q✉❛❧✐ tr❛tt❛r♦♥♦ ♣r♦❜❧❡♠✐ ❛ss❛✐ ❞✐✣❝✐❧✐ ♣❡r ❧✬❛❞❞✐❡tr♦ ♥♦♥ t♦❝❝❛t✐✳ ■❧ s❡❝♦♥❞♦ ❞✐ ❡ss✐ ♥❡✬ s✉♦✐ ❊s❡r❝✐③✐ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛ ❞✐❡❞❡ ❛❧❝✉♥❡
s♦❧✉③✐♦♥✐ ✐♥ ❞♦♣♣✐♦✱ ❝✐♦è ♥❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ❝♦♥t✐♥✉❛✱ ❡ ♥❡❧❧✬✐♣♦t❡s✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❛ ❝♦♠❡ ❧✬❛❣❣r❡❣❛t♦ ❞✐ ♠♦❧❡❝♦❧❡ ❞✐st✐♥t❡ ❛ ♣✐❝❝♦❧✐ss✐♠❡ ❞✐st❛♥③❡✿
✐❧ ♣r✐♠♦ ✐♥✈❡❝❡✱ ❝r❡❞❡♥❞♦ ❝❤❡ ❧❛ s✉♣♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ❝♦♥t✐♥✉❛ ♥♦♥ ❜❛st✐ ❛ r❡♥❞❡r❡ r❛❣✐♦♥❡ ❞✐ t✉tt✐ ✐ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ❞❡❧❧❛ ♥❛t✉r❛✱ s✐ ❛tt❡♥♥❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ ❛❧❧✬❛❧tr❛
s✉♣♣♦s✐③✐♦♥❡✱ ❜r❛♠❛♥❞♦ r✐❢❛r❡ ❝♦♥ ❡ss❛ ❞❛ ❝❛♣♦ t✉tt❛ ❧❛ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛✳ Pr✐♠❛ ❞❡✐ s✉❧❧♦❞❛t✐ ❣❡♦♠❡tr✐✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛✈❡❛ tr❛tt❛t✐ ✈❛r✐ ♣r♦❜❧❡♠✐ r❡❧❛t✐✈✐ ❛❧❧❛ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ❞❡✬
s♦❧✐❞✐ ❡ ❞❡✬ ✢✉✐❞✐✱ ❝r❡❛♥❞♦ ✉♥❛ ♥✉♦✈❛ s❝✐❡♥③❛ ♣❡r q✉❡st❡ ❝♦♠❡ ♣❡r t✉tt❡ ❧❡ ❛❧tr❡ q✉✐st✐♦♥✐ ❞✐ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ❡ ❞✐ ♠♦t♦✿ ✐♥t❡♥❞♦ ♣❛r❧❛r❡ ❞❡❧❧❛ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛ ❆♥❛❧✐t✐❝❛✱ ♦♣❡r❛
❝✉✐ ❛♥❝❤❡ ♦❣❣✐❞ì s✐ ❞❛♥♥♦ ♠♦❧t❡ ❧♦❞✐✱ ❡ ✈✐❡♥❡ ❝❤✐❛♠❛t❛ ❧❛ ✈❡r❛ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ✜❧♦s♦✜❝❛ ♠❛ ❝❤❡ ♥❡❧ ❢❛tt♦ s✐ r✐❣✉❛r❞❛ ♣♦❝♦ ♣✐ù ❝❤❡ ✉♥ ♦❣❣❡tt♦ ❞✐ ❡r✉❞✐③✐♦♥❡✳ ❆✈❡♥❞♦ ✐♦
❛✈✉t❛ ♥❡❧❧❛ ♠✐❛ ♣r✐♠❛ ❣✐♦✈✐♥❡③③❛ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❡ ❞✐ ❢❛r❡ s✉ q✉❡st✬♦♣❡r❛ ✉♥♦ st✉❞✐♦ ♣❡rt✐♥❛❝❡✱ ❡r❛♠✐ ❢♦r♠❛t❛ ✉♥✬✐❞❡❛ ❝♦sì ❡❧❡✈❛t❛ ❞❡❧❧❛ ❣❡♥❡r❛❧✐tà ❡ ❞❡❧❧❛ ❢♦r③❛
❞❡✬ s✉♦✐ ♠❡t♦❞✐✱ ❝❤❡ ❣✐✉♥s✐ ❛ r✐♣✉t❛r❧✐✱ ✐♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞❡✐ ♠❡t♦❞✐ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t❡♠❡♥t❡ ✉s❛t✐✱ ✉♥ ♣r♦❞✐❣✐♦ ❞✬✐♥✈❡♥③✐♦♥❡ ♥♦♥ ♠✐♥♦r❡ ❞✐ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞✐✛❡r❡♥③✐❛❧❡ ❡
✐♥t❡❣r❛❧❡ ✐♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❝❛rt❡s✐❛♥❛✿ ❡ ♣❡♥s❛✐ ❡ s❝r✐ss✐ ❡ss❡r❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝❤❡ ♣❡r ❧✬✐♥♥❛♥③✐ ♦❣♥✐ r✐❝❡r❝❛ ❞✐ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ r❛③✐♦♥❛❧❡ ♥♦♥ s✐ ❢❛❝❡ss❡ ♣❡r q✉❡st❛ ✈✐❛✳
❊s❛♠✐♥❛t❡ ✐♥ s❡❣✉✐t♦ ❧❡ r❡❝❡♥t✐ ♠❡♠♦r✐❡✱ ❡ ❛✈❡♥❞♦ ♥♦t❛t♦ ❝♦♠❡ ✐♥ ❡ss❡ ♥♦♥ s✐ ❢❛❝❝✐❛ ✉s♦ ✭s❡ ♥♦♥ ❢♦rs❡ q✉❛❧❝❤❡ r❛r❛ ✈♦❧t❛ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ s❡❝♦♥❞❛r✐❛✮ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐s✐ ❝❤❡ t❛♥t♦
♠✐ ❛✈❡❛ ❝♦❧♣✐t♦✱ ❝r❡❞❡tt✐ ❞✬❡ss❡r♠✐ ✐♥❣❛♥♥❛t♦✱ ❝❤❡ ❝✐♦è ❧❡ ♥✉♦✈❡ q✉❡st✐♦♥✐ ❞✐ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ♥♦♥ s✐ ♣♦t❡ss❡r♦ ❛ss♦❣❣❡tt❛r❡ ❛✐ ♠❡t♦❞✐ ❞❡❧❧❛ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛ ❆♥❛❧✐t✐❝❛✳ Pr♦✈❛✐
♣❡rò ❛ ❝♦♥✈✐♥❝❡r♠❡♥❡ ❛♥❝❤❡ ♣❡r ♠❡③③♦ ❞✐ ✉♥ ❡s♣❡r✐♠❡♥t♦✿ ❡ ❛❧❧♦r❛ ❢✉ ♠♦❧t❛ ❧❛ ♠✐❛ s♦r♣r❡s❛ ♥❡❧❧✬❛❝❝♦r❣❡r♠✐ ❝❤❡ ✐♥ q✉❡❧❧❛ ✈❡❝❡ ❡ss❡ ✈✐ s✐ ❛❝❝♦♠♦❞❛♥♦ ❡❣r❡❣✐❛♠❡♥t❡✱
❡ ♥❡ r✐❝❡✈♦♥♦ ♠♦❧t❛ ❝❤✐❛r❡③③❛✿ ✉♥ ❛♥❞❛♠❡♥t♦ ❞✐ ❞✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❛❝❝♦♥t❡♥t❛ ❧♦ s♣✐r✐t♦✿ ❝♦♥❢❡r♠❛ ✐♥ ❛❧❝✉♥✐ ❧✉♦❣❤✐✿ ❝❛♥❣✐❛♠❡♥t♦ ✐♥ ❛❧❝✉♥✐ ❛❧tr✐✿ ❡ q✉❡❧ ❝❤❡ è ♣✐ù✱
❛❣❣✐✉♥t❛ ❞✐ ♥✉♦✈✐ t❡♦r❡♠✐✳ ❊❝❝♦ ✐❧ ♠♦t✐✈♦ ❝❤❡ ♠✐ ❞❡t❡r♠✐♥ò ❛ ♣✉❜❜❧✐❝❛r❡ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞✐ ▼❡♠♦r✐❡ s✉❧❧✬❡♥✉♥❝✐❛t♦ ❛r❣♦♠❡♥t♦✱ ♣❡r t❡♥t❛r❡ ❞✐ r✐❞✉rr❡ ❛❧❧❛ ♠✐❛ ♦♣✐♥✐♦♥❡
q✉❛❧❝❤❡ ❧❡tt♦r❡✿ ♠❛ ✐♥♥❛♥③✐ ❛❧❧❡ ♣r♦✈❡ ❞✐ ❢❛tt♦ ♣❡♥s❛✐ ♠❡tt❡r❡ ❛❧❝✉♥❡ r✐✢❡ss✐♦♥✐ ❣❡♥❡r❛❧✐ ❞✐r❡tt❡ ❛ ✐♥❞✐❝❛r❡✱ ♣❡r q✉❛♥t♦ ❛❧♠❡♥♦ è ❞❡❧❧❛ ♠✐❛ ❝❛♣❛❝✐tà✱ ✐❧ ♣r♦❢♦♥❞♦ ❞✐
q✉❡❧❧❛ s❛♣✐❡♥③❛ ❝❤❡ tr♦✈❛s✐ ♥❡❧❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♦♣❡r❛ ❞❡❧ s♦♠♠♦ ●❡♦♠❡tr❛ ✐t❛❧✐❛♥♦✳ ❬✸✺❪✱ ♣♣✳ ✷✵✶✕✷✵✷✳

✷P✐♦❧❛ r❡❢❡rs t♦ P♦✐ss♦♥✱ ✇❤♦ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛s t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦❞✐❡s✳ P✐♦❧❛✬s ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❞❥❡❝t✐✈❡s ❵r❛t✐♦♥❛❧✬ ✲ t♦ ❤✐♠✱ ♣✉r❡❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ✲ ❛♥❞ ❵♣❤②s✐❝❛❧✬ ✲ t♦ ❤✐♠✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❜❛t❛❜❧❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ✲ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✳

✸◆♦♥ ✈♦rr❡✐ ✐♦ ♣❡rò ✉♥❛ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ✜s✐❝❛ ❞✐ ❝✉✐ ❧❡ ♣r✐♠❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ r❛❣✐♦♥❛t❡ s♦♣r❛ s✉♣♣♦s✐③✐♦♥✐ ❛❧q✉❛♥t♦ ✐♥❝❡rt❡ ♥♦♥ ♦tt❡♥♥❡ss❡r♦ s❡ ♥♦♥ ✉♥❛ ❧♦♥t❛♥❛ ❝♦♥❢❡r♠❛✱
s❝❡♥❞❡♥❞♦ ❞❛❧ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❛❧ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ♣❡r q✉❛❧❝❤❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥③❛ ❝♦♥ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ♦ss❡r✈❛t✐✳ ▲❛ ❜✉♦♥❛ ✜❧♦s♦✜❛ ❢❛tt❛ ❡s♣❡rt❛ ❞❛❧❧❡ ❛❜❡rr❛③✐♦♥✐ ❞✐ ♠♦❧t✐ ❢r❛ q✉❡✬ ♣❡♥s❛t♦r✐
❝❤❡ ❢❛❜❜r✐❝❛r♦♥♦ s✐st❡♠✐ ✐♥t♦r♥♦ ❛❧❧❡ ❝♦s❡ ♥❛t✉r❛❧✐✱ ❞❡❞✉❝❡ ❞❛❧❧❛ ♠♦❧t✐♣❧✐❝✐tà st❡ss❛ ❡ ❝♦♥tr❛r✐❡tà ❞❡❧❧❡ ❧♦r♦ ♦♣✐♥✐♦♥✐✱ ❝❤❡ ♥♦♥ è r❡tt♦ q✉❡❧ ♠❡t♦❞♦ ❞✐ ✜❧♦s♦❢❛r❡ ✐❧ q✉❛❧❡✱
s❡♥③❛ s✉✣❝✐❡♥t❡ ❛♣♣♦❣❣✐♦ ♥❡❧ s✉♦ ♣r✐♥❝✐♣✐♦✱ ♥❡ ❤❛ ✉♥♦ s♦❧t❛♥t♦ ♥❡❧ s✉♦ ✜♥❡✳ ❙❡ q✉❡st❡ r✐✢❡ss✐♦♥✐ s♦♥♦ ❣✐✉st❡✱ ♦❣♥✉♥ ✈❡❞❡ q✉❛♥t♦ ✐♥t❡r❡ss✐ r✐♠❡tt❡r❡ ✐♥ ❝r❡❞✐t♦ ❡ ✐♥
♣r❛t✐❝❛ ❧♦ st✉❞✐♦ ❞❡❧❧❛ ▼✳ ❆✳ ❧❛ q✉❛❧❡ è ❧❛ s♦❧❛ ❝❤❡ ❛ st❛❜✐❧✐r❡ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✐ ❛❜❜✐s♦❣♥❛ ❞✐ ♣♦❝❤✐ ❞❛t✐ ❧❛ ❝✉✐ ✈❡r✐tà ♥♦♥ è ❞✐s♣✉t❛❜✐❧❡✳ ❬✸✺❪✱ ♣✳ ✷✵✺✳

✷



❵str❡ss✬✮ ❞❡r✐✈❡s ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ st❡♠s ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥♣r♦✈❛❜❧❡

❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡ts ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ s✉✣❝❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♦♥❧②✳ P✐♦❧❛ ✇❛s ❡✈✐❞❡♥t❧② ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② t❤✐s ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ❤❡

✇❛♥t❡❞ ♥♦t❤✐♥❣ ✉♥♣r♦✈❡❞✿

❬❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s❪ ♠❛❦❡s ✉s ♣✉t ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢❛❝ts✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛r ✐❞❡❛s✱ ✇✐t❤♦✉t ❢♦r❝✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ❝❛✉s❡s✱ ♦❢

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❝✉r❡ ✐❞❡❛s✿ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛✉s❡s✱ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦r♠ ❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t t♦♦ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣

❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■t ✐s ❛ s②st❡♠ t❤❛t ♣r❡❝✐s❡❧② ♥❡❡❞s ♦♥❧② t❤♦s❡ ♥♦t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ ❤✉♠❛♥ ♠✐♥❞ ❛rr✐✈❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ r❡❢r❛✐♥s ♦r ♠❛② r❡❢r❛✐♥

t♦ st❛t❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡r❡ ✐t s❡❡♠s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣✉t ❛ s♦❧✐❞ ❜❛s✐s ❢♦r ♦✉r r❡❛s♦♥✐♥❣s✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❬✳ ✳ ✳ ❪

✐s s♦♠❡t✐♠❡s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❣❡t ❛ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐t✱ ❜✉t ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ❬✳ ✳ ✳ ❪ t❤❡ ❞♦✉❜t r❡♠❛✐♥s✱ t❤❛t t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ♥❛t✉r❡ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥

t❤♦s❡ ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ str✐✈❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ ✐❢ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❢♦r❝❡❞ t♦ st❛② ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡✱

✇❡ ♠❛② ❝❧❡❛r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢♦r❝❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧❧② t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❜② t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧②

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❦❡♣t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss❡s ✐♥ ♠♦t✐♦♥✱ ■ ❝♦♥❢❡ss

t❤❛t✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♠❡✱ t❤❡✐r ✇❛② t♦ ❛❝t ✐s s♦ t✇✐st❡❞✱ t❤❛t ■ ❝❛♥♥♦t s❡tt❧❡ t❤❡ ✇❛②s ■ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ✐t✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ❆✳ ▼✳ ✇❡ ✇❛t❝❤ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❢♦r❝❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

t❤❛t ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r❝❡s✿ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝❧❡❛r ❬✳ ✳ ✳ ❛♥❞❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜② ❛

t❤♦r♦✉❣❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜✐❣ st❡♣✿ ✇❡ ❝❛♥ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ✐❢ ✇❡ ✇✐s❤✱ ❞r❡ss ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s t❤❡

✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ♦♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❣❛✐♥ s♦♠❡

♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r❝❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳✹

P✐♦❧❛✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❤❛♥❞❜♦♦❦s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♦♥❡ ❜② ▲❛♥❝③♦s ❬✹✽❪✿

■t ❢r❡q✉❡♥t❧② ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❜♦❞② ♠❛② ♠♦✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡ ❜♦❞② ✇❡r❡ ✏r✐❣✐❞✑ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❙✉❝❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐st ♦♥ ❛

❛ ♣r✐♦r✐ ❣r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② str♦♥❣ ❢♦r❝❡s✳ ■t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡

t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s✱ ❜✉t ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❣r❛♥t❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛

r✐❣✐❞ ❜♦❞② ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ❢♦r❝❡s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳✺

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❜❛s✐❝ ✐♥ P✐♦❧❛✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ t♦ s❡❡ ❢❛❝ts ❛♥❞ ❞❡t❡❝t ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②

s❤❛r❡❞ tr✉t❤s ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ♣✉t t❤❡♠ ✐♥t♦ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡♠s ♠♦❞❡r♥✱ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥t❡st ❡✈❡♥ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❚❤✐s r❡♠❛✐♥❡❞ ❛

❝♦r♥❡r st♦♥❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ♣❛♣❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ tr✐❡❞ t♦ ❜r♦❛❞❡♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❤✐s st❛t❡♠❡♥ts✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❤✐s

st❛♥❞❛r❞s✳

■♥ ❤✐s ✇♦r❦ ♦❢ ✶✽✸✸ ❬✸✺❪ P✐♦❧❛ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ❜♦t❤ ❤✐s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❞✐❛✱

❜② st❛rt✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①✐st✱ t❤❛t ✭✐♥ ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❧❛♥❣✉❛❣❡✮

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ P✐♦❧❛✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈❛rt❡s✐❛♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❢✉❧❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ❧❡♥❣t❤② ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❝✉r❡ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❚❤✉s✱ ■ ♣r❡❢❡r ❛ s❤♦rt❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ s✉❣❣❡st✐✈❡ ❢♦r♠✱ t❤❛t ✐s✱ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ■ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ t②♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t✳ ❋♦r ❛ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❝❤❡❝❦ ❬✹✵✱ ✶✻❪✳

P✐♦❧❛✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r✐❣✐❞✐t② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤

C = F
⊤
F = I, B = FF

⊤ = I ✭✶✮

✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡✱

t❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳

▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥ ❤✐s ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❬✸✾❪ ❤❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t r❡❛❝t✐♦♥s ❛s ❵♣❛ss✐✈❡✬ ❢♦r❝❡s ❡♠❡r❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✐♥ ✇❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❝❛❧❧ ✈✐rt✉❛❧

✇♦r❦ ✭❵♠♦♠❡♥t✬✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❛❣r❛♥❣❡✮ ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r❝❡s✱ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✐♠❡s t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡q✉❛❧s t♦ s❡❡ ❛❧❧ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❛s t❤♦s❡ ❵♣❛ss✐✈❡✬ ❢♦r❝❡s ❡♠❡r❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐s♦❧❛t❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐ts ❜❛❧❛♥❝❡ ✉♥❞❡r r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s ✭✏♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✑❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✵❪✮✳

✹❬✳ ✳ ✳ ❪ ❝✐ ❢❛ ♠❡tt❡r❡ ✐♥ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❢❛tt✐ ❞✐ ❝✉✐ ❛❜❜✐❛♠♦ ✐❞❡❡ ❝❤✐❛r❡ s❡♥③❛ ♦❜❜❧✐❣❛r❝✐ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛r❡ ❧❡ ❝❛❣✐♦♥✐ ❞✐ ❝✉✐ ❛❜❜✐❛♠♦ ✐❞❡❡ ♦s❝✉r❡✿ ❢❛tt✐ ❝❡rt✐ ✐♥✈❡❝❡ ❞✐ ❝❛❣✐♦♥✐
❛ ❡s♣r✐♠❡r❡ ❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ q✉❛❧✐ s✐ ❢♦r♠❛♥♦ ✐♣♦t❡s✐ ❞✉❜❜✐❡ ❡ ♥♦♥ tr♦♣♣♦ ♣❡rs✉❛❞❡♥t✐✳ ➮ ❞❡ss♦ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❝❤❡ ❛❜❜✐s♦❣♥❛ ❛♣♣✉♥t♦ ❞✐ q✉❡❧❧❡ s♦❧❡ ❝♦❣♥✐③✐♦♥✐ ❛ ❝✉✐ ❛rr✐✈❛
❧❛ ♠❡♥t❡ ✉♠❛♥❛ ❝♦♥ s✐❝✉r❡③③❛✱ ❡ s✐ ❛st✐❡♥❡ ♦ ♣✉ò ❛st❡♥❡rs✐ ❞❛❧ ♣r♦♥✉♥❝✐❛r❡ ❛♣♣✉♥t♦ ❞♦✈❡ ♥♦♥ ♣❛r❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♠❡tt❡r❡ ✉♥ ❢♦♥❞♦ s♦❞♦ ❛✐ ♥♦str✐ r❛❣✐♦♥❛♠❡♥t✐✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪
▲✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛tt✐✈❡ ♦ ♣❛ss✐✈❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ è q✉❛❧❝❤❡ ✈♦❧t❛ t❛❧❡ ❝❤❡ ♣♦ss✐❛♠♦ ❢❛r❝❡♥❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡tt♦✱ ♠❛ ✐❧ ♣✐ù s♦✈❡♥t❡ r✐♠❛♥❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐❧ ❞✉❜❜✐♦ ❝❤❡ ✐❧ ♠❛❣✐st❡r♦
❞❡❧❧❛ ♥❛t✉r❛ s✐❛ ❜❡♥ ❞✐✈❡rs♦ ❞❛ q✉❡❧❧❡ ✐♠♠❛❣✐♥✐ ♠❛♥❝❤❡✈♦❧✐ ❝♦❧❧❡ q✉❛❧✐ ❝✐ s❢♦r③✐❛♠♦ ❞✐ r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❝❡❧♦✳ P❡r ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦✿ s❡ tr❛tt✐s✐ ❞❡❧ ♠♦t♦ ❞✐ ✉♥ ♣✉♥t♦ ♦❜❜❧✐❣❛t♦
❛ st❛r❡ s♦♣r❛ ✉♥❛ s✉♣❡r✜❝✐❡✱ ♣♦ss✐❛♠♦ r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❝✐ ❝♦♥ ❝❤✐❛r❡③③❛ ❧❛ r❡s✐st❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ s✐❝❝♦♠❡ ✉♥❛ ❢♦r③❛ ❝❤❡ ♦♣❡r❛ ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❛❧❧❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ st❡ss❛✱
❡ st❛❜✐❧✐r❡ ❝♦♥ q✉❡st❛ s♦❧❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥❡ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❣❡♥❡r❛❧✐ ❞❡❧ ♠♦t♦✳ ❙❡ tr❛tt❛s✐ ✐♥✈❡❝❡ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ❝❤❡ ♠❛♥t❡♥❣♦♥♦ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐tà ♥❡❧❧❡ ♠❛ss❡ ✐♥ ♠♦t♦✱ ✐♦
❝♦♥❢❡ss♦ ❝❤❡✱ ❛❧♠❡♥♦ ♣❡r ♠❡✱ ✐❧ ❧♦r♦ ♠♦❞♦ ❞✬❛❣✐r❡ è sì ✐♥✈✐❧✉♣♣❛t♦✱ ❝❤❡ ♥♦♥ ♣♦ss♦ ❛❝❝♦♥t❡♥t❛r♠✐ ❛❧❧❡ ♠❛♥✐❡r❡ ❝♦♥ ❝✉✐ ✈♦rr❡✐ ✐♠♠❛❣✐♥❛r♠❡❧♦✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ▼❛ ♥❡❧❧❛ ▼✳ ❆✳ s✐
❝♦♥t❡♠♣❧❛♥♦ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡ ♥♦♥ ❧❡ ❢♦r③❡ st❡ss❡✱ ✈❛❧❡ ❛ ❞✐r❡ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❞❡❜❜♦♥♦ ❡ss❡r❡ s♦❞❞✐s❢❛tt❡✱ ♦ ❝❡rt❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❝❤❡ ❞❛❧❧❡ ❢♦r③❡
s♦♥♦ ❢❛tt❡ ✈❛r✐❛r❡✿ q✉❡st✐ ❡✛❡tt✐ s♦♥♦ ❝❤✐❛r✐ ❬✳ ✳ ✳ ❡❪ s✐ ❤❛♥♥♦ ❧❡ st❡ss❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ s✐❝✉r❡ ❡❞ ❡s❛tt❡ ❝❤❡ s✐ ❛✈r❡❜❜❡r♦ ❞❛ ✉♥❛ ♣❡rs♣✐❝✉❛ ❝♦❣♥✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❡ss❡ ❛③✐♦♥✐✳ ❊❝❝♦ ✐❧
❣r❛♥ ♣❛ss♦✿ s✐ ♣✉ò ♣♦✐✱ s❡ s✐ ✈✉♦❧❡✱ r✐✈❡st✐r❡ ❞❡❧❧❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t✐ ✐♥tr♦❞♦tt✐ ✐♥ ♠❛♥✐❡r❛ str✉♠❡♥t❛❧❡✱ ❡ ❛❧❧♦r❛✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐
q✉❡st✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ♠❡❝❝❛♥✐❝❤❡✱ ❛❝q✉✐st❛r❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦❣♥✐③✐♦♥✐ ✐♥t♦r♥♦ ❛❧❧❡ ❢♦r③❡ st❡ss❡✳ ❬✸✺❪✱ ♣♣✳ ✷✵✹✕✷✵✺✳

✺❬✹✽❪✱ ♣♣✳ ✹✲✺✳

✸



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤✉s✱ P✐♦❧❛ ✇r♦t❡ ✇❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r♣r❡t ❛s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ s♣❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✭✶✮✿

δC = (δF⊤)F+ F
⊤(δF) = 0, δB = (δF)F⊤ + F(δF⊤) = 0 ✭✷✮

❚❤❡ s❝❛❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦rs ✐♥ ✭✷✮ ❛r❡ s✐①✱ ✇❤✐❧❡ t❤r❡❡ s✉✣❝❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✱ ✐✳❡✳✱

t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡

♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ✐♠♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❛s ✇❡ s❛② ♥♦✇❛❞❛②s✱ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ♦r r❡❞✉♥❞❛♥t❀

❤♦✇❡✈❡r✱ P✐♦❧❛ ❤❛❞ ♥♦ ❝❧❡❛r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s♦♠❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ st❛t❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡♠❛r❦ ♦♥ P✐♦❧❛✬s ✉♥❝❧❡❛r♥❡ss ✐s ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❜② ❚♦❞❤✉♥t❡r ❛♥❞ P❡❛rs♦♥

❬✶✶❪✳ ◗✉✐t❡ ❧✐❦❡❧②✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❧s♦ ❜❡❧♦✇✱ P✐♦❧❛ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✜♥❞✱ ❜❡②♦♥❞ ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞♦✉❜t✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜♦❞②✳

❇② ✭✷✮✱ P✐♦❧❛ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦✮ ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r❝❡s✱ ❛❝t✐✈❡ ✭❝❛❧❧❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱

✏❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣✑✮ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t✇♦ s❡ts ♦❢ s✐①

▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ t❤❛t ✇❡ s✉✐t❛❜❧② ❧✐st ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦rs T ❛♥❞ P2✱ t✐♠❡s t❤❡ s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ δB ❛♥❞ δC ✐♥ ✭✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ✐♥ ❬✸✺❪ P✐♦❧❛ ❞✐❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ δB ❛♥❞ δC ✐♥ ✭✷✮✿ ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❤✐♠ ✜rst✲♦r❞❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞♦✉❜t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡ ❞✐❞ ♥♦t ❜♦t❤❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

P✐♦❧❛ t❤❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❤✐♠ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡

❡q✉❛t✐♦♥s

Div(TF) + ̺Jf = 0, Div(FP2) + ̺Jf = 0 ✭✸✮

✇❤❡r❡✿ ̺ ✐s t❤❡ ♠❛ss ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❢ ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

❛♥❞ J = detF✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏s❡①t✐♥♦♠✐❛❧✑ ❜② P✐♦❧❛✱ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉♥✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤❛♣❡ ✭❛

❝♦♥❝❡♣t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❉✐✈ ❛♥❞ ❞✐✈ ❛r❡ t❤❡

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♣r♦✈✐❞✐♥❣

t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s②st❡♠ t♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ t♦♦❧ ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❝❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ tr❛♥s❧❛t❡s

t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❵♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✬✱ q✉♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ✇❡ ❛❞♠✐t t❤❛t ✇❡ ♠❛② ✐s♦❧❛t❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐t ❛s ✐❢

✐t ✇❡r❡ r✐❣✐❞ ❬✹✵❪✳

■♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s✱ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ✭✸✮ ♦♥❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥s ✐t ✐s ✐♠♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❛❞♦♣t ❇ ♦r ❈ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛

r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦s❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦t✐♦♥s t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥✱ ❛♥❞

❈ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♠❡tr✐❝s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s B−1✱ ❛♥❞ ♥♦t ❇✱ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♠❡tr✐❝s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝♦♠♠❡♥t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❞❡t❛✐❧ ✐❢ ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ st❡♣ ❛tt❡♠♣t❡❞ ❜② P✐♦❧❛❀ ✇❤❛t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❛♥❞ s♦♠❡❤♦✇ s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ✐s

P✐♦❧❛✬s ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s ❤✐s r❡s✉❧ts✳

❋✐rst✱ ❤❡ ❞✐❞ ♥♦t ❜♦t❤❡r ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②❀ ❤❡ s❛✐❞ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡❛❧

✇✐t❤ t❤❡♠ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡rs✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱

❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥✱ ❜✉t P✐♦❧❛ s❡❡♠❡❞ ♥♦t

✇♦rr✐❡❞ ❛❜♦✉t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❜✉❧❦ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥❧②✳

❙❡❝♦♥❞✱ P✐♦❧❛ ❤❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❛❧t❡r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤✐s ❋r❡♥❝❤ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r✐❡s ❤❛❞

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ◗✉✐t❡ ❧✐❦❡❧②✱ P✐♦❧❛ ❞✐❞ ♥♦t r❡❛❧✐③❡ ❤❡ ❤❛❞ ❢♦✉♥❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ✈❡r②

✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❍❡ ✇❛♥t❡❞ s✐♠♣❧② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❈❛✉❝❤②✬s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥

♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❉✉❡ t♦ ❤✐s r❡❧❛t✐✈❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝✐❛♥s✱ str♦♥❣❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞ ❊♥❣❧✐s❤

✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ s❝❤♦❧❛r ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✭●❡r♠❛♥② ✇♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧② ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t✉r②✮✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❛r❡❧②

❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❤✐♠✳ ■t ♠❛❞❡ ❤✐♠ ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥t♦ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✱ ❛♥❞ r❡❛❞s

Div(LJF−⊤) = JdivL ✭✹✮

❢♦r ❡❛❝❤ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r L✳

✹



❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ✭✹✮✱ P✐♦❧❛ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❤✐s ❢❛♠♦✉s ❋r❡♥❝❤ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r✐❡s✱ ✐✳❡✳✿✻

divT+ ̺f = 0, JT = FP2F
⊤, ✭✺✮

❜✉t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣✉t ✐♥t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✿

❘❡♠❛r❦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❢❛♠♦✉s ❣❡♦♠❡t❡rs q✉♦t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❬❈❛✉❝❤② ❛♥❞ P♦✐ss♦♥❪ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥✐♥❣s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ■ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♠② ❛♥❛❧②s✐s A,B,C,D,E, F ❬t❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❚❪ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡ss✉r❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡s✱ ❜✉t ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ■ ❛❧s♦ ✇✐❧❧ ❛tt❛❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇✐❧❧ s❡❡♠ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ♠❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪✼

■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❜② t❤✐s q✉♦t❛t✐♦♥ t❤❛t P✐♦❧❛ t❤♦✉❣❤t ✐t ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ s♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss

t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❈❛✉❝❤② ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ str❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❡ ❤❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t✱ t❤❛t ✐s✱ ❧♦❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡

❡q✉❛t✐♦♥s ♣✉❧❧❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤❛♣❡✳ ❚♦ ❤✐♠✱ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ❧❛② ♦♥❧② ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

✇✐t❤♦✉t ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♦❜s❝✉r❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ ♠②st❡r✐♦✉s ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ P✐♦❧❛✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s

t❤❛t ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s❀ ✐t ✐s s❧♦✇❧②✱ ❜✉t ✜♥❡❧②✱ ♣❡r❢❡❝t❡❞ ✐♥ ❤✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡♠♦✐rs✳

✸ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

■♥ ❤✐s ✇♦r❦ ♦❢ ✶✽✸✻ ❬✸✻❪ P✐♦❧❛ ♠❛❞❡ ✇❤❛t ♠❛② s❡❡♠ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❤✐s ♣❡rs♦♥❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❤❡ ❜✉✐❧t ❛ ✈❡r②

r❡✜♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✽ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ r❡✲♦❜t❛✐♥ P♦✐ss♦♥✬s r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❝t✐♦♥s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✸✺❪ ❤❡ ❤❛❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥❧②✱ t❤✉s✱ ❤❡ ❤❛❞ ❝❧❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t

❤❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❤✐s ❋r❡♥❝❤ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r②✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s✱ t❤❡♥✱ t❤❡

♣r♦♦❢ t♦ ❡✈❡r②❜♦❞② t❤❛t ❤❡ ❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❝♦✈❡r P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❧❛♥❝❡✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❛❧t❡r❡❞✳ ❖♥❡ s❡❡s ❛❣❛✐♥ P✐♦❧❛✬s ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❞❡s✐r❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱

❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❡✈❡♥ P♦✐ss♦♥✬s r❡s✉❧ts✱ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡❡♠✐♥❣❧② ♠♦r❡

r❡❛❧✐st✐❝ ✏♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✑✱ ❥✉①t❛♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❛❜str❛❝t ✏❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✑ ❬✶✵❪✳

❲❤❛t s❡❡♠s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s P✐♦❧❛✬s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐❞❡❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❦✐♥❞ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t♦t❛❧❧② ❛❜str❛❝t ❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s s❤❛♣❡ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r P✐♦❧❛✬s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✳ ■♥ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❞s✱ ✐❢ a, b, c ❛r❡ t❤❡ s❡t ♦❢

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤✐s s❤❛♣❡ ✐s ❛♥

❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐❞❡❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐ts❡❧❢ ✇❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣②♣❡❞ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛♥❞

❛❧❧ t❤❡ a ❞✐✛❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❜✉t ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ α✱ t❤❡ b ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ β✱ t❤❡ c ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ γ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ✾

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠❡s❤❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s a, b, c✱ ❛♥❞

❬✳ ✳ ✳ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t❪ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ■ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐t② ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡

♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ t❤❛t ✉s❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ✶✵

❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❛❝✉t❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧✿ ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② s❝❤♦❧❛r ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② r❡❝♦❣♥✐③❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t

t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♥❛t✉r❛❧ st❛t❡ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ❚r✉❡s❞❡❧❧ ❛♥❞ ◆♦❧❧ ❬✷✷❪✿ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♣✉r♣♦s❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦❞② ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛t r❡st ❛♥❞ str❡ss✲❢r❡❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✱ ♥❛t✉r❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ✐♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ❜② ❇r❛✈❛✐s

❬✹✾❪ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦❞✐❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ✇♦r❦✱ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t②

✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✇♦r❧❞ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ■t❛❧✐❛♥✳ ❙♦♠❡ ♠♦r❡

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ P✐♦❧❛✬s ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐❞❡❛s ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✼❪✳

✻◆♦✇❛❞❛②s ✇❡ ❝❛❧❧ ❚ ❈❛✉❝❤②✬s str❡ss t❡♥s♦r✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛❧❧ P1 = FP2, P2 ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ P✐♦❧❛ str❡ss t❡♥s♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❑✐r❝❤❤♦✛ ✐s
❥✉①t❛♣♦s❡❞ t♦ P✐♦❧❛✬s ✐♥ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤❛♣❡❀ t❤✐s s♦✉♥❞s ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❙♦♠❡ ♠♦r❡ ❤✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛r❡ ✐♥
❬✹✵✱ ✶✻❪✳

✼❖ss❡r✈✐s✐ ❧❛ ♣❡r❢❡tt❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥③❛ ❞✐ q✉❡st♦ r✐s✉❧t❛t♦ ❝♦♥ q✉❡❧❧♦ ♦tt❡♥✉t♦ ❞❛✐ ❞✉❡ ❝❡❧❡❜r✐ ❣❡♦♠❡tr✐ ❝✐t❛t✐ ❞❛❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❞❡❧❧✬✐♥tr♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐❡tr♦ r❛❣✐♦♥❛♠❡♥t✐ ❛✛❛tt♦
❞✐✈❡rs✐ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❘❛❝❝♦♠❛♥❞♦ ❞✐ ♥♦t❛r❡ ❝❤❡ ♥❡❧❧❛ ♠✐❛ ❛♥❛❧✐s✐ ❧❡ A,B,C,D,E, F ♥♦♥ s♦♥♦ ♣r❡ss✐♦♥✐ ❝❤❡ s✐ ❡s❡r❝✐t✐♥♦ s♦♣r❛ ❞✐✈❡rs✐ ♣✐❛♥✐✱ ♠❛ s♦♥♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐✱ ❝✉✐ ♥❡❧
s❡❣✉✐t♦ ❛tt❛❝❝❤❡rò ✐♦ ♣✉r❡ ✉♥❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❢♦r③❡ s❡❝♦♥❞♦ ♠✐ s❡♠❜r❡rà ♣✐ù ♥❛t✉r❛❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪❬✸✺❪✱ ♣✳ ✷✷✵✳

✽❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳
✾❬✳ ✳ ✳ ❪ ❞✐s♣♦s✐③✐♦♥❡ ✐❞❡❛❧❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t❡ ❛❧❧♦ st❛t♦ ✈❡r♦ ♥❡❧❧❛ q✉❛❧❡ ❧❛ ♠❛t❡r✐❛ ❞❡❧ ❝♦r♣♦ st❡ss♦ ❡r❛ ❝♦♥t❡♥✉t❛ ✐♥ ✉♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞♦ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❡ t✉tt❡ ❧❡ a ♥♦♥ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛♥♦

❢r❛ ❧♦r♦ ❝❤❡ ❞✐ ❛✉♠❡♥t✐ ❡❣✉❛❧✐ ❛❞ α✱ ❧❡ b ❞✐ ❛✉♠❡♥t✐ ❡❣✉❛❧✐ ❛ β✱ ❧❡ c ❞✐ ❛✉♠❡♥t✐ ❡❣✉❛❧✐ ❛ γ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳❬✸✻❪✱ ♣✳ ✶✻✼✳
✶✵❬✳ ✳ ✳ ❪ ❧✬✐rr❡❣♦❧❛r✐tà ✈♦❧✉t❛ ❞❛❧❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tà ❞❡❧❧❛ ♠❛t❡r✐❛✱ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♦tt❡♥❣♦ ✉♥❛ r❡❣♦❧❛r✐tà ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ♣❡❧ ♠❡❝❝❛♥✐s♠♦ ❞❡❧ ❝❛❧❝♦❧♦ q✉❛❧❡ è ❛❞♦♣❡r❛t♦ ❞❛

▲❛❣r❛♥❣❡ ♥❡❧❧❛ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛ ❛♥❛❧✐t✐❝❛✳❬✸✻❪✱ ♣✳ ✶✻✼✳

✺



❚❤❡ ✜rst t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❬✸✻❪ ✐s✱ t❤✉s✱ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲❧♦♥❣ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱

❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② P♦✐ss♦♥✱✶✶ P✐♦❧❛ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❜❛♥❞♦♥✐♥❣

▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦✐r✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ P✐♦❧❛ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❛♣♣❧② ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ♥♦✇ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♥str❛✐♥t r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ♣r❡s❝r✐❜❡❞✳ P✐♦❧❛ ❝♦✉❧❞

t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

Div(P1) + f = 0, P1 = FP2, ✭✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ̺J ✐s ♥♦✇ ♠✐ss✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t② ✐♥

t❤❡ ✐❞❡❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❛t❡ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ P✐♦❧❛ ♣✉❧❧❡❞ ❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤✐s tr❛♥s♣♦rt t❤❡♦r❡♠ ✭✹✮✱ r❡✲♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

divT+ ̺f = 0, T = ̺P1F, ✭✼✮

❛♥❞ t❤✐s t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ P1✳ ■♥❞❡❡❞✱ P✐♦❧❛ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥

t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❵♣r❡ss✉r❡✬ ♦♥ ♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❧❛♥❡s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❛t❡✳

❙tr❛♥❣❡❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ✐♥ t❤✐s ♠❡♠♦✐r P✐♦❧❛ s❡❡♠s t♦ tr✐❜✉t❡ t❤❡ ♣❛t❡r♥✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❛st✐❝✐t② t♦ P♦✐ss♦♥ ♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❈❛✉❝❤②

❛s ✇❡❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ▼❛②❜❡ ❤❡ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❡♥t❡r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❤♦♠ ❤❡

❤❛❞ ❛ ❤✐❣❤ ❡st❡❡♠ ♦❢ ❛♥❞ ✇❤♦ ✇❛s ✐♥ ✈♦❧✉♥t❛r② ❡①✐❧❡ ✐♥ ■t❛❧② ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡♠♦✐r ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞❀ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❈❛✉❝❤②✬s

❡①✐❧❡ ✐♥ ■t❛❧② ✇❛s P✐♦❧❛ ❤✐♠s❡❧❢✱ ❛s ✐t ✐s ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❬✺✷✱ ✺✸❪✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ t❤✐s ♠❡♠♦✐r ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ P✐♦❧❛✬s ♣❛t❤✱ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❛ st♦♣ t♦ ❛❞♠✐t

t❤❛t ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ s❝❤♦❧❛rs ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ■t❛❧✐❛♥ s❝✐❡♥t✐sts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ P✐♦❧❛ s♦♦♥

t✉r♥❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❤✐s ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ q✉✐t❡ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐s t✇♦ ♠♦st ♠❛t✉r❡ ♠❡♠♦✐rs✳

✹ ❚❤❡ r❡t✉r♥ t♦ ❛ ♣✉r❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

P✐♦❧❛ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❡✈❡r❧❛st✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❤✐s ❧❛st t✇♦ ♣❛♣❡rs ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬✸✼✱ ✸✽❪✳ ❚❤❡② ❛♣♣❡❛r❡❞ q✉✐t❡

❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ❤❡♠ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣♦st❤✉♠♦✉s❧②✱ ❡❞✐t❡❞ ❜② ❤✐s ❢♦r♠❡r ♣✉♣✐❧ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇r✐♦s❝❤✐✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r

s✉r❡ ❛ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ♠❡❞✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❤❡❧♣❡❞ ❜② ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ▲❛❝r♦✐① ❬✺✵❪ ❛♥❞

❇♦r❞♦♥✐ ❬✺✶❪✱ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ P✐♦❧❛✬s ♠❡❞✐t❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞✱ ❢♦r s✉r❡✱ ❢r♦♠ ❤✐s ❛❧✇❛②s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❞❡s✐r❡ t♦ ❧❡❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣

✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ ✉♥♣r♦✈❡❞✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❤✐s ♦✇♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ✐♥ ❤✐s ♣r❡✈✐♦✉s ✇r✐t✐♥❣s✿

■♥❞❡❡❞✱ ■ ❞♦ ♥♦t ❤✐❞❡ ♥♦✇ t❤❛t ✐♥ ♠② ♣r❡✈✐♦✉s ✇r✐t✐♥❣s s♦♠❡ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ ♥♦t ❡①♣♦s❡❞ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ♠❛t✉r✐t②✿ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ t♦♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞✱

✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r t♦♦ ❢❡❛r❢✉❧✿ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤♦s❡ ✇r✐t✐♥❣s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞✱ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ t❤♦s❡ ♦t❤❡r t❤❛t ❬✳ ✳ ✳ ❪ ■ ❢❡❡❧

❜♦✉♥❞ ♥♦t t♦ r❡♣❡❛t ❛♥②♠♦r❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✶✷

❚❤✉s✱ P✐♦❧❛✬s ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❤✐s ❧❛st ✇♦r❦s ✇❛s ❢♦r❡ s✉r❡ t♦ r❡✲✇r✐t❡ ❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✇❡❡♣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞♦✉❜ts ❛✇❛②✳ ■♥ ❬✸✼❪ ❤❡

♣✉t ❢♦rt❤ ♣r❡❝✐s❡ ✭❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② s❝❤♦❧❛r ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡✱ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦❢

t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❧❛❝❡s✿ s✉❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r②

t❡①t❜♦♦❦s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❤❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❤✐s ✐❞❡❛s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧✱ ✐❞❡❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t②✱ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✐t

✐s ❥✉st ❛ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ♥♦t ♣r❡t❡♥❞✐♥❣ t♦ r❡✢❡❝t ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ tr✉t❤✿

❚❤✐s ✇❛② ♦❢ ❝♦♥❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦❞✐❡s ✐s ✇❤❛t s✉✣❝❡s t♦ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ✇✐s❤✐♥❣ t♦ ♣✉t t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥s

✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❝♦rr❡❝t t♦ ♠♦✈❡ ❢✉rt❤❡r ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ t❤❡ P❤②s✐❝✐st✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♦❢ s✉❝❤ t❤✐♥♥❡ss

t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ♦✉r s❡♥s❡s✱ ❜❡ t❤❡② ❛❧s♦ ❛ ❤✉♥❞r❡❞ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❛❝✉t❡✱ t♦ r❡♠❛r❦ ✐♥ t❤❡♠ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts✳ ❍❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠❛❣✐♥❡

❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ❛t♦♠s✮ ♥♦t s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠

t❤♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❛t ✐s✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r❝❡s✿ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣✉t ✐♥t♦ t❤✐s s❡❝♦♥❞ s♦rt ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥✈❛r✐❛❜✐❧✐t② t❤❛t

t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝✐❛♥ s✉♣♣♦s❡s ❥✉st ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ▼❡t❛♣❤②s✐❝✐st ❣♦❡s✱ ✐❢ ❤❡ ✇✐s❤❡s✱ ❢✉rt❤❡r✿ t♦ ❤✐♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛t♦♠s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♠❛② ❜❡

✶✶❚❤❛t ✐s✱ t❤❛t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦r♣✉s❝❧❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t ❜② ❝❡♥tr❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱
r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤ ✇❤❡♥ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ r❡❛❝❤❡s ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❝t✐♦♥✳

✶✷P❡r♦❝❝❤è ♥♦♥ ❞✐ss✐♠✉❧♦ ❛❝❝♦r❣❡r♠✐ ♦r❛ ❝❤❡ ♥❡✬ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ♠✐❡✐ s❝r✐tt✐ ❛❧❝✉♥❡ ✐❞❡❡ ♥♦♥ ❢✉r♦♥♦ ❡s♣♦st❡ ❝♦♥ s✉✣❝✐❡♥t❡ ♠❛t✉r✐tà✿ ✈❡ ♥❡ ❤❛ q✉❛❧❝✉♥❛ tr♦♣♣♦ s♣✐♥t❛✱
✈❡ ♥❡ ❤❛ q✉❛❧❝❤✬❛❧tr❛ tr♦♣♣♦ t✐♠♦r♦s❛✿ ❝❡rt❡ ♣❛rt✐ ❞✐ q✉❡❧❧❡ s❝r✐tt✉r❡ ♣♦t❡✈❛♥♦ ❡ss❡r❡ ♦♠♠❡ss❡✱ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛ ♣✐ù ❢♦rt❡ r❛❣✐♦♥❡ q✉❡❧❧❡ ❛❧tr❡ ❝❤❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♥♦♥ ♠✐ s❡♥t✐r❡✐ ♣✐ù ❞✐
r✐♣❡t❡r❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪❬✸✼❪✱ ♣♣✳ ✶✕✷✳

✻



❡♥❧❛r❣❡❞ ✐♥t♦ ❛❧♠♦st ❛ ✇♦r❧❞✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡♠ ❛ ♥✉♠❜❡r✱ ❧❛r❣❡ ❛t ✇✐❧❧✱ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♥♦✇ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥✱

✐ss✉✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡♠ ❛❧✇❛②s ❛t ✐♥❛❧t❡r❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✶✸

■t ✐s s❝❛r❝❡❧② t♦ r❡♠❛r❦ ❤♦✇ ♠♦❞❡r♥ t❤✐s ✈✐s✐♦♥ ✐s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ✶✽✹✺ ✭t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✽✹✽✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② s✉❜♠✐tt❡❞

✐♥ ✶✽✹✺✮✳ ❚❤❡♥✱ P✐♦❧❛ ❞❡✜♥❡❞ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ✉♥✐ts✱ ❢♦r ♦♥❡✲✱ t✇♦✲✱ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛✱

t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❇② t❤❡s❡✱ ❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♠♦❞❡r♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❛ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❤❡ ♠❛❞❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② t♦ ❞❡✜♥❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛❝t✐♦♥s ✭✏❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦r❝❡s✑✮ ❛♥❞✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ✇✐❞❡ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡✱ ❤❡ ❜❡❣❛♥ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛ t❤r❡❛❞ ✭✏✜❧♦ ♠❛t❡r✐❛❧❡✑✮✳

P✐♦❧❛ t❤❡♥ r❡❝❛❧❧❡❞ ❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r ♠❛t✉r✐t②✱ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r r✐❣✐❞✐t② ❛r❡ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s ✏tr✐♥♦♠✐❛❧s✑ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦✇❛❞❛②s r❡❝♦❣♥✐③❡✱ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡✱ ❛s t❤❡ s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲●r❡❡♥ str❛✐♥ t❡♥s♦r C = F
⊤
F✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❤❡ ♦✈❡r♣❛ss❡❞ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❤❡ ❤❛❞ ❦❡♣t

✐♥ ❬✸✺❪ ♠❛❦✐♥❣ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ C ✐♥ ✭✶✮✳ ❍❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s✱ t❤✐s t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧s♦

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s✱ t❤❛t ❤❡ ❤❛❞ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❬✸✺❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P✐♦❧❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②

❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ r❡♠❛r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤❛❧❧ ❤❛✈❡✳

P✐♦❧❛ ♥♦✇ ❦♥❡✇ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✉s ❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ tr✐❝❦✱ q✉✐t❡

♣r♦❜❛❜❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❤✐s ❋r❡♥❝❤ ❛❝q✉❛✐♥t❛♥❝❡ ❈❛✉❝❤②✳✶✹ ■♥❞❡❡❞✱ ❈❛✉❝❤② ❬✺✹❪ ❤❛❞ ♣r♦✈❡❞ ✇❤❛t ✐s ♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡♦r❡♠ ♦❢

♣♦❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✷✶✱ ✷✷✱ ✷✸❪✮✿ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉r❡

str❡t❝❤ ❛♥❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❚❤✉s✱ ❤❡r❡ ✐s P✐♦❧❛✬s tr✐❝❦✿ ✇❡ ♠❛② ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❤❛♣❡ ✐s r✐❣✐❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r r✐❣✐❞✐t②✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦❞② ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦✉♥❞ ✈✐❛

▲❛❣r❛♥❣❡✬s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s P✐♦❧❛ ❞✐❞ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦ ❬✸✺❪✳ P✐♦❧❛ ❡❛s✐❧② ♣✉s❤❡❞ ❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r✇❛r❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭✹✮✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❛✉❝❤②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❤❛❞ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❬✸✺❪✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ t❤❡ ❜♦❞② ❝♦♥t♦✉r✿ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢

✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❈❛✉❝❤②✬s t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t❡❞ t❤❛t

❬✳ ✳ ✳ ❪ t❤❡ s❛✐❞ s✐① q✉❛♥t✐t✐❡s ❬t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ r✐❣✐❞✐t②❪ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❬t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❪ ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t (p, q, r) ❬✐♥ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❪ ♦r (x, y, z) ❬✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❪ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✶✺

❚❤✉s✱ P✐♦❧❛ ❤❛❞ ❝♦♠❡ t♦ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣♦✐♥t✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❤✐s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝ts ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ ❤❡ ❤❛❞ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ tr✐❝❦✱

t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❧✐♠✐t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❡ts ♦♥❡ ✜♥❞ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❡r♠s

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛❝t✐♦♥s✳ ❍❡ ✇❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛✇❛r❡ t❤❛t ❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧✱ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s❝❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛

s✐♥❣❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞

❬✳ ✳ ✳ ❪ s✉❝❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❢r❛♠✐♥❣ ❛♥② s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ tr✐❛❞s ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛①❡s✿ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✱ ❬✳ ✳ ✳ ❪

✐♥ ❛ ✜rst ✇❛② ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✱ ❛♥❞ ♦❢ ❛r❡❛s✳✶✻ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ δx, δy, δz ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✈✐rt✉❛❧

✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ♦r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s♣❛❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❛t ✜❝t✐t✐♦✉s ♠♦t✐♦♥ ❬✳ ✳ ✳ ❪✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❡♠ ❛s ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥

❜② t❤❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❛✐❞ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛①❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s✱ ❧✐❦❡

t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛❞ ♠♦✈❡❞ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♦♥❡ ♠❛② t❤❡♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❢r❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ tr✐❛❞s

♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛①❡s ♣❧❛②s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♠❡❛♥ t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❧❡❛✈❡s δx, δy, δz ❛t ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✱

❛♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ tr✐❛❞s ✐s ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r

❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ■t s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ●❡♦♠❡t❡rs

♠✐ss❡❞ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ ✇❤❛t ♠✐❣❤t ❞❡s❡r✈❡ ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ▼❡♠♦✐r r❡❢❡rs t♦ ✐t✳✶✼

✶✸◗✉❡st❛ ♠❛♥✐❡r❛ ❞✐ ❝♦♥❝❡♣✐r❡ ❧❛ str✉tt✉r❛ ❞❡✐ ❞✐✛❡r❡♥t✐ ❝♦r♣✐✱ è q✉❛♥t♦ ❜❛st❛ ❛❧ ▼❛t❡♠❛t✐❝♦ ❝❤❡ ✈✉♦❧❡ ♠❡tt❡r♥❡ ✐♥ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❣❧✐ ❡q✉✐❧✐❜r❥ ❡ ✐ ♠♦✈✐♠❡♥t✐✳ P❡✐
❜✐s♦❣♥✐ ❞❡❧ ❋✐s✐❝♦ è ♣❡r♠❡ss♦ ❛♥❞❛r❡ ✐♥♥❛♥③✐✱ ❡ q✉❡✐ ♣✉♥t✐ ♠❛t❡r✐❛❧✐ ❝❤✐❛♠❛r❧✐ ♠♦❧❡❝♦❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❞✐ t❛❧❡ ❡s✐❧✐tà ❝❤❡ ♥♦♥ s✐❛ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❛✐ ♥♦str✐ s❡♥s✐✱ ❢♦ss❡r♦ ❛♥❝❤❡ ❧❡ ❝❡♥t♦
✈♦❧t❡ ♣✐ù ♣❡r❢❡tt✐✱ ♥♦t❛r✈✐ ❞✐st✐♥③✐♦♥✐ ❞✐ ♣❛rt✐✳ P✉ò ❛♥❝❤❡ ✐♠♠❛❣✐♥❛r❡ ❝✐❛s❝✉♥❛ ❞✐ q✉❡st❡ ♠♦❧❡❝♦❧❡ ❝♦♠♣♦st❛ ❞✐ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♣❛rt✐❝❡❧❧❡ ✭❝❤✐❛♠❛t❡ ❛t♦♠✐✮ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♥♦♥ s❡♣❛r❛❜✐❧✐
s❡ ♥♦♥ ♣❡r ♠❡③③♦ ❞✐ ✉♥ ❛❧tr♦ ❣❡♥❡r❡ ❞✐ ❢♦r③❡ ❞✐✈❡rs❡ ❞❛ q✉❡❧❧❡ ❝❤❡ s✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥♦ ✐♥ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛✱ ❝✐♦è ❞❛ ❢♦r③❡ ❝❤✐♠✐❝❤❡✿ ❡ q✉✐♥❞✐ r❡s♣✐♥❣❡r❡ ❛ q✉❡st❛ s❡❝♦♥❞❛ s♦rt❛
❞✐ ♣❛rt✐❝❡❧❧❡ q✉❡❧❧❛ ❛ss♦❧✉t❛ ✐♥✈❛r✐❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ✐❧ ▼❡❝❝❛♥✐❝♦ ♣✉ò s✉♣♣♦rr❡ ❛❞❞✐r✐tt✉r❛ ♥❡❧❧❡ ♠♦❧❡❝♦❧❡✳ ■❧ ▼❡t❛✜s✐❝♦ ✈❛✱ s❡ ❣❧✐ ♣✐❛❝❡✱ ❛♥❝♦r❛ ♣✐ù ✐♥♥❛♥③✐✿ ♣❡r ❧✉✐ ✉♥♦ ❞✐
q✉❡st✐ ❛t♦♠✐ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♣✉ò ✐♥❣r❛♥❞✐rs✐ ❛♥❝♦r❛ q✉❛s✐ ✉♥ ♠♦♥❞♦✱ sì ❝❤❡ s✐❛ ❧❡❝✐t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r✈✐ ♣❡r ❡♥tr♦ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ q✉❛♥t♦ ✈✉♦❧s✐ ❣r❛♥❞❡ ❞✐ ♣✉♥t✐ r✐❞♦tt✐ ❛❞❡ss♦ ❛✛❛tt♦
✐♥❡st❡s✐✱ ❞❛ ❝✉✐ ❡♠❛♥✐♥♦ ❢♦r③❡ ❝❤❡ ❧✐ t❡♥❣❛♥♦ ❛ ❞✐st❛♥③❡ s❡♠♣r❡ ✐♥❛❧t❡r❛❜✐❧✐ ❬✳ ✳ ✳ ❪❬✸✼❪✱ ♣✳ ✾✳

✶✹❆s ❛❧r❡❛❞② ❤✐♥t❡❞✱ P✐♦❧❛ ✇❛s ✐♥ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❈❛✉❝❤②✱ ❛♥❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✬s ❡①✐❧❡ ✐♥ ■t❛❧② ✭✶✽✸✵✲✶✽✸✸✮✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❧❡tt❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✱ s❡❡ ❇♦tt❛③③✐♥✐ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ❉❛❤❛♥ ❉❛❧♠❡❞✐❝♦ ❬✺✸❪✳

✶✺❬✳ ✳ ✳ ❪ ❧❡ ♠❡♥t♦✈❛t❡ s❡✐ q✉❛♥t✐tà ✐♥ ❛♠❜✐ ✐ ❝❛s✐ s♦♥♦ ❧❡ ❡s♣r❡ss✐♦♥✐ ❛♥❛❧✐t✐❝❤❡ ❝♦♥t❡♥❡♥t✐ ❧✬❡✛❡tt♦ ❝♦♠♣❧❡ss✐✈♦ ❞✐ t✉tt❡ ❧❡ ❛③✐♦♥✐ ✐♥t❡r♥❡ s♦♣r❛ ✐❧ ♣✉♥t♦ ❣❡♥❡r✐❝♦
(p, q, r) ♦✈✈❡r♦ (x, y, z) ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❬✸✼❪✱ ♣✳ ✶✵✶✳

✶✻P✐♦❧❛ ♠❡❛♥t t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦✇❡r ♦♥ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
✶✼❬✳ ✳ ✳ ❪ t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ st❛ ♥❡❧ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦ ❞✐ ✉♥ q✉❛❧✉♥q✉❡ s✐st❡♠❛ ❛ ❞✉❡ t❡r♥❡ ❞✐ ❛ss✐ ♦rt♦❣♦♥❛❧✐✿ ❡ss♦ ♣✉ò ❛❞♦♣❡r❛rs✐ ✐♥ ❞✉❡ ♠❛♥✐❡r❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐♥ ✉♥❛ ♣r✐♠❛

♠❛♥✐❡r❛ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛ ✜♥❡ ❞✐ ❞✐♠♦str❛r❡ ✐❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐tà ✈✐rt✉❛❧✐✱ ❡ ❛♥❝❤❡ ❣❧✐ ❛❧tr✐ ❞❡❧❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠♦t♦ ❞❡❧ ❝❡♥tr♦ ❞✐ ❣r❛✈✐tå✱ ❡ ❞❡❧❧❡ ❛r❡❡✳ ■♥✈❡❝❡ ❞✐

✼



❚❤❛t ✐s✱ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✱ ✜❝t✐t✐♦✉s✱ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜♦❞②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ❛❧s♦ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❛rt❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡s ✭♥♦✇❛❞❛②s ✇❡ ✇♦✉❧❞

❝❛❧❧ t❤❡♠ ❵♦❜s❡r✈❡rs✬✮ s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✐♥♥❡r

❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡s✱ t❤✉s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✈❡r② ❧♦♥❣

♠❡♠♦✐r✱ P✐♦❧❛ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐s r❡s✉❧ts t♦ ✢✉✐❞✱ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦♥❧②✱

❛♥❞ r❡✲♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❡ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳

✺ P✐♦❧❛✬s s✇❛♥ s♦♥❣

■♥ ❤✐s ❧❛st ♣❛♣❡r ❬✸✽❪✱ ❡❞✐t❡❞ ♣♦st❤✉♠♦✉s❧② ❜② ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇r✐♦s❝❤✐✱ P✐♦❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❤✐s ❡✈❡r✲❧❛st✐♥❣ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣♦❧✐s❤ ❤✐s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ ✉♥♣r♦✈❡❞✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♠❛t✉r❡ r❡✲✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❤❡

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✇❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐♠✱ r❡♠❛✐♥❡❞ ♦❜s❝✉r❡ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡

♠❡♠♦✐r ❤❡ st❛t❡❞ t❤❛t

❬❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛❞♠✐t❪ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡

s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢♦r❝❡s❀

✇❡❧❧✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇❛♥ts ✉s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐❢ t❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡

❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ③❡r♦✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ ❜✉t

❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇❡ ❢❡❡❧ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ♣❡rs✉❛❞❡s ✉s ♦❢ ✐ts tr✉t❤✿ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s✉♣♣♦s❡❞ t❤✐s✱ ✇❡ st✐❧❧ ✜♥❞ ❧❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱

t❤♦✉❣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♠❛♥② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ t❡♥❞ t♦ ✈❛r②✿ ✇❤✐❝❤

♦❢ t❤❡♠ s❤❛❧❧ ✇❡ t❛❦❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛❧❧ ✇❡ ♦♠✐t❄ ❲❤♦ ❛ss✉r❡s ✉s t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥

♦❢ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡❧❡ss r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♦♠❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ❛❧r❡❛❞② ✇r✐tt❡♥ ❜② ♦t❤❡rs❄ ❆♥❞ ❝❛♥♥♦t ✐t

❤❛♣♣❡♥ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t ✇❡ ♦♠✐t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ❜❡ ✇❤♦❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞❄ ■t

✐s ✇❡❧❧ tr✉❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦♠❡ t♦ ✐♥❢❡r ❜② s♦♠❡ ♣❛ss❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❆✳ ▼✳ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡ t❤❡♥

t❤❡ s❛♠❡ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s✱ ✐♥❡①t❡♥s✐❜❧❡ t❤r❡❛❞s✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

✢✉✐❞s✿ ②❡t t❤✐s ❛❧s♦ ✐s ❛ ❣❧✐♠♣s❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ♣r♦✈❡❞✱ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡r

❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ st✐❧❧ ♠✐ss t✇♦ t❤✐♥❣s✿ ✜rst❧②✱ ❛ ♣r♦♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡rs✉❛s✐✈❡✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② s❤♦✉❧❞

❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣✉t ✐♥t♦ ♣❧❛② ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✇❤♦❧❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ♦❢ s②st❡♠s✳✶✽

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t P✐♦❧❛ ❢♦✉♥❞ ✉♥s♦❧✈❡❞ ✇❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞♦✉❜t ✇❤✐❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❝r❛♥❦✐♥❣ t❤❡

✇❡❧❧ ♠❛r❝❤✐♥❣ ✇❤❡❡❧ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆❧❧ ♦❢ ❤✐s ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✇♦r❦✱ t❤❡♥✱ ✇❛s s✐♠♣❧② ♣r❡♣❛r❛t♦r②✱ ❛♥❞ ❤✐s ✜♥❛❧ ❡✛♦rt s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ❝❧❡❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡st ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❜✉❧❦ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r②✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠✳

P✐♦❧❛ ❜❡❣❛♥ ❤✐s ♠❡♠♦✐r ❜② st❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❢r❛♠❡s

♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✿

■❢ ✇❡ ❝❛❧❧ x, y, z t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s δx, δy, δz ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❝❛♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❞❛♥❣❡r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts iδx, iδy, iδz t❤❛t ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x, y, z ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞

t♦ t❤r❡❡ ♦t❤❡r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛①❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❢❛r ❛♣❛rt✱ ❡✐t❤❡r ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛ss✉♠❡❞ ❜②

t❤❡ x, y, z✱ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❤❛❞ ♠♦✈❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ q✉❛♥t✐t②✳✶✾

❝♦♥❝❡♣✐r❡ ✐♥ t❛❧ ❝❛s♦ ❧❡ δx, δy, δz ❞❡✐ ❞✐✈❡rs✐ ♣✉♥t✐ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♠❡ ✈❡❧♦❝✐tà ✈✐rt✉❛❧✐ ♦ s♣❛③✐❡tt✐ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠✐ ❞❡s❝r✐tt✐ ✐♥ ✈✐rtù ❞✐ q✉❡❧ ♠♦t♦ ✜tt✐③✐♦ ❬✳ ✳ ✳ ❪✱ è ❛ss❛✐ ♣✐ù
♥❛t✉r❛❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐❧ r❛✈✈✐s❛r❧❡ q✉❛❧✐ ❛✉♠❡♥t✐ ❝❤❡ ♣r❡♥❞♦♥♦ ❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡❣❧✐ ❛♥③✐❞❡tt✐ ♣✉♥t✐ q✉❛♥❞♦ ✐❧ s✐st❡♠❛ s✐ r✐❢❡r✐s❝❡ ❛❞ ❛❧tr✐ tr❡ ❛ss✐ ♦rt♦❣♦♥❛❧✐ ✈✐❝✐♥✐ss✐♠✐ ❛✐
♣r✐♠✐✱ ❝♦♠❡ s❡ q✉❡st✐ s✐ ❢♦ss❡r♦ ❞✐ ♣♦❝❤✐ss✐♠♦ s♣♦st❛t✐✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛❧❧♦r❛ s✐ ❝❛♣✐s❝❡ ❝❤✐❛r♦ ❝♦♠❡ ❣❧✐ ❛✉♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❜❜✐❛♥♦ ❧✉♦❣♦ s❡♥③❛ ❛❧t❡r❛③✐♦♥✐ ♥❡❧❧❡ ❛③✐♦♥✐
r❡❝✐♣r♦❝❤❡ ❞❡❧❧❡ ♣❛rt✐ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❧❡ ✉♥❡ s✉❧❧❡ ❛❧tr❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ■❧ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❛ ❞✉❡ t❡r♥❡ ❞✐ ❛ss✐ ♦rt♦❣♦♥❛❧✐ ❣✐✉♦❝❛ ♣♦✐ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t❡ ✐♥ ✉♥✬❛❧tr❛
♠❛♥✐❡r❛ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ◗✉✐ s✬✐♥t❡♥❞❡ ♣❛r❧❛r❡ ❞✐ q✉❡❧ ♠❡t♦❞♦ ❝❤❡ ❧❛s❝✐❛ ❛❧❧❡ δx, δy, δz t✉tt❛ ❧❛ ❧♦r♦ ❣❡♥❡r❛❧✐tà ❡ tr❛tt❛ ❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥❞♦ ♠♦❧t✐♣❧✐❝❛t♦r✐
✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t✐✳ ■♥ t❛❧ ❝❛s♦ ❧❛ ❝♦♥t❡♠♣❧❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❞✉❡ t❡r♥❡ ❞✐ ❛ss✐ ❣✐♦✈❛ ♣❡r ❧✬✐♠♣✐❛♥t♦ ❞❡❧❧❡ ❞❡tt❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡✱ ❝❤❡ ❛❧tr✐♠❡♥t✐ ♥♦♥ s✐ s❛♣r❡❜❜❡r♦ ❛ss❡❣♥❛r❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❯♥ t❛❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✈✐st❛ ♣❛r♠✐ s❢✉❣❣✐t♦ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡ ❛❞ ❛❧tr✐ ●❡♦♠❡tr✐✿ ❛ ❡ss♦ s✐ r✐❢❡r✐s❝❡ q✉❛♥t♦ ♥❡❧❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ ▼❡♠♦r✐❛ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♣✐ù ♠❡r✐t❡✈♦❧❡
❞✐ ❛tt❡♥③✐♦♥❡✳❬✸✼❪✱ ♣♣✳ ✶✶✵✕✶✶✶✳

✶✽❙✉♣♣♦st❛ ❧✬❡s✐st❡♥③❛ ❞✐ ❢♦r③❡ ✐♥t❡r♥❡ ❢r❛ ✐ ✈❛r✐ ♣✉♥t✐ ✜s✐❝✐ ❞✐ ✉♥ s✐st❡♠❛✱ ♥♦♥ è ❞✐✣❝✐❧❡ r✐❝♦♥♦s❝❡r❡ ❛❧❝✉♥❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ✭❝♦♠❡ ❡s♣r❡ss✐♦♥✐ ❞✐ ❞✐st❛♥③❡✱ ❞✐ ❛♥❣♦❧✐✱ ❡❝✳✮✱
✐ ✈❛❧♦r✐ ❞❡❧❧❡ q✉❛❧✐ ✈❡♥❣♦♥♦ ❛❧t❡r❛t✐ ❞❛❧❧✬❛tt✉❛❧❡ ❡s❡r❝✐③✐♦ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ❢♦r③❡❀ ♦r ❜❡♥❡✱ ❧✬❛✉t♦r❡ ✈✉♦❧❡ ❝❤❡ ♠♦❧t✐♣❧✐❝❤✐❛♠♦ ♣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t✐ ❧❡ ✈❛r✐❛t❡ ❞✐ q✉❡❧❧❡
❢✉♥③✐♦♥✐✱ ❡ ♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐❛♠♦ ✐ ♣r♦❞♦tt✐ ♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛ ❆♥❛❧✐t✐❝❛✱ ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❝♦♠❡ ❛✈r❡♠♠♦ ❢❛tt♦✱ s❡❝♦♥❞♦ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ♥♦t♦✱ s❡ q✉❡❧❧❡
❢✉♥③✐♦♥✐ ❛✈❡ss❡r♦ ❝♦st✐t✉✐t♦ ✐ ♣r✐♠✐ ♠❡♠❜r✐ ❞✐ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ r✐❞♦tt❡ ❛ ③❡r♦✳ ◗✉✐ s✐ ❝❛♣✐s❝❡ s✉❜✐t♦ ❧❛ ✈❛st✐tà ❡ ❧✬❡❝❝❡❧❧❡♥③❛ ❞❡❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦✿ ♠❛ ♥❡❧❧♦ st❡ss♦
t❡♠♣♦ s✐ s❡♥t❡ ✐❧ ❜✐s♦❣♥♦ ❞✐ ✉♥❛ ❞✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❝❡ ♥❡ ♣❡rs✉❛❞❛ ❞❡❧❧❛ r❡❛❧tà✿ ❡ q✉❡st❛ ❛♥❝❤❡ ❛♠♠❡ss❛✱ ♥❡ tr♦✈✐❛♠♦ t✉tt❛✈✐❛ ♠❛♥❝❛♥t❡ ❧✬❡s♣♦s✐③✐♦♥❡✳ ■♥❢❛tt✐ ♠♦❧t❡
♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡❛♠❡♥t❡ ❧❡ ❡s♣r❡ss✐♦♥✐ ❞✐ q✉❛♥t✐tà ❝❤❡ ❧❡❢♦r③❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✐ ✉♥ s✐st❡♠❛ t❡♥❞♦♥♦ ❛ ❢❛r ✈❛r✐❛r❡❀ q✉❛❧✐ ❞✐ ❡ss❡ ♣r❡♥❞❡r❡♠♦✱ q✉❛❧✐ ♦♠♠❡tt❡r❡♠♦❄
❈❤✐ ❝✐ ❛ss✐❝✉r❛ ❝❤❡ ❛❞♦♣❡r❛♥❞♦ ♣❛r❡❝❝❤✐❡ ❞✐ t❛❧✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ s♦❣❣❡tt❡ ❛ ♠✉t❛♠❡♥t✐ ♣❡r ❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ♥♦♥ ❢❛❝❝✐❛♠♦ r✐♣❡t✐③✐♦♥✐ ✐♥✉t✐❧✐✱ ❡s♣r✐♠❡♥❞♦ ♣❡r ♠❡③③♦
❞✐ ❛❧❝✉♥❡ ✉♥ ❡✛❡tt♦ ❣✐à s❝r✐tt♦ ❝♦♥ ❛❧tr❡❄ ❊ ♥♦♥ ♣♦tr❡❜❜❡ ✐♥✈❡❝❡ ❛❝❝❛❞❡r❡ ❝❤❡ ♦♠♠❡tt❡ss✐♠♦ ❞✐ q✉❡❧❧❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❡ ❛ ✐♥tr♦❞✉rs✐ ❛✣♥❝❤é ❧✬❡✛❡tt♦ ❝♦♠♣❧❡ss✐✈♦ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡
✐♥t❡r♥❡ ✈❡♥❣❛ ❡s♣r❡ss♦ t♦t❛❧♠❡♥t❡❄ ❇❡♥ è ✈❡r♦ ❝❤❡ ❞❛ ✈❛r✐✐ ♣❛ss✐ ❞❡❧❧❛ ▼✳ ❆✳ s✐ ❛rr✐✈❛ ❛❞ ✐♥t❡♥❞❡r❡ ❝♦♠❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞❛ ❛❞♦♣❡r❛rs✐ ♥❡✐ ❝❛s✐ ♣✐ù ❣❡♥❡r❛❧✐ s✐❛♥♦ ♣♦✐
❧❡ ♠❡❞❡s✐♠❡ ❝❤❡ r✐♠❛♥❣♦♥♦ ❝♦st❛♥t✐ ✐♥ ❛❧tr✐ ❝❛s✐ ♣✐ù r✐str❡tt✐✱ q✉❛♥❞♦ ❝✐♦è tr❛tt❛s✐ ❞✐ ❝♦r♣✐ r✐❣✐❞✐✱ ❞✐ ✜❧✐ ✐♥❡st❡♥s✐❜✐❧✐✱ ❞✐ ✢✉✐❞✐ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐✿ ♣❡rò ❛♥❝❤❡ q✉❡st❛ è
✉♥❛ ♣r♦♣r✐❡tà ❞✐ t❛❧✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ✐♥tr❛✈❡❞✉t❛ ♠❛ ♥♦♥ ❞✐♠♦str❛t❛✳ ■♥s♦♠♠❛✱ ❛ ❜❡♥ st❛❜✐❧✐r❡ ❧✬✉s♦ ❞❡❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ✐♥ ❞✐s❝♦rs♦✱ ❞✉❡ ❝♦s❡ ❛♥❝♦r❛ ❝✐ ♠❛♥❝❛♥♦✿ ♣r✐♠✐❡r❛♠❡♥t❡
✉♥❛ ❞✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ r✐❡s❝❛ ♣❡rs✉❛❞❡♥t❡✱ ♣♦s❝✐❛ ✉♥ ❝r✐t❡r✐♦ ♣❡r ❞✐s❝❡r♥❡r❡ q✉❛❧✐ ❡ q✉❛♥t❡ ❞❡❜❜❛♥♦ ❡ss❡r❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞❛ ♠❡tt❡rs✐ ✐♥ ❣✐✉♦❝♦ ❛ ✜♥❡ ❞✐ ❡s♣r✐♠❡r❡
❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡✐ s✐st❡♠✐✳❬✸✽❪✱ ♣♣✳ ✸✾✵✕✸✾✶✳

✶✾❙❡ ❝❤✐❛♠❛♥s✐ x, y, z ❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡❧ ♣✉♥t♦ ❣❡♥❡r✐❝♦✱ ❧❡ r✐s♣❡tt✐✈❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ δx, δy, δz ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♣♦ss♦♥♦✱ s❡♥③❛ ♥✉♦❝❡r❡ ❛❧❧❛ ❣❡♥❡r❛❧✐tà✱ ❡ss❡r❡ r✐t❡♥✉t❡ q✉❡❧❧❡
s♦♠♠✐♥✐str❛t❡❝✐ ❞❛❣❧✐ ❛✉♠❡♥t✐ ♣✐❝❝♦❧✐ss✐♠✐ iδx, iδy, iδz ❝❤❡ ♣r❡♥❞❡r❡❜❜❡r♦ ❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x, y, z q✉❛♥❞♦ ✐❧ s✐st❡♠❛ s✐ r✐❢❡r✐ss❡ ❛ tr❡ ❛❧tr✐ ❛ss✐ r❡tt❛♥❣♦❧❛r✐ ❧♦♥t❛♥✐ ❛ss❛✐
♣♦❝♦✱ t❛♥t♦ ♣❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ q✉❛♥t♦ ♣❡r ❧❡ ❞✐r❡③✐♦♥✐✱ ❞❛ q✉❡❧❧✐ ♣r✐♠✐❡r❛♠❡♥t❡ ❛ss✉♥t✐ ❞❛❧❧❡ x, y, z✱ ❝♦♠❡ s❡ q✉❡st✐ s✐ ❢♦ss❡r♦ ❞✐ ♣♦❝❤✐ss✐♠♦ s♠♦ss✐✳❬✸✽❪✱ ♣✳ ✸✾✷✳

✽



■♥❞❡❡❞✱ P✐♦❧❛ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤✉s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤✐s ❢♦r♠❡r tr✐❝❦ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❍❡ ✇r♦t❡

❘❡♠❛r❦ ✇❡❧❧✿ t❤❡s❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ✈❛♥✐s❤ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ δ ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥st❛♥t✱

❛s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐♥ r✐❣✐❞ s②st❡♠s ❬✳ ✳ ✳ ❪✿ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✢✉✐❞s✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉❡

t♦ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ❬✳ ✳ ✳ ❪ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t❤♦s❡ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s δx, δy, δz ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ f, g, h, α1
✷✵✱ ❛♥❞

s♦ ♦♥✳ ❚❤♦s❡ t✇❡❧✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜❡✐♥❣ ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤♦s❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s✱ t❤❡② ❣♦ ❛✇❛② ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ δ✱ ❧✐❦❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡

❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡❛♠❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦✐r ✇❡ s❛✐❞ ❣❧✐♠♣s❡❞ ❜✉t ♥♦t ♣r♦✈❡❞✳✷✶

❚❤❛t ✐s✱ P✐♦❧❛ ✇❛s ❛✇❛r❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✐♠❛❣✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s✱ ②❡t ❤❡ ❢♦✉♥❞ ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡

♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❢r✉✐t❢✉❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ r✐❣✐❞✐t② ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ❢r❛♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P✐♦❧❛ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❜❡

✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡♥✱ ❤❡ ♠♦✈❡❞ ♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❣❛✐♥ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞

✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦❢ ❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ str❡ss✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② t❤❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❝❛❧❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t str❡ss✳

P✐♦❧❛ t❤❡♥ ♠♦✈❡❞ ♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❝❧❛✐♠❡❞ ❤✐s

♦r✐❣✐♥❛❧✐t②✿

■ ❢♦r❡s❡❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝♦♠❡s ♦✉t ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❛❧s♦ ❢♦r ✇❤❛t❡✈❡r ❜♦❞② ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

✭✶✷✮ ♥✳ ✸✿✷✷ ♥♦✇✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦t❤❡rs s❛✐❞ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡❧♦♥❣ ♦♥❧② t♦ s♦❧✐❞✷✸ ❜♦❞✐❡s✱ t♦ r✐❣✐❞ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s✿ ❤♦✇✱ t❤❡♥✱ s❤❛❧❧ t❤❡②

❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❣❡♥❡r❛❧❄ ■ ❛♥s✇❡r✿ ■ ♥❡✈❡r s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐♥ ✢✉✐❞ s②st❡♠s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ♠✉t❛❜❧❡ ✐♥ ✇❤❛t❡✈❡r ✇❛② s❤❛❧❧

❛❧✇❛②s r❡❝❡✐✈❡✱ ❛❧s♦ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡st✐♥❡ ♠♦t✐♦♥✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉♦t❡❞ ✭✶✷✮✱ ❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦t✐♦♥

♦❢ r✐❣✐❞ s②st❡♠s❀ ■ s❛✐❞ t❤❛t s✉❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❛t ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ❣✐✈✐♥❣ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱

❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ❛❜♦✈❡✳ ❆ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❤❡r❡✿ t❤❡ tr✉❡ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢

t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s✿ ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x, y, z ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t

r✐❣❤t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✿ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s δx, δy, δz ♠❛② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s u, v, w ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①❡s✱ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡

❛♥② ♠♦r❡✳✷✹

❆❢t❡r ❛ ❧♦♥❣ r❡❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡s ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❛t ❤❡

❤❛❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❤✐s ♠❡♠♦✐r ♦❢ ✶✽✸✻✱ P✐♦❧❛ ❜❡❣✉♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦✐r ❜② ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ t♦❞❛②✱

st❛t❡♠❡♥t✿

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ▲❛❣r❛♥❣❡ ✇❛♥t❡❞ ✉s t♦ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✉t ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✇♦r❞✱ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②

❛❝❝❡♣t❡❞ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❡✈❡r②❜♦❞② t❤❡ ❢♦r❝❡ t♦ ❜❡ ❛ ❝❛✉s❡ t❤❛t✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢

❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ✐t ❜r✐♥❣s ❛ ❜♦❞② ♦r ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ♥❡❛r ❛♥♦t❤❡r✱ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t

♠❛❦❡s ❧❡♥❣t❤s ♦❢ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✈❛r②✿ ❜✉t ✐t ♠❛② ✐♥st❡❛❞ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡✱ ❛ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s t❤❡ ✇❛② t❤❡

❢♦r❝❡s ❛❝t r❡♠❛✐♥s ♦❜s❝✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t s❡❡♠s ❝❧❡❛r t♦ ✉s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✿ ❜✉t ♠❛②❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐s ❡①tr✐♥s✐❝ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s✳

■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❛t ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❝❛♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐♥st✐❧❧ ✐ts ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② s♦ t❤❛t ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❜♦❞②✿ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s❡❡ t❤❡ ❢❛❝t✿ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡❧❧s ✐♥ ✉s t❤❡ ✇✐❧❧ t♦ s❡❛r❝❤ ❢✉rt❤❡r✳ ■❢✱ t❤❡♥✱

❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❤❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t ✐s ♠②st❡r✐♦✉s✱ ♥♦ ✇♦♥❞❡r t❤❛t ✐t ❛♣♣❡❛rs ♦❜s❝✉r❡ t♦ ✉s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❝❛s❡s✳ ❲✐s❤✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s t♦ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♠❛❦✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡r ❝♦♥❝❡♣t s♠❛❧❧❡r✱ ✐s ✇✐s❤✐♥❣ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡

❜✉t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ❢♦r❝❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t ♠❛② ✇❡ ♣✉s❤ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛✉s❡s ✇❡ s✉❜♠✐t t♦ ♠❡❛s✉r❡❄

♠❛②❜❡ s♦ t❤❛t ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t✐♠❛t❡ ♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛❝t❄ ♥❡✈❡r✳ ◆❡✇t♦♥ ✇r♦t❡✿ ❈❛✈❡❛t ❧❡❝t♦r ♥❡ ♣❡r

✷✵❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ tr✐❛❞✳
✷✶◆♦t✐s✐ ❜❡♥❡✿ q✉❡st✐ s❡❝♦♥❞✐ ♠❡♠❜r✐ s✈❛♥✐s❝♦♥♦ ♥❡❧❧✬♦♣❡r❛③✐♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❛ ❞❛❧❧❛ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❛ δ✱ ♥♦♥ ♣❡r❝❤é s✐❛♥♦ ❛ss♦❧✉t❛♠❡♥t❡ ❝♦st❛♥t✐✱ ❝♦♠❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♣❡✐ s✐st❡♠✐

r✐❣✐❞✐✿ s♦♥♦ ❛♥③✐ ✐❧ ♣✐ù s♣❡ss♦ ✈❛r✐❛❜✐❧✐✱ ♣❡r ❡s❡♠♣✐♦ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❞❡✬ ✢✉✐❞✐✱ ♠❛ s♦♥♦ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ♣❡❧ ✈❛r✐❛r❡ ❞✐ t✉tt✬❛❧tr❡ q✉❛♥t✐tà✱ ❝❤❡ ♥♦♥ s✐❛♥ q✉❡❧❧❡ ❛❧ ✈❛r✐❛r ❞❡❧❧❡ q✉❛❧✐
è ❞♦✈✉t♦ ✐❧ ♣r♦❞✉rs✐ ❞❡❧❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ δx, δy, δz✱ ❝✐♦è ❧❡ s♦❧✐t❡ ❞♦❞✐❝✐ f, g, h, α1✱ ❡❝✳ ❙t❛♥t❡ ❧✬❛ss❡♥③❛ ❞✐ t❛❧✐ ❞♦❞✐❝✐ q✉❛♥t✐tà ❞❛ q✉❡✐ s❡❝♦♥❞✐ ♠❡♠❜r✐✱ ❡ss✐ ✈❛♥♥♦ ✈✐❛
♠❡♥tr❡ s✐ ❞❡r✐✈❛ s❡❝♦♥❞♦ δ✱ ❝♦♠❡ q✉❛♥❞♦ s♦♥♦ ❛ss♦❧✉t❛♠❡♥t❡ ❝♦st❛♥t✐✱ ❡❞ ❡❝❝♦ ❧❛ r❛❣✐♦♥❡ ❞✐ q✉❡❧❧❛ ♣r♦♣r✐❡tà ❝❤❡ ♥❡❧ ♣r❡❛♠❜♦❧♦ ❞❡❧❧❛ ▼❡♠♦r✐❛ ❞✐❝❡♠♠♦ ✐♥tr❛✈❡❞✉t❛
♠❛ ♥♦♥ ❞✐♠♦str❛t❛✳❬✸✽❪✱ ♣✳ ✸✾✼✳

✷✷❚❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ tr✐❛❞✳
✷✸P✐♦❧❛✬s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✬✱ s②♥♦♥②♠ ❢♦r r✐❣✐❞✳
✷✹Pr❡✈❡❞♦ ✉♥✬♦❜❥❡③✐♦♥❡✳ ❘✐s✉❧t❛ ❞❛❧❧❛ ♥♦str❛ ❛♥❛❧✐s✐ ❝❤❡ ❡③✐❛♥❞✐♦ ♣❡r ❝♦r♣✐ q✉❛❧✉♥q✉❡ ♣♦ss✐❛♠♦ s✉♣♣♦rr❡ ❝❤❡ ❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ❛❜❜✐❛♥♦ ✐ ✈❛❧♦r✐ ✭✶✷✮ ♥✳ ✸✿ ♦r❛ ▲❛❣r❛♥❣❡

❡❞ ❛❧tr✐ ❞✐ss❡r♦ t❛❧✐ ✈❛❧♦r✐ ❛♣♣❛rt❡♥❡r❡ s♦❧t❛♥t♦ ❛✐ ❝♦r♣✐ s♦❧✐❞✐✱ ❛❧❧❡ s✉♣❡r✜❝✐❡ ♦ ❧✐♥❡❡ r✐❣✐❞❡✿ ❝♦♠❡ ❞✉♥q✉❡ s✐ ❛ss✉♠♦♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐❄ ❘✐s♣♦♥❞♦✿ ✐♦ ♥♦♥ ❞✐ss✐ ♠❛✐ ❝❤❡
❣❧✐ ❛✉♠❡♥t✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♥❡✐ s✐st❡♠✐ ✢✉✐❞✐ ♦ ♠✉t❛❜✐❧✐ ✐♥t❡r♥❛♠❡♥t❡ ✐♥ q✉❛❧s✐✈♦❣❧✐❛ ♠♦❞♦ ❞❡❜❜❛♥♦ s❡♠♣r❡ r✐❝❡✈❡r❡✱ ❛♥❝❤❡ ✐♥ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❞✐ ✉♥ ♠♦t♦ ✐♥t❡st✐♥♦✱
✈❛❧♦r✐ ❞❡❧❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡✐ ✭✶✷✮ s✉❝❝✐t❛t✐✱ ❝♦♠❡ ❛✈✈✐❡♥❡ ♥❡❧ ♠♦t♦ ✈❡r♦ ❞❡✬ s✐st❡♠✐ r✐❣✐❞✐❀ ❞✐ss✐ ❝❤❡ t❛❧❡ è ❧❛ ❢♦r♠❛ ❝❤❡ r✐❝❡✈♦♥♦ ✐♥ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❞✐ q✉❡❧ ♠♦t♦ ❞❡❣❧✐ ❛ss✐
❝❤❡ ❞à ♦r✐❣✐♥❡ ❛❧❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐✱ ❝♦♠❡ s♦♣r❛ s✐ è ♣✐ù ✈♦❧t❡ s♣✐❡❣❛t♦✳ ➮ q✉✐ ❡ss❡♥③✐❛❧❡ ✉♥❛ ❞✐st✐♥③✐♦♥❡✿ ❛❧tr♦ è ✐❧ ♠♦t♦ ✈❡r♦ ♣r♦❞♦tt♦ ❞❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❛ s✉❧❧❡
♠♦❧❡❝♦❧❡ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✱ ❛❧tr♦ ✐❧ ♠♦t♦ ✜tt✐③✐♦ ❞❡❣❧✐ ❛ss✐✿ ❡♥tr❛♠❜✐ ♣r♦❞✉❝♦♥♦ ❛✉♠❡♥t✐ ❛❧❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x, y, z ❞❡❧ ♣✉♥t♦ ❣❡♥❡r✐❝♦✱ ♠❛ ❛♣♣✉♥t♦ ♣❡r❝❤é ✐ ♠♦t✐ s♦♥♦ ❞✐✈❡rs✐✱
q✉❡st✐ ❛✉♠❡♥t✐ ♣♦ss♦♥♦ ❝♦♠♣r❡♥❞❡rs✐ ❣❧✐ ✉♥✐ ❣❧✐ ❛❧tr✐✱ ❡ ♣♦ss♦♥♦ ❡s❝❧✉❞❡rs✐✿ q✉❛♥❞♦ s✐ ❝♦♠♣r❡♥❞♦♥♦✱ ❧❡ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ δx, δy, δz ♣♦ss♦♥♦ ♠✉t❛rs✐ ♥❡❧❧❡ tr❡ ✈❡❧♦❝✐tà u, v, w
s❡❝♦♥❞♦ ✐ tr❡ ❛ss✐✱ ✐♥ ❛❧tr✐ ❝❛s✐ ❝✐ò ♥♦♥ è ♣✐ù ♣❡r♠❡ss♦✳❬✸✽❪✱ ♣♣✳ ✹✷✶✕✹✷✷✳

✾



❤✉❥✉s♠♦❞✐ ✈♦❝❡s ❝♦❣✐t❡t ♠❡ s♣❡❝✐❡♠ ✈❡❧ ♠♦❞✉♠ ❛❝t✐♦♥✐s ❝❛✉s❛♠✈❡ ❛✉t r❛t✐♦♥❡♠ ♣❤②s✐❝❛♠ ❛❧✐❝✉❜✐ ❞❡✜♥✐r❡✱ ✈❡❧ ❝❡♥tr✐s ✭q✉æ s✉♥t ♣✉♥❝t❛

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛✮ ✈✐r❡s ✈❡r❡ ❡t ♣❤②s✐❝❡ tr✐❜✉❡r❡✱ s✐ ❢♦rt❡ ❛✉t ❝❡♥tr❛ tr❛❤❡r❡✱ ❛✉t ✈✐r❡s ❝❡♥tr♦r✉♠ ❡ss❡ ❞✐①❡r♦ ✭Pr✐♥❝✳▼❛t❤✳ ■✳✱ ✶✳st✱ ❉❡❢✳ ❱■■■ ❛t

t❤❡ ❡♥❞✮✳ ❈♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✱ ✇❡ s❛② ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦♥❝❡ ✇❡ ♠❛② ❛ss✐❣♥ t❤❡ r❛t✐♦s

✇✐t❤ t❤❡ s❛✐❞ ✉♥✐t②✱ ❛ss✉♠❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛r❜✐tr❛r②✳ ◆♦✇✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡ ❢♦r❝❡s ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ t❤❛t ✐s✱ ❛s ❝❛✉s❡s

♠❛❦✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s s♦♠❡t✐♠❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❧✐♥❡s ✈❛r②✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❛② t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♠ ♦❝❝✉r✿ ✇❡

❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❛t ✇❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛r❡ r✐❣❤t❢✉❧ t♦ ♣r❡t❡♥❞✿ ✐❢ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞r❡ss t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✉♣ ✐s ♠✐ss✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡

✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❛✐♥t ✐t ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✿ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡♠❛✐♥s✱ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

❝❛s❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡✳

❚♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤✐s ♣❡rs✉❛s✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ♠❛❦❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣♦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ✐t ♦♥❡ s❛②s✿ ✐❢ f, ϕ, ψ✱ ❛♥❞

s♦ ♦♥ ❛r❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ t❡♥❞ t♦ ✈❛r②✱ ✇❡ ♠✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ t❡r♠s λ δf, µ δϕ, ν δψ✱ ❛♥❞ s♦

♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ, µ, ν✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤♦s❡ ❢♦r❝❡s✳ ❲❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥✱

s✐♥❝❡ ✐❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❢♦r❝❡s ✇❡r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t✱ t❤♦s❡ t❡r♠s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❡❛r✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ λ, µ, ν✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✿ t❤✉s

♣r♦✈❡❞ t❤❛t s✉❝❤ t❡r♠s s❤❛❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛②✱ ✇❡ ❣❧✐♠♣s❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❤❛❧❧ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✇❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ♥✳ ✺✻ ♣✳ ♠✳✮✳ ❇✉t t❤❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦ ♣❡rs✉❛❞❡

✉s ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t t❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ, µ, ν✳ ✳ ✳ ❡♥t❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡s t❤❛t ✇❡

♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛♥❞ ❤❛❧❢✲♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦♥❝❡ ♣♦s❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛s ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ r❛t✐♦s✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② t♦ ❧✐❡ ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ L = 0✱ ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥

t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ▼❡♠♦✐r✱ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ λ δL ❡♥t❡rs t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t λ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐s ❛ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ λ✱ ❡♥t❡r✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧②✱ ✐s ❞♦✉❜❧❡❞✱ tr✐♣❧❡❞✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❤❛❧❢✱ t❤❡ t❤✐r❞✱

❛♥❞ s♦ ♦♥❡✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✷✱ ✸✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ♦r ❜② 1

2
, 1

3
✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡❧❧✿ ♠❛tt❡rs ❣♦ t❤❡ s❛♠❡

✇❛② ❛❧s♦ ✇❤❡♥ λ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①♣♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆✳▼✳ ✐♥ ➓ ✶✳st✱ ❙❡❝t✳ ■■✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡ ✇❡ ♠❛② s♦♠❡❤♦✇

❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛t ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠❡❛♥t✱ ✇❤❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛✐❞ ♣❧❛❝❡ ❤❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❤✐s ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛♥② q✉❛♥t✐t② ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✿ ♠❛②❜❡ ❤❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❤✐♠s❡❧❢ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s ✐s ❡q✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡r s❡♥s❡

✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ❆✉t❤♦r tr✐❡❞ ✭❛rt✳ ✺✱ ❙❡③✳ ■❱✮ t♦ r❡❞✉❝❡

✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❢♦r❝❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ❛❧♦♥❣ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ s✉r❢❛❝❡s✿ ❛♥❞ t♦ ❢♦r❝❡s ♦♥❧② ❛❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦♠❡

♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❝t✐♦♥s ❡①♣♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ❱■ ♣✳♠✳✱ ❛♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ■■■ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ▼❡♠♦✐r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡

✉♣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❛♥❞ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t❤❡ s✐❣❤ts t❤❛t ♦✉r ❆✉t❤♦r ♦♣❡♥❡❞ ✉s ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ▼❡♠♦✐r✳

❊✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡t❤✐♥❣ r❡♠❛✐♥❡❞ t♦ ❞♦ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤✐❝❤ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛❞♦♣t s♦ t♦ ❛♣♣❧② ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ❛❜♦✈❡

s❛✐❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡tr❛❝t t❤❡ ♠❡r✐t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✇✐❞❡♥❡❞ ♦✉r ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t ❢♦r❝❡s✳

❍❡r❡ ✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ r❡♠❛r❦ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦✐♥❣ ♦♥❡ ❤❛s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐t② ♦❢ ❤❡❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❛t ❝❛✉s❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r ✐t ❜❡✱ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢✉s✐♦♥

♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐❝❡✿ ✇❡ s❛② ❞♦✉❜❧❡✱ tr✐♣❧❡✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✱ ♦r tr✐♣❧❡✱ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡

♠❡❧t✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✱ tr✐♣❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞♦ ✇❡ ♣❛✐♥t ✉s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛② t❤❛t ✉♥✐t ♦❢ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✉♥✐t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥❄

■ ❜❡❧✐❡✈❡ ♥♦t✿ ❛♥❞✱ t❤♦✉❣❤ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❞♦ ✐t✱ ❢♦r s✉r❡ ✐t ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❛✐❞✱ ✐s t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥❀ t❤❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡

♦♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐t✳✷✺

✷✺■❧ ❝♦♥❝❡tt♦ ❝❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✈♦❧❡✈❛ ❝✐ ❢♦r♠❛ss✐♠♦ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡✱ ❡ ❝❤❡ ❡s♣♦♥❡♠♠♦ ♥❡❧ ♣r♦❧♦❣♦✱ è ♣✐ù ❣❡♥❡r❛❧❡ ❞✐ q✉❡❧❧♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧♠❡♥t❡ ❛♠♠❡ss♦✳ ❙✬✐♥t❡♥❞❡ ❢❛❝✐❧♠❡♥t❡
❞❛ t✉tt✐ ❡ss❡r❡ ❧❛ ❢♦r③❛ ✉♥❛ ❝❛✉s❛ ❝❤❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ s✉❛ ❛③✐♦♥❡ ❛❧t❡r❛ ❧❛ ❣r❛♥❞❡③③❛ ❞✐ ❝❡rt❡ q✉❛♥t✐tà✳ ◆❡❧ ❝❛s♦ ♣✐ù ♦✈✈✐♦✱ ❛✈✈✐❝✐♥❛♥❞♦ ✉♥ ❝♦r♣♦ ♦ ✉♥ ♣✉♥t♦ ♠❛t❡r✐❛❧❡
❛❞ ✉♥ ❛❧tr♦✱ ❝❛♠❜✐❛ ❞✐st❛♥③❡✱ ♦ss✐❛ ❢❛ ✈❛r✐❛r❡ ❧✉♥❣❤❡③③❡ ❞✐ ❧✐♥❡❡ r❡tt❡✿ ♠❛ ♣✉ò ✐♥✈❡❝❡ ❢❛r ✈❛r✐❛r❡ ✉♥ ❛♥❣♦❧♦✱ ✉♥❛ ❞❡♥s✐tà✱ ❡❝✳ ■♥ q✉❡st✐ ❛❧tr✐ ❝❛s✐ ✐❧ ♠♦❞♦ ❞✐ ❛❣✐r❡ ❞❡❧❧❡
❢♦r③❡ ❝✐ r✐❡s❝❡ ♦s❝✉r♦✱ ♠❡♥tr❡ ❝✐ ♣❛r ❝❤✐❛r♦ ♥❡❧ ♣r✐♠♦✿ ♠❛ ❢♦rs❡ ❧❛ r❛❣✐♦♥❡ ❞✐ ❝✐ò è ❡str✐♥s❡❝❛ ❛❧❧❛ ♥❛t✉r❛ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡✳ P❡r ✈❡r✐tà ❛♥❝❤❡ ✐♥ q✉❡❧ ♣r✐♠♦ ❝❛s♦ ♥♦♥ s✐ ❝❛♣✐s❝❡
❝♦♠❡ ❢❛❝❝✐❛ ❧❛ ❢♦r③❛ ❛ ✐♥❢♦♥❞❡r❡ ❧❛ s✉❛ ❛③✐♦♥❡ ♥❡❧ ❝♦r♣♦ sì ❞❛ ❞✐♠✐♥✉✐r♥❡ ♦❞ ❛❝❝r❡s❝❡r♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞❛ ✉♥ ❛❧tr♦ ❝♦r♣♦✿ ♥♦♥❞✐♠❡♥♦ ♥♦✐ ✈❡❞✐❛♠♦ ❝♦♥t✐♥✉❛♠❡♥t❡ ✐❧ ❢❛tt♦✿
❧✬♦ss❡r✈❛③✐♦♥❡ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r❛ s♦♣✐s❝❡ ✐♥ ♥♦✐ ❧❛ ✈♦❣❧✐❛ ❞✐ ❝❡r❝❛r❡ ♣✐ù ✐♥ ❧à✳ ❙❡ ♣❡rò s♦tt✐❧♠❡♥t❡ ❡s❛♠✐♥❛♥❞♦ s✐ tr♦✈❛ ❝❤❡ q✉✐ ♣✉r❡ ✐❧ ♠♦❞♦ ❞✐ ❛❣✐r❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ è ♠✐st❡r✐♦s♦✱
♥❡ss✉♥❛ ♠❡r❛✈✐❣❧✐❛ ❝❤✬❡ss♦ ❝✐ ❛♣♣❛❥❛ ♦s❝✉r♦ ♥❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ❝❛s✐✳ ❱♦❧❡r r✐❞✉rr❡ ✐♥ ♦❣♥✐ ❝❛s♦ ❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ❛ q✉❡❧❧❛ ❝❤❡ ❞✐♠✐♥✉✐s❝❡ ✉♥❛ ❞✐st❛♥③❛✱ è ✐♠♣✐❝❝♦❧✐r❡ ✉♥
❝♦♥❝❡tt♦ ♣✐ù ✈❛st♦✱ è ✉♥ ♥♦♥ ✈♦❧❡r r✐❝♦♥♦s❝❡r❡ ❝❤❡ ✉♥❛ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❞✐ ❢♦r③❡✳ ●❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❧❛♥❞♦✱ ❛ q✉❛❧ ♣✉♥t♦ ♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ s♣✐♥t❡ ❧❡ ♥♦str❡ ❝♦❣♥✐③✐♦♥✐
✐♥t♦r♥♦ ❛❧❧❡ ❝❛✉s❡ ❝❤❡ s♦tt♦♣♦♥✐❛♠♦ ❛ ♠✐s✉r❛❄ ❢♦rs❡ ❛ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r♥❡ ❧✬✐♥t✐♠❛ ♥❛t✉r❛✱ ❡ ✐❧ ✈❡r♦ ♠♦❞♦ ❝♦♥ ❝✉✐ ❛❣✐s❝♦♥♦❄ ♠❛✐♥ò✳ ❙❝r✐✈❡✈❛ ◆❡✇t♦♥✿ ❈❛✈❡❛t ❧❡❝t♦r ♥❡
♣❡r ❤✉❥✉s♠♦❞✐ ✈♦❝❡s ❝♦❣✐t❡t ♠❡ s♣❡❝✐❡♠ ✈❡❧ ♠♦❞✉♠ ❛❝t✐♦♥✐s ❝❛✉s❛♠✈❡ ❛✉t r❛t✐♦♥❡♠ ♣❤②s✐❝❛♠ ❛❧✐❝✉❜✐ ❞❡✜♥✐r❡✱ ✈❡❧ ❝❡♥tr✐s ✭q✉æ s✉♥t ♣✉♥❝t❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛✮ ✈✐r❡s
✈❡r❡ ❡t ♣❤②s✐❝❡ tr✐❜✉❡r❡✱ s✐ ❢♦rt❡ ❛✉t ❝❡♥tr❛ tr❛❤❡r❡✱ ❛✉t ✈✐r❡s ❝❡♥tr♦r✉♠ ❡ss❡ ❞✐①❡r♦ ✭Pr✐♥❝✳▼❛t❤✳ ■✳✱ ✶✳o✱ ❉❡❢✳❱■■■ ✐♥ ✜♥❡✮✳ ❘❛❞✉♥❛t♦ t✉tt♦ q✉❛♥t♦ ✈✐ è ❞✬✐♥❝♦❣♥✐t♦
♥❡❧❧❡ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ✉♥❛ st❡ss❛ s♣❡❝✐❡✱ ♥♦✐ ❞✐❝✐❛♠♦ ❞✐ ❝♦♥♦s❝❡r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐tà✱ ❧♦r❝❤é ♣♦ss✐❛♠♦ ❛ss❡❣♥❛r❡ ✐ r❛♣♣♦rt✐ ❝♦❧❧❛ ❞❡tt❛ ✉♥✐tà ❛ss✉♥t❛ ♦r✐❣✐♥❛r✐❛♠❡♥t❡
❛r❜✐tr❛r✐❛✳ ❖r❛ ❡③✐❛♥❞✐♦ q✉❛♥❞♦ s✐ ❝♦♥❝❡♣✐s❝♦♥♦ ❧❡ ❢♦r③❡ ❛❧❧❛ ♠❛♥✐❡r❛ ♣✐ù ❣❡♥❡r❛❧❡ ❞✐ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❝✐♦è s✐❝❝♦♠❡ ❝❛✉s❡ ❝❤❡ ❢❛♥♥♦ ✈❛r✐❛r❡ q✉❛♥t✐tà t❛❧✈♦❧t❛ ❞✐✈❡rs❡ ❞❛❧❧❡
❧✐♥❡❡✱ ❝♦♥❝♦rr♦♥♦ ✐ ❞❛t✐ ♥❡❝❡ss❛r✐ ❛ ♣♦t❡r ❞✐r❡ ❝❤❡ s❛♣♣✐❛♠♦ ♠✐s✉r❛r❧❡✿ s✐ ❤❛ t✉tt♦ ❝✐ò ❝❤❡ r❛❣✐♦♥❡✈♦❧♠❡♥t❡ ❝✐ è ❧❡❝✐t♦ ❞✐ ♣r❡t❡♥❞❡r❡✿ s❡ ♣❛r❡ ❝❤❡ ❝✐ ♠❛♥❝❤✐ ❧✬✐♠♠❛❣✐♥❡
❝♦♥ ❝❤❡ r✐✈❡st✐r♥❡ ✐❧ ❝♦♥❝❡tt♦✱ è ♣❡r❝❤é ✈♦❣❧✐❛♠♦ ❝♦❧♦r✐r❧❛ ❝♦♠❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ❝❤❡ ❛❣✐s❝♦♥♦ ❧✉♥❣♦ ❧❡ r❡tt❡✿ ✉♥ ❢♦♥❞♦ ✐♥❝♦❣♥✐t♦ r✐♠❛♥❡ s❡♠♣r❡ t❛♥t♦
✐♥ q✉❡st✐ ❝❛s✐ ♣✐ù ❣❡♥❡r❛❧✐✱ ❝♦♠❡ ✐♥ q✉❡❧❧♦ sì ❝♦♠✉♥❡✳
P❡r ❛❥✉t❛r❡ q✉❡st❛ ❝♦♥✈✐♥③✐♦♥❡ ❢❛❝❝✐❛♠♦ ❞✉❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥✐ s✉❧❧✬❛♥❞❛♠❡♥t♦ ❞❡❧ ♠❡t♦❞♦ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥♦✳ ■♥ ❡ss♦ s✐ ❞✐❝❡✿ s❡ f, ϕ, ψ✱ ❡❝✳ s♦♥♦ q✉❛♥t✐tà ❝❤❡ ❧❡ ❢♦r③❡

t❡♥❞♦♥♦ ❛ ❢❛r ✈❛r✐❛r❡✱ ❞❡❜❜♦♥♦ ✐♥tr♦❞✉rs✐ ♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❡ ♠❡❝❝❛♥✐❝❛ ✐ t❡r♠✐♥✐ λ δf, µ δϕ, ν δψ✱ ❡❝✳✱ ❡ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ λ, µ, ν✱ ❡❝✳ s✐❣♥✐✜❝❤❡r❛♥♥♦ ❡ ♠✐s✉r❡r❛♥♥♦
q✉❡❧❧❡ ❢♦r③❡✳ ❙✐ ❝❛♣✐s❝❡ ✉♥ ❝♦t❛❧ ♣♦❝♦ ❧❛ r❛❣✐♦♥❡✈♦❧❡③③❛ ❞✐ q✉❡st❛ ❛ss❡r③✐♦♥❡✱ ❣✐❛❝❝❤é s✉♣♣♦st♦ ❝❤❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ♥♦♥ ✈✐ ❢♦ss❡r♦✱ q✉❡✐ t❡r♠✐♥✐ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r✐r❡❜❜❡r♦✱ ♦ss✐❛
❧❡ λ, µ, ν✱ ❡❝✳ s❛r❡❜❜❡r♦ ③❡r♦✿ ♣r♦✈❛t♦ ❛❞✉♥q✉❡ ❝❤❡ ❡ss✐ t❡r♠✐♥✐ ❞❡❜❜❛♥♦ ❝♦♠♣❛r✐r✈✐✱ ❡ ❛ q✉❛❧ ♠♦❞♦✱ s✬✐♥tr❛✈❡❞❡ ❝❤❡ q✉❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ ❞❡❜❜♦♥♦ ✐♥ q✉❛❧❝❤❡ ♠❛♥✐❡r❛
❝♦♠♣r❡♥❞❡r❡ ❧✬❡s♣r❡ss✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ ✭✈❡❞✐ ❛♥❝❤❡ ✐❧ ❣✐à ❞❡tt♦ ♥❡❧❧❛ ♣r✐♠❛ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ♥✳ ✺✻ ♠✳ ♣✳✮✳ ▼❛ ❧❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥❡ ♣✐ù ❛tt❛ ❛ ♣❡rs✉❛❞❡r❝✐ ❞✐ ❝✐ò è ❝❤❡ t❛❧✐
❝♦❡✣❝✐❡♥t✐ λ, µ, ν✳ ✳ ✳ ❡♥tr❛♥♦ ♥❡❧❧❛ ❡q✉❛③✐♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ▼❡❝❝❛♥✐❝❛ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡✿ ❞❛❧ ❝❤❡ ❞❡r✐✈❛ ❝❤❡ ♣♦ss✐❛♠♦ ❛✈❡r♥❡ ✐ ♠✉❧t✐♣❧✐ ❡ s❡♠✐♠✉❧t✐♣❧✐✱ ♣♦st❛ ❛
❜❛s❡ ❞❡✐ r❛♣♣♦rt✐ ✉♥❛ ❞✐ ❡ss❡ ❢♦r③❡ ❛r❜✐tr❛r✐❛♠❡♥t❡✳
■♥❢❛tt✐✱ s❡ s✐ tr❛tt❛ss❡ ❞✐ ✉♥❛ ❢♦r③❛ ❝❤❡ ♦❜❜❧✐❣❛ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡❧ ❝♦r♣♦ ❛ st❛r❡ s♦♣r❛ ✉♥❛ s✉♣❡r✜❝✐❡ ❞✐ ❡q✉❛③✐♦♥❡ L = 0✱ s❛♣♣✐❛♠♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❛❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦

❞✐s❝✉ss♦ ✐♥ q✉❡st❛ ▼❡♠♦r✐❛✱ ❝❤❡ ♥❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❡♥tr❛ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ λ δL✱ ❡ ❝❤❡ λ è ♣r♦♣♦r③✐♦♥❛❧❡ ❛❧❛ ♣r❡ss✐♦♥❡✱ ❧❛ q✉❛❧❡ ✐♥ t❛❧ ❝❛s♦ è ✉♥❛ ❢♦r③❛ ❝❤❡ ❛❣✐s❝❡ ❧✉♥❣♦
✉♥❛ r❡tt❛✳ ▲❛ λ✱ ❡♥tr❛♥❞♦ ❧✐♥❡❛r♠❡♥t❡✱ s✐ r❛❞❞♦♣♣✐❛ ✱ s✐ tr✐♣❧✐❝❛✱ ❡❝✳✱ ♦✈✈❡r♦ ❞✐✈❡♥t❛ ❧❛ ♠❡tà✱ ✐❧ t❡r③♦✱ ❡❝✳✱ s❡ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛❧tr✐ t❡r♠✐♥✐ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ s♦♥♦ ♠♦❧t✐♣❧✐❝❛t✐
♣❡r ✷✱ ✸✱ ❡❝✳✱ ♦✈✈❡r♦ ♣❡r 1

2
, 1

3
✱ ❡❝✳ ❊❜❜❡♥❡✿ ❧❛ ❝♦s❛ ♣r♦❝❡❞❡ ❛❧❧♦ st❡ss♦ ♠♦❞♦ ❛♥❝❤❡ q✉❛♥❞♦ λ è ✉♥ ❢❛tt♦r❡ ✐♥tr♦❞♦tt♦ ✐♥ ❢♦r③❛ ❞❡❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❡s♣♦st♦ ♥❡❧❧❛ ▼✳ ❆✳ ❛❧

➓ ✶✳o✱ ❙❡③✳ ■■✳ ❉✐ q✉✐ ♣✉ò s♣✐❡❣❛rs✐ ✐♥ q✉❛❧❝❤❡ ❣✉✐s❛ q✉❡❧❧♦ ❝❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❤❛ ✈♦❧✉t♦ ✐♥t❡♥❞❡r❡✱ ❛❧❧♦r❝❤é ♥❡❧ ❧✉♦❣♦ ❝✐t❛t♦ ❛♣♣♦❣❣✐ò ✐❧ s✉♦ ♥✉♦✈♦ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❝♦❧ ❞✐r❡ ❝❤❡
✉♥❛ q✉❛♥t✐tà q✉❛❧✉♥q✉❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t❛ ♣❡r ✉♥❛ ❧✐♥❡❛✿ ❢♦rs❡ ❝♦sì s✐ ❡s♣r❡ss❡ ♣❡r❝❤é ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧❧❡ ❢♦r③❡ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ❡❣✉❛❧♠❡♥t❡ t❛♥t♦ ❛❞♦tt❛♥❞♦ ✐❧ s❡♥s♦

✶✵



■t s❡❡♠s t❤❛t ✇❡ ♠❛② ✜♥❞ ✐♥ t❤✐s ❧♦♥❣ ♣❛ss❛❣❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ♣❛t❤ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♦♥❧② ✈✐❛ ❡✈✐❞❡♥t✱ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥t✐♥✉❛✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥❧② ✈✐❛ t❤❡✐r

❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✱ ❛♥❞ r❡✢❡❝t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❢❡r t❤❡ s❛♠❡

s❤❛♣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇✱ ❞❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✶✽✺✵✱ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♠♦❞❡r♥✿ ✇✐t❤♦✉t ❞✐st✉r❜✐♥❣ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ♠♦st

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♣❤②s✐❝s ❞❡s❝❡♥❞ ❢r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❆♥❞✱

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ st✐❧❧ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✈✐❡✇ ✐s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞

❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s P✐♦❧❛ ❝❧❡❛r❧② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② r❡♠❛r❦❡❞✱ t❤❡ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢♦r❝❡s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❜s❝✉r❡ ✐❞❡❛s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ✉s❡❢✉❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧

✭▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✮✳

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦st✉❧❛t❡ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ✏♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✑ ❤❛s ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❢♦r♠✱ t❤❛t ✐s✱ ❛s ✇❡ s❛② ♥♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡

❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✭✈✐rt✉❛❧✮ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✇r✐tt❡♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s❡❡♥ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❡rs✳ ■❢

✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤✐s ✭❛♥❞ P✐♦❧❛ ♥❡✈❡r q✉❡st✐♦♥❡❞ t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✲ t♦ ❤✐♠✱ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧✱ tr✉❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❛t

✇❡ ♥♦✇❛❞❛②s ❝❛❧❧ ✐ts ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ q✉♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ P✐♦❧❛✬s

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥ ❝❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦❞②✳

■♥ ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ P✐♦❧❛ st❛t❡❞ t❤❛t ♦♥❡ s❤❛❧❧ ❝❛t❝❤ t❤❡ st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❀ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s✱ t❤❡♥✱ s✐♠♣❧② ❛

♠❛tt❡r ♦❢ ❝r❛♥❦✐♥❣ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r❝❡s ❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧② ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s str❡t❝❤✐♥❣

❛ ❧✐♥❡ ✭❧✐❦❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❤❛♥❞s ♣✉❧❧✐♥❣ r♦♣❡s t❤❛t ♦♥❡ ♠❛② s❡❡ ✐♥ ✶✼t❤ ❛♥❞ ✶✽t❤ ❝❡♥t✉r② ❜♦♦❦s ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❱❛r✐❣♥♦♥

❬✺✺❪✮✿ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❞✉❛❧ t♦ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐❞❡❛

❤♦❧❞s ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✿ P✐♦❧❛ ❝❛❧❧s ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ❧❡tt✐♥❣ ✐♥t❡♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ✇❛② t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ♦r ❜❡tt❡r✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r❝❡✱ s♣❡♥❞s ♣♦✇❡r✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ♠❛② s❛② t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ P✐♦❧❛✬s ❥♦✉r♥❡② ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜♦❞②✳ ❍❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛❞ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ♠✐♥❞ ❤❡ ❤❛❞ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r✱ t❤❛t ✇❛s✱ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✮✱ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ♥♦✇❛❞❛②s ✐♥t❡r♣r❡t ❛s ❛ ❈❛✉❝❤②✲●r❡❡♥

str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❤✐s ❢♦r♠❡r ♣❛♣❡rs P✐♦❧❛ ❤❛❞ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ✏tr✐♥♦♠✐❛❧s✑✱ ✐♥ ❬✸✽❪ ❤❡ ♠♦✈❡❞ ❛ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞✱

❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ s❛✐❞ t❤❛t

❬✳ ✳ ✳ ❪ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤♦s❡ tr✐♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞r❡ss❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧✱

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳✷✻

❆♥❞✱ ✐♥❞❡❡❞✱ P✐♦❧❛ ♣r♦✈❡❞✱ s✐♠♣❧② ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ✏tr✐♥♦♠✐❛❧s✑ ❤❡ ❤❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛r❝

❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t♦rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①♣r❡ss✱ t♦ ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r②

s❝❤♦❧❛r ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✱ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t✇✐st✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ P✐♦❧❛ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✉❛❧s t❡♥s✐♦♥✱ ❡❧❛st✐❝✐t②✱

❛♥❞ t♦rs✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝✐❛♥s✳ ❋♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛✱ ❤❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐① ✏tr✐♥♦♠✐❛❧s✑ ❤❡

❤❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t✇♦ ❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r t❛♥❣❡♥ts✱ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡

♦s❝✉❧❛t✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s t♦ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ r❛❞✐✐✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✣❝✉❧t② P✐♦❧❛ ❢♦✉♥❞ ✇❛s t❤❛t ❛t ❤✐s t✐♠❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢

❝♦♥t✐♥✉✉♠ s✉r❢❛❝❡s ✇❛s ♥♦t s♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ✉♥✐q✉❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✭✇❤✐❝❤ ♥♦✇❛❞❛②s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣❧❛♥❡ s❤❡❛r✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ t✇✐st✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡s✮✳ ❋♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛✱

s♦♠❡❤♦✇ r❡✢❡❝t✐♥❣ ✇❤❛t ♦♥❡ ♠❛② r❡❛❞ ✐♥ ❬✺✹❪✱ ❤❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❤✐s ✏tr✐♥♦♠✐❛❧s✑ ❡①♣r❡ss✱ ❛s ✇❡ ❛❝❝❡♣t ❛❧s♦ ♥♦✇❛❞❛②s✱ str❛✐♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❤❡

❞❡❝❧❛r❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❛r❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❛t❡ ❤❛✈❡✱ ❛t ❛ ♣♦✐♥t P ✱ t❛♥❣❡♥t ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t♦r ❝♦s✐♥❡s α1, α2, α3✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ ❛r❝ ❡❧❡♠❡♥t s′ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

(s′)2 =
∑

i,j

Cijαiαj , C = F
⊤
F ✭✽✮

♣✐ù ❛♠♣✐♦ ❞✐ ❝✉✐ s✐ è ❞❡tt♦✱ q✉❛♥t♦ ♥❡❧❧✬❛❝❝❡tt❛③✐♦♥❡ ❝♦♠✉♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ❢♦r③❛ ❝❤❡ ❛❣✐s❝❡ ❧✉♥❣♦ ✉♥❛ ❧✐♥❡❛✳ ❉❡❧ r❡st♦ ✐❧ ♥♦str♦ ❆✉t♦r❡ s✐ è ♣r♦✈❛t♦ ✭❛rt✳ ✺✱ ❙❡③✳ ■❱✮ ❛
r✐❞✉rr❡ ✐♥ ♦❣♥✐ ❝❛s♦ ✐❧ ❝♦♥❝❡tt♦ ❞✐ ✉♥❛ ❢♦r③❛ ❛ q✉❡❧❧♦ ❞✐ ♣r❡ss✐♦♥✐ ❧✉♥❣♦ r❡tt❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝♦❧❛r✐ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❡✿ ❡ ❛ s♦❧❡ ❢♦r③❡ ❛❣❡♥t✐ ❧✐♥❡❛r♠❡♥t❡ r✐❡s❝♦♥♦ ❛♥❝❤❡ ❧❡ ♥♦str❡
❝♦♥s✐❞❡r❛③✐♦♥✐ s✉❧❧❡ ❛③✐♦♥✐ ♠♦❧❡❝♦❧❛r✐ ❡s♣♦st❡ ♥❡❧ ❈❛♣♦ ❱■ ♠✳♣✳✱ ❡ ♥❡❧ ❈❛♣♦ ■■■ ❞❡❧❧❛ ▼❡♠♦r✐❛ ♣r❡s❡♥t❡✳ ■♦ ♣❡rò ♥♦♥ ❝❡ss♦ ❞✐ r❡♣✉t❛r❡ ❜❡❧❧✐ss✐♠❡ ❡ ❛ss❛✐ ✉t✐❧✐ ❧❡ ✈✐st❡
❝❤❡ ✐❧ ♥♦str♦ ❆✉t♦r❡ ❝✐ ❛♣❡rs❡ ❝♦❧❧♦ st❛❜✐❧✐r❡ ✐❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❞✐❢❡s♦ ✐♥ q✉❡st❛ ▼❡♠♦r✐❛✳ ❙✐❛ ♣✉r❡ ❝❤❡ r❡st❛ss❡ q✉❛❧❝❤❡ ❝♦s❛ ❛ ❢❛r❡ ♣❡r r✐❝♦♥♦s❝❡r❡ q✉❛❧✐ ❡ q✉❛♥t❡ ❞♦✈❡✈❛♥♦
❡ss❡r❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞❛ ❛❞♦♣❡r❛rs✐ ♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛r❡ ❝♦♥ s✐❝✉r❡③③❛ ✐❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❛♥③✐❞❡tt♦✿ ❝✐ò ♥✉❧❧❛ t♦❣❧✐❡ ❛❧ ♠❡r✐t♦ ❞✐ ❛✈❡r ❛❧❧❛r❣❛t❡ ❧❡ ♥♦str❡ ✐❞❡❡ ✐♥t♦r♥♦ ❛❧❧❡ ❢♦r③❡✳

❊ t♦r♥❛ q✉✐ ♦♣♣♦rt✉♥♦ ♦ss❡r✈❛r❡ ✉♥✬❛♥❛❧♦❣✐❛ ❝♦❧❧✬❛♥❞❛♠❡♥t♦ ❝❤❡ s✐ t✐❡♥❡ ♣❡r ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ q✉❛♥t✐tà ♣r♦♣r✐❡ ❞❡❧❧❛ ✜s✐❝❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛✳ ❈❤✐❛♠❛t❛✱ ♣❡r ❡s❡♠♣✐♦✱
✉♥✐tà ❞✐ ❝❛❧♦r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐tà ❞✐ q✉❡❧❧❛ ❝❛✉s❛✱ q✉❛❧✉♥q✉❡ ❡ss❛ s✐❛✱ ❝❤❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦✱ q✉❛❧ è ❧❛ ❢✉s✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ♥♦t❛ q✉❛♥t✐tà ❞✐ ❣❤✐❛❝❝✐♦✿ ❞✐❝✐❛♠♦
❞♦♣♣✐❛✱ tr✐♣❧❛✱ ❡❝✳✱ ❧❛ q✉❛♥t✐tà ❞✐ ❝❛❧♦r❡ ❝❤❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✐❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞♦♣♣✐♦✱ ♦ tr✐♣❧♦✱ ❝✐♦è ❧♦ s❝✐♦❣❧✐♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥❛ ❞♦♣♣✐❛✱ tr✐♣❧❛ q✉❛♥t✐tà ❞✐ ❣❤✐❛❝❝✐♦✳ ▼❛ ❝✐ ❢♦r♠✐❛♠♦
♥♦✐ ✉♥❛ ✐♠♠❛❣✐♥❡ ❞❡❧ ♠♦❞♦ ❝♦❧ q✉❛❧❡ q✉❡❧❧❛ ✉♥✐tà ❞✐ ❝❛❧♦r❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✐❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ✉♥✐t❛r✐♦❄ ■♦ ❝r❡❞♦ ❞✐ ♥♦✿ ❡ q✉❛♥t✉♥q✉❡ t❡♥t❛ss✐♠♦ ❢♦r♠❛r❝❡❧❛✱ ❝❡rt♦ ♥♦♥ s❛r❡❜❜❡
❧✬❛❝❝♦r❝✐❛♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥❛ r❡tt❛✳ ❙✐♠✐❧♠❡♥t❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ♥♦str♦ ✐❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❝❤❡ r❛❝❝♦❣❧✐❡ ❧✬❡✛❡tt♦ ❞❡❧❧❛ ❢♦r③❛✱ ✐♥✈❡❝❡ ❞❡❧ s♦♣r❛❞❡tt♦✱ è ✐❧ r❡str✐♥❣❡rs✐ ❞✐ ✉♥ ❛♥❣♦❧♦✱ ✐❧
❝♦st✐♣❛rs✐ ❞✐ ✉♥❛ ❞❡♥s✐tà✱ ❡❝✳✿ ❧✬✐❣♥♦r❛♥③❛ s✉❧ ♠♦❞♦ ❞✬❛❣✐r❡ ❞❡❧❧❛ ❝❛✉s❛ ♥♦♥ t♦❣❧✐❡ ✐❧ ♣♦t❡r❧❛ ♠✐s✉r❛r❡✳ ❬✸✽❪✱ ♣♣✳ ✹✺✻✕✹✺✽✳

✷✻❬✳ ✳ ✳ ❪ ♠♦str❡rò ❝❤❡ ✐♥✈❡❝❡ ❞✐ q✉❡✬ tr✐♥♦♠❥ s✐ ♣♦ss♦♥♦ ❛ss✉♠❡r❡ q✉❛♥t✐tà r✐✈❡st✐t❡ ❞✐ ✉♥❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛ ❡ q✉❛❧❝❤❡ ✈♦❧t❛ ❛♥❝❤❡ ✜s✐❝❛✳ ❬✸✽❪✱ ♣✳ ✹✺✾✳

✶✶



✇❤❡r❡ t❤❡ Cij ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ C ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t P ✱ ❛♥❞ F ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❀ t❤❡ Cii ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ε t❤❛t ✇❡r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜② ❈❛✉❝❤② ✏❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✑✷✼✳ P✐♦❧❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧s♦

❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦s✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s

✐s t❤❛t ♦❢ ✉s✉❛❧ str❡ss✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣✉❧❧❡❞ ❜❛❝❦ ♦r ♣✉s❤❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ P✐♦❧❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❧s♦

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤✐s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❜② ❈❛✉❝❤②

✐♥ ❬✺✹❪❀ ❤❡ ❛❧s♦ ♣✉t ✐♥t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t✱ ❢r♦♠ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥❧②✱ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ str❡ss

❛♥❞ str❛✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ t❤✉s r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛♥ ❛❝✉t❡ ♦✉t❧♦♦❦ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st q✉❡st✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ❝❡♥t✉r② t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢

t❤❡ ♠❡♠♦✐r✱ P✐♦❧❛ r❡❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣✱ ❛s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ♥♦✇❛❞❛②s✱ s♦♠❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ s♦♠❡

r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ♦r ✏❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✢✉✐❞✑ ❢♦r❝❡s✳

✻ P✐♦❧❛✬s ♠♦❞❡r♥✐t② ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ q✉♦t❡s ❢r♦♠ P✐♦❧❛✬s ♠❡♠♦✐rs ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❤♦✇ ❤♦✇ ❢❛r ❤❛❞ ❤❡ ❣♦♥❡ ✐♥ ❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s ❛ ♣✐t② t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ ❛

♥❛t✐♦♥❛❧✐st✐❝ s♣✐r✐t t❤❛t ❦❡♣t ❤✐♠ ✇r✐t✐♥❣ ✐♥ ■t❛❧✐❛♥ ♦♥❧② ✐♥ ■t❛❧✐❛♥ ❥♦✉r♥❛❧s✱ ❛❧♠♦st ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❤✐s

✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧♠♦st ❢♦r❣♦tt❡♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❤✐s ♥❛♠❡✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❚r✉❡s❞❡❧❧✬s ❤✐st♦r✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ ✶✽t❤ ❛♥❞ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r②

♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❛t P✐♦❧❛ ♣✉t ✐♥t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s♦♠❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❧s♦ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ■♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡s❡

❛r❡✿

• ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭st❛t❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts❀ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❝❛♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✇♦r❦❀ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ❛❝t✐♦♥s s❤❛❧❧

❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦r✱ ❜❡tt❡r✱ t❤❡ ❢✉❧❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✱ ♦♥❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✿ ❛s P✐♦❧❛ ❤✐♠s❡❧❢ st❛t❡❞✱ ❢♦r❝❡s t❡♥❞

t♦ ✈❛r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s✐♠♣❧② ❧❡♥❣t❤s ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥❣❧❡s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❵❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉✐❞✬ q✉❛♥t✐t②✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐s r❡❛❞② ❢♦r s❡❡❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛ ❞❡✜♥✐t❡✱ ✉♥❞♦✉❜t❛❜❧❡ ✇❛②✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♦♥❡s ✐♥ ♠✐❞✲✶✾t❤

❝❡♥t✉r②❀

• t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s✱ ②❡t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣♦✇❡r❢✉❧✱ ✐❞❡❛❧ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s♦ r❡❣✉❧❛r❧② ❛ss❡♠❜❧❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧

q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✉♥✐❢♦r♠✱ ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t② ♦r ❡✈❡♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣✮✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ st❛t❡ ❛s ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t s❡r✈❡s ♦♥❧② ❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ t❡r♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❤❛♣❡ ❞✐❞ ♥♦t

❜❡❧♦♥❣ t♦ ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t♦ ✇❤✐❝❤ P✐♦❧❛ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦♦❧✳ ▼❛♥② ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ✐t ✇❛s ❚r✉❡s❞❡❧❧

✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ❛❣❛✐♥❀

• ❛ ✇❡❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❛❧❛♥❝❡ ❜② s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

♦❜s❡r✈❡r✮ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✿ t❤✐s ✈✐❡✇ ❣❡ts r✐❞ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t✱ ✐❢ ♥♦t s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡s ♦❢ ❢♦r❝❡s

♣✉❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉s❤✐♥❣ ♦♥ s♠❛❧❧ ❝✉❜❡s✱ ❛♥❞ ✇❛s ♣✉t ✐♥t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ❜② ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❬✹✶❪ ❜✉t s♦♦♥ ❢♦r❣♦tt❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

P✐♦❧❛✬s ♣r♦✈✐♥❝✐❛❧✐s♠❀ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐t ✇❛s ❚r✉❡s❞❡❧❧✱ ✐♥ ❤✐s tr✐♣ t♦ ■t❛❧②✱ t♦ r❡✲❞✐s❝♦✈❡r ✐t ❛♥❞ s♣r❡❛❞ ✐t ❛❣❛✐♥ ✈✐❛ ❤✐s ♠♦♥♦❣r❛♣❤s❀

• t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ▲❛❣r❛♥❣❡❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ tr✉t❤✱ P✐♦❧❛ ✐♥ ❤✐s ❧❛st

✇♦r❦ ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ str❛✐♥s✱ ♦r ❛♥② s❡♥s✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s✐❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✱ ✐t ✇❛s ✐♠♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ✇r✐t❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦r ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

✭✐❞❡❛❧✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✇❛s ♥♦t s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇❤❡♥ s❝❤♦❧❛rs t✉r♥❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡ s❡❡♠❡❞ ❛♣♣❛r❡♥t✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛tt❡♠♣t ❜② ❑✐r❝❤❤♦✛

✐♥ ✶✽✺✷ ❬✺✻❪ ✇❛s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s P✐♦❧❛✬s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳

■t s❡❡♠s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♣✐t② t❤❛t P✐♦❧❛✬s s❡❧❢✲✐s♦❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♠❛t❡✉r✐s♠ t❤❛t ♥❡✈❡r ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❝❛❞❡♠✐❝

♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❧❡t t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♦✉ts✐❞❡ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ♣✉♣✐❧s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ ■t❛❧② t❤❡

s❝❤♦♦❧ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s♦♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ t❡❛❝❤✐♥❣ ♦❢ ❇❡tt✐✱ ❇❡❧tr❛♠✐ ❛♥❞ t❤❡✐r s❝❤♦♦❧s✱ ❛♥❞ ❢♦r❣♦t t❤❡ ❛♠❛t❡✉r P✐♦❧❛✳ ▼❛②❜❡ ❛ ❣♦♦❞

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛st ♠❛② ❤❡❧♣ ✐♥ ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♥t ✏Pr♦❣❡tt✐ ❞✐ r✐❝❡r❝❛ ❞✬❆t❡♥❡♦✑ ❜② ❙❛♣✐❡♥③❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❘♦♠❡✱

■t❛❧②✱ ❢♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✷✳

✷✼❬✺✹❪✱ ♣✳ ✸✵✹✳

✶✷



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡s ♦✉ ✢✉✐❞❡s✱ é❧❛st✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥ é❧❛st✐q✉❡s✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐❡té P❤✐❧♦♠❛t❤✐q✉❡

✶✽✷✸✱ ✭✸✮ ✶✵✿ ✾✕✶✸❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✷✿ ✸✵✵✕✸✵✹✳

❬✷❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✼✱ ✷✿ ✹✷✕✺✻❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✼✿ ✻✵✕✼✽✳

❬✸❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❙✉r ❧❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡s✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✼✱ ✷✿ ✻✵✕✻✾❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✼✿ ✽✷✕✾✸✳

❬✹❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❙✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡ ♦✉ ✢✉✐❞❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♦✉ t❡♥s✐♦♥s ❡t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❛❝❝é❧ér❛tr✐❝❡s✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✼✱ ✷✿ ✶✵✽✕✶✶✶❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✼✿ ✶✹✶✕✶✹✺✳

❬✺❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❙✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦✉ ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡✱ é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ ♥♦♥ é❧❛st✐q✉❡✳

❊①❡r❝✐❝❡s ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✽✱ ✸✿ ✶✻✵✕✶✽✼❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✽✿ ✶✾✺✕✷✷✻✳

❬✻❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❙✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❛tér✐❡❧s s♦❧❧✐❝✐tés ♣❛r ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞❡

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✽✱ ✸✿ ✶✽✽✕✷✶✸❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✽✿ ✷✷✼✕✷✺✷✳

❬✼❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❛tér✐❡❧s✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞❡ ▼❛t❤è♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✽✱ ✸✿ ✷✶✹✕✷✸✽❀ ×✉✈r❡s ✭✷✮ ✽✿ ✷✺✹✕✷✼✼✳

❬✽❪ ❈❛✉❝❤②✱ ❆▲✳ ❙✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❊①❡r❝✐❝❡s ❞❡ ▼❛t❤è♠❛t✐q✉❡s ✶✽✷✾✱ ✹✿ ✷✾✸✕✸✶✾❀×✉✈r❡s

✭✷✮ ✾✿ ✷✹✸✕✸✻✾✳

❬✾❪ P♦✐ss♦♥✱ ❙❉✳ ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦r♣s é❧❛st✐q✉❡s ✭✶✽✷✽✮✳ ▼é♠♦✐r❡s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ✶✽✷✾✱ ✭✷✮ ✽✿

✸✺✼✕✺✼✵✳

❬✶✵❪ P♦✐ss♦♥✱ ❙❉✳ ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✢✉✐❞❡s ✭✶✽✷✾✮✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡

P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✶✽✸✶✱ ✶✸✿ ✶✕✶✼✹✳

❬✶✶❪ ❚♦❞❤✉♥t❡r✱ ■✱ ❛♥❞ P❡❛rs♦♥✱ ❑✳ ❆ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❢r♦♠ ●❛❧✐❧❡✐ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

Pr❡ss✱ ✶✽✽✻✳

❬✶✷❪ ❉✉❣❛s✱ ❘✳ ❍✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ◆❡✉❝❤ât❡❧✿ ●r✐✛♦♥✱ ✶✾✺✵✳

❬✶✸❪ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✱ ❙P✳ ❍✐st♦r② ♦❢ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ✶✾✺✸✳

❬✶✹❪ ❇❡♥✈❡♥✉t♦✱ ❊✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✺❪ ❈❛♣❡❝❝❤✐✱ ❉✱ ❘✉t❛✱ ●✱ ❛♥❞ ❚❛③③✐♦❧✐✱ ❘✳ ❊♥r✐❝♦ ❇❡tt✐✳ ❚❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ❡❧❛st✐❝✐tà✳ ❇❡♥❡✈❡♥t♦✿ ❍❡✈❡❧✐✉s✱ ✷✵✵✻✳
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