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1. COVARIANTS DE FORMES BINAIRES

On se donne un espace V' de formes binaires :
v=@s.
i

ou chaque S, désigne l'espace des formes binaires de degré n ; une telle
forme peut s’exprimer

£(x) = ; (7)o

Il y a une action naturelle du groupe SL(2,C) sur tout espace de forme
binaire :

(v Hx) :=f(y'-x)

On peut considérer les algebres C[V] et C [V & C?] et les actions données
par

(v-p)E) =p(y"-£); (v-p)Ex) =p (-7 %)
Il est ensuite possible de définir I'algébre des covariants

Cov(V) :=C [V @& 2] %

et I'algebre des invariants
Inv(V) := C[V]3ZO

Plusieurs remarques évidentes :

(1) Inv(V) est une sous-algebre de Cov(V) ;
1
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(2) Cov(V) est un algebre bi-graduée : pour un covariant h quelconque
on parlera de degré de h pour désigner le degré de h en f et d’ordre
de h pour désigner le degré de h en x. On notera alors

COV(V)d’k

le sous-espace vectoriel de Cov (V') constitué des covariants de degré
d et d’ordre k. On aura ainsi
COV(V) = @ COV(V)djk
d>0,k>0
(3) La sous-algebre Inv (V') correspond exactement aux covariants d’ordre

0. On peut noter Inv(V'), le sous-espace vectoriel constitué des in-
variants de degré d. On aura alors

Inv(V) = @ Inv(V)4
a>0

(4) Par définition méme, une forme f € S,, va toujours donner un co-
variant de degré 1 et d’ordre n ; en effet le polynéme

p(f,x) = f(x)

sera clairement invariant car

- - -1
(vp) =00 x) =f(y T x) = f(x)
Cette approche est bien str une approche algébrique : il serait d’ailleurs
possible de décrire plus précisément les algebres Inv (V') et Cov (V) (série de
Hilbert, existence d’un systeme de parametres, propriété de Cohen-Macaulay),
mais nous proposons de présenter une approche géométrique.

2. MORPHISMES EQUIVARIANTS

Le coeur de cette approche consiste a exploiter un processus de polarisation
du & Aronhold. Elle a depuis été reprise de nombreuses fois (entre autre par
Weyl et Dieudonné). L’idée est de se donner pour un espace V' de dimension
n et un vecteur de coordonnées a := (aq, - - - ,ay) ; on définit alors 'opérateur
de polarisation [1]

0 0
Dpai=b1—+ - +by—
ba 1 8&1 n 8an
Si on donne alors un polynéme p en f € V, et donc un polynéme en les
variables (a1, - ,ay), on pourra construire le polynéme
Dbap
Remarquons que ce polynoéme peut aussi s’obtenir en considérant le polynéme
p(a+tb)

et le coefficient de t.

L’idée importante est qu’a ’aide de cet opérateur de polarisation, on peut
transformer un polynome en un élément tensoriel. Si en effet on se donne un
polynéme p homogene de degré d, on peut introduire d variables b, - - , b,
et considérer

Dp,a- - Dp.ap € Sym?(V)
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Cette idée permet de construire un isomorphisme entre Cov(V)q et

Morgy,2,c) (Symd(V), Sk)

On peut alors définir ’espace vectoriel

Mor(V) := @MorSL(ZC) (Symd(V), Sk)
k,d

qui est un sous-espace vectoriel de

Mor(V) := @) Morsy o0y (2(V), Sy )
k,d

On peut alors remarquer qu’il existe une action naturel de SL(2,C) sur
Mor(V). En utilisant le caractére des représentations de SL(2,C) (Stern-
berg) ou bien par une approche passant par 1’algebre de Lie (Fulton—Harris),
on aboutit a la formule de décomposition de Clebsch—Gordan. Rappelons
en effet que la représentation de SL(2,C) sur l'espace S,, est irréductible.
Ensuite, on sait qu'’il existe un isomorphisme SL(2, C) équivariant

p
Sn ® Sp =~ @Sn+p—2r oup<n
r=0

Nous allons maintenant voir comment accéder a cet isomorphisme et com-
ment généraliser cette propriété.

3. OPERATEURS BI-DIFFERENTIELS

Historiquement, c’est Cayley qui proposa pour la premiere fois un opérateur
différentiel pour obtenir des covariants. Cet opérateur s’appelle de nos jour
lopérateur de Cayley et est défini sur S,, ® S, par

0 0
Qaﬂ _ ? Tgﬁ _ 52 B o2
J d | Oz,0yp  OyaOxg
Yo Oyp
On peut aussi définir des opérateurs de polarisation :
Oaf = xai + yai
dzp Ayp
et, plus particulierement
0 0

Oax ‘=T — +Y—
0% q 0Ya
ce qui se notera aussi en abrégé o,. On peut aussi définir
- 0
Oq = Oxqa = a7 + Yo7

ox y
Pour finir, on définit 'opérateur de trace :

trx(F(xa)g(xp) - - - k(xc)) := [f(xXa)g(xp) - - K(Xe)] | 2o o

A Taide de ces opérateurs, il est alors possible de construire des mor-
phismes SL(2, C) équivariants.
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Definition 3.1 (m-transvectants). Pour tout entier » < p < n on définit le
m-transvectant comme Papplication SL(2, C) équivariante

r: Sp® Sp — Sn+p—2r
fog = or(f ®g) = trx Qgﬁ(f(xa)g(xﬁ))

On peut bien str construire les transvectants qui vont fournir des covari-
ants :

{fa g}r = ¢r(f ® g)

Remark 3.2. On trouve des définitions différentes selon les textes par rapport
a des coeflicients éventuels. Ainsi, on pourra aussi prendre comme définition

g, = " gy,

n!
Nous avons alors deux résultats qui donnent une interprétation géométrique
des transvectants. Avant cela, précisons un lemme concernant les représentations
irréductibles :

Lemma 3.3. Soit (E,G) la représentation d’un groupe G dont la décomposition
en irréductible est By @ FEo, ces deux espaces étant non isomorphes. Sup-
posons données deux surjections G équivariantes

¢; : E— E;
Alors Uapplication ¢ := ¢1 @ ¢ est surjective de E sur E1 @ Es.
Proof. Par hypothese, on sait qu’il existe un isomorphisme
o E— FE & E>

On peut ensuite noter ¢; et is les injections canoniques de Ej et Fo dans
FEy, & E5. On remarque alors que

prop
est un G-morphisme non nul sur un espace irréductible ; par le lemme de
Schur il existe A1 # 0 tel que, pour tout u; € £y

o1 : B4 — Eq

¢109 " (w) = A
On montre de méme qu’il existe Ay # 0 tel que pour tout us € Fo

$20 0 (u2) = Agug
Ensuite par le lemme de Schur on aura

$1o¢9  (ug) = doop H(w) =0
Si donc on se donne u := uy + ug € F1 @ Es, on peut considérer
W= )\1190_1(111) + /\12<P_1(u2)
et on aura alors ¢(w) = u ; ce qui montre que ¢ est surjective. U
Lemma 3.4. L’application
¢ Sp®S, — @Tiﬁ(”’p) Sn+p—2r
fog  — X0 {Eeh

est un isomorphisme SL(2,C) équivariant.



COVARIANTS DE FORMES BINAIRES - SYZYGIES FONDAMENTALES 5

Proof. On remarque que les morphismes SL(2,C) équivariants ¢, sont a
valeur dans des représentations irréductibles de SL(2,C) ; étant non nuls,
ils sont donc surjectifs. Ensuite, les Sg sont non isomorphes deux a deux,
donc on peut utiliser le lemme 3.3 appliqué a chaque transvectant ¢,., ce qui
permet de conclure. O

On peut néanmoins préciser ce résultat en donnant une formule explicite
de cette décomposition (ce qui est fait dans Grace-Young) :

Lemma 3.5. Pour p <n et deuz formesf €S, etg €S, on a

man(n,p)
f(xa)g(xs) = Y An,pr)(xaxs) dn "5 {f.8}
r=0
avec
n+p—2r+1

; (Xoéxﬁ) = TalYp — Yo

A =
(n,p7) rlln+p—r+ 1)

Proof. La preuve se fait en utilisant 'isomorphisme du lemme 3.4. On va
en effet évaluer sur chaque m-transvectant ¢,. Notons

min(n.p)

hi= > An,p,r)(xaxp) 50 55 "{f, g}
r=0

On remarque dans un premier temps que par opération de trace on a di-
rectement

do(f ® g) = ¢o(h)

Ensuite, on a la relation suivante, directement issue de Grace—Young (j < r):

T ~n—7~p—T

Qg p(xaxs) 65" 55 o o5

= c(n,p,7, ) (%axp)" 75
avec

r! (n+p—r+1)!
r—j)ln+p—r—j+1)!
Lorsque j > r l'opérateur est nul. Mais alors, apres I'opération de trace, on
peut vérifier que

6r(£ 9 8) = ér (A, p.7) (xax5) 555 " {£. 8} )

c(n,p,r,j) == (

4. FORMULE DE GORDAN

Nous proposons ici de suivre la démarche proposée dans les textes de
références. Notons que cette démarche n’a pas encore eu, a notre connais-
sance, d’interprétation géométrique. Nous avons néanmoins réussi a retrou-
ver cette formule dans un seul cas. Rappelons d’abord le résultat da a
Gordan :

Lemma 4.1. Etant donné trois entiers ni, no, ng, trois formes binaires
f, g, h appartenant respectivement a Sy, Sp, et Sp,. On fize trois entiers
e1, e, e3 tels que

e; +ej < nyg avec 1, j, k tous différents
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Si de plus e1 = 0 ou es + e3 = nq alors on a

(7)(=777)
Z (n1+n2+‘1—263—7j) ((f7 g)e3+i ’ h)61+€27i =

(e;) (n3—6'1—62)
(_1)61 Z (nf+n3+'1—z2eg—i) ((f’ h)ez-‘ri ’g)61+63—i

7 i

La preuve nécessite quelques préambules.

Lemma 4.2. Pour tout entier n, les puissances des formes linéaires engen-
drent lespace S,,.

Proof. A faire (exercice avec les puissances des racines nieme). O

Ensuite, il y a un élément technique qui pourrait peut étre avoir une
interprétation géométrique, concernant le calcul de transvectant.

Lemma 4.3. Etant donné une forme binaire f, € S,, et une puissance de
forme binaire g := (bxg)?, on a

p!

{fogh = - trx [Oha (F(%a)) |y = (b, —51) (PX)77"

Proof. 1 suffit de le vérifier pour

f = (axq,)"
on a alors
{fog} = o ilr)! » pi!r)! (axq)" " (bxg)P ™"
Et comme
n!
o5 (f(Xa)) = m(axmr(axa)n_r
on a bien le résultat annoncé. (]

On peut alors donner les idées principales de la preuve du lemme 4.1 dans
lecasoune; =0 :

(1) On commence par considérer la décomposition de Clebsch-Gordan
pour deux puissances de formes linéaires :

min(na,n1)

(axqo)"? @ (bxg)™ ™% = Z A(ng —e3,n1 — e3,7)(XaXg)"
r=0

R (SN
(2) On multiplie par (ab)® ; on aura
(ab)® (axq)"* ™% (bxg)™ ~
qui sera combinaison linéaire de termes du type

(Xaxﬁ)ra_;lz—63—7‘5_gl*SS*T{(aXa)nQ , (bXﬁ)nl }83+7’
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(3) On applique 'opérateur agﬂ avec k = ny — eg — eg et on remarque
que
0ap(Xax3) =0
et donc le terme
(ab)® (axq )" (bxy )™~ (bxg)
est combinaison linéaire de

(xaXg) onsTa @G5 T {(axa)", (bXg)™ }eyor

mais comme
0aB08 = Oq
cela donne une combinaison linéaire de

(xaxp) G2~ G  (axa)"2, (bxg) ™ ey

(4) On évalue alors en x3 = (c2, —c1), on trace en x et on multiplie par
(cx)™72 ; on obtient alors a gauche la quantité

(ab)(bc)®? (ax)"? ™% (bx)™" 7% (cx) " ™2
combinaison linéaire de termes du type
tr [ 5577 (axa)™2, (BX0)™ Yeair | (cx)ma=eats
xg=(c2,—c1)
avecn; —eg—r —k = ey —r ; et donc par le lemme 4.3 ce terme est
exactement

{{(axa)™, (bx3)"™ Jegtrs (€Xy)™ Jep—r

(5) On peut ensuite intervertir les roles de (ax,)" et de (cx,)™, ainsi
que ceux de e3 et ey ; cela donnera ainsi une combinaison linéaire de
termes du type

{{(Cxa)n3 ) (bxﬁ)nl }62+T7 (aX’y)nl }egfr

(6) Dans le cas ou es + e3 = ny on applique l'opérateur agla au lieu de
ni—ez—es

P ; puis les évaluations seront les mémes.

5. MOLECULES D’ ARONHOLD

Nous avons déja vu une premiere facon de construire des morphismes
SL(2, C) équivariants. Nous pouvons alors interpréter graphiquement 1’écriture
symbolique des covariants en terme de morphismes.

Un atome de valence n(a) va représenter 'opérateur de polarisation o

o— n
o

Ensuite, une aréte orientée de poids r entre deux atomes « et [ va
représenter 1’opérateur Qgﬁ. En supposant que les atomes « et 5 sont de
valence respective n et p, pour tout entier r inférieur & min(n,p), le mor-
phisme

QZIBJZ_TJIZ_T € MorSL(27C)(STL X Sp, Sn+p—2'r)

sera représenté par la molécule
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(8
Remarquons que nous avons la relation suivante entre le morphisme précédent
et les m-transvectants donnés par 77 :

@—»@ (n—r)l(p—r1)loy

Pour tout digraphe D (graphe orienté), on notera V(D) I’ensemble de ses
sommets, que nous appellerons aussi atomes. Pour chaque atome a € V(D),
on note val(a) la valence de I’atome libre associé au symbole «, autrement
dit lordre de la forme binaire associé au symbole . On note aussi valp ()
sa valence associée a l'atome « dans le digraphe D. On désigne par £(D)
Pensemble de ses arétes orientées, et, pour chaque aréte orientée e € £(D)
on note o(e) son origine, t(e) son extrémité et w(e) le poids associé a I'aréte
e. On note enfin w(D) le poids total des arétes de D.

Definition 5.1. Une molécule d’Aronhold D est un graphe orienté construit
a partir des atomes «, - - - , £ de valences respectives val(a) = nq, - -+, val(e) =
ne (chaque entier n étant tel que S,, C V') et tel que pour tout atome « on ait
valp(a) > 0. Un tel digraphe représente un morphisme SL2(C) equivariant

valp («
H Q0(6 (e) H Ta
ec&(D veV(D

de S,,, ® -+ ® S, sur Sk, avec k = ValD(a) + ...+ valp(e). L’ensemble
de toutes les molécules d’Aronhold sera noté (V) et l'espace vectoriel
engendré par toutes les molécules d’Aronhold sera noté (V).

Si nous fixons par exemple un seul espace S, et trois atomes «, 3,7 de
valence n > 5, la molécule d’Aronhold

(F—®

3

va représenter le morphisme
(5.1) ¢ = Q0% 00 o 20 € Morgpa,c) (Sn ® Sp ® Sn, S3n—10)

Pour toute molécule d’Aronhold D € (V) dont les atomes sont notés
a,---,€, on peut associer & chaque atome a € V(D) une forme binaire
f, € Syala C V. On peut ainsi construire une application

v: A(V) — Cov(V)
D — ¢pp(fa®--- @ f)

Definition 5.2. Pour tout espace V de forme binaire, un covariant moléculaire
est I'image par ¥ d’une molécule d’Aronhold D € M (V).

D=

1

Notons ainsi «, 3, v et § quatre atomes de valence respective ni, ng, ns
et ng. Nous avons alors les trois relations fondamentales suivantes, aussi
appelées syzygies :

Ha méthode symbolique [?7] considérait ici le symbole

(@) (o) ()" =2 (Bx)" 2 (yx)" 7.
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(1) La premiere syzygie est une simple conséquence de ’égalité :
Qoz,@ = _Qﬂa

Ce qui donne, en multipliant par les opérateurs de polarisation :

o2 D=0

(2) La seconde syzygie provient d’une propriété sur les déterminants [2]:
Qapoy = Qayog +Qy50a

Ce qui donne, sous la forme graphique :

—0 Q00
(5.3) = +
® B

(3) La derniére est un cas particulier de la précédente :
Qoz,BQ'y(S = Qa(SQB'y + Qavgéb’

Ce qui donne, sous la forme graphique :

@—'@@? OO,

(5.4) +

O—0 0 0« ©

Ces relations permettent de réécrire les molécules d’Aronhold et donc les
covariants moléculaires. Par exemple, par la relation 5.2 nous aurons

O 020000
et donc, par la suite, nous ne préciserons plus la direction des arétes de poids
pair.
On peut aussi observer que les relations 5.3 et 5.4 permettent d’obtenir
un grand nombre de relations sur les covariants moléculaires.

Par exemple, si nous nous plagons dans 'espace? V = S, (n > 3), les
relations 5.3 et 5.2 vont donner

Yools

2Cet exemple est directement issu de [2, 7]
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et donc, une fois restreint a 1’espace Symg(V), tous les atomes seront équivalents
; ce qui montre que, pour toute forme binaire f € S,,.

(=D

=0
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