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PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE,
EQUILIBRE DE NASH ET PIVOTS

PAULINE SARRABEZOLLES ET FREDERIC MEUNIER

Université Paris Est, CERMICS (ENPC), 6-8 avenue Blaise Pascal, Cité Descartes, F-77455
Marne-la-Vallée

1. INTRODUCTION

Etant donnés k ensembles de points Sq, ..., Sy dans R%, un sous-ensemble T C U§:1 S; est
appelé simplexe arc-en-ciel s’il intersecte chaque S; au plus une fois. Le probléme de la pro-
grammation linéaire colorée, défini par Barany et Onn [3], est alors le suivant.

PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE
Donnée. Une configuration de k ensembles de points dans Q€.
Tache. Décider s’il existe un simplexe arc-en-ciel T tel que 0 € conv(T).

On retrouve la programmation linéaire usuelle comme le cas particulier de la programmation
linéaire colorée ot les S; sont d + 1 copies d’'un méme ensemble : S =8 = --- = Sy14.

L’objet de ce travail est de donner une réponse & une question posée par Béarany et Onn
dans [3] concernant la complexité du cas particulier de PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE
ol k = d + 1. Nous répondons également & une autre question de complexité, posée par Meu-
nier et Deza [8], en faisant le lien entre la programmation linéaire colorée et le probléme du
calcul des équilibres de Nash dans les jeux bimatriciels. Enfin nous proposons une adaptation
de 'algorithme de Barany et Onn calculant une solution pour un cas particulier de la program-
mation linéaire. Cette adaptation peut étre interprétée comme une “Phase I” de la méthode du
simplexe.

2. COMPLEXITE DU CAS k=d+1

Dans leur article [3|, Bardny et Onn prouvent que le probléme de la programmation linéaire
colorée est NP-complet (Théoréme 5.1 de leur article). Ils utilisent pour cela une réduction du
probléme de partition au cas de la programmation linéaire colorée oul k = d. En commentaire
de leur théoréme, ils posent la question de la complexité du cas k = d + 1. Cette question est
motivée par un résultat antérieur de Barany, le théoréme de Carathéodory coloré, qui dit la
chose suivante : Si k =d+1 et 0 € conv(S;) pouri =1...,d+ 1, alors il existe un simpleze
arc-en-ciel contenant 0 dans son enveloppe convexe. D’aprés ce théoréme, si k = d + 1 et
si chaque S; contient 0 dans son enveleoppe convexe, alors la réponse & PROGRAMMATION
LINEAIRE COLOREE est systématiquement ‘oui’. Ne plus exiger que les S; contiennent 0 dans
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leur enveloppe convexe, mais maintenir la condition & = d + 1, permet d’obtenir un véritable
probléme de décision en relachant 1égérement la condition du théoréme de Carathéodory coloré.
Le théoréme suivant répond a leur question.

Théoréme 1. PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE avec k ensembles de points Sy,...,Sk
dans Q% est NP-complet quand k = d + 1, méme si chaque S; est de taille au plus 2.

Il existe des conditions, vérifiables en temps polynomial, pour lesquelles 'existence d’un
simplexe arc-en-ciel contenant 0 dans son enveloppe convexe est assurée : la condition du
théoréme de Carathéodory coloré est 'une d’entre elles. D’autres conditions, plus générales,
ont été proposées pour le cas k = d + 1, [1, 5, 8]. Cependant le théoréme 1 montre qu’il ne
peut pas exister de conditions nécessaires et suffisantes, vérifiables en temps polynomial, pour
lesquelles la réponse & PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE est ‘oui’, & moins que P=NP.

3. JEUX BIMATRICIELS ET LE PROBLEME UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL

Au cours de notre étude de la complexité des problémes liés a la programmation linéaire
colorée, nous avons établi un lien entre la programmation linéaire colorée et les équilibres de
Nash dans les jeux bimatriciels.

Le probléme de la programmation linéaire colorée est largement inspiré par le théoréme de
Carathéodory coloré. Meunier est Deza ont proposé un nouveau probléme trés similaire & PRO-
GRAMMATION LINEAIRE COLOREE [8], lui aussi inspiré d’un théoréme d’existence. Ce théoréme
est le Lemme de I’Octaedre [2, 4], qui dit que si chaque S; de la configuration est de taille 2,
alors, sous condition de généricité, le nombre de simplexes arc-en-ciel contenant 0 dans leur en-
veloppe convexe est pair. Le probléme que nous appelons UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL
est le suivant.

UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL

Données. Une configuration de d 4 1 paires de points Sy,...,Sq4; dans Q¢ et un simplexe
arc-en-ciel contenant 0 dans son enveloppe convexe.

Tache. Trouver un autre simplexe arc-en-ciel contenant 0 dans son enveloppe convexe.

Quitte & perturber la position des points, I'existence d’un autre simplexe est assurée par le
Lemme de I’Octaédre. En effet, si ce n’était pas le cas, on aurait un seul simplexe arc-en-ciel,
ce qui contredirait la parité. Dans leur article Meunier et Deza s’interrogent sur la complexité
de ce probléme. Nous répondons & leur question en montrant que ce probléme généralise celui
de calculer un équilibre de Nash dans un jeu bimatriciel. Ce dernier — appelé BIMATRIX — est
reconnu comme étant un probléme ‘difficile’ au sens de la complexité algorithmique. La classe
de complexité correspondant A ces deux problémes est la classe PPAD, définie par Papadimi-
triou [9)].

Théoréme 2. UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL est PPAD-complet.

La réduction du probléme BIMATRIX & UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL s’appuie sur une
formulation de BIMATRIX comme un probléme de complémentarité linéaire, |7]. L’appartenance
de UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL & la classe PPAD se montre aisément par la méthode
des primoides et des duoides décrite par Todd [10]. On obtient une autre preuve de ce résultat,
inspirée d’un papier de Kalai et Meshulam [6], en utilisant le lemme de Sperner.



Nous montrons enfin qu’un algorithme pour PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE don-
nerait directement un algorithme résolvant UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL et a fortiori
BIMATRIX. La construction d’un tel algorithme nous donne un exemple concret du fait que les
problémes NP-complets sont plus durs que les problémes PPAD.

Supposons connu un algorithme A résolvant PROGRAMMATION LINEAIRE COLOREE et consi-
dérons une instance de UN AUTRE SIMPLEXE ARC-EN-CIEL, c’est & dire la donnée de d + 1
paires de points Si,...,Sg4+1 et d'un simplexe arc-en-ciel T contenant 0 dans son enveloppe
convexe. L’algorithme choisit successivement un point dans chaque S;. A chaque itération, I’al-
gorithme teste les points de S; avec 'aide de A et en choisit un qui est dans un simplexe
arc-en-ciel formé en partie avec les points déja selectionnés et contenant 0 dans son enveloppe
convexe, la priorité étant donnée au point de S; \ 7. Une itération typique de l’algorithme
s’écrit :

Définir S} :=S; \ T'; appliquer A & S%,...,S},Sit1,...,S441; si la réponse est
‘non’, définir a la place S} :=8S;NT.

A la fin lalgorithme renvoie Uf;rll S’. Puisque nous savons qu’il existe un autre simplexe

arc-en-ciel, la réponse sera ‘oui’ pour au moins l'une des itérations. Le simplexe arc-en-ciel
retourné par ’algorithme contient donc 0 dans son enveloppe convexe et est différent de T

4. ALGORITHMES DE BARANY ET ONN ET METHODE DU SIMPLEXE

Rappelons que le théoréme de Carathéodory coloré assure que si k = d + 1 et chaque S;
contient 0 dans son enveloppe convexe, alors il existe un simplexe arc-en-ciel contenant 0 dans
son enveloppe convexe. L’algorithme proposé par Barany et Onn pour trouver un tel simplexe
sous ces conditions procéde de la facon suivante. Il considére un simplexe arc-en-ciel ; tant que
ce simplexe ne contient pas 0 dans son enveloppe convexe, il choisit la face! du simplexe la
plus proche de 0; il remplace le sommet du simplexe n’appartenant pas a cette face par un
autre sommet de la méme couleur, tel que le nouveau simplexe formé de la face et de ce point
est strictement plus proche de 0. Cet algorithme utilise le calcul soit d’une distance soit d’une
projection pour déterminer la face la plus proche et le sommet entrant.

Nous proposons ici un algoritme qui évite ce genre d’opérations. Notre méthode rappelle la
“Phase I” de la méthode du simplexe, qui utilise un programme auxiliaire pour trouver une
premiére base réalisable.

On se place dans le cas ol les points sont en position générique et chaque S; est de taille
d+ 1. L’idée est d’introduire un point fictif v et de définir le probléme d’optimisation auxiliaire
suivant.

min z
0
sc. AAN+zo=|"-
0
1
A>0,2>0,

1. facet selon la terminologie anglaise



ott ¥ = (v,1) et A est la matrice (d+ 1) x (d+ 1)? dont les colonnes correspondent aux points
de S; avec un 1 sur la derniére ligne. Noter que toute solution pour la programmation linéaire
colorée fournit une base optimale de ce probléme dont la valeur est 0.

Notre algorithme procéde de la facon suivante. Il choisit arbitrairement un premier trans-
versal, c’est-a-dire un sous-ensemble F; C |, S;, et place le point fictif v de telle sorte que
0 € conv(F; U {v}). L’ensemble F; U {v} correspond a une base réalisable du probléme d’op-
timisation ci-dessus. Il effectue ensuite des pivots du simplexe, allant de base réalisable en
base réalisable jusqu’a obtenir une base optimale arc-en-ciel. Une itération de 1’algorithme
sélectionne une variable entrante de colt réduit négatif et de couleur non présente dans le
transversal courant. Un élément de la base courante devient alors ‘hors-base’. S’il s’agit de v,
on a alors atteint une base optimale arc-en-ciel. Sinon on a défini un nouveau transversal Fj
tel que 0 € conv(F;11 U{v}).

Le fait de choisir systématiquement un point de cotit réduit négatif assure que 'algorithme
ne boucle pas. De plus, les conditions du théoréme de Carathéodory coloré assure que tant
qu’'une solution n’a pas été trouvée, il existe des points de cofits réduits négatifs. On montre
en effet qu’a la 7éme itération, les points de coiit réduit négatif sont exactement les points du
demi-espace délimité par aff(F;) et contenant 0. L’argument est alors le méme que celui de
I’algorithme de Barany et Onn.
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