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Stabilisation de la formule des traces tordue III :
intégrales orbitales et endoscopie sur un corps local
non-archimédien ; réductions et preuves

J.-L. Waldspurger
7 février 2014

Introduction

Cet article est la suite de [I] et [II] dont on adopte les notations. Soient F' un corps
local non archimédien de caractéristique nulle, G un groupe réductif connexe défini sur
F, G un espace tordu sous G et a un élément de H'(Wy; Z(G)), dont se déduit un
caractére w de G(F). On impose les hypotheéses de [II] 1.1. Soit M un espace de Levi
de G. On a énoncé dans [II] diverses assertions concernant les intégrales pondérées w-

équivariantes IJ\C:j[(')/,f) et leurs variantes endoscopiques Ig’g('y,f). Le terme ~ est un

élément de D yeom (M (F),w) ® Mes(M(F))*, ce qui revient essentiellement a dire que
c’est une combinaison linéaire finie d’intégrales orbitales dans M (F) (tordues par w). Le
terme f est un élément de I(G(F),w)® Mes(G(F)), ce qui revient essentiellement & dire
que c’est une fonction sur G (F), localement constante et a support compact. Considérons
I’hypothese suivante :

(Hyp)soient ¥ € Dysom(M(F),w) ® Mes(M(F))* et f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) ;
supposons que vy soit a support fortement régulier dans é’(F) ; alors on a [’égalité

IG5 (7, £) = I (7, D).

Le but de 'article est de prouver toutes les assertions énoncées en [II] sous cette
hypothese. La preuve de celle-ci nécessite un argument global et sera faite plus tard.
Esquissons comment se déduit le théoreme [II] 1.16 de I'hypothese (Hyp). L’énoncé de
ce théoreme est le méme que celui de (Hyp), sauf que I'on supprime 1’hypothese sur le
support de «. En utilisant la théorie des germes de Shalika, on a prouvé en [IT] 2.10 que
(Hyp) entrainait une assertion plus forte, a savoir la méme égalité sous I'hypothese plus
faible que le support de v est formé d’éléments G-équisinguliers, ¢’est-a-dire d’éléments
v E M (F') tels que M, = G,. Passons au cas ol y est quelconque. On peut fixer une classe
de conjugaison stable O d’éléments semi-simples de M (F) et supposer 4 € D yeom (O, w)®
Mes(M(F))*, c’est-a-dire que le support de -« est formé d’éléments de parties semi-
simples dans O. Soit @ € A;;(F) en position générale. On note avy la translatée de ~
par a. Le support de cette distribution est formé d’éléments é’—équisinguliers. On a donc
pour tout f ’égalité

(1) 1%%(ay,£) = 1S (av, 1)



Faisons tendre a vers 1. On a établi un développement de ces deux termes en [II] 3.2
et [II] 3.9. Pour les énoncer facilement, faisons T'hypothese simplificatrice que M est un

espace de Levi propre et maximal de G. Alors [E’g(a'y, f) est équivalent (en un sens défini
en [II] 3.1) &

2 IS5+ Y I%ps(v.a)C ).

G
Jedgz

L’ensemble J J‘(j est celui des racines de Ay; dans g, au signe pres. Pour J = {£a}, le
terme p;(7y, a) est le produit d’un élément de Dyeon (O, w) ® Mes(M(F))* indépendant
de a et de log(|a(a) — a(a)~!|p). Enfin, Pexposant G de p;(7, a)¢ indique que 'on induit
cette distribution & G(F). On a un développement parallele

(3) 1B+ > I%(p5(v.0)% 5.

JGJE

La notion d’équivalence évoquée plus haut est inoffensive : I’égalité (1) entraine que (2)
et (3) sont égaux. Pour J € J, 5, considérons 1'assertion

(4); on a pﬁ('y,a)é = py(~,a)® pour tout v € D yeom(O,w) @ Mes(M(F))* et tout
a € Ay (F) en position générale et proche de 1.

L’ensemble J E possede un élément "maximal” J,,., = {+a} formé des deux racines
indivisibles. Supposons (4); prouvé pour J # J... Alors 1'égalité de (2) et (3) entraine

[JG\jg(’Y’ f) - I]G\Z<’Y7 f) = IG<meaz (’77 a)G - meaz (’77 a)G7 f)

Or le membre de gauche est constant en a tandis que celui de droite est proportionnel
a log(la(a) — a(a)™tF), ol a est une racine indivisible. Il ne peuvent étre égaux que
s’ils sont tous deux nuls. La nullité du membre de gauche est I'assertion du théoreme [I]
1.16. La nullité du membre de droite est I’assertion (4),, .. Tout revient donc & prouver
(4); pour J non maximal. Dans le cas ot G = G et a = 1, on raisonne par récurrence
sur la dimension de GG. A un J non maximal, on associe un certain sous-groupe G; C G,
et on montre que 'assertion se déduit de I’assertion analogue ou G est remplacé par G .
Le cas général utilise la descente. On fixe n € O et on montre que les termes p;(7,a) et
p5(7,a) se déduisent de termes analogues ot G est remplacé par la composante neutre
G, du commutant de n dans G. Ce groupe G., n’étant plus tordu, le résultat précédent
s’applique et on peut conclure. La théorie de la descente est facile pour le terme p; (7, a)
(du moins, elle est facile maintenant que Harish-Chandra et Arthur ont travaillé pour
nous). C’est beaucoup plus délicat pour le terme endoscopique p5(,a) car, dans le cas
tordu, mélanger descente et endoscopie fait apparaitre des "triplets endoscopiques non
standard”, cf. 6.1. Il y a une analogue de 'assertion (4); pour de tels triplets que nous
déduirons elle-aussi de I'hypothese (Hyp), modulo un raisonnement par récurrence assez
sophistiqué, cf. 6.4.

Il y a deux cas ou on obtient des résultats non conditionnels, parce que 'on peut
des maintenant prouver la validité de (Hyp). Le premier, détaillé dans la section 1, est
celui ou il n’y a pas de torsion : G = G et a = 1. Dans ce cas, (Hyp) a été prouvé par
Arthur ([A1] local theorem 1). Le second, auquel est consacré la section 2, est celui ou
G est quasi-déployé, G est A torsion intérieure et a = 1. Dans ce cas, on montre que
on peut plonger G dans un groupe non tordu H de sorte que I’hypothése (Hyp) pour
G se déduise de la méme hypothese pour ce groupe H. Comme on vient de le dire, cette
derniere a été prouvée par Arthur puisque H n’est pas tordu.



Dans la troisieme section, limitée au cas des groupes non tordus, on montre comment
se comportent nos objets (par exemple les termes p;(7,a)) par passage au revétement
simplement connexe du groupe dérivé. Dans la quatrieme section, on énonce comment
se comportent ces mémes objets par descente d’Harish-Chandra. Dans la section 5, on
reprend les constructions de [W1] qui permettent de relier descente et endoscopie. C’est 1a
qu’apparaissent les triplets endoscopiques non standard. La section 6 leur est consacrée.
Dans la section 7, on développe la démonstration grossierement évoquée ci-dessus, c’est-
a~dire que 1’on montre que la plupart des énoncés de [I1] résultent de I’hypothese (Hyp).
La huitieme et derniere section concerne les énoncés restants, a savoir ceux concernant
les germes de Shalika. Ces germes sont locaux, c’est-a-dire vivent au voisinage d’une
classe de conjugaison stable semi-simple O fixée dans M (F'). On prouve ces résultats
sans recourir & 'hypothese (Hyp), pourvu que O n’appartienne pas a un ensemble au
plus fini de telles classes. Ces résultats n’ont pas de conséquence immédiate mais le fait
qu’ils soient obtenus sans hypothese nous sera utile plus tard.

1 Le cas des groupes non tordus

1.1 Rappel des résultats d’Arthur

Dans tout l'article, le corps de base F' est local non-archimédien de caractéristique
nulle, sauf mention expresse du contraire. On considere dans cette section un triplet
(G, G, a) non tordu, c’est-a-dire que G = G et a = 1. Le triplet se réduit donc & Punique
groupe G. On fixe une fonction B comme en [II] 1.8. On peut affaiblir les hypotheses de
récurrence posées en [II] 1.1. En effet, en partant de notre groupe G, on ne peut faire
apparaitre par les constructions de [IT] que des triplets non tordus, réduits & un unique
groupe. Les hypotheses de récurrence suivantes sont donc suffisantes : si G' est quasi-
déployé, on suppose connus tous les résultats concernant des groupes G’ quasi-déployés
tels que dim(Gls) < dim(Ggse); si G n’est pas quasi-déployé, on suppose connus tous
les résultats concernant les groupes quasi-déployés G’ tels que dim(G') < dim(Gge) et
tous les résultats concernant les groupes quelconques tels que dim(G'.) < dim(Ggsc).
Si une assertion est relative a un Levi M de GG, on suppose connues toutes les assertions
concernant le méme groupe G et relatives a un Levi L € L(M) tel que L # M.

Soit M un Levi de GG. Dans ce cas, les résultats suivants ont été prouvés par Arthur
([A1] local theorem 1) :

(1) soit v € Dyeom(M(F)) @ Mes(M(F))* et £ € I(G(F))® Mes(G(F')); on suppose
que le support de v est formé d’éléments fortement G-réguliers; alors on a I’égalité

Ly (v, £) = I (7, £);

(2) supposons G quasi-déployé; soit § € D5y, (M(F)) ® Mes(M(F))*; on suppose
que le support de § est formé d’éléments fortement G-réguliers; alors la distribution
f s S§(8,f) est stable.

En vertu de la proposition 2.10 de [IT], les mémes résultats valent sous des hypotheses
plus faibles concernant les supports des éléments v ou d : on peut y remplacer ”G-

réguliers” par ”G-équisinguliers”.



1.2 Intégrales orbitales pondérées stables

On suppose G quasi-déployé. Soit M un Levi de G. On a défini en [II] 3.3 I'ensemble
JS(B). Pour J € J5(B), on peut appliquer la construction [I1] 3.5 & la classe O = {1} et
au systeme de fonctions déduit de notre fonction B. Cela définit une application linéaire

DSt (M(F)) @ Mes(M(F))* — Uy @ (Dynip(M(F)) @ Mes(M(F))*)/AnnS,

unip unip*

On a aussi défini en [I1] 3.3 un groupe G; qui n’est pas, en général, un sous-groupe de G.
Le systeme de racines de (G5 est un sous-systeme de celui de G, de méme rang que celui-ci
et 'inclusion est équivariante pour les actions galoisiennes. Il en résulte que Z (G)FF est
un sous-groupe d’indice fini de Z(G,)7. On pose

i = [2(G)" - 2(G)r ]!

Remarquons que, dans le cas ot J est maximal, cf. [IT] 3.1, on a G; = G et i§ = 1.
En particulier, si I'on remplace G' par G, J devient 1’élément maximal de 7, ]\3" (B) et

i§7 = 1. On a prouvé en [I1] 3.3 I'inclusion Annf,{lp C AnnG,.-

Proposition. (i) Pour tout J € JG(B), 0 est la composée de i55” et de la projection

Us@(Dunip(M(F))©Mes(M(F))*) [ Annijl, — Us@(Dunip(M(F))@Mes(M(F))) /Ann

unip unip*

(i) Pour tout J € J5(B), 05 prend ses valeurs dans

Uy ® (D3, (M(F)) ® Mes(M(F))*)/AnnS:s!

unip unip*

(iii) Pour tout § € D, (M(F)) ® Mes(M(F))*, la distribution

unip
f— S$(6, B, f)

est stable.

Preuve. Rappelons que l'on note p§, la restrlctlon de p§ & Vespace Dyl (M(F)) ®
Mes(M(F))*. On peut reformuler la définition de 0§ par 'égalité

1) 5= 3 in(G, G ()05,

s€Z(M)'F /2(G)F Jegy; ) (B)

G'(s
des o

Plus exactement, il s’agit des projections modulo Ann¢ ). Pour simpliﬁer

unip
on oublie de telles projections dans la notation. Le membre de gauche est égal a p Tt
d’apres [II] 3.3(i) (en oubliant les projections). Pour s # 1, on peut utiliser par récurrence

le (i) de I'énoncé : on a 05 ) = i§ P77 Posons 2 = 0§ — G657 Remarquons que
le (i) de 'énoncé revient a prouver que x = 0. L’égalité (1) devient
G s) _G'(s
(@) =t > in(G, G ()i V.

s€Z(N)TF )Z(G)'F,0eg5 ) (B)
On a une projection

Z(M)'F)Z(G)'F — Z(M)'" | Z(Gy)'™
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Un élément s € Z(M)'F /Z(G)'F détermine donc & la fois un groupe endoscopique G/(s)
de G et un groupe endoscopique (G;)'(s) de G;. Montrons que

(3)onaJe jﬂ(jl(s)( B) si et seulement si J € j(G') “)(B):

(4) si J € TS (B), on a égalité G'(s); = (G,)(s).

Rappelons que l'on a associé a J un réseau R; C a}; de rang n = ay; — ag, cf. [II]
3.1. Fixons une paire de Borel (B,T') de G définie sur F telle que M soit standard. On
note ayy la restriction a ay; d’un élément o € t*. On a les égalites

EYNT) = {a € Z9T);a(s) = 1},
YOUT) = {a € X9(T); B(a) " ay € Ry},
NG E(T) = {o € Y(T); B(a) Lo € Ry, G(s) = 1}.

OnaJ E TS (B) si et seulement si il existe oy, ..., ap € SO (T) telles que les éléments
B(ay)™t a; v pour ¢ = 1,...,n engendrent R ;. Dans ce cas, ces éléments «; appartiennent

aussi a X(CE'6)(T), donc J e j (G)' () (B). La réciproque est évidente. Si ces conditions
sont vérifiées, les ensembles ZG( )1(T) et B(E' ) (T) sont égaux : conserver les racines
a telles que d(s) = 1 et conserver les racines « telles que B(a) lay € Ry sont des
opérations qui commutent. Les actions galoisiennes sont aussi les mémes : ce sont les
restrictions de Paction sur ©9(T'). Cela prouve (3) et (4).

On récrit (2) sous la forme

P =+ > ine(G, G (s))i5 a0,

seZ(NDTF j2(G) R 7eg 67 ) (B)
Pour tout s apparaissant, on a
in(G, G ()i = [2(G ()" 2 Z(G) ] Z(G(5)0)" " 2(G ()]

En utilisant (4), on obtient

Alors (2) se récrit

pngt =z + [Z(G*J)FF : Z(@)FF]—l Z in(Gy, (GJ)’(S))USG") (s)
seZ(N)TF J2(C)TF,Jeg 7 O (B)
ou encore
pra=at > (G, () ().

s€Z(NTF /2(C ) F geg$7 ) (B)

En comparant avec 1’égalité (1) appliquée au groupe G;, on obtient = = 0, ce qui prouve
le (i) de I’énoncé.

En raisonnant par récurrence, ce résultat implique (ii) pour tout J tel que G; # G.
C’est-a-dire pour tout J sauf I'unique élément maximal J,,q.

bt



Rappelons le développement [II] 3.7. Soient § € Dt (M(F)) @ Mes(M(F))* et

unip

)
f € [(G(F))® Mes(G(F)). Le germe en 1 de la fonction a — S§;(ad, ) est équivalent &
Y I9(05(8.a)% 1)

JeJT;(B)

+ > > S¢(ah(8.a)", B.£).

LeL(M),L#G JeTE (B)

Pour L # G et J € J(B), on sait par récurrence que o%(8,a)* est stable. Si de plus
L # M, on sait que la distribution f — S¢(c%(8,a)", B, f) est stable. Pour J € J5(B)
non maximal, on sait que 0 (8,a)¢ est stable. Supposons que f soit "instable”, c’est-a-
dire que I'image de f dans SI(G(F)) ® Mes(G(F)) soit nulle. Alors tous les termes du
développement ci-dessus s’annulent, sauf deux : ceux pour I’élément maximal J,,,, de
JS(B) et pour I'élément J = () de J¥(B) (on peut les supposer distincts, sinon M = G
et la proposition est tautologique). Pour J = 0, on a 04/(d,a) = 8. Le développement
ci-dessus se réduit a
1905 (8,a)°,f) + S5;(6, B,f).

Les résultats d’Arthur impliquent que S$(ad,f) = 0, cf. 1.1. Donc la somme ci-dessus
est équivalente a 0. Comme fonction de a, le premier terme appartient a U, . et le
second est constant. La propriété [II] 3.1(3) entraine que les deux termes sont nuls. La
nullité du premier pour tout f instable signifie que a?maz (8,a)¢ est stable. En vertu du

lemme [I] 5.13, cela achéve de prouver (ii). La nullité du second terme implique le (iii)
de I’énoncé. U

1.3 Germes stables
On suppose G quasi-déployé. Soit M un Levi de G.

Corollaire. Pour tout § € D, o s0ui( M(F)) @ Mes(M(F))* assez proche de 1, le

terme Sg§; (0, B) appartient a D3 (G(F)) @ Mes(G(F))*.

unip

Preuve. On applique le lemme [I1] 2.9, en prenant pour D* I'espace DL, o ¢gui(M (F))®
Mes(M(F))* tout entier. L’hypothese de ce lemme est vérifiée d’apres 1.1. Le (i) du
lemme D'est aussi d’apres le (iii) de la proposition précédente. Donc le (ii) aussi, ce qui
est 'assertion de I’énoncé. [

1.4 Intégrales orbitales pondérées endoscopiques

Le groupe G est quelconque. Soient M un Levi de G et M’ = (M', M, () une donnée
endoscopique de M, elliptique et relevante. Pour J € JG(B), on a défini en [II] 3.8 un
homomorphisme

ng;’g(M/) : ijﬂp

(M) @ Mes(M'(F))* = Uy ® (Dunip(M(F)) ® Mes(M(F))*)/AnnC

unip*
Proposition. (i) Pour tout J € JG(B), p5¢(M’) est le composé de p§7(M') et de Ia
projection

UJ®(Dump(M(F))®Mes(M(F))*)/AnnG" — U@ (Dynip(M(F))@Mes(M(F))*)/AnnS

unip unip*
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(ii) Pour tout J € JG(B), tout 6 € Dt (M) @ Mes(M'(F))* et tout a € Ay (F)

unip
en position générale et assez proche de 1, on a I'égalité

§5E (M, 8,a) = o (transfert(8), a).

(iii) Pour tout y € Daypnip(M(F)) @ Mes(M(F'))* et tout f € I(G(F)) @ Mes(G(F)),
on a I'égalité
19%(~, B, f) = I/(~, B, f).

Preuve. Rappelons la définition, pour § € D;;, (M') ® Mes(M'(F))* et a € Ay (F)
en position générale et proche de 1 :

p5E (M, 8, a) = > i (G, G(s)) > transfert(cS (8, ¢(a))),

sECZ(M)'F /Z(G)F 71eg e (B) I
cf. [IT] 3.8. Comme on 'a dit en [II] 3.6, il y a un isomorphisme
DSt (M(F)) @ Mes(M'(F))* — D5t (M) @ Mes(M'(F))*

unip unip

et on a 1’égalité ,
75 (8,€(a)) = (o5 (7 (8).€(a))

pour tout s apparaissant ci-dessus. En posant & = (71(§), la formule ci-dessus devient
pFE(M 8, a) = transfert o u(X$),
ou

1 x§= DY (N e1)) I S AR N ()}

s€CZ(M)TF /Z(G)F 7eg 8 (B) I

Plus exactement, ce qui nous importe est la projection de ce terme modulo le sous-espace
Ann' C DZ’;LZP(M'(F)) @ Mes(M'(F))* formé des éléments dont l'image par transferto
appartient a Annfmp. En vertu des formules ci-dessus, il suffit pour prouver (i) de montrer
que, modulo cet espace Ann’, X & coincide avec X; @7 La preuve est alors similaire & celle
de 1.2. Un élément s € (Z(M )FF 1Z(G)'r determme a la fois un groupe endoscopique
G'(s) de G et un groupe endoscopique (G;)'(s) de G ;. Les propriétés similaires a 1.2(3)
et (4) sont vérifiées :

(2) les ensembles (réduits a au plus un élément) {J' € jG (©) (B);J — J} et {J €
JiGae (B); J' — J} coincident ;

(3) s’ils ne sont pas vides, notons J’ leur seul élément ; alors G'(s), = (Gy)'(s).

En utilisant ces propriétés et en appliquant la proposition 1.2(i) aux termes du
membre de droite de (1), on transforme (1) en

X§ = ST iw(G,G(s) 3 i5 Vel €(a))

SECZ(MTF /Z(G)TF 1eg D" DBy
du moins modulo Ann’. De nouveau, on calcule

i (G, G ()i = [Z(G)' + Z(G) ] i (G, (G ().



D’ou
X§ =[2G 2@ > i (G, (GJ)'(8))

SECZ(M)'F /Z(C)'F

> ol (8 ¢ (a))

7eg D" Byt

— S i (G, (G)(5)) > o €(a)) = X§7
s€CZ(M)TF /Z(G )T F 7eg G By

Cela prouve le (i) de I'énoncé.

Posons v = transfert(d). Pour tout a € Ay (F), on a ay = transfert({(a)d). Soit
feI(G(F)) ® Mes(G(F )) Utilisons les développements [I1] 3.3 de I$;(a~v,f) et [I1] 3.9
de IS (ary, £) = IS5 (M, £(a)d, £). On obtient que

(4)  If(ay,£) =I5 (e, )
est équivalent a

Z Z [G pJ '77 B f) - [Gg(pJ (M/757a)LaB7f)'
LelL(M JEJM(B)

On sait d’apres 1.1 que 'expression (4) est nulle. En raisonnant par récurrence et en
utilisant le (i) de I’énoncé, on connait l'assertion (ii) pour tout J sauf pour le terme
maximal J,,., de J5(B). On sait aussi que les intégrales orbitales If’g coincident avec
I¢ si L # M. L’expression ci-dessus se simplifie et on obtient que 1’expression

19005 (v,a)% = p5° (M,8,a)°,f)

+IAG/I(7a Ba f) - I]\G/If(’)/a B> f)

est nulle. La propriété [II] 3.1(3) entraine de nouveau la nullité de ces deux termes.
La nullité du premier achéve de prouver l'assertion (ii) de I’énoncé. La nullité du second
démontre 'assertion (iii) pour notre distribution «. Mais tout élément de D, (M (F)) ®
Mes(M(F))* est combinaison linéaire de transferts de & comme ci-dessus, quand on
fait varier la donnée M'. Il s’ensuit que l'assertion (iii) est vérifiée pour tout v €
Doynip(M(F)) @ Mes(M(F))*. O

1.5 Germes endoscopiques
Soit M un Levi de G.
Corollaire. Pour touty € D yeom(M(F))®@Mes(M(F'))* assez proche de 1, on a I'égalité

G,E
g]\G/I,unip<77 B) = gM,unip<77 B)

Comme en 1.3, cela se déduit de la proposition précédente en utilisant le lemme [I]
2.8. 1



2 Premiers résultats dans le cas quasi-déployé et a
torsion intérieure

2.1 Un lemme sur les groupes abéliens finis

Soient X un groupe abélien fini et n un entier supérieur ou égal a 1. Tout élément
m = (my,...,my) € Z" détermine un homomorphisme

Om X" — X
xTr = (.Tl, 7.Tn) — Zi:l,...,n m;T;

Evidemment, cet homomorphisme ne dépend que de I'image de m dans (Z/NZ)", ou N
est 'exposant de X (c’est-a-dire le plus petit entier supérieur ou égal a 1 qui annule X).

Lemme. Soit x,y € X". Alors y appartient au sous-groupe de X" engendré par x si
et seulement si, pour tout m € Z", ¢,,(y) appartient au sous-groupe de X engendré par

Som(£> . -

Preuve. Dans un sens, c’est évident : si y = rz, avec r € Z, alors ¢,,(y) = rom(z)

pour tout m. Supposons inversement que, po_ur tout m € Z", @m(y) appartient au sous-
groupe de X engendré par ¢,,(x). Décomposons X en somme directe @pepX, ou P
est un ensemble fini de nombres premiers et X, est un p-groupe pour tout p € P. On
décompose conformément tout z € X en z = Zpe p %p. Le sous-groupe de X engendré
par z est 'ensemble des 2’ = » .z, tels que, pour tout p € P, z, appartienne au
sous-groupe de X, engendré par z,. La meéme propriété s’applique a X" = @,ep X, .
Donc, pour tout p € P et pour tout m € Z", (pn(y)), appartient au sous-groupe de

X, engendré par (¢n,(z)),. Pour tout z € X", on a (¢n(2)), = ¥m(z,). Donc, pour
tout p € P et pour tout m € Z", p,,,(y ) appartient au sous-groupe de X, engendré par

¢m(z,). Supposons le lemme démontré pour chaque X,. Alors la propriété précédente
entraine que, pour tout p € P, Y, appartient au sous-groupe de X;L engendré par Z,.
D’ou la conclusion.

On est ainsi ramené au cas ou X est un p-groupe pour un certain nombre premier
p. Ecrivons = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,..-,Yn). Pour tout i = 1,...,n, notons a; € N le
plus petit entier tel que p%z; = 0. A permutation prés, on peut supposer a; > ... > a,.
L’assertion a prouver étant évidente dans le cas n = 1, on suppose n > 2. On pose

2 = (T1,..,%p-1), ¥ = (Y1, -, Yn—1). Ces elements vérifient la méme hypothese que
x et y, mais pour n — 1. En raisonnant par récurrence, on peut supposer qu’il existe
r € Z tel que ¥y = rz’. Alors I'élément (0, ...,0,y, — rx,) = y — rz vérifie la méme

hypothese que y. On va montrer qu'il est nul. En oubliant cette construction, on suppose
simplement que y = (0,...,0,y,) et on va prouver que ¥y, = 0. En appliquant ’hypothese
am = (0,..,0, I), on voit qu’il existe r € Z tel que y, = rz,. D’ou la conclusion si
x, = 0. On suppose z,, # 0. Soit h € N le plus petit entier tel que pz, appartienne au
sous-groupe de X engendré par x1. On a h < a, et une égalité p'z, + p"'uz; = 0, on
u € Z est premier a p et ' = h + a1 — a,. Posons z = x, + p™ % wux;. On vérifie que
I’application
Z/p“Z DL/ — X
(e, f) — exy+ fz

est injective. Appliquons ’hypothese a m = (m, 0, ...,0,1). On obtient que rz,, appartient
au groupe engendré par mzy + z,,. Autrement dit r(z — p™ ~%"ux;) appartient au groupe
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engendré par z+ (m—p* ~*u)x;. Posons m = p®~*u. Alors r(z —p™ ~*uzx;) appartient
au groupe engendré par z. D’apres l'injectivité précédente, p** doit diviser rup® ~*. Donc
p® divise r. D’ou y,, = rz, = 0. [

2.2 Un lemme sur les tores

Dans ce paragraphe et les trois suivants, on leve I’hypothese que F' est non-archimédien.
Le corps F' est un corps local de caractéristique nulle.

Lemme. Soient T' un tore défini sur F' et U C T(F') un sous-groupe ouvert d’indice
fini. Alors il existe un tore T" défini sur F' et un homomorphisme [ : T' — T défini sur
F de sorte que f(T'(F)) =U.

Preuve dans le cas ou F' est archimédien. Si F' = C, T(C) est connexe. Donc U =
T(C). Le tore T" = T et ’homomorphisme identité conviennent. Supposons F' = R.
Introduisons les trois tores Ty, Tp et T3 sur R tels que T3(R) = R*, TH(R) = C*,
T3(R) = {z € C; 2z = 1}. On sait que T est isomorphe a un produit de tels tores, disons
T =T x T x TE. Le sous-groupe U est nécessairement de la forme U; x T5(R)? x T3(R)¢,
ou U; est un sous-groupe ouvert d’indice fini de 77 (R)%. Si on trouve 77 et f; résolvant
le probléme pour le tore T} et le sous-groupe Uy, on pose 1" = T} x TY x T¥, on étend
f1 en f par l'identité sur les autres composantes. Cela résout le probleme initial. On est
ainsi ramené au cas ou 7' = T}7. Quitte a appliquer un automorphisme de 7', on peut
supposer qu’il existe un entier e avec 0 < e < a de sorte que U = (R})® x (R*)*™°. On
pose T" = T5 x T{¢, on définit f comme étant la norme sur les e-premieres composantes
et identité sur les a — e dernieres. Cela résout le probleme.

Preuve dans le cas ou F' est non-archimédien. On fixe une extension finie £ de F
tel que I'p agisse trivialement sur X,(7"). On introduit le tore S = Resg/p(GL(1)E).
Le groupe X,(S) est le groupe des fonctions ¢ : I'g\I'r — Z, muni de 'action de I'p
par translations a droite. On a S(F) = E*. On introduit le tore D tel que X, (D) soit
X.(S) ®z X.(T), c’est-a~dire le groupe des fonctions ¢ : I'g\I'r — X,.(T), muni de
I’action de I'p par translations a droite. On a D ~ S™, ou n est la dimension de 7. On a
un plongement ¢ : 7' — D ainsi défini : pour x, € X,(T), tox, est 'élément ¢ de X, (D)
tel que ¢(0) = o(x,). Ce plongement est défini sur F'. Soit N > 1 un entier. Pour tout
groupe abélien Y, notons Y ") le groupe des puissances N-iemes dans Y. Montrons que

(1) il existe N tel que D(F)™) N (T (F)) c o(U).

Introduisons le sous-groupe compact maximal D(F). de D(F'). Les sous-groupes
(D(F).)N forment un systeme de voisinages ouverts de l'origine dans D(F). Le plon-
gement ¢ : T'(F') — D(F) est une immersion fermée. Puisque U est ouvert dans 7'(F), il
existe un entier Ny > 1 tel que (D(F).)™ No(T(F)) C +(U). On a une suite exacte

1— D(F).— D(F) 5 Z" =0

Posons Ly = mou(T(F)), Ly = mou(U) et Ly = Z"N(Lr®7zQ). Le groupe Ly est d'indice
fini dans Ly par hypothese et Ly est d'indice fini dans Lg. Soit Ny > 1 tel que NoLg C Ly .
Soit N = Ny N, et soit d € D(F) tel que d¥ € «(T(F)). Alors Nn(d) € Ly C Lg. Le
groupe Z"/ Ly est sans torsion. Donc 7(d) € Lo puis Nom(d) € Ly. On peut donc trouver
u € Uetd. € D(F). tels que d™* = 1(u)d.. On a dY* = d™u(u)™™. Ceci appartient &
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L(T(F)), donc a (D(F))™ Nu(T(F)), donc & ¢(U). Posons d¥* = 1(v), avec v € U. Alors
d™ = 1(uMv) appartient & ((U). Cela démontre (1).

Fixons N vérifiant (1). Si N = 1, on a U = T'(F') et le lemme est évident (on prend
T" =T et f l'identité). Supposons N > 1. Soit d € D(F'), notons V' le sous-groupe de
D(F) engendré par d et D(F)™). Montrons que

(2) il existe un tore D’ défini sur F' et un homomorphisme g : D" — D défini sur F
de sorte que g(D'(F')) =V et que le noyau de g soit connexe.

On identifie D & S™. Sin = 1, V est un sous-groupe ouvert d’indice fini de S(F') = E*.
On sait qu’il existe une extension finie £’ de E telle que, en notant Ng g la norme,
V soit égal au groupe des normes Np/p(E™>) ([S] XIV.6 théoreme 1). On pose S’ =
Resp/p(GL(1)gr). On construit facilement un homomorphisme g : S" — S défini sur F
dont ’homomorphisme déduit de S'(F) = E'* dans S(F) = E* soit la norme N /.
Avec la description donnée plus haut de X, (S) et la description similaire de X, (S"), pour
¢’ € Xi(5),omago¢ (o) =3 cr, \r, ¢ (7o) pour tout o € I'p. Il en résulte que I'on
a une suite exacte

0—-Y — X.(5) = X.(S) =0,

ou Y est un Z-module libre. Le noyau de g est donc connexe. Alors le tore D' = S’ et
cet homomorphisme g conviennent.

Supposons maintenant n > 1. On choisit un sous-ensemble M C Z" qui s’envoie
bijectivement sur Z"/(NZ)". On suppose que M contient les éléments de base de Z",
c’est-a-dire les éléments qui ont une coordonnée égale a 1 et dont les autres coordonnées
sont nulles. Pour tout m = (my, ..., m,) € M, on définit '’homomorphisme

Oom: D=S" — S
(:El?"'vxn) = Hi:l,...,nl‘;ni

On note V}, le sous-groupe de S(F) engendré par S(F)™) et par ¢,,(d). En appliquant
le résultat du cas n = 1, on choisit un tore S,, défini sur F' et un homomorphisme
Gm : Sm — S défini sur F de sorte que g, (Sm(F)) = Vi, et que le noyau de g, soit
connexe. En posant Sy = [],,cpr Sm €t 5™ = [],.cnSs les homomorphismes gy, se
regroupent en un homomorphisme gy : Sy — SM. Son noyau est connexe et on a
'égalité g (Sm(F)) = [1,nens V- D’autre part, les homomorphismes ¢, se regroupent
en un homomorphisme ¢y : D = S™ — SX. Cest une immersion fermée : quand m décrit
les éléments de base de Z", les applications ¢, décrivent les applications coordonnées
naturelles sur S™. Notons D’ le produit fibré de D et Sy au-dessus de S&. Autrement dit
D'(F) est le groupe des (x,y) € D(F) x Sy (F) tels que ¢y (7) = g (y). Parce que ¢y
est une immersion fermée et que le noyau de gy, est connexe, D" est connexe. C’est donc
un tore, qui est évidemment défini sur F'. On note g : D’ — D la projection (x,y) — .
Cet homomorphisme est défini sur F'. Son noyau est celui de gy, donc est connexe. Le
groupe g(D'(F)) est celui des z € D(F) tels que, pour tout m € M, ¢,,(z) appartienne
& g (S (F)), autrement dit a V,,,. En appliquant le lemme du paragraphe précédent au
groupe X = S(F)/S(F)™), on obtient que g(D'(F)) = V. Cela prouve (2).

La propriété (2) s’étend de la fagon suivante. Soit V' un sous-groupe de D(F") conte-
nant D(F)®™). Alors

(3) il existe un tore D’ défini sur F' et un homomorphisme ¢ : D" — D défini sur F
de sorte que g(D'(F)) =V et que le noyau de g soit connexe.

Le groupe V est engendré par D(F)®™) et un ensemble fini d’éléments dj, ..., d;. On
peut supposer k > 1, quitte a prendre d; = 1. Si k = 1, on applique Iassertion (2). Si
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k > 2, on note Vi, resp. Vy, le sous-groupe de D(F) engendré par D(F)™) et les éléments
dy,...,d_1, resp. di. En raisonnant par récurrence, on choisit D] et g1, resp. D) et g,
vérifiant (3) pour le groupe Vi, resp. V5. On pose D' = D} x D)} et on prend pour g le
produit de g; et go. Il est clair que D et g sont définis sur F' et que g(D(F)) = V. Le
noyau de g est fibré au-dessus de D7, de fibres isomorphes au noyau de g». Donc ce noyau
est connexe. Cela prouve (3).

Appliquons (3) au groupe V = D(F)™)(U). On en déduit un tore D’ et un homo-

morphisme g¢. Soit 7" le produit fibré de 7" et D’ au-dessus de D. C’est-a-dire que 7"(F')
est le groupe des (t,d') € T(F) x D'(F) tels que ¢(t) = g(d'). Notons f : T" — T la
projection (t,d’) — t. Cette projection est surjective et son noyau est isomorphe a celui
de g, donc est connexe. Donc le groupe T” est lui-méme connexe et c¢’est un tore. Il est
clair que T' et f sont définis sur F. L’image f(T"(F)) est le sous-groupe des t € T'(F')
tels que (t) appartienne & g(D’'(F)), autrement dit & D(F)™(U). En appliquant (1),
on obtient que f(T"(F)) = U. Cela acheve la démonstration. [J

2.3 Détordre un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure

Soit (G, G, a) un triplet quasi-déployé et a torsion intérieure. On suppose comme

toujours G(F) # 0.

Proposition. Il existe des objets H, D, d, ¢, i, q vérifiant les conditions suivantes :

(i) H est un groupe réductif connexe défini et quasi-déployé sur F ;

(ii) D est un tore défini sur F';

(iii) d € D(F);

(iv) . : G — H est un plongement défini sur F' dont I'image est un sous-groupe
distingué de H ;

(v) ¢ : H— D est un homomorphisme;

(vi) la suite

1-G5HS5D—1

est exacte;
(vii) en notant Hy = {h € H;q(h) = d}, i : G — Hy est un isomorphisme de variétés
algébriques définies sur F' tel que i(gvg') = 1(¢)i(7)u(g’) pour tous g,¢' € G, v € G ;
(viii) q(H(F)) = D(F) et ce groupe est engendré par q(Z(H; F)) et par d.

Preuve. On a construit en [W1] 1.3(6) et (7) des objets H', D', //, ¢’ vérifiant les
analogues de (i), (ii), (iv), (v), et tels que Z(H') soit connexe et soit un tore induit.
Comme on 'a dit en [I] 1.9, Pensemble Z(G) s'identifie & celui des e € G tels que ad,
soit l'identité. Fixons un élément e € Z(G). Il y a un cocycle z : T'p — Z(G) tel que
o(e) = z(o) e pour tout o € T'y. Puisque Z(H') est induit, le cocycle toz est un bord. On
peut fixer ey € Z(H') tel que o(ey) = 1o 2(c) tey pour tout 0. On pose d' = ¢'(ep).
On définit 7/ : G — H’, par '(ge) = /'(g9)exs. On voit que toutes nos conditions sont
vérifiées, sauf éventuellement la huitieme. Appliquons le lemme du paragraphe précédent
au tore D’ et au groupe U engendré par ¢'(Z(H'; F')) et d’. On obtient un tore que nous

notons D et un homomorphisme f : D — D’. Notons H le produit fibré de H' et D

au-dessus de D'. C’est-a-dire que H(F') est le groupe des (z,y) € H'(F) x D(F') tels que
¢ (x) = f(y). On note ¢ : G — H le plongement g — (//(g),1) et ¢ : H — D la projection
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(x,y) — y. La suite
1G5 HSD—1

est exacte. Cela prouve que H est connexe. On sait qu’il existe d € D(F) tel que f(d) = d'.
On fixe un tel d et on définit i : G — Hy par i(y) = (7(7),d). Les sept premicres
propriétés de I'énoncé sont vérifiées. Le groupe Z(H) est le produit fibré de Z(H') et de
D au-dessus de D’. Remarquons que d appartient a g(H(F')) : on a d = goi(7y) pour tout
v € G(F). Soit y € D(F). On a f(y) € U. On peut donc écrire f(y) = ¢'(2')(d')", avec
2 € Z(H';F) et n € Z. Posons y; = yd~". Alors y; € D(F) et f(y1) = ¢/('). L’élément
z = (2',y1) appartient a Z(H; F'). Alors y = q(z)d". Cela prouve que D(F') est engendré
par q(Z(H; F)) et par d. Puisque d appartient a q(H(F')) et que q(Z(H; F')) est inclus
dans ce groupe, on a aussi D(F) = q(H(F)). O

Pour la suite de la section, les hypotheses sont celles de ce paragraphe et on fixe des
objets vérifiant la proposition. Pour simplifier les notations, on oublie ¢ et  en identifiant
G et G & des sous-ensembles de H via ces plongements.

Soit v € G(F). La propriété (viii) entraine que

(1) tout élément de H(F) peut s’écrire v"zg, avec n € Z, z € Z(H; F') et g € G(F).

Puisque 7 appartient & Zy(v; F'), il en résulte que

(2) Zy(7; F) est le sous-groupe de H(F') engendré par v, Z(H; F) et Zg(7; F).

On a aussi

(3) Papplication naturelle Zg(v; F)\G(F') — Zy(v; F)\H(F') est bijective.

En effet, elle est évidemment injective. Les propriétés (1) et (2) entrainent sa surjec-
tivité.

Il y a une bijection M ~ MH entre Levi de G et Levi de H : M est engendré
par M et Z(H); inversement, M = G'N M*. Puisque G est & torsion intérieure, il y a
aussi une bijection M M entre Levi de G et espaces de Levi de G. On a simplement
M = M7 N G. 1l est clair que, pour tout espace de Levi M, le groupe M et les mémes
objets D, ¢, d vérifient la proposition du paragraphe précédent relativement a M.

2.4 Fonctions, intégrales orbitales, représentations

H .
&t
C®(H(F)) — C=(G(F)). Dans le cas ol F est archimédien, ces espaces sont munis
d’une topologie et cet homomorphisme est continu. On a donc un homomorphisme dual
qui, & une distribution sur G(F), associe une distribution sur H(F). Soit v € G(F),
munissons Zg(7v; F)\G(F) d'une mesure. A ces données est associée une distribution sur

G(F), qui & f € C=(G(F)) associe l'intégrale orbitale

/ f(g7"vg) dg.
Za(vF)\G(F)

D’apres 2.3(2), son image dans l'espace des distributions sur H(F') est l'intégrale
orbitale sur H(F') associée a v et la mesure sur Zy(v; F')\H(F') transportée de celle
fixée sur Zg(v; F)\G ( ) par Iisomorphisme entre ces deux quotients. Il en résulte que

Phomomorphisme resZ se quotiente en un homomorphisme res? : I(H(F)) — I (G(F)).

En sens inverse, une distribution invariante sur G( ) a support dans un nombre fini
de classes de conjugaison par G(F') s’envoie sur une distribution sur H(F') a support

De linclusion G(F) € H(F) se déduit un homomorphisme de restriction res
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dans un nombre fini de classes de conjugaison par H(F'). Autrement dit, on obtient un
homomorphisme resg’* : Dyeom(G(F)) = Dgeom(H(F)).
On a vu qu’il était plus canonique de considérer les espaces I(G(F)) @ Mes(G(F))

et Dyeom(G(F)) @ Mes(G(F))*. La suite exacte

1-GWF)—>HF)—DF)—1

induit un isomorphisme Mes(H(F')) ~ Mes(G(F)) ® Mes(D(F)). On choisit une fois
pour toutes une mesure de Haar sur D(F'). L’isomorphisme ci-dessus devient simple-
ment un isomorphisme Mes(H (F)) ~ Mes(G(F)). On a aussi un isomorphisme dual
Mes(H(F))* ~ Mes(G(F'))*. On peut voir les homomorphismes ci-dessus sous la forme

resg L I(H(F)) ® Mes(H(F)) = [(G(F)) ® Mes(G(F)),

rese”™ : Doeom(G(F)) © Mes(G(F))" — Dyeom(H(F)) © Mes(H(F))".

Pour un élément v € Gey(F), la classe de conjugaison stable de v dans G(F) est
égale a la classe de conjugaison stable de v dans H(F'). La propriété 2.3(3) implique
d’ailleurs que, si X (7) est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par
G(F) dans cette classe de conjugaison stable, c’est aussi un ensemble de représentants
des classes de conjugaison par H(F'). En choisissant des mesures comme ci-dessus, on
voit que

SC(y,rest(f)) = S" (v, f)

pour tout f € C(H(F)). Il en résulte que 'homomorphisme de restriction se quotiente
en un homomorphisme

resg : SI(H(F)) ® Mes(H(F)) — S[(G(F)) ® Mes(G(F)).
On a un homomorphisme dual

Hx st
ress” t Dygom

(G(F)) ® Mes(G(F))* — D (H(F)) ® Mes(H(F))*.

géom

Les choses sont moins simples du coté spectral. Soit (7, 7) une représentation G(F)-
irréductible de G(F). C’est-a-dire que 7 est une représentation admissible irréductible de
G(F) dans un espace complexe V; et 7 est une application de G(F) dans le groupe des
automorphismes linéaires de V; telle que 7(gvg') = 7(g)7(y)w(g’) pour tous g, ¢ € G(F)
etyeG (F). Notons x, le caractere central de 7 et prolongeons-le en un caractere 2 de
Z(H; F). Fixons vy € G(F), notons N P'ordre de d dans le groupe fini D(F)/q(Z(H; F)).
Alors 7}’ appartient & Z(H; F)G(F) et on peut I'écrire conformément )" = 29go. Le
lemme de Schur implique qu’il existe ¢g € C* tel que 7(70)Y = cox(20)m(go). Fixons
une racine N-ieme c¢ de ¢o. Pour h € H(F'), écrivons h = zgy", avec z € Z(H; F),
g € G(F) et n € Z. Posons 7 (h) = xH(2)n(g)(c717(y))". On vérifie que cela ne
dépend pas de la décomposition choisie de h et que I'application 77 ainsi définie est une
représentation admissible de H(F') dans V. Elle est irréductible puisque sa restriction 7
a G(F) lest. Introduisons le groupe localement compact D(F')" des caractéres unitaires
de D(F). La théorie de la dualité pour les groupes abéliens localement compacts nous
dit que Mes(D(F)Y) est isomorphe & Mes(D(F))*. Autrement dit, de la mesure que 'on
a fixée sur D(F) se déduit une mesure duale dx sur D(F)". Fixons une mesure de Haar
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dh sur H(F), qui détermine une telle mesure dg sur G(F). De 7, resp. !, se déduit
un caractere-distribution I9(#,.), resp. I%(x1,.), sur C°(G(F)) @ Mes(G(F)), resp.
sur CX(H(F)) ® Mes(H(F)). Pour f € C°(H(F)), on vérifie que I'intégrale de gauche
ci-dessous est absolument convergente et que l'on a 1’égalité

(1) /D(F)v (7" f(koq) @dh)k(d) " dr = I%(resa(f) @ dg).

Comme on le sait, les caracteres-distributions sont associés a des fonctions localement
intégrables trace® sur G(F) et tracemw sur H(F). Alors trace® n’est autre que la
restriction de tracem® a G(F).

Inversement, soit 77 une représentation admissible irréductible de H(F). Utilisons la
théorie de Mackey appliquée & H(F') et a son sous-groupe distingué G(F)Z(H; F’), dont
le quotient D(F')/q(Z(H; F')) est engendré par I'image de d. Cette théorie nous dit que,
si la restriction de tracem n’est pas identiquement nulle sur G(F), alors la restriction
7 de 77 & G(F) est irréductible. Notons dans ce cas 7 la restriction de 7 & G(F).
Le couple (m, %) est une représentation G(F)-irréductible de G(F). Le procédé ci-dessus
appliqué & ce couple, en prenant pour caractere x le caractere central de m#, reconstruit

7. On obtient que l'application qui, & trace 7, associe sa restriction a G(F ), est un
homomorphisme surjectif

(2)  Dapec(H(F)) = Dapee( G(F)).
Il est clair qu’il se restreint en un homomorphisme surjectif
Diernp(H(F)) = Dienyp(G(F)),

les indices temp signifiant que I'on se limite aux représentations tempérées. On a introduit
en [W2] 2.12 le sous-espace D (G(F)) C Diemp(G(F')) engendré par les caracteres de
représentations elliptiques au sens d’Arthur. On a le sous-espace analogue D, (H(F')) C

Diernp(H (F)).

Lemme. [’homomorphisme précédent se restreint en un homomorphisme surjectif

Dey(H(F)) = Dey(G(F)).

Preuve. Soient M un Levi semi-standard de G, o une représentation irréductible et de
la série discrete de M(F) et (A,7) € N9(0). Cest-a-dire que A est un automorphisme

unitaire de l'espace V,, de o, v € G(F) normalise M et on a la relation
o(ad,(z)) o A= Aoo(x)

pour tout z € M(F'). On note Wy(o) le groupe habituel de la théorie des R-groupes
(cf. [W2] 1.11) et on suppose Wy(o) = {1}. On suppose aussi que "automorphisme de
A/ Ag défini par v n’a pas de point fixe non nul. Fixons P € P(M). A laide de (A,~),
on a défini en [W2] 2.9 une représentation (m,7) de G(F). La représentation m n’est
autre que l'induite Ind%(o). Elle n’est pas irréductible en général. En la réalisant dans
son modele V. habituel, 'opérateur 7(y) est le composé des trois opérateurs

-er> Aoede V, dans Vy, ou 7' = Ind%(o o ad,);
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- e Op(7)*eoad ! de Vi dans Vi, ou 7”7 = IndGy p)(0); Op(7)"/? est un facteur
de normalisation sans importance pour nous;

- Popérateur d’entrelacement normalisé Rpjaa,(p)(0) : Var — Vi

Le caractére de 7 appartient & Doy (G(F)) (il peut éventuellement étre nul) et cet
espace est engendré par de tels caracteres.

Remarquons que cette construction s’applique pour construire Dy, (H (F')), en posant
simplement H = H.

Notons M* le Levi de H associé & M. Fixons un caractere unitaire y de Z(H; F)
qui coincide sur Z(M; F) N Z(H; F) avec le caractere central de . On prolonge o en

une représentation encore notée o de Z(H; F)M(F) par o(zz) = x(z)o(x) pour tous

z € Z(H;F) et x € M(F). Posons ol = IndAZ/I(I;E?))M(F)(a) que 'on réalise dans son

espace habituel V, . On définit un opérateur A” de V,u par
(A" f)(2) = Af(y~ ).

11 vérifie la relation

o (ad, (1)) o AT = AT o 0" ()

pour tout € M (F). Fixons § € M(F), notons [ le plus petit entier strictement positif
tel que o o (ads)! ~ o. D’apres la théorie de Mackey, la représentation o se décompose
en une somme

S0 (S®(k0q) ®..®(S® (kog)t )

de représentations irréductibles et deux a deux inéquivalentes, ou N est 'ordre de d
dans D(F)/q(Z(H;F)) et k est un caractere primitif de D(F)/q(Z(H; F)). Notons P¥
le sous-groupe parabolique de H déduit de P. On peut utiliser pour chaque composante
Y ® (ko q)" les mémes facteurs de normalisation que pour o et définir ainsi 'opérateur
Rpujaa, (pmy(X®(koq)"). Ces opérateurs se regroupent en un opérateur RpH|ad’Y(pH)(O'H).
Posons 7 = Ind¥, (). On copie la définition ci-dessus pour définir un opérateur 7 ()
de 'espace V., puis une représentation (7, #) de H(F) = H(F) (on a par définition
7l (xvy) = 7 (2)7H (v) pour tout x € H(F)). Montrons que

(3) 'image par ’homomorphisme (2) du caractere de 77 est N fois le caractere de 7.

Pour la simplicité de I’écriture, on ne distingue pas les représentations de leurs espaces
naturels. Notons ¢ : off — o Iévaluation f — f(1). Pour ¢ € o et n € 7Z, définissons
une fonction ¢, sur G(F) par ¢,(g) = € o p(7y"g). Elle appartient a Indfd;n(P)(a oady).
Puisque H(F') est réunion disjointe des v Z(H; F)G(F) pour n =0, ..., N —1 et MH(F)
est réunion disjointe des v"Z(H; F')M(F) pour les mémes n, on vérifie que 'application

(1) H = IndgH(crH) — @n:07...7N—1ITldfd;n(P)(0 o adﬁ;)
%2 = (@n)n=0,.N-1

est un isomorphisme. Il est équivariant pour les actions de G(F'). Pour tout n, définissons
une application

[ndfd;n(P) (coady) — Ind$ (o)
¥Pn =y = RP|ad§”(P)(O)(A7n © on)
C’est un isomorphisme. En composant (4) avec ces isomorphismes, on obtient un iso-
morphisme G(F)-équivariant
i = IndgH(aH) — Bpeo...N-1Ind%(0)
¥ = (Yn)n=0,.N—1
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Un simple calcul montre que cet isomorphisme transporte opérateur 7% () de I'espace
de gauche sur 'opérateur diagonal de I'espace de droite, dont chaque composante est
7(7y). L’assertion (3) en résulte.

Montrons que :

(5) ou bien la représentation (77, #) de H(F) = H(F) est somme de représentations
elliptiques, ou bien son caractere est nul.

Remarquons d’abord que, de la décomposition de o' en composantes irréductibles
résulte une décomposition en composantes pas forcément irréductibles

H

6) = IndZ(S) @ .. ® Ind%y(S® (koq)T ).

Puisque o7 0 ad,, est isomorphe o sa composante irréductible ¥ o ad,, est isomorphe a
une autre composante irréductible ¥ ® (ko q)?, avec j € {0, ..., % — 1}. Par tensorisation,
(X® (kog)™)oad, est isomorphe a ¥ ® (kogq)I ™" pour tout n € {0, ..., &' —1}. Supposons
d’abord j # 0. Puisque I'opérateur A réalise les isomorphismes ci-dessus, il permute sans
point fixe I’ensemble des composantes irréductibles de 7. 1l résulte de sa construction
que lopérateur 77 () permute sans point fixe les différentes composantes du membre de
droite de (6). Il en est de méme de 7 (zy) pour tout = € H(F). 1l est alors clair que le
caractere de 7 est nul. Supposons maintenant j = 0. Pour la méme raison, I'opérateur
7 () conserve chaque composante du membre de droite de (6) et 7 se décompose en
représentations agissant dans chaque composante. Il suffit de voir que chacune de ces
sous-représentations est elliptique ou de caractere nul. On ne perd rien a se limiter a la
premiere composante [ ndgH (32). La représentation ¥ est de la série discrete. L’opérateur
A se restreint & ¥ en un opérateur B qui vérifie

Y(ad,(z)) o B = BoX(x)

pour tout x € MY (F). Donc (B,v) € NH(Z). On voit que la restriction de 77 () a
Indf, (X) s’obtient a partir du couple (B,v) par le méme procédé rappelé plus haut
qui construit les représentations elliptiques. Il suffit de montrer que le 3 et v vérifie les
conditions requises plus haut, a savoir que 'action déduite de v dans A/ Apy est sans
point fixe non nul et que Wy(X) = {1}. La premiere condition résulte de I'hypothese sur y
et de I'isomorphisme Ay /Ag ~ Ay [ Ag. Supposons Wy(3) # {1}. Par définition de ce
groupe, on peut trouver un Levi L de H contenant strictement M tel que Ayn /Apu
soit de dimension 1 et tel que la condition suivante soit vérifiée. L’ensemble PLH(M =
a deux éléments, disons Qf et Q. Pour A € Apr ¢, on définit 3 par tensorisation de
Y avec le caractere x + e<~Hu# (@A> de MH (F). On définit 'opérateur d’entrelacement
usuel Jgngn (3,), qui est méromorphe en A. Alors cet opérateur a un pole en A = 0.
Posons L = L NG, Q = Q" N L, Q = Q" N L. Les opérateurs d’entrelacement vivent
dans le groupe dérivé de L, a fortiori dans L. Puisque la restriction de ¥ & M(F) se
décompose en 0@...dooads-1, il existe j € {0, ...,[—1} tel que l'opérateur Jgo(or0ads;)
ait un pole en A = 0. Conjuguer par ¢’ ne change pas cette propriété. Donc JQ|Q(O’)\) a
un pole en A = 0. Mais alors Wy(o) # {1} contrairement a I’hypothese. Cela acheve la
preuve de (5).

Il résulte de (3) et (5) que, si le caractere de 7 n’est pas nul, c’est I'image par
I'homomorphisme (1) d’'un élément de D, (H(F)).

La réciproque est similaire. On part cette fois d'un Levi semi-standard M de H,
d’'une représentation 3 de M (F) irréductible et de la série discréte et d’un couple
(B,7) € NHE(X). On suppose que I'automorphisme de A;u /Ay déduit de v n’a pas de
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point fixe non nul et que Wy(X) = {1}. On déduit de ces données une représentation
7 de H(F) = H(F) dans 7/ = Ind (). L'espace Doy (H(F)) est engendré par les
caracteres de telles représentations. On ne change pas la représentation 77 si 'on rem-
place le couple (B, ) par (X(z)B, zvy) pour un z € M (F). Notons que cette opération
ne change pas I'automorphisme de A,z /Ay déduit de . Puisque MY (F) s’envoie sur-
jectivement sur D(F'), on peut par un tel changement supposer ¢(y) = d, autrement
dit v € G(F). On pose M = M7 NG et on fixe § € M¥(F) N G(F). La théorie de
Mackey nous dit que la restriction de 3 a M (F') se décompose en une somme o1 @ ... D 0y
de représentations irréductibles deux-a-deux non équivalentes. Pour n =1, ..., [, on note
€n la projection sur la composante o,. Pour ¢ € 7 et n € {1,...,1}, définissons une
fonction ¢, sur G(F) par ¢,(g) = €, o ¢p(g). On vérifie que 'application

™ = @0, 1-1Ind§(0,)
© = (Spn)nzl,...,l

(7)

est un isomorphisme équivariant pour les actions de G(F'). L’opérateur B permute les
composantes o,. Par construction, I'opérateur 7(y) permute conformément les com-
posantes de la décomposition (7). Il en est de méme de 7 (zvy) pour tout z € G(F),
autrement dit de 7 (/) pour tout 4/ € G(F). On veut montrer que I'image du caractére
de 71 par ’homomorphisme (1) appartient & D.;(G(F)). Cette image ne dépend que
la restriction de ce caractére & G(F). Les composantes de (7) permutées non triviale-
ment ne contribuent pas a cette restriction. On peut donc se limiter aux n tels que o,
est conservé par B. Pour un tel n, la restriction de 7 & G(F) conserve la composante
Ind§,(0,) du membre de droite de (7). Il suffit de prouver que cette action de G(F) dans
cette composante est elliptique ou de trace nulle. Fixons un tel n, notons simplement
o = 0,, T = Ind§,(c) et A la restriction de B & o. La représentation o est de la série
discrote et on a (A,7) € N% (o). On voit que laction de G(F) dans 7 est déduite de
(A,~) par le méme procédé décrit au début de la preuve. Il suffit de prouver que (o, )
vérifie les conditions requises, a savoir que Wy(o) = {1} et que l'action sur A,/ Aq
déduite de ~ est sans point fixe non nul. Ces deux propriétés résultent comme dans la
preuve de (5) des propriétés analogues de (X, ). Cela acheve la preuve. [J

2.5 Endoscopie
Du coté dual, on a une suite exacte
1D HLSG o1
qui est équivariante pour les actions galoisiennes. Cette suite s’étend en une suite exacte
15D PgAtg .

Soit G’ = (G, G, s) une donnée endoscopique pour (G, G) (on oublie a qui est trivial).
Fixons s € H qui s’envoie sur s. Cet élément est uniquement déterminé modulo D, a

A~

fortiori modulo Z(H). On a une suite exacte
1—>l§—>H3H—>C¥S—>1.

Notons #’ I'image inverse de G’ dans “H. Pour tout w € W, fixons g, = (9(w),w) € ¢’
tel que ad,, agisse par we sur G' = G5. Relevons g, en h,, = (h(w),w) € H'. Alors
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I’action w +— adp,, munit I:ISH d’une action de Wpg, qui se quotiente en une action de
'z qui préserve une paire de Borel épinglée. On peut introduire un groupe reductif H’
défini et quasi-déployé sur F' de sorte que [:[SH, muni de 'action précédente, s’identifie
au groupe dual H' de H'. On a une suite exacte

1—>G’—>H’i/>D—>1.

Pour (g, w) € G, on a une égalité sqw(s)~ = a(w)g, ot a : Wp — Z(G) est un cocycle
qui est un cobord. Il en résulte qu’il existe un cocycle a :: Wp — Z (17 ) de sorte que
sghw(sy)™' = aff (w)h pour tout (h,w) € H'. En notant a la classe de a?, on voit
que H' = (H',H’, s;) est une donnée endoscopique pour le triplet (H, H = H,a'’) (nous
noterons simplement ce triplet comme un couple (H,a'?)). Evidemment, a? appartient
au noyau Ker de I'homomorphisme

H'(Wr; Z(H)) — H'(Wr: Z(G)),
ou encore a I'image de I’homomorphisme
H'(Wg; D) — H'(Wp; Z(H)).
Inversement, soit afl un élément de Ker et soit H = (H’,H/, sy7) une donnée endosco-

pique pour le couple (H,a!). On a une injection D € Z(H) C Z(H'), d’ot une surjection
H' — D dont le noyau est connexe. On note GG’ ce noyau. On note G’ la projection de H’
dans “G et s la projection de s dans G. Alors (G',G’, s) est une donnée endoscopique
de (G, G).

Il est assez clair que les correspondances ci-dessus se quotientent en des bijections
entre I'ensemble des classes d’équivalence de données endoscopiques pour (G, é’) et la
réunion sur les éléments a” € Ker des ensembles de classes d’équivalence de données
endoscopiques pour (H,af’). Cette bijection préserve lellipticité : G’ est elliptique si et
seulement si H' lest.

Soient G’ et H’ comme ci-dessus. On a construit I'espace endoscopique G = G’ x Z(@)
Z(@). Or Z(G) c G s’envoie dans H par 7, plus précisément dans Z(H). On a une injec-
tion Z(H) — Z(H'). Puisque G’ s’envoie lui-aussi dans H', on en déduit une application
naturelle 7/ : G’ — H'. Elle est définie sur F. Par construction, son image est contenue
dans l'image réciproque de d € D(F') dans H’'. Puisque cette image réciproque est une
unique classe a gauche modulo G’, 'image de 7’ est exactement cette image réciproque.
Soient v € Gys(F) et § € G',(F). On a défini en [I] 1.10 la propriété : et § se corres-
pondent. Cette notion est relative aux données ambiantes G et G'. C’est-a-dire que, si on
considere maintenant v comme un élément de Hys(F) et 6 comme un élément de H. (F),
on a une autre notion de correspondance relative aux données ambiantes H et H'. On
vérifie qu’en fait, ces deux notions coincident. Cela résulte du fait qu’il y a une bijection
évidente entre paires de Borel pour G, resp. GG', et paires de Borel pour H, resp. H'.

Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la donnée G’ est relevante;
(ii) d appartient a ¢'(H'(F)) ;
(iii) d appartient a ¢/(H'(F)) et al = 1.
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Preuve. La donnée G’ est relevante si et seulement si G'(F) n'est pas vide ([I]
lemme 1.9). Puisque G'(F) est 'ensemble des h € H'(F) tels que ¢'(h) = d, on obtient
'équivalence entre (i) et (ii). Evidemment, (iii) entraine (ii). Supposons G’ relevante.
Soient v € Gys(F) et § € G',(F) deux éléments qui se correspondent, avec y € Ghey(F).
Comme on vient de le dire, il se correspondent aussi pour les données ambiantes H et
H', et on a encore v € Iflreg(F). L’élément afl provient d’'un élément aP € H*(Wp; 15)
Ces éléments déterminent des caracteres w de H(F) et w? de D(F). On a w” = wPoq.
D’apres [KS| lemme 4.4.C, w est trivial sur H,(F). D’apreés 2.3(2), w' est trivial sur
v et sur Z(H; F). Donc wP est trivial sur () = d et sur ¢(Z(H; F)). 1l I'est aussi sur
le groupe engendré par d et q(Z(H;F)), c’est-a-dire D(F) tout entier. Donc w?” = 1.
Puisque D est un tore, cela entraine que a” = 1, donc aussi a”/ = 1. O

Supposons G’ relevante. Alors les objets H', D, d, ¢’ et les plongements que 1'on a
définis de G’ et G’ dans H’ vérifient la proposition 2.3 relativement & (@, G’ ). En effet,
puisque D(F) est engendré par q(Z(H; F')) et d et puisque Z(H) C Z(H'), D(F) est a
fortiori engendré par ¢'(Z(H'; F')) et d. Fixons des données auxiliaires Hj, H, = H|, C,
51 , AT pour H'. On note G et G, les images réciproques de G’ et G’ dans H!. On a
une suite exacte

1-G, = H —-D—1

d’out dualement
~ / /
1—-D—=tH -G, — 1.
Le plongement ng cH — TH, | se quotiente en un plongement

&:G =H/D—"G,="H,/D.

Les données G/, é”l, Ch, él sont des données auxiliaires pour G’. Notons A, la restriction
de A¥ aux couples (8,7) d’éléments qui se correspondent tels que § € G} (F), v € G(F).
Il est facile quoique fastidieux de vérifier que A; est un facteur de transfert complétant
nos données auxiliaires. On a un homomorphisme de restriction

Tesg/ : c)\l(Hl(F)) — c)q(G, (F))’

ou encore

Tesg,i S H{(F)) © Mes(H'(F)) = CZ5, (Gy(F)) ® Mes(G'(F)).

Comme en 2.4, il se quotiente en un homomorphisme

7“68~ . ST, (H|(F)) ® Mes(H'(F)) — SIy, (G} (F)) ® Mes(G'(F)).

Du fait que A est la restriction de Al résulte que le diagramme suivant est commutatif

T‘(iSH

CR(H(F))® Mes(H(F)) —  CX(G(F)) @ Mes(G(F))
Jtransfert dtransfert

SDy(H{(F) @ Mes(H'(F)) =" SLy(GY(F)) ® Mes(G'(F))

/

Si on fait varier les données auxiliaires pour H’, on voit que les applications res-! se
1
recollent en un homomorphisme

rese, : SI(H') @ Mes(H'(F)) — SI(G') @ Mes(G'(F)).

20



Le diagramme ci-dessus devient un diagramme commutatif

Cx(H(F))® Mes(H(F)) —% Cx(G(F)) ® Mes(G(F))
dtransfert I transfert

!
resH

SIH) ® Mes(H'(F)) %' SI(G') ® Mes(G'(F))

2.6 L’application ¢

On suppose de nouveau, et jusqu’a la fin de 'article, que F' est non-archimédien.

Remarque. On reprend cette hypothese parce que nous allons travailler avec des
objets que nous n’avons défini que dans le cas non-archimédien. Mais s’il anticipe les
définitions nécessaires dans le cas archimédien, le lecteur verra que la suite de cette
section vaut aussi dans ce cas.

On a la suite exacte
O%Ag—)AH—)AD—)O

On a introduit en [II] 1.6 ’ensemble A@F et 'application Hg : G(F) — /I@,F. On
peut identifier A@ » & 'image de G(F) dans Ay par application Hy (avec une double
signification de la lettre H) et ]jlé’ » & la restriction de cette application Hy a G(F).

On a introduit en [II] 1.6 les espaces Cgg(G(F)) et I,.(G(F)). On voit que I'applica-
tion linéaire resg : CX(H(F)) — C*(G(F)) se prolonge en une application linéaire

H .
&t

resg : Cot(H(F)) — C2(G(F)). Celle~ci se quotiente en une application linéaire res

Lc(H(F)) = Loo(G(F)). X

Soit M un espace de Levi de G. On fixe un sous-groupe compact maximal spécial
K" de H(F) en bonne position relativement a M. Posons K = G(F) N K*. C’est un
sous-groupe compact maximal de G(F") en bonne position relativement a M. On a défini

en [W2] 6.4 une application linéaire

d41 + Cac(G(F)) ® Mes(G(F)) = Le(M(F)) @ Mes(M(F)).

Remarquons que la mesure fixée sur D(F') détermine encore un isomorphisme Mes(M* (F)) ~
Mes(M(F)). On a un diagramme

C2(H(F)) ® Mes(H(F)) i C=(G(F)) ® Mes(G(F))
Gam ; Loy

Tes - ~

Le(MY(F)) @ Mes(M"(F)) =% L (M(F)) ® Mes(M(F))
Lemme. Le diagramme ci-dessus est commutatif.

Preuve. Pour simplifier, on fixe sur les groupes G(F) et M(F') des mesures de
Haar compatibles. Il s’en déduit des mesures de Haar sur H(F) et M (F). Cela nous
débarrasse des espaces de mesures. Soit 7/ une représentation tempérée irréductible de
MU (F). Notons 7 sa restriction & M (F) et supposons que le caractere de cette restriction
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n’est pas nul. Soit X € AM,F C Apu. Soit f € CX(H(F)), posons ¢ = res’ (f) On a

défini en [W2] 6.4 les termes Jit, (7", X, f) et Jg(%,X, ©). On va les comparer. Notons
D(F). le plus grand sous-groupe compact de D(F') et D(F') son groupe des caracteres.

On prolonge chaque élément de D(F)! en un caractere unitaire de D(F'). Pour chaque

k € D(F)Y, on dispose de la représentation 7 @ (ko ¢q) de H(F). On note mes(D(F).)
la mesure de D(F)., vu comme sous-groupe ouvert de D(F'). Montrons que

(1) J]\GZ(%,X, ) = mes( Z JE(m" @ (ko q), X, f)r(d)™

KED(F)Y

Montrons d’abord que la somme est finie. Soit P# € P(M*). Pour A € i A% ,;, posons
1Y = Ind%, (7il). La fonction f n’intervient dans la définition de J{1, (77 @ (koq), X, f)
que via des opérateurs (IT¥ @ (ko q))(f). Notons U le plus grand sous-groupe compact
de Z(H; F) et x la restriction & U du caractere central de 7. Les opérateurs ci-dessus
ne dépendent que de la fonction f, sur H(F') définie par

— [ femxine o) d=
U

Fixons un sous-groupe U’ C U ouvert et d’indice fini tel que f et y soient invariants par
U'. Alors f, est nulle si k n’est pas trivial sur ¢(U’). Puisque ¢(Z(H; F')) est d’'indice fini
dans D(F), q(U’) est d’indice fini dans D(F').. Il n’y a qu'un nombre fini de s triviaux
sur q(U’), d’ou l'assertion de finitude.

Par définition,

IS (7, X, ) = / TG (75, p)e” M dA.
’ARI,F

Expliquons cette formule. Ici A}, » = 1A}, /iAy, g, out 1A},  est le sous-groupe des
A € 1Ay, tels que < A\, Hy(v) >€ 2inZ pour tout x € M(F). On a relevé tout élément
A € 1A}, p en un élément A € A} ;. L'expression ci-dessus ne dépend pas du relevement

choisi. Enﬁn la mesure sur Z.A}*M F est de masse totale 1. On a une suite exacte

0—iAp = iAys = iAy —0
dont on déduit une suite exacte
0 —iAp p — iAyn p — iAy p — 0,

avec des notations imitées des précédentes. La formule ci-dessus se récrit

JG (7, X, ) = / TG (7tr, p)e” M .

]MH F/ZAD F

L’expression Jz\%(fr,\,@) est construite a l'aide d’opérateurs d’entrelacement et de
Popérateur IT,(¢), ot IT, = Ind%(fr,\) pour un élément fixé P € P(M). Les opérateurs
pour les représentations induites de 7, étant les restrictions des mémes opérateurs pour
les représentations induites de 7| la formule 2.4(1) se généralise en

SiEe)= [ el feo () dn
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Le groupe D(F)" s'identifie au produit D(F); x i A}, . Si on munit le groupe discret
D(F)! de la mesure de comptage et le groupe iA}, » de la mesure de masse totale 1,
Iidentification ci-dessus envoie la mesure sur D(F)Y sur mes(D(F).)~" fois celle sur
D(F); x 1A}, . D’ou

JAC:;}(%AaSO) = mes( Z / JﬁH (3, fulk 0 q))k(d)te<r Hpld)> g,

KED(F

ot on anoté f, la fonction z — f(x)e<*H1(®> sur H(F). La somme en & est finie pour la
méme raison que ci-dessus. Le terme J7, (i, fu(moq)) est construit a I’aide d’opérateurs
d’entrelacement et de 'opérateur T4 ( fﬂ(moq)) ot IT{ = Ind%, (7)) pour un élément fixé
P e P(MHM). Les opérateurs d’entrelacement vivent dans G(F') et sont insensibles a la
torsion par un caractére se factorisant par g. On a aussi IT{ (f.(koq)) = (I, ,®(r0q))(f)

et Hﬂﬂ ® (ko q) n'est autre que Ind?, (7 @ (k © ¢))rs,). On obtient
Ty (' fu(k 0. @) = Typs (7" @ (50 @) i f)-
D’ou

JE(%,X,Q@):mes Z /

KED(F MH F/ZAD F

/ JI (7" @ (k0 q))agp, f)r(d)tem<mHDD> gy o=<AX> gy
i A

g B,F
Puisque X € A,;, sa projection dans Ap est Hp(d), donc < p, Hp(d) >=< pu, X > pour
tout u € 1A} . La double intégrale ci-dessus se recompose en une intégrale unique

JA%(%,X, ©) = mes(D(F),)~! Z /{(d)—l/ TH (7 @ (k0 @)y, fe™ <> d.

KED(F)Y WAy

cette derniere intégrale n'est autre que Jit, (7" @ (ko q), X, f), ce qui prouve (1).

Un raisonnement facile, similaire a celui fait en [W2] 6.4, permet d’étendre la relation
(1) a une fonction f € CS2(H(F')). Posons ¢y = 'r’es%H (¢pre(f)). En appliquant (1) au
cas G = M et a la fonction ¢pu(f)), on obtient

(2)  IVFE X eq) =mes(D(F)) ™ Y w(d) M (7 @ (k0 q), X, g ().

KED(F)Y

Par définition de ¢y,#, les membres de droite de (1) et (2) sont égaux. Donc aussi les
membres de gauche. Par définition de ¢, cela signifie que ¢ = @7 (), autrement dit

TGS 5 (¢MH(f)) = ¢M(T€3g(f))- O

2.7 Intégrales orbitales pondérées équivariantes

Soit M un espace de Levi de G. On fixe un sous-groupe compact maximal spécial
K" de H(F) en bonne position relativement & M. Posons K = G(F) N K. C’est un
sous-groupe compact maximal de G(F') en bonne position relativement a M. Soient f €
C®(H(F)) et v € M(F) N Ghey(F). On définit comme en [T1] 1.2 les intégrales orbitales

pondérées J, (v, f) et JE(%resg(f)). On suppose que les mesures sur M, (F)\G(F)
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et MI(F)\H(F) se correspondent par la bijection 2.3(3). On suppose aussi que les
mesures sur A§, et Afﬁ, nécessaires pour définir des intégrales orbitales pondérées se
correspondent via I'isomorphisme naturel entre ces deux espaces. On vérifie que les fonc-
tions poids vy, et vyu, qui sont définies sur ces deux quotients, se correspondent par la
bijection. Il en résulte que les deux intégrales ci-dessus sont égales.

En appliquant la définition de [II] 1.6, le lemme du paragraphe précédent permet d’en
déduire par récurrence la meéme égalité des intégrales pondérées invariantes

18 (y,rest () = I (v, ).

A partir de cette égalité, les choix effectués ci-dessus de sous-groupes compacts maximaux
n’ont plus d’importance. Les choix de mesures disparaissent aussi : on a ’égalité

N -
Ig('y,resg(f)) = IﬁH(resg (), 1),

pour tout vy € Dgégm(]\;[(F)) ® Mes(M(F))* @ Mes(D(F))* a support formé d’éléments

G-fortement réguliers et tout f € C°(H(F)) @ Mes(H(F)).

2.8 Intégrales orbitales pondérées stables

On utilisera plus loin la propriété suivante :

(1) soit ¢ € C=(G(F)) dont I'image dans SI(G(F)) est nulle; alors il existe f €
Ce(H(F)) dont 'image dans SI(H(F)) est nulle et telle que ¢ = res2 (f).

Fixons un sous-espace s défini sur F' de 3(H) supplémentaire de 3(G). Fixons un

voisinage ouvert u de 0 dans s(F'). Si u est assez petit, 'application

G(F)xu — H(F)
(7. X) = exp(X)y

est un isomorphisme de G(F) x u sur un voisinage ouvert i de G(F) dans H (F) invariant
par conjugaison et par conjugaison stable (siy € U est fortement H-régulier, sa classe de
conjugaison stable dans H(F') est contenue dans ¢). On fixe une fonction ¢ € C°(s(F'))
a support dans u et telle que 1 est constante de valeur 1 dans un voisinage de 0. On
définit f; sur G(F) x u par fi(7,X) = 1(X)ep(7). On transporte f; par Visomorphisme
ci-dessus en une fonction sur U, que 1’on prolonge par 0 hors de ¢ en une fonction f sur
H(F). Cette fonction répond a la question.

Soit M un espace de Levi de G. On a défini SJ‘%(& f) pour tout 6 € D;éOm(M(F)) ®
Mes(M(F))* et tout f € C2°(G(F)) ® Mes(G(F)). On sait aussi définir St (8, 1) pour
tout & € DsL,, (M"(F)) @ Mes(M"(F))* et tout f € C*(H(F)) ® Mes(H(F)).
Proposition. Soit § € D;éom(M(F)) ® Mes(M(F'))*. On suppose que le support de &
est formé d’éléments fortement réguliers dans G(F).

(i) Pour tout f € C*(H(F)) ® Mes(H(F)), on a I'égalité

SG(8,resd () = M, (res™” (8), £).

(ii) La distribution ¢ Sg(&, ) est stable.
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Preuve. Posons ¢ = resg(f) et recopions la définition [II] 1.10(8) :

(2)  S%(8,p) =I5(6,¢) - > ix(G,G'(5))Sp V(8,05 C)).

s€Z(M'F JZ(G)F s#£1

D’apres 2.7, le premier terme est égal & I, (res%H((s), f). Parce que Z(Mq) est un tore

induit, 7 (Mad)FF est connexe et ’lhomomorphisme naturel
Z(M)'F | Z(C)'F — Z(Mag)'"
est bijectif. Mais M,y = M D’ot1t un isomorphisme
Z(NIYr [ 2B = Z(N)" [ Z(G)T.

Pour un élément s de cet ensemble, on a une donnée endoscopique G'(s) de (G,G)
déduite de M et de s et on a une donnée endoscopique H'(s) de H déduite de M¥ et
de s. On voit que la donnée H'(s) est déduite de G'(s) par la correspondance définie en
2.5. Que I'une des données soit elliptique équivaut a ce que 'autre le soit. Montrons que
(3) iy (G, G'(5)) = iy (H, H'(s)).
On peut supposer les données elliptiques, sinon les deux membres sont nuls. On a la
suite exacte

1—D— H(s) = G'(s) = 1.
Les groupes adjoints H'(s)ap et G'(s)ap sont égaux. L'image de M dans le premier
est égale a celle de M dans le second. On a donc comme plus haut 1’égalité

Z(M")'r [ Z(H' ()" = Z(M)'F /(G (s))"".

Les homomorphismes
Z(M)'F | Z(G)'r — Z(M)' )/ Z2(C (s)'

et R R A R

Z(M™M)'r [ Z(H)'r — Z(M")'r [Z(H(s))'
s'identifient. Puisque i (G, G'(s)), resp. iyu (H, H'(s)), est V'inverse du nombre d’élément
du noyau du premier homomorphisme, resp. du second, (3) s’ensuit.

Pour s # 1, on peut admettre par récurrence la proposition que I’on cherche a prouver.

Modulo quelques formalités, elle affirme que

(s (s (s (s H /(g
Snt (8, resg o) (F19)) = Syl (resyy *(8), £7).

G'(s) H'(s

Comme on l'a dit en 2.5, on a I’égalité ¢ = TesG/Esg(fH/(s)). L’égalité précédente

devient

(s (s (s H (s
S (8, %) = S (restd™(8), £1)),

Le membre de droite de (2) devient

Lin(resyy (8),f) - > inrr (H, H' () Sos) (res™ " (8), £7)),

s€Z(MEF |Z(H)'F s#1
ce qui n'est autre que ST, (res%H(é), f). Cela prouve le (i) de I’énoncé.
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Soit ¢ € CX(G(F)) ® Mes(G(F)) dont I'image dans SI(G(F)) ® Mes(G(F)) est
nulle. D’apreés (1), on peut choisir f € CX(H(F)) ® Mes(H(F)) dont l'image dans
SI(H(F)) ® Mes(H(F)) est nulle et telle que ¢ = resZ(f). On veut prouver que

MH «

S]\G;[(é,go) = 0. D’apres (i), il suffit de prouver que SﬁH(TGSM (6),f) = 0. Mais on

est maintenant dans la situation d’un groupe non tordu et I'assertion a été prouvée par
Arthur, cf. 1.1.0J

2.9 Intégrales orbitales pondérées endoscopiques

Soit M un espace de Levi de G.

Proposition. Soit v € Dy¢om(M(F)) @ Mes(M(F')). On suppose que le support de ~y
est formé d’éléments fortement réguliers dans G(F).
(i) Pour tout f € C°(H(F)) ® Mes(H(F)), on a I'égalité

199y, res?(£)) = I8 (res™ " (v). £).

(ii) Pour tout ¢ € C°(G(F)) ® Mes(G(F)), on a I'égalité

. ~
IS (v, @) = I3 (7, ).

Preuve. On peut fixer une donnée endoscopique M/ = (M’, M', () de (M, M), qui est
elliptique et relevante, et un élément 6 € D;gom(M' ) et supposer que 7y est le transfert
de 4. On a alors

IAGZ’g("/, resg(f)) = []\ng(M/a d, 'f’esg(f))-

Il y a un cocycle a : Wp — Z(M) défini par Cmawyy ()~ = a(w)m pour tout (m,w) €
M'’. Comme toujours, on suppose qu’il prend ses valeurs dans Z(G), ce qui est possible

~

quitte & multiplier ¢ par un élément de Z(M). On a alors

(1) [Ac:j[’g (7, T€Sg(f)) = Z iM/<éa é/<8))51\(j[',(5)<67 (T€8g<f))G/(s)).

s€CZ(M)'F /Z(G)'F

A partir de M/, on construit une donnée endoscopique M = (M, M'H (1) de MH.
Le lemme 2.5 et 'hypothese de relevance de M’ assurent que c’est bien une donnée
endoscopique pour le caractere trivial de M. De plus, le cocycle a*? associé & ces données
vérifie automatiquement la condition analogue a celle vérifiée par a. Comme dans le
paragraphe précédent, la projection naturelle induit un isomorphisme

CHZ(M™)TF [ Z(H)'r = CZ(M)T [ Z(G)™.

Identifions ces deux ensembles. Pour un élément s dans cet ensemble commun, la donnée
H'(s) se déduit de G'(s) par le procédé de 2.5. L'une de ces données est elliptique si et
seulement si I'autre 'est. Montrons que

(2) i3 (G G/(5)) = g (H', H'(5)).

L’argument est le méme qu’en 2.8(3). On peut supposer les données elliptiques sinon
les deux membres sont nuls. Le premier terme est le nombre d’éléments du noyau de
I’homomorphisme

Z(M)'F)Z(G)'F — Z(M')'F [ Z(G ()"
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Le deuxieme terme est le nombre d’éléments du noyau de I’homomorphisme
Z(M™)'r | Z(H)'F — Z(M )T ) Z(H ()"

Mais ces homomorphismes s’identifient et (2) en résulte.

Comme on 'a dit en 2.5, on a I'égalité (Tesg(f))G'(s) = Tesg:g(fﬂl(s)). Remarquons
que l'on peut supposer que § est a support dans I'ensemble des éléments semi-simples
de M’ (F) qui correspondent a un élément du support de . Alors le support de § est
formé d’éléments qui sont fortement réguliers dans H'(s). Modulo quelques formalités,
la proposition 2.8(i) nous dit que

/

S8, (resl(£))F'®) = S (reshh,”(8), £1C)).

Le membre de droite de (1) devient

> iy (L H'())Syus) (reshy ™ (8), £79)).
seCHZ(MH'F /Z(H)'F
Ceci n’est autre que Iﬁ’i(M,H, TGSM,H’*((”, f), ou encore Iﬁ’g(transfert(resM,H’*(é)), f)
. Mais, par dualité a partir du dernier diagramme de 2.5, on a 1’égalité

transfert(resM,H’*(é)) = res%H’*(transfert((s)) = res%H’*('y).

Le membre de droite de (1) est donc égal a Iﬁg (T@S%H’*('y), f) et cela démontre le (i)
de I"énoncé.
Pour ¢ € C®°(G(F)) ® Mes(G(F)), on choisit f € C®(H(F)) ® Mes(H(F)) tel que
p = resg(f). Dans la situation d’'un groupe non tordu, on peut appliquer 1.1 : on a
I'égalité
IS (res™™ (5), £) = I (res™ " (v). ).

MH M
On a vu en 2.7 que le membre de droite était égal a IA%(')/, ). Le (i) de 'énoncé nous

dit que le membre de gauche est égal a Ig’g('y, ). D’ou le (ii) de I'énoncé. [
3 Passage a un revétement

3.1 Définition des homomorphismes de passage

On fixe pour toute la section un triplet (G, G, a) tel que G = G. Mais a est quelconque.
On considere un sous-tore Z C Z(G) et un groupe réductif connexe Gy. On suppose
donné un homomorphisme ¢ : Gy — G. Ces trois données sont définies sur F'. On pose
G, = Z x Gy et on prolonge ¢ par l'identité sur Z. On obtient ainsi un homomorphisme
encore noté q : G, — G. On suppose qu’il sinscrit dans une suite exacte

155 596G 561

ou =, est un sous-groupe fini central. On note = la projection de =, dans G4. Notons que
=, — = est bijective puisque Z est inclus dans G.
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Exemples. On peut prendre Z = Z(G)" et Gy = Ggc. Ou bien, supposons que G soit
un Levi d'un groupe H. On note Gy, son image réciproque dans Hgc. On peut prendre
Z =Z(H)? et Gy = Gq..

On suppose que w est trivial sur ¢(G,(F')). On fixe une mesure de Haar sur Z(F).
Il s’en déduit une identification Mes(Gy(F')) ~ Mes(G,(F)). Puisque I'homomorphisme
q: Gy(F) = G(F) est un isomorphisme local, on a aussi un isomorphisme Mes(G,(F')) ~
Mes(G(F)) : deux mesures se correspondent si elles se correspondent localement. D’ou
aussi Mes(Gy(F)) >~ Mes(G(F)).

L’action adjointe de G(F') sur lui-méme se remonte en une action de G(F') sur Gy(F).
Fixons un voisinage ouvert V; de 1 dans Gy(F') invariant par cette action de G(F') et tel
que x € V; si et seulement si la partie semi-simple de x appartient a V4. On suppose V}
assez petit pour que V3 NEV; = 0 pour tout £ € Z(F) — {1}. On pose V = ¢(Z(F) x V}).
Alors ¢ se restreint en un isomorphisme de Z(F') x V; sur V.

Rappelons que I'on a défini en [I1] 1.6 les espaces C29(G(F)) et I,.(G(F),w). On note
C2(V),resp C2(V), I(V,w), Le(V,w), Dyéom(V,w) , Uespace des éléments de C°(G(F)),
resp C2(G(F)), I(G(F),w), 1..(G(F),w), Dyeom(G(F),w), & support dans V.

Le groupe q(G,(F")) est un sous-groupe distingué de G(F'), qui est ouvert et d’indice
fini. Fixons un ensemble U de représentants du quotient

Gy (F)\G(F).
Pour f € C*(V) et u € U, on définit une fonction (*f)g, sur V; par (“f)g,(v) =
f(u™ q(x)u) pour tout z € V. On définit une application linéaire
Lo, CZ(V) = CZ (V)
par ta,q(f) = U™ Y e w(@)(“f)e,. Elle dépend du choix de Y.
En sens inverse, on définit une application
taq, - O (V) = C(G(F))

de la fagon suivante. Pour ¢ € C°(Gy(F)), f = tg,6,() est la fonction sur G(F) qui est
nulle hors de V' et qui vérifie f(zq(xy)) = p(z3) pour tout z € Z(F) et zy € Vj.

Fixons un sous-tore maximal 7" de G et notons T} son image réciproque dans Gy. De
la méme facon que ci-dessus, on a un isomorphisme Mes(T'(F')) ~ Mes(Ty(F)). Fixons
des mesures de Haar sur Ty(F) et Gy4(F'), donc aussi sur T'(F) et G(F). Alors, pour
ty € Ty(F) N Gyreg(F), lintégrale orbitale 1% (t;,.) est bien définie. C’est un élément
de D yeom(G3(F)). De méme, pour t € T(F) N G,ey(F), Uintégrale orbitale I9(¢,w, .) est
bien définie. C’est un élément de Dy¢m(G(F),w). Notons cr le nombre d’éléments de
I’ensemble de doubles classes

Gy (F)\G(F)/T(F).
Lemme. Soientt; € Ty(F)NV; et z € Z(F). Posons t = q(t;) et supposons t € Geq(F).
(i) Soit f € C(V), posons ¢ = 1g, a(p). On a I'égalité
1 (tw, f) = 1%Ly, o).
(ii) Soit v € C°(V;), posons f = ig,g,(y). On a I'égalité

o] 3 )14 (ad,1 (1), @) = 12t 0, f).

ueld
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Preuve de (i). On a par définition

19 (ty, UL S () DO (1)1 / F(ug(5 ) do.

uel Ty (F)O\Gy(F)

On voit que cette expression ne dépend pas du choix de 4. On peut fixer des en-
sembles de représentants U’ du quotient ¢(G,(F))\q(G,(F))T(F) et U” du quotient
¢(Gy(F))T(F)\G(F) et supposer que U est 'ensemble des produits v'u” avec v’ € U’ et
u” € U”. On peut de plus supposer que YU’ C T'(F'). On obtient

I%(ty, 0) = U7 Y w7 Y w(u) D% (ty)"?

e’ u'eu’

/ A"y (@) gl Myl do.
Ty (F)\Gy(F)

Pour ' € U' C T(F), l'action ad,' sur Gy4(F) normalise T;(F) et définit un auto-
morphisme de T;(F)\Gy(F) qui préserve la mesure. D’autre part, cette action fixe .
Par changement de variables, on voit que le terme u' disparait de l'intégrale intérieure.
L’expression ci-dessus devient

I%(t, 0) = dU"| 7" Y W(u")DG“(tﬁ)l/Q/ F") g™ ta)u") da,

A= Ty(F)\Gy (F)

ou
d=u" Z w(u').
u' €U’
Si w est non trivial sur T(F), d est nul et I%(t;, o) = 0. Mais lintégrale orbitale
I9(t,w, f) est nulle elle aussi, d’ou I'égalité voulue dans ce cas. Supposons que w est
trivial sur T(F). Alors d = 1. Pour tout u” € U”, Papplication

LFNGy(F) — TFNG(F)
x > q(z)u”

est un isomorphisme de ’espace de départ sur un ouvert fermé de 'espace d’arrivée. Il
respecte les mesures par définition de celles-ci. Par définition de U” et parce que Z C T,
T(F)\G(F) est réunion disjointe des images de ces applications quand v” décrit U”. On
obtient
Io4(t0) = WD) [y tgety) dy
T(F\G(F)
I est clair que D (ty) = DY(t). Par définition, on a ¢ = [U”|. Alors la formule ci-dessus
équivaut a
I%(ty, ) = ' TI9(t,w, f),

d’ott le (i) de I’énoncé.

Le (ii) se démontre de fagon analogue. [J

Ce lemme entraine que les applications linéaires définies ci-dessus se quotientent en
des applications linéaires

toy6 o I(V,w) — I(V;)
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et
la,Gy * [(‘/ﬁ) — [ac(V, w).

Ces applications ne dépendent pas du choix de ’ensemble ¢/. Dualement, on a des ap-
plications linéaires
1y, Doeom(Vi) = Dogeom(V, ),

LaGu t Dgeom(V,w) = Dgeom(Vi)-

Décrivons plus completement ces applications. De I'action adjointe de G(F) sur G4(F)
se déduit une action de G(F) sur Dygom(Vi). Notons Deom (V;)¢F) le sous-espace des
Y € Dyeom (Vi) tels que ad(g)(y) = w(g)y pour tout g € G(F'). Puisque cette action se
quotiente en l'action du groupe fini ¢(G,(F))\G(F'), on a une projection naturelle

P Dyeom(V3) — DgéOM(Vti)G(F)’w-

Notons d’autre part Do (V,w)y le sous-espace des éléments de Dgeom(V,w) a support
dans g(V;). Alors if;,  se factorise en

L

" Gy.G
DQéOM(Vﬁ) 5 DgéOM(V&)G(F)’ = Dgéom(Vv W)ti - DgéOM(Va W)-

En sens inverse, tout élément v € Dyeom(V,w) s’écrit de fagon unique v =3 . 2(F) %Y 2>
o1y, € Dy¢om(V,w)y et v, = 0 pour presque tout z. Notons «y, ; I'élément de D yeom (Vi) G
tel que v, = 1§y, (7. 4)- Alors

LZ‘,Gﬁ(’Y): Z RExT

z€Z(F)

Remarquons que nos applications dépendent du choix de V;. Mais, pour deux tels
voisinages, les applications relatives a chacun de ces voisinages coincident sur l'intersec-
tion de leurs domaines de définition. En particulier, Lan,G se restreint en une application
surjective

Danip(G4(F)) = Donip(G(F), ).

On note encore szﬁ « I'application obtenue en tensorisant ces espaces par les espaces de
mesures adéquats.

3.2 Les termes p;

Soit M un espace de Levi de G. On note My, resp. M,, son image réciproque dans
Gy, resp. G,. Remarquons que 'application naturelle

q(M,(F)\M(F) = q(Gy(F)\G(F)

est bijective. Son injectivité est immédiate. Pour la surjectivité, il suffit de traiter le cas
ot M est un Levi minimal de G. On fixe P € P(M) et on note P, son image réciproque
dans G,. Alors (P, M,) est aussi une paire parabolique minimale de G,. Pour g € G(F),
ady(P,, M,) est encore une paire parabolique minimale de Gy. Deux telles paires étant
toujours conjuguées par un élément de G,(F'), on peut multiplier g a gauche par un
élément de ¢(G,(F)) de sorte que ad, conserve (P, M,). Mais alors ad, conserve (P, M)
donc g € M(F). D’ou la surjectivité requise.
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En conséquence, on peut supposer que I'ensemble U de 3.1 est contenu dans M (F).
On voit que les applications linéaires définies en 3.1 commutent au passage au terme
constant. C’est-a-dire que, pour f € I(V,w) ® Mes(G(F')), on a 'égalité

e (Furw) = (Laya(f)a,)

et, pour ¢ € I(V4(F)) @ Mes(G4(F)), on a I'égalité

e, (Pag,) = (La,cy () e

On a des formules duales de commutation a I'induction.

L’application ¢ se restreint en une bijection entre les ensembles d’éléments unipotents
de My(F') et de M(F). On a aussi une bijection entre les ensembles de racines ¥(Ayy,) et
Y(Anr). Enfin, de g se déduit un plongement g : Ay;, — Aps. Soit u un élément unipotent
de My(F) et v € 3(Apg,). On a défini un élément p%(a,u) € Ay, en [I1] 1.4. Modulo
I'identification ci-dessus, on a aussi un élément p (o, q(u)) € Ay. On a

(1) p%(ev, q(u)) = q(p (e, u)).

Preuve. On n’en donne qu’une esquisse. On montre d’abord la méme égalité pour les
termes primitifs définis par Arthur, c’est-a-dire Pégalité p@ 47 (a, q(u)) = q(p“+ 4" (o, u)).
Pour cela, on applique comme dans les preuves de [I1] 1.4 la caractérisation de ces termes
par les fonctions W, (a, 7) de [A2] (3.8). On compare aisément ces fonctions pour G et Gy
et assertion en résulte. Ensuite, a tout élément v € 3(Ayy,) sont associés deux groupes
G, et Gy . On voit que ces groupes sont reliés de la méme facon que G et Gy, c’est-a-dire
que l'on a une suite exacte

155 = ZxGay > Gy — 1.

La définition inductive des termes p%(a, q(u)) et p©t(a, u) conduit alors au résultat. [J
De l'identification ci-dessus entre ensembles de racines se déduit une identification
entre J5 et J, E;‘ Pour un élément J de cet ensemble, on a défini un espace U; de germes
de fonctions sur Ay (F) et, de méme, un espace Uy de germes de fonctions sur Ay, (F).
L’espace Uy est celui des fonctions uoq pour u € U;. On identifie ainsi ces deux espaces.

On a défini en [II] 3.2 des applications p§ et p?u. Dans leur définition interviennent des

mesures sur A§; et Afjﬁ. On suppose que ces mesures se correspondent par la bijection
déduite de ¢ entre ces espaces. On a
(2) le diagramme suivant est commutatif

D ynip(M(F),w) @ Mes(M(F))* p—‘C’; Uj @ (Dunip(M(F),w) & Mes(M(F))*)/Ann%
) LM,M T LM,M
py!

Dunip(My(F)) @ Mes(My(F))* = U @ (Dunip(My(F)) @ Mes(My(F))*)/AnnC:.

Cela résulte des définitions des applications et de (1).

Variante. Supposons a = 1 et supposons donnée une fonction B comme en [II] 1.8.
Cette fonction se remonte & Gy. On sait alors définir les variantes p(«, u, B), X(Aur, B)
etc... des termes considérés ci-dessus. Ces variantes vérifient les mémes propriétés.
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3.3 Intégrales orbitales pondérées et revétement

Soit M un Levi de GG. Rappelons que les intégrales orbitales pondérées dépendent du
choix d’un sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement a M.
Si besoin est, on introduit ce compact dans la notation pour la préciser : J$ (v, w, f, K).
Ce compact étant fixé, on note Ky son image réciproque dans Gy(F'). C’est un sous-
groupe compact spécial de G4(F) (il est associé au méme point spécial de 'immeuble de
Gy ap = Gap). Pour g € G(F), on pose 9Ky = ady(Kjy). Les intégrales orbitales pondérées
dépendent aussi de mesures sur A§, et Afjﬁ. Comme dans le paragraphe précédent, on
suppose que ces mesures se correspondent par l'isomorphisme déduit de ¢ entre ces
espaces.

Fixons des mesures sur nos différents groupes G(F'), Gy(F'), etc... qui se correspondent
comme en 3.1.

Lemme. Pour tout v, € Dgeom(Vi) & support Gy-équisingulier ou unipotent et tout
f € CX(G(F)), on a l'égalité

* - G u u
JJ\%@@,M(W%M )= ZW(U)JMi('Yﬁa( " Ky).

uel

Preuve. On peut supposer que v, est I'intégrale orbitale associé¢e a un élément v, €
M;(F') et & une certaine mesure sur M; ., (F'). Par un calcul similaire a celui de la preuve
du lemme 3.1, ¢y, ar(7y;) est Vintégrale orbitale associée a I'élément v = q(v3), et a une
certaine mesure sur M, (F'). Remarquons en passant que, si on remplace 4 par a7y, avec
a € Ay, (F) et si on conserve laméme mesure sur My o, (F') = My, (F), la mesure déduite
sur My(q)(F) = M, (F) ne change pas. Supposons d’abord que 7y soit Gy-équisingulier.
Si w n’est pas trivial sur M, (F), on vérifie facilement que les deux membres de 1'égalité
de 'énoncé sont nuls. Supposons que w soit trivial sur M, (F'). Alors

Tii (G, (Ve)yw, ) = (v, w, f) = DG(V)W/ fla™ e )w(@)of(z) de
M, (F)\G(F)
= DEEIDY ) [ P e o) do.
M(FNG(F)

olt (*f) est la fonction y — f(z~tyz) sur M(F). Puisque l'intégrale orbitale I (v, w,.)
est par définition I'image par ¢}, ), de I'intégrale orbitale 1 Mz (44, .), la définition de Uhy M
entraine

TS (s (92), 0, £) = DO ()2 DM (7)71/2 /M e

Z [Mﬁ (7117 (uxf>Mu)w<ux)UZ?4<ux) dSL’,

ueU

avec une définition évidente de (“ f)yy,. Par définition de U, cette expression se récrit

TS5 (G (¥, ) = D)2 DM ()2

/ 1M (g, () oo @ () e
q(M, (F)\G(F)
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L’application
(My(FO\Gy(F)) xU = q(M,(F))\G(F)
(z,u) = q(z)u
est bijective. On vérifie qu’elle préserve les mesures, si on met sur I la mesure de comp-
tage. L’expression précédente se récrit

T5i (G (ve) w, F) = DE()2DM () 7P|~ )

uel

/ Iy, () g Yoo (20) 0 ()
My(F)\Gy(F)

Pour u € U et © € Gy(F), on vérifie que v§;(xu) est égal au poids vz’; (x,"Ky) calculé

relativement au compact “K; (on utilise ici la compatibilité entre les mesures sur Acﬂifu
et sur A§;). On a de plus I'égalité

D7) 2 DM (7)™ = D% ()P DMe () V2,

L’intégrale intérieure ci-dessus multipliée par ce facteur devient Jz\i‘; (v (“fa,, "K3) et
on obtient la formule de I’énoncé.
Si 4 est unipotent, on a une égalité

‘]]\G/I(L*Mu,M(’Yﬁ)v W, f) = lima—>1 Z T]%/[(’Ya Q(a))JLG(L?\/Iu,M(Q(a)’Yﬁ)a W f)?
LeL(M)

ot a € Ay, (F) est en position générale, cf. [Al] 6.5 ou [II] 1.5. On a des formules
similaires pour les termes du membre de droite de ’énoncé. Remarquons que, d’apres
une remarque faite plus haut, les mesures qui interviennent implicitement dans ces for-
mules ne dépendent pas de a. En utilisant 3.2(1), on voit que r%, (v, q(a)) = rALju (1, @).
L’assertion de I’énoncé pour ~; unipotent se déduit alors par passage a la limite du cas
particulier traité précédemment. []

Remarque. La proposition vaut en fait pour tout v, € Dgeon (Vi M;(F')) mais nous
ne nous en servirons que pour les v, indiqués.

3.4 Germes de Shalika et revétement
On conserve les données du paragraphe précédent.
Proposition. (i) Pour v, € Dy¢om,c,—équi( My(F)) @ Mes(My(F))* assez voisin de 'ori-
gine, on a I'égalité
G * % Gy
gM,unip © LMﬁ,M(7ﬁ) - [’Gﬁ,G © gMﬁ,um‘p('Yﬁ)'

(ii) Pour v € Dgéom,c—équi( M (F)) ® Mes(M(F))* assez voisin de L'origine, on a
I'égalité

glc\z,ump("/) = g]?d,unip © L?Mﬁ,M ° [’}k\d,Mﬁ (7)
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Preuve. On fixe des mesures de Haar sur les groupes G(F), G4(F') etc... se correspon-
dant comme en 3.1. Soient v, € Dygom,,—equi( My(F)) et f € CZ(G(F)). Si v, est assez
voisin de l'origine, on a l’égalité

J]\C}O”;\dﬁ (7:1) W f Z JL gM ,unip © LMﬁ (’Yﬁ)v w, f)

LeL(M)

Pour L # G, nos hypotheses de récurrence nous permettent d’appliquer la proposition a
prouver : on a

L
g]l\k,um‘p © L?Mﬁ,M(’Yﬁ) - Lzﬁ,L © g]\/[i,unip(7ti)'

Pour L = G, notons X la différence entre le membre de gauche de I’énoncé et celui de
droite. On obtient

JA%(L}F\@ (7:1) w, f) = ]G(X w, f)+ Z JL LLﬁL gMu ump(’)’ﬁ) w, f).

LeL(M)

On applique la proposition 3.3 au membre de gauche et aux termes de la somme de
droite. On obtient

[G(X,w,f) = \Z/{\flz J]i§<7ﬁ7< ﬁ, Kﬁ Z gMﬁ ump(qlﬁ) fG’uvuKﬁ)

ueU Lueﬁ Mﬁ)

Bien que les intégrales orbitales pondérées dépendent du choix d’un sous-groupe compact
spécial, les germes n’en dépendent pas. Cela résulte aisément des formules de passage
entre intégrales orbitales pondérées relatives a différents choix de sous-groupes com-
pacts (et c’est ce qui permet aux germes pour les intégrales orbitales pondérées non
w-équivariantes d’étre aussi les germes pour leurs avatars w-équivariants). Donc tous les
termes de la somme en v sont nuls. Donc aussi le membre de gauche, c’est-a-dire X = 0.
Cela prouve le (i) de la proposition.

Il est clair que les germes sont insensibles aux centres, c’est-a-dire que 1'on a 1’égalité
957 2nip(ZY) = 57 unip(Y) POUL tOUt ¥ € Dyom,c—cqui( M(F)) @ Mes(M(F))* et z € Z(F),
pourvu que z et le support de « soient assez proches de 1. L’assertion (ii) résulte alors
de (i) et de la description explicite donnée en 3.1 de I'application ¢}, M- U

Variante. Supposons w = 1 et soit B une fonction comme en [I1].1.8. La méme

proposition vaut pour les germes ¢§; ,.i,(-, B) et gMﬁ unip( B)-

3.5 Revétement et stabilité

On suppose que G est quasi-déployé et que a = 1. On suppose que le voisinage V}
utilisé en 3.1 est invariant par conjugaison stable (si z € Vj; est fortement régulier et si y
est stablement conjugué a x, alors y € V;). Notons qu’il existe de tels voisinages vérifiant
de plus notre condition V; NEV; = 0 pour tout § € Z(F) — {1} puisqu’un tel £ n’est pas
stablement conjugué a 1. On a un analogue du lemme 3.1 pour les intégrales orbitales
stables. Reprenons les hypotheses de ce lemme.

Lemme. Soient t; € Ty(F)NV; et z € Z(F'). Posons t = q(t;) et supposons t € G.4(F).
Alors

(i) 'image de S%(t4,.) par I'application LG, est SCE(t,.);
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s\ 70e G ’ . . * G
(ii) I'image de S“(zt,.) par I'application LG, ©St ST (ty, ).

Preuve. Notons Oy la classe de conjugaison stable de t; dans Gy(F) et O celle de t
dans G(F'). Il est clair que ¢(Oy) C O. Montrons que

(1) la restriction de ¢ & Oy est une bijection de Oy sur O.

Par hypothese sur V;, on a Oy C Vj et on sait que ¢ est injective sur V4, a fortiori
sur O;. Soit t' € O. On peut fixer € G tel que 271tz = ¢'. Soit 2y € Gy ayant méme
image que x dans Gap = Gy ap. Pour tout o € I'r, on a la relation zo(x)~t € T, donc
xﬁa(xﬁ)’l € T;. Il en résulte que I'élément ¢}, = xﬁ_ltﬁxﬁ appartient a Oy. Et on at’ = q(t}).
D’ou la surjectivité, ce qui prouve (1).

Fixons un ensemble de représentants X des classes de conjugaison par G(F) dans O.
Pour tout z € X, fixons un ensemble de représentants X, des classes de conjugaison par
G4(F') dans I'image réciproque par ¢ de la classe de conjugaison par G(F') de z. Posons
Xﬁ = U, XX C’est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par Gy(F)
dans ;. Par définition, on a 1'égalité

SGﬁ f}ﬁ,. Z[Gﬁ .T}ﬁ,. Z Z [Gﬁ .T}ﬁ,..

mﬁEXﬁ zEX :BﬁGXz

On applique le lemme 3.1(i). Par Papplication L*Gn’G, la derniere intégrale [€(zy,.) s’en-

voie sur c;:IG(x, .), ou T}, est le commutant de x dans G. Donc

1G5 (b, ) = D el || 19(x, ).

zeX

La classe de conjugaison de z par G(F) s’identifie & T,(F)\G(F). Donc X, est un en-
semble de représentants du quotient T, (F)\G(F)/q(G4(F)) = T,(F)\G(F)/q(Gy(F)).

D’ott |X,| = cr, et le membre de droite de 1’égalité ci-dessus devient

ZIG(x

xeé"c'

ce qui n'est autre que S%(t,.). Cela prouve le (i) de I’énoncé. La preuve de (ii) est
similaire. []
Il résulte de ce lemme que les applications de 3.1 se quotientent en des applications
linéaires
LG’u,G : S](V) — S](W)
et
LG,Gy - SI(W) — S](V),

avec des définitions évidentes de ces espaces. On a dualement des applications linéaires

1646+ Digiom(Ve) = Do (V)

géom géom

et
166y ¢ Dytom(V) = Dl (Va).

géom géom

La description de 3.1 se simplifie pour les distributions stables : une distribution stable
sur V; est forcément invariante par I'action du groupe adjoint Gy ap(F), a fortiori par
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celle de G(F)). 1l en résulte que LZ%G est injective et a pour image le sous-espace des

éléments de D3, (V') a support dans ¢(V;). En particulier, cette application se restreint

en un isomorphisme

(G(F)).

On peut aussi tensoriser les applications ci-dessus par des espaces de mesures.

16y ¢ Dinip(Ge(F)) = Dy,

unip

3.6 Les termes oy

On suppose G quasi-déployé et a = 1. On suppose fixée une fonction B comme en
[II} 1.8. Soit M un Levi de G. L’assertion suivante est similaire a 3.2(2).

Lemme. Pour tout J € J5(B), le diagramme suivant est commutatif

Dyip(M(F),w) ® Mes(M(F))* % Ue (Dunip(M(F),w) @ Mes(M(F))*)/Ann®
TR OTRY
Gy

Dty (My(F)) @ Mes(My(F))* ™ Uy @ (Dunip(My(F)) @ Mes(My(F))*)/Ann®:.

Remarque. Ainsi qu’on I'a dit ci-dessus, les applications verticales sont des isomor-
phismes.

Preuve. Dualement a la suite exacte
1 =5 —=ZxG—G—1

on a une suite exacte
1 =5 =G —=2ZxG—1,

ol =, est un certain sous-groupe fini central. On a les isomorphismes

Z(M)'F |Z(G)'F = Z(Maa)'™ 2 Z(Myaa)'™ = Z(My)'" /Z(Gy)""

En effet, les deux fleches extrémes sont bijectives car les groupes Z (]\Zl'ad)F Fet Z (Mmad)rF
sont connexes. Celle du milieu est bijective car 1'égalité G AD = Gﬁ, Ap entraine Mad =
M oq. Ainsi, pour s € Z(M)'F/Z(G)'F, on a & la fois une donnée endoscopique G’(s)
de G et une donnée endoscopique Gj(s) de Gy. On a une suite exacte

A ~

1 =5, = G'(s) > Z x Gy(s) = 1.
Dualement, on a une suite exacte
15, = ZxGys) B G (s) = 1.
C’est bien le groupe Z, qui intervient ici. En effet, Z x Gi(s) a pour Levi M, = Z x My,

tandis que G'(s) a pour Levi M. L’homomorphisme ¢ se restreint en ’homomorphisme
de départ M, — M, dont le noyau est =,. Montrons que 1'on a ’égalité

(1) iu(G, G (s)) = ing, (Gy, Gy(s)).
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Puisque A EBA(;;(S) = Ag(s) et Az ® Ag, = Ag, les données G'(s) et Gy(s) sont simul-
tanément elliptiques ou non. Si elles ne le sont pas, les deux termes ci-dessus sont nuls.
Supposons qu’elles soient elliptiques. Le méme argument que ci-dessus fournit 1'isomor-
phisme

Z(M)'F | Z(G' ()" = Z(My)"' | Z(Cy(s))"™.
Le terme iy (G, G'(s)) est 'inverse du nombre d’éléments du noyau de ’homomorphisme
Z(M)'FJZ(G)'F — Z(M)' ) Z(C(s))""
Le terme iy, (Gy, Gy(s)) est I'inverse du nombre d’éléments du noyau de I’homomorphisme
Z(My)'r | Z(Gy)'r — Z(My)' | Z(Gy(s))" .

Ces homomorpismes s’identifient et (1) en résulte.
Soient 0 € D;l, (My(F)) ® Mes(My(F))* et ay € Ap,(F) en position générale et

unip

proche de 1. Posons 6 = ¢}, ,,(9;) et a = g(ay). Posons

, a
X =05(8,a) - LMu,M(O-Jﬁ((stia az)).
L’assertion de I’énoncé est que X = 0. On a

0§ (8,a) = p5(8.a) - > in(G,G(5)05 (6, a).

s€Z(MD'F JZ(G)'F s#1,eT5; ) (B)

On peut appliquer au premier terme la propriété 3.2(2). Par récurrence, on peut appliquer
le présent lemme aux autres termes. On obtient que 05 (8, a) est 'image par Uhg, A€

. Gl (s)
5 (8s,az) — > ine(G,G'(5))a " (8, ay).

seZ(NNTF JZ(G)TF s£1,0e75 ) (B)
/(s . . Gl(s 1, . .
Il est clair que J € J, E( )(B) si et seulement si J € J, M;‘( )(B). Les considérations qui
précedent transforment 1’expression ci-dessus en
G (5 (G, GL(s)) 0 (8
py (8, az) — > ing, (Gy, Gy(s))o ;" (84, ar)

()

SEZ(Mﬁ)FF/Z(G’ﬁ)FF757£17Je\7]uﬁ (B)

ce qui n’est autre que Uf”(éﬁ, az). Cela prouve X = 0 et le lemme. [

3.7 Revétement et germes stables
On conserve les mémes hypotheses. Soit M un Levi de G.

Proposition. (i) Pour 6; € Dy, ¢, cqui(My(F)) ® Mes(My(F))* assez voisin de I'ori-
gine, on a I'égalité

* * G
Sg%,unip(LMﬁ,M(éﬁ)v B) = LGﬁ,G(Sg]\/[Z,unip((sﬁ7 B))
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(ii) Pour § € Dzt
I’égalité

(M(F)) ® Mes(M(F))* assez voisin de l'origine, on a

géom,G—équi

Sg]?d,unip<67 B) = Sg]?d,unip<6/7 B)?

ol & = Uiy, 1 © Uhsag, (9)-

Preuve. Posons § = ¢, ,(83). On utilise la définition de [II] 2.4(1) :

(1) S95runip(0, B) = 951 unip(8, B) — > in(G,G(s))

s€Z(M)T'F JZ()TF;s#£1

transfert(Sgﬁﬁip(é B)).

Fixons s € Z(M)'"/Z(G)'F avec s # 1. Comme on I'a dit dans la preuve précédente,
on a a la fois une donnée endoscopique G'(s) de G et une donnée endoscopique Gj(s) de
Gy. On a vu en [II] 1.10 que 'on pouvait choisir comme données auxiliaires pour G' (s) le
groupe G'(s); = G'(s), le tore C(s); = {1} et un plongement &(s); : G'(s) — “G'(s) de la
forme (x,w) — (zx(w),w) ont x est un cocycle de Wy dans Z(M). On doit fixer de plus
un facteur de transfert A(s). On a une projection ¢, : G/(s) — (A}’g(s) qui est équivariante
pour les actions galoisiennes. Définissons &(s) D Gi(s) — LG’Q( ) par &(s)(z,w) =
(2gs(x(w)), w). Alors les données Gi(s)1 = Giy(s), Cy(s)1 = {1} et £:(s)1 sont des données
auxiliaires pour Gy(s). Notons ¢ : Gy(s) — G' (s) un homomorphisme dual de §;. Pour
deux éléments assez réguliers 0 € Gg(s)(F ) et v € G4(F') qui se correspondent, posons
Ay(5)(0,7) = A(s)(gs(0), q(7)). On vérifie que Ay(s) est un facteur de transfert.
Remarque. Ce facteur n’est pas tout-a-fait l'image réciproque de A(s). A cause
du noyau =, il y a des couples (9,7) d’éléments qui ne se correspondent pas mais pour

lesquels ¢5(5) et q(y) se correspondent. Pour un tel couple, on a A(s)(¢s(d),q(y)) # 0
mais Ay(s)(d,v) = 0.

L’élément § appartient au départ a l'espace DL, (M(F)) ® Mes(M(F))*. Dans la
formule (1), on ’a identifié a un élément de Dgiom(M) ® Mes(M(F))* en utilisant pour
la donnée M les données auxiliaires ”triviales”. Une fois fixé s, on utilise les données
auxiliaires pour M déduites par restriction des données auxiliaires pour G'(s). Alors
0 s’identifie de nouveau a un élément de D, (M(F)) @ Mes(M(F))*, qui n’est pas
en général I'élément de départ et que I'on note §(s). De la méme facon, I'élément &y
détermine un élément d;(s) € D;éom(Mﬁ(F)) ® Mes(My(F))*. Montrons que

(2) 4hs,,00(05(5)) = 0(5).

Pour m € M(F') assez régulier, on a une égalité A(s)(m, m) = cx(m), ou ¢ est une
constante non nulle et x est le caractére de M(F) déduit de x ( & moins que ce ne soit
I'inverse, peu importe)._Par construction, d(s) se déduit de § par un automorphisme de
D (M(F)) @ Mes(M(F))*. Celui-ci envoie I'intégrale orbitale stable associée a un
élément m € M(F') assez régulier sur la méme intégrale orbitale stable, multipliée par
cx(m). Le caractere x est localement constant. Il vaut 1 sur les éléments assez voisins
de l'origine. Restreint aux éléments a support proche de l'origine, 'automorphisme est
donc ’homothétie de rapport c¢. Dot §(s) = c¢d. D’apres la définition de Ay(s), on a de
méme d4(s) = cd; avec la méme constante c. L'assertion (2) s’ensuit.

Par définition, on a 1’égalité

Sontomip(®: B) = SG51mnip(8(), B,

M,unip M, unip
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Puisque s # 1, on peut appliquer le présent énoncé par récurrence. Grace a (2), on
obtient )

3) S (8,B) =1 Sgui)  (84(s), B

( ) Im unzp( ) LG’Q(S),G”(S)( gMﬁ,unip< ﬁ<8)7 ))

Montrons que

(4) on a I'égalité transfert o L*Gé (.0 = Lo, © transfert.

Rappelons que nos applications LEQ (5),6'(s) €F szﬁ7G sont définies au voisinage de 'unité.
Considérons d’abord un élément t; € Gi(s; F) semi-simple assez régulier et proche de 1.
Soit t; € Gy(F) un élément qui lui correspond. On note T} et T} leurs commutants dans
Gi(s) et Gy. Onnote t’ = g,(ty) et t = q(t3) les images de t; et ¢; dans G'(s; F) et G(F). On
note 7" et 1" les commutants de t' et ¢ dans G'(s) et G. Les tores T} et T} sont isomorphes,
ainsi que les tores 7" et T'. Fixons une mesure de Haar sur 7'(F') que 'on transporte en
une mesure sur 7”(F). On fixe aussi des mesures de Haar sur G(F) et G'(s; F). On
en déduit comme en 3.1 des mesures sur Ty(F'), T;(F), Gy(F') et Gi(s)(F'). Toutes ces
mesures permettent de définir les intégrales orbitales qui interviennnent ci-dessous. En
particulier, on a une intégrale orbitale stable SGﬁ(s)(té, .). Le lemme 3.5 montre que son

image par LE;(S),G'(S) est SE'(5) (¢',.). Utilisons les notations introduites dans la preuve du

lemme 3.5 pour les éléments #; et t. L'image par transfert de S (#,.) est

(5) ZA )t 2)I%(z,w, ).

zEX

D’autre part, I'image par transfert de SGQ(S)( i) est

Z Aﬁ tﬁ,l‘ﬁ (l‘ﬁ,.),

:BﬁEXﬁ

Z Z Aﬁ tﬁ,xﬁ [ (xﬁ,.).

zEX Ty GXI

ou encore

En utilisant le lemme 3.1, 'image de cette expression par i¢, o est

Z Z Ay(s)(t;, x4) CT( )IG(q(xﬁ),w,.).

$EX Z‘uEXx

Pour z; intervenant ci-dessus, on a Ay(s)(t}, z3) = A(s)(t, q(zy)) par définition. Puisque
la fonction
y = Als)(ty)er 19(yw, )

est invariante par conjugaison et puisque g(zy) est conjugué a z, on peut remplacer g(xy)
par x dans l'expression ci-dessus. On obtient

D e | As) (1) I (2, w, ).

zeX

On a vu dans la preuve du lemme 3.5 que ¢y, = |A,|. Alors Pexpression ci-dessus devient
(5). Cela prouve I’égalité (4) sur les distributions stables a support assez régulier. Elle se
généralise sans hypothese de support par bidualité. En effet, puisque le transfert d'une
fonction est déterminé par ses intégrales orbitales stables assez régulieres, cela implique
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que la relation duale a (4) vaut pour les fonctions. Par dualité, cela entraine 'assertion
(4) sans restriction sur le support des distributions. Cela prouve (4).

En utilisant (3), (4) et la proposition 3.4, on transforme l’expression (1) sous la forme
suivante. Le terme Sgnsunip(d, B) est 'image par LG, de

: Gy(s)
(5) g]\Gduﬁ,unip<6ﬁ7 B) - Z ZM<G7 G/<8))transfert(sgl\jﬁ,unip<6ﬁ(S>7 B))

s€Z(M)TF ) Z(G)TF s#1

Comme ci-dessus, on a
Gy(s) Gi(s)
transfert(SgMuvump(éﬁ(s), B)) = transfert(SgMuvump(éﬁ, B)).

Les mémes calculs que dans la preuve précédente transforment (5) en

G , Gi(s)
g]\j;,um‘p<5ﬁ7 B) - Z ZMn (Gﬁ7 Gé(8))tT&nSf€7’t(SgMuﬁ,ump((Sﬁ, B))
SEZ(Mﬁ)FF/Z(Gﬁ)FF,S;ﬁl

Ou encore, par une formule similaire a (1), en S gfjwmp(éﬁ, B). On a ainsi obtenu 'égalité

* G
Sg]\G/I,unip<67 B) = LG’ﬁ,G(‘S'g]\jﬁ,unip((sﬁ? B))

C’est ce qu’affirme le (i) de I"énoncé. L’assertion (ii) s’en déduit comme en 3.4. [

4 Germes et descente d’Harish-Chandra

4.1 Formule de descente pour les termes p§

On considere un triplet (G, G, a) quelconque. Soient M un espace de Levi de G et
7 un élément semi-simple de M(F). I y a une application naturelle Z(G) — Z(G,),
équivariante pour les actions galoisiennes. La classe de cocycle a détermine par compo-
sition avec cette application une classe dans H'(I'g; Z(G,)), que nous noterons encore
a pour simplifier. Le caractere de G, (F') qui s’en déduit est la restriction a ce groupe
du caractere w de G(F) déduit du a initial. En considérant G, comme un espace tordu
sur lui-méme, le triplet (G,, G, a) vérifie les mémes hypotheses que notre triplet initial
mais est "sans torsion”.

Considérons un voisinage ouvert U, de l'origine dans G, (F) qui est invariant par
l'action de Zg(n; F'), qui est tel que, pour z € G, (F'), x appartient a U, si et seulement
si la partie semi-simple de z appartient a U, et qui est ”assez petit”. La descente d’Harish-
Chandra fournit des applications transposées

dezsan~ : [(G(F),w) ®@ Mes(G(F)) = I(Uy,w) @ Mes(G,(F)),

descf’* : Dytom (Up, w) @ Mes(Gy(F))* = Dyéom(G(F),w) @ Mes(G(F))*.

Rappelons que la donnée d'un élément x € U, et d'une mesure dh sur (G,),(F') définit un
élément x € Dyeom (Uy,w) ® Mes(G,(F))*. C'est I'intégrale orbitale qui, a f € C(U,)
et a une mesure dg sur G,(F), associe 'intégrale

1% (x,0, f © dg) = D ()2 / Fy ay)wly) dy.
(Gn)z(F)\Gn(F)
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ot dy est déduite de dg et dh. Si x est assez proche de 1, on a (G,), = Gy et le
couple (xn,dh) définit de méme un élément de Dgyeom(G(F),w) ® Mes(G(F))*. Alors
desc* envoie Pélément de Dgeon (Uy, w) @ Mes(G,(F))* défini par (x,dh) sur Pélément

de Dyeom(G(F),w) ® Mes(G(F'))* défini par (zn,dh). Pour simplifier les notations, on
oubliera le voisinage U, et on notera

3 Q

L I(G(F),w) ® Mes(G(F)) — I(Gy(F),w) ® Mes(Gy(F))

desc
et

descg’* : Dyiom (Gy(F),w) @ Mes(Gy(F))* = Dysom(G(F),w) @ Mes(G(F))*
les applications ci-dessus. On considérera toutefois que, pour £ € I(G(F),w)@Mes(G(F)),
les intégrales orbitales de descf(f ) n’ont un sens que dans un voisinage de l'origine et
que, de méme, pour vy € Dyeom (G, (F),w), descné’*('y) n’est défini que si le support de ~
est assez voisin de 'origine.

On note O la classe de conjugaison de n dans M(F) et O% sa classe de conjugai-
son dans G(F). Rappelons que 'on note Dygom (O, w) le sous-espace de D geom(G(F),w)
engendré par les intégrales orbitales associées & des éléments v € G(F') dont les par-
ties semi-simples appartiennent & OF. 1l est clair que descg’v * envoie Dypnip(Gp(F),w) @
Mes(G,(F))* dans (et méme sur) Dgéqm((’)é,w) ®@ Mes(G(F))*.

On suppose 7 elliptique dans M(F'), c’est-a-dire Ay, = Ayy,. De cette égalité se
déduit une injection X7(Ayy, ) — B¢(A ;). Rappelons que les ensembles 7, ]5[;’, resp. J 5,
sont des classes d’équivalence d’ensembles {ay, ..., a,} formés d’éléments linéairement
indépendants de (A, ), resp. T (Ay;), tels que n = ay, — ag,, resp. n = ay; — ag.
Deux ensembles sont équivalents s’ils engendrent le méme Z-module. L’égalité Ay = Ay,
équivaut a ay, = ay;. Si Az # Ag,, il 0’y a pas de correspondance entre les ensembles
J ﬁ:, resp. J. z\(j et J z\(j Mais, si I'on suppose Az = Ag,, de I'injection précédente se déduit
une injection jﬁ;’ — jﬂg;[ que 'on note J' — J. Pour de tels J' — J, 'espace U, associé
a J' est égal a 'espace U; associé a J.

Lemme. Soient J € jg, Y € Dypnip(M,(F),w) ® Mes(M,(F))* et a € A;(F) en

position générale et assez proche de 1. Posons vy = descgZ *(v"). On a I'égalité

desc%*(p?ﬁ(’y',a)), si Ag = Ag, et J provient de J' € jﬁ:,
0, sinon.

Hra)={

Preuve. Par linéarité, on peut supposer que 4’ est une intégrale orbitale associée a
un élément unipotent u € M, (F'). Alors v est une intégrale orbitale associé a I'élément
un € M(F). On applique la formule de définition [IT] 3.2(5) :

(1) p5ra) = m(a un)sgn(a, un)ua(a)y.

aeJ

Considérons a = {ay, ..., } € J. Pour tout i = 1,...,n, fixons une ”coracine” &; que
nous normalisons par la condition < a;, &; >= 1 (sic!). Notons m le volume du quotient
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de A%J] par le Z-module engendré par ces ¢&;, pour ¢ = 1,....,n. Le terme pé(ai,un)
défini en [IT] 1.5 est proportionnel a ¢;. Il résulte des définitions que

m(a, un)sgn(a, un) =m H < aj, p (i, un) > .
i=1,....n
Soit i € {1,...,n}. Parce que Ay; = Ay, , la définition [II] 1.5 entraine que o% (ai, un) =0
si o; ne provient pas de E]\Gﬂ’; (Ap,), tandis que
p% (i um) = p¥ (o, )
si o; est 'image de o € Z(A’:};(AMW). Si Ag # Ag, ousi Az = Ag, mais J ne provient pas
de J. E:, il n’y a aucun élément o € J qui vérifie cette condition pour tout ¢ et on obtient

pJé('y, a) = 0. Supposons désormais que Az = Ag, et que J est 'image de J' € jj\(j: Les
a qui contribuent a (1) sont exactement les images d’éléments o’ € J'. Si a provient de
o, les formules ci-dessus montrent que

m(a, un)sgn(a, un) = m(a’, u)sgn(a’, u).
On a aussi u,(a) = uy(a). On obtient
PG (v, a) = m(d, u)sgn(a, u)ua (a)y.
o'eJ’
On a une formule analogue a (1) :
/

25 () = 3 mla, w)sgn(a’, u)ue ()

a’eJ’

Puisque v = desc%*(’y’), on en déduit

- 1. G
p§<77 a) = deSCnM7 (len (7/7 a’))v

ce qui prouve le lemme. []

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en [II] 1.9. Ce systéme détermine une fonction B, sur le systeme
de racines de G, que I'on notera By pour simplifier. Ainsi on dispose des ensembles

J E(BO) et J, EZ(B,]) On a une proposition similaire relative a ces ensembles. En fait, sa
conclusion se simplifie car, avec la définition que 'on a donnée de I’ensemble J E(BO),
I'injection jﬁZ(BO) — jE(BO) est bijective. L’existence d'un J € JZ(Bo) entraine

donc que Az = Ag, et que J provient d'un J' € jﬁ: (Bo).

4.2 Descente des germes d’intégrales orbitales pondérées
On conserve les mémes données. On suppose toujours que 7 est elliptique dans M.
Proposition. On a I'égalité

G o ,Gn N W
desc,"* o Inty unipr Sl Aq = Ag,,

G M ,x
g, ,odesc, " = -
M0 K 0, sinon.

42



Les deux termes sont des germes d’applications linéaires définies sur D geom,c,,—équi( My (F), w)
au voisinage de 1'élément neutre de M, (F'). L’assertion n’est qu'une reformulation du
lemme 9.2 de [A2]. Un examen de la preuve de ce lemme montre que I'hypothese de
régularité figurant dans I’énoncé d’Arthur ne sert pas. D’autre part, on a modifié les
définitions d’Arthur en [II] 1.5 et on doit montrer que cela n’influe pas sur la preuve.

On se rend compte qu'il suffit de prouver que le lemme 8.2 de [A2] reste vrai avec
notre deﬁnltlon des fonctions 7 (7, a). Précisément, soit © € M, (F) assez proche de 1.

Soit P € P(M ) Posons P, = P N G,. On doit montrer que, pour A € #A%, et pour
a € Ay (F) ~ Ay, (F) en position générale et assez proche de 1, on a 1'égalité

(1) rplzn,a; X) =rp,(z,a; N).

Cela résulte de notre définition : si on note t la partie semi-simple de x et u sa partie
unipotente, les deux fonctions se définissent & 1'aide des mémes termes p“ (3, u), pour
B e X% (Ay,). O

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en [II] 1.9. On a

(2) soit v € Dgéom,cy—équi(My(F),w) @ Mes(M,(F))* assez proche de l'origine ; alors
on a I’égalité

<
ngQ'

- G (. Gn CoAL
(descé\/l’*(’)/% B) = { deSCn (gMn,unip(’Ya Bn))a S1 AG’ AGW’

0, sinon.

La preuve est la méme. Il y a toutefois une subtilité. Il ne doit intervenir dans la
preuve que des éléments zn, avec x € M, (F'), pour lesquels on a l'analogue de (1), a

savoir
(2) rp(zn,a, B;\) = P, (x,a, By; N).

Avec les notations plus haut, la fonction de gauche est définie a l'aide des termes
pC (B, u) pour B € B(Apy,, Byy) tandis que celle de droite est définie a Daide des
termes p% (5, u) pour B € X (Apg,, By). Pour z quelconque, il n’y a guere de raison
pour que ces termes soient égaux. Mais il n’intervient que des x unipotents, pour lesquels
t = 1 et les termes coincident, et des x qui sont G,-équisinguliers pour lesquels les termes
coincident aussi car les deux ensembles de racines sont vides.

4.3 Formule de descente pour les termes o

Soient (G, G, a) un triplet quasi-déployé et a torsion intérieure, B un systeme de
fonctions comme en [I1] 1.9, M un espace de Levi de G et i un élément semi-simple de
M(F). On note O la classe de conjugaison stable de 7 dans M(F) et O sa classe de
conjugaison stable dans G/(F).

La descente d’Harish-Chandra s’adapte aux distributions stables, cf. [I] 4.8. Pour
définir correctement les applications de descente, il faudrait introduire comme en 4.1 un
voisinage convenable U, de I'origine dans G,,(F). Pour simplifier la notation, on considere
comme dans ce paragraphe que 'on a des applications transposées

desc;"? - SI(G(F)) @ Mes(G(F)) — SI(Gy(F)) ® Mes(G,(F)),
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G DS (G(F)) @ Mes(G(F))*.

Mais, pour f € SI(G(F)) ® Mes(G(F)), les intégrales orbitales stables de desc;t’é(f)
n’ont de sens que que dans un voisinage de I'origine. De méme, pour 6 € D3¢, (G, (F))®

(Gy(F)) @ Mes(Gy(F))" — Dy

desc géom

Mes(G,(F))*, descff’é’*(é) n’est défini que si le support de d est assez voisin de 'origine.
s1.C* se restreint en une surjection de D5}, (G (F)) @ Mes(G,(F))*
sur D2

géom(OG) ® M@S(G(F))*
Attention. Le diagramme

En particulier, desc

G
descn

[(G(F)) ®j\4€S(G(F)) = 1(Gy(F)) ®i\4€8(Gn(F))

SI(G(F)) @ Mes(G(F)) descy” SI(G,(F)) ® Mes(G,(F))

n’est pas commutatif, cf. [I] 5.10.

On suppose 7 elliptique dans M(F). Le groupe dual ]\an s’identifie & un sous-
groupe de M. Dualement, ellipticité de 7 entraine que Z (M)t'r est un sous-groupe
d’indice fini de Z(M,)"". Dans le cas ot Az = Ag,, le groupe Z(G)'* est aussi un

sous-groupe d’indice fini de Z (GU)FF . L’homomorphisme
Z(M)'r ) Z(G)'r — Z(M,)T /Z(Gy)"T

est surjectif et son noyau est fini. On note e%(n) I'inverse du nombre d’éléments de ce
noyau. i
Rappelons que I'on a défini en 4.1 une bijection de 7, E;’ (Bo) dans J&(Bp). Pour sim-

plifier, on identifie ces deux ensembles. L’hypothese que J JS(B@) est non vide implique
automatiquement que Ag = Ag, .

Proposition (4 prouver). Soient J € jjg(Bo), = fomp(Mn(F),w) ®Mes(Mn(F))*
et a € Ay (F) en position générale et assez proche de 1. Posons § = desc;""*(4"). On a
Iégalité

058, a) = ¢§ (n)desc;" (o (8', a)).

4.4 Formule de descente pour les germes des intégrales orbi-
tales pondérées stables

On conserve les mémes hypotheéses. On suppose 7 elliptique dans M (F).

Proposition (a4 prouver). Soit § € D%

géom,Grn—équi
assez proche de Dorigine. Alors on a I’égalité

(M, (F)) ® Mes(M,(F))* a support

My, unip

~ . é st,é,* Gn - _
Sg]\GZO(d(?SC;t’M’*((s),B) — { BM(n)descn (Sg (5a Bn))v Sl AG’ - AGna

0, sinon.
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5 Descente et endoscopie

5.1 Descente de données endoscopiques

Soient (G, G, a) un triplet quelconque et G’ = (G, G, §) une donnée endoscopique
elliptique et relevante.

D’apres [I] paragraphe 3, on peut réaliser les objets duaux de la fagon suivante. On
fixe une paire de Borel épinglée € = (B, T, (E.)aca) de G. On note 6§ I’automorphisme
dual de 6" qui conserve cette paire. On modifie l'action galoisienne de sorte que & soit
stable par cette action. On suppose § = = s0 avec s € T. On munit ¢/ d’une paire de
Borel épinglée conservée par I'action galoisienne sur ce groupe, dont la paire de Borel
sous-jacente est (B NG, T%0).

Fixons un diagramme

(e, B,T',B,T,n)

cf. [I] 1.10. Le terme 7 est un élément semi-simple de G(F) et € est un élément semi-
simple de G’(F'). On suppose que G~ est quasi-déployé. Rappelons que I'’homomorphisme
¢:T — T déduit du diagramme fixé se déduit de ’homomorphisme composé

X(T) ~ X*(T) = X*(T%°) ~ X(T").

Posons (B,T) = (BNG,, TNG,), complétons cette paire en une paire de Borel épinglée
de G, et introduisons I'action galoisienne quasi-déployée o — o sur G, qui la conserve,
cf. [I] 1.2. Elle est de la forme 0 — 05 = ady) © 0g, ou u(o) € Gy s¢.On note G le
groupe G, muni de cette action galoisienne quasi-déployée. Complétons de méme la paire
de Borel (B, T) de G en une paire de Borel épinglée et introduisons 1'action galoisienne
quasi-déployée sur G qui conserve celle-ci. Elle est de la forme o +— 0g+ = ady) © 0g,
ot u(o) € Ggo. On a o5 = ady u(o) 1000. Pulsque les deux actions mtervenant ici
conservent 7', I'élément (o )u(a) normalise 7. Il s’envoie sur un élément du groupe de
Weyl W que 'on note wg(o). En utilisant le fait que ad, conserve (B,T'), on vérifie que
wg(o) est fixe par 0, cf. [I] 1.3(3). On peut identifier un tore maximal T du groupe G
a T/(1 — 6)(T), muni de I'action o — wg(0) 0 og- (en notant encore og+ Iaction sur le
groupe G).

Dans [W1] 3.5, on a défini une donnée endoscopique de Gg¢o associé a la donnée G/
et au diagramme (e, B, T", B, T, n). Notons-la G’ = (G’, G, 5). Rappelons le point clé de
sa définition. Par la suite d’homomorphismes

T T/ —0)(T)~T — Tog = T/Z(G),

I’élément s s’envoie sur un élément s € Tad Le groupe G est la composante neutre du

commutant de 5 dans G Ap- L’action galoisienne sur G’ est composée de celle sur G Ap et
d’un cocycle a valeurs dans ce groupe. On renvoie a [W1] 3.5 pour une descrlptlon plus
complete. Fixons une paire de Borel (B”, T°) de G définie sur F' et un élément ¢’ € G’ SC
tel que ady envoie cette paire sur (BN M/, T"). Fixons une paire de Borel (B',T") de G’
définie sur F. On note 17, resp. T/, image réciproque de 7” dans G’ sc» resp. l'image
réciproque de 7" dans G’.. On a la sulte d’homomorphismes

T x Z(GNY° x Z(G)° = T x Z(G)°,
Z(G)° — Ty x Z(G)°,
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celui-ci provenant du fait que G’ est une donnée endoscopique de G'g¢,
T, x Z(G)" = T,
_ e ad)t! )
=1 — 17,
et ’homomorphisme en sens inverse
T < T, x Z(G)°.
Par composition, on en déduit un isomorphisme d’algebres de Lie
Ji . ®3(@) @5(G) ~ £, @ 53(GY).
On a vu en [W1] 3.5 que cet isomorphisme était équivariant pour les actions galoisiennes
et se restreignait en un isomorphisme de t., sur £, et un isomorphisme

(1) 3(G) ®3(G) ~3(G0).
On note j, : X.(T') ® Q — X,(T’) ® Q I'isomorphisme sous-jacent & la restriction
de ’homomorphisme j a t.,.. Le triplet (G, G sc» J«) est un triplet endoscopique non
standard, cf. [W1] 1.7.

Cas particulier. Supposons (G,é,a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Alors
les triplets endoscopiques non standard sont triviaux, c’est-a-dire que Gl = Gt sc- En
fait, dans ce cas, on n’a pas besoin de passer au revéetements simplement connexes des
groupes dérivés (ce passage sert en général a trivialiser le caractére w). Le groupe G est
celui d'une donnée endoscopique de G.

Fixons des données auxiliaires G, ..., A; pour la donnée G’. On fixe une image
réciproque €; de € dans G (F') ainsi qu'une décomposition d’algebres de Lie

2) g=adgd.

Notons Y ensemble des y € G tels que yo(y)~* € I, pour tout o € I'p, ot [, = Z(G)’G,,.
Pour tout y € Y, on pose n[y] = y~'ny. Notons pour plus de clarté ¢ : G,, — G T'identité,
qui est un torseur pour les actions galoisiennes définies sur ces deux groupes. On a défini
la donnée endoscopique G’ de Gge. L’application v o ady = Gy — G est un torseur
intérieur grace auquel G’ apparait aussi comme une donnée endoscopique pour Ghlyl,sc-
Supposons que cette donnée soit relevante. Il s’agit ici d’endoscopie non tordue. De plus,
le groupe Gj),sc est simplement connexe. On sait qu’alors on n’a pas besoin de données
auxiliaires, on peut définir un facteur de transfert sur G'(F) x Gyp,sc(F). On fixe un
tel facteur de transfert A(y). Soit Y € g.(F') en position générale et assez proche de
0, que I'on identifie par (2) a un élément de gj . (F'). On le décompose en Y;. + Z avec
Yie € 9, 50(F) et Z € 3(G; I). Via Iisomorphisme (1), on décompose Z en Z, + Z», avec
71 € 3(G; F) et Zy € 3(G'; F). Par endoscopie non standard, Y;. détermine une classe de
conjugaison stable dans gy (F). Fixons Y;. dans cette classe. Posons Y = Y. + Z,. Par
endoscopie ordinaire, il peut correspondre ou pas & Y une classe de conjugaison stable
dans gy,py,sc(F). Supposons que cette classe existe et fixons un élément X[y|s. de cette
classe. Puisque G est une forme intérieure de G, les espaces 3(G) et 3(G,,) 8'identifient
et on peut considérer Z; comme un élément de 3(Gpy; F). On pose X[y] = Xylsc + Z1.
Rappelons le théoreme 3.9 de [W1] : il existe d(y) € C* tel que, pour des données comme
ci-dessus, on ait 1’égalité

(3)  dy)Ay)(exp(Y), exp(X[yls)) = Ar(exp(Y)er, exp(X[y])nly])

pourvu que X et Y soient assez proches de 0.
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5.2 Transfert des fonctions et des distributions

Fixons des mesures de Haar sur tous les groupes intervenant, auxquelles on imposera
quelques conditions de compatibilité, cf. remarque (5) ci-dessous. Soient f € I(G(F),w)
et Y € g.(F) comme en 5.1. On utilise pour Y les définitions de ce paragraphe. On
définit

- le transfert f’ de f, qui est une fonction sur G (F);

- I'image fe'1 de fGll par 'application de descente descif’Gll; c’est une fonction sur
L (F);

- Pimage f'(Z)s. de la fonction @ — f! (exp(Z)x) par Papplication LG g, 5 Cest
une fonction sur GY g (F) (on remarque que G g est aussi le revétement simplement
connexe du groupe dérivé de G . ).

Soit y € ). Définissons i

- l'image fly] de f par l'application de descente desan[y}; c’est une fonction sur
G (F) 5

- l'image f[y, Z1]s de la fonction @ — f[y](exp(Z1)z) par application iq,
c’est une fonction sur Gy sc(F);

- le transfert f[y, Z1] de f[y, Z1]sc; c’est une fonction sur G'(F) qui est nulle si G’
n’est pas relevante pour Gy sc ;

- l'image f[y, Zs de la fonction z — fly, Z1](exp(Z;)x) par I'application LGl G
c’est une fonction sur Gy (F).

On pose

(v],5¢:Grly]

cly] = [[n[y}<F) : Gn[y]<F)]71-

Fixons un ensemble de représentants ) de 'ensemble de doubles classes I,\Y/G(F).
Avec les notations ci-dessus, le lemme 3.11 de [W1] affirme 1'égalité

ST eap(Y)er, 19) = 3 elyd(y) ST (Y, Fly, Z1))

yey

pourvu que Y soit assez proche de 0, cette notion étant indépendante de f. Le terme d(y)
n’a été défini que dans le cas ou G’_ est relevante pour Gy sc. Par convention, il est nul
dans le cas contraire (la fonction f[y, Z;] est nulle dans ce cas). D’apres les définitions,
on a

Si(eap(Y e, f) = 5% se(exp(Yie), (2):e),
S¢ (Y, f_[ya Z)) = S (ea:p(?sc), ﬂyv Z]se)-
L’égalité précédente devient
(1) S%se(eap(Yae), I'(Z)se) = Y clyld(y)ST5e (exp(Vie), [y, Z]se).
yey

Remarquons que les termes Y. et Z jouent le role de variables indépendantes. Les
définitions des fonctions f'(Z)s. et f[y, Z]s conservent un sens pour Z = 0. On note
! et flylsc leurs valeurs en Z = 0. On obtient I’égalité

(2)  S%sclexp(Yae), fl) = D _ elyld(y)S9se (exp(Vie), Flylse)-

yey
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Remarques. (3) Dans [W1], on n’avait pas de constantes d(y) simplement parce
qu’on avait normalisé les facteurs de transfert de sorte que ces constantes vaillent 1.

(4) La définition de la fonction f|yls. dans [W1] est plus directe que celle ci-dessus. Elle
consiste a remplacer 'application tq, , «.G,,, utilisée ici par la simple image réciproque.
C’est-a-dire que 'on ne moyenne pas cette image réciproque par ’action adjointe de
Gy (F). Mais la formule 5.1(3) implique que le facteur de transfert A(y) est w-équivariant
par cette action. Il en résulte aisément que les deux définitions possibles de f[y]s. donnent
le méme transfert f[y].

(5) La formule (2) nécessite des compatibilités entre les mesures choisies. Notons
Ty,, le commmutant de Y. dans G{ g0 et Ty, celui de Y. dans G’.. Pour définir les
intégrales orbitales stables, on doit fixer des mesures sur Ty, (F) et Ty, . Via l'expo-
nentielle, il revient au méme de fixer des mesures sur ty, (F) et ty, (F). Or on est
dans une situation d’endoscopie non standard et ces algebres de Lie sont naturelle-
ment isomorphes. On choisit des mesures qui se correspondent par cet isomorphisme.
D’autre part, dans les passages entre groupes et revétements simplement connexes, il est
nécessaire de fixer des mesures sur les centres. Précisément, on doit fixer des mesures sur
Z(GLO(F), Z(Gyy) (F) et Z(G')°(F). De nouveau, on peut remplacer ces groupes par
les algebres de Lie correspondantes. Mais alors la premiere est naturellement isomorphe a
la somme directe des deux autres, cf. 5.1(1). On choisit des mesures qui se correspondent
par cet isomorphisme.

Seul compte pour nous le comportement des fonctions f’, et f[y]s. dans des voisi-
nages de 'unité invariants par conjugaison stable. On peut donc aussi bien descendre ces
fonctions par I'exponentielle et considérer qu’elles sont définies sur des algebres de Lie.
Pour simplifier, on ne change pas leur notation. Alors 'égalité (2) équivaut a ’égalité

(6)  fi.=transfert(d_ clyld(y) flyls),

yey

olt trans fert est ici le transfert non standard de G’ a Gl sc

Fixons un élément Z € 3(G., F') assez proche de 0, que l'on écrit Z = Z; + Z; comme
en 5.1. Soit ds¢ € D3, (Gt sc(F)) a support assez proche de 1. On définit

- 'image 6(Z) de ds¢ par la composée de I'application L*Gé 50 Gl et de la translation

par exp(Z);

- Vimage 6(Z)% de 8(Z) par 'application descff’G/l

C’est une distribution stable sur é"l(F ), a support proche de la classe de conjugaison
stable O de €.

On définit :

- 'image dg¢ de ds¢ par transfert endoscopique non standard (on doit descendre les
distributions aux algebres de Lie pour définir ce transfert); c’est une distribution stable
sur Go(F); B

- 'image 0(Z,) de dsc par la composée de I'application ¢
par exp(Z);

- pour y € Y, I'image 8y, Zo| de 8(Z,) par transfert & G, sc(F), avec la convention
que ce transfert est nul si G’ n’est pas relevante pour Gy sc ;

- Pimage 6[y, Z] de d[y, Zs] par la composée de 'application L .se:Cntyy € de la

n[y]

*,

e et de la translation

translation par exp(Z;); c’est une distribution sur Gy, (F);

_ l’image 6[y’ Z]é de 5[y’ Z] par l’application deSCnG[;;i-
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C’est une distribution sur é(F), a support proche de la classe de conjugaison stable
0% de 1.
A partir de 1’égalité (1), un calcul formel conduit a I’égalité

(7)  transfert(8(2)%) =" clyld(y)dly, Z)°.

yey

On supprime de la notation les termes Z dans le cas ou Z = 0.

5.3 Levi et descente de données endoscopiques

Soient (G, G, a) un triplet quelconque, M un espace de Levi de G et M/ = (M’, M, ()
une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M, a).

D’apres [I] paragraphe 3, on peut réaliser les objets duaux de la fagon suivante. On
fixe une paire de Borel épinglée € = (B, T, (Ea)aeA) de G. On note # 'automorphisme
dual de #* qui conserve cette paire. On modifie 'action galoisienne de sorte que & soit
stable par cette action. On suppose que M est standard et on munit ce groupe de la
paire de Borel épinglée EM = (BN M, T, (E, )X ). On suppose (=(Chavec ¢ eT.On
suppose ( tel que le cocycle qui intervient dans la définition d’une donnée endoscopique
prenne ses valeurs dans Z (G) On munit M’ d’'une paire de Borel épinglée EM" dont la
paire de Borel sous-jacente soit (é N, Tgvo).

Fixons un diagramme

(e, BM' . T' . BM T n)

cf. [I] 1.10. Les espaces ambiants sont M’ et M. Le terme 7 est un élément semi-simple de
M (F) et € est un élément semi-simple de M (F). On suppose que M! est quasi-déployé.

Les deux paires de Borel (BM T) de M et (BN M,T) de M fournissent une iden-
tification X,(T) ~ X*(T), qui transporte I'action de # = ad, en §. On introduit le
groupe de Borel B de GG contenant 1" dont ’ensemble de coracines simples s’identifie a
I’ensemble des racines simples de B. 1l est clair que les deux paires de Borel (B, T) de
G et (B,T) de G fournissent la méme identification X,(T') ~ X*(T") que ci-dessus. On
vérifie d’ailleurs que le groupe P engendré par B et M est un élément de P(M) et que
Pensemble P = P est un élément de P(M). De la paire de Borel (B N M, Té’o) de M’
et de la paire (BM',T") de M’ se déduit une identification X, (T") ~ X*(T%9).

Posons (B,T) = (BN G,, T N G,), complétons cette paire en une paire de Borel
épinglée de G, et introduisons l'action galoisienne quasi-déployée sur G, qui la conserve.
Elle est de la forme 0 — 05 = ady) 00, cf. 5.1. Parce que PN G, est défini sur I pour
I'action galoisienne naturelle, on a nécessairement u(o) € M, ;.. Donc M, est stable par
laction o — o¢ et les deux actions galoisiennes coincident sur Z(M,). On note G, resp.
M, le groupe G,, resp. M,, muni de l'action o +— og. Complétons de méme la paire
de Borel (B,T) de G en une paire de Borel épinglée et introduisons 1'action galoisienne
quasi-déployée sur G' qui conserve celle-ci. Elle est de la forme o +— 0g+ = ady ) 0 og, ou
u(o) € Gge. Toujours parce que P est défini sur F' pour I'action galoisienne naturelle, on
a u(o) € Mg.. Donc M est stable par 'action o +— g+ et les deux actions coincident sur
Z(M). On a g = ady(eyu(o)-1 © 0. L'élément (o)u(o)~! appartient a M. Il s’envoie
donc sur un élément du groupe de Weyl WM que l’on note wy; (o). Il est fixe par 6. Le

groupe M est le commutant dans G de I image dans Tde 7 (M ).
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On peut définir comme en 5.1 une donnée endoscopique de Mg associée a la donnée
M’ et au diagramme (e, BM', T, BM T, 7). Mais on peut aussi refaire la méme construc-
tion en remplacant le groupe M sc par 'image réciproque M. de M dans Ggc. On obtient
une donnée endoscopique de M,.. C’est celle-1a que nous noterons M/ = (M’, M’, ().

Fixons une paire de Borel (BM'? T°) de M! définie sur F et un élément m’ € M. {5C
tel que ad,, envoie cette paire sur (B™ MM’ T"). Fixons une paire de Borel (BM', T") de
M’ définie sur F'. Pour une raison qui apparaitra plus loin, on note 7%, ., resp. T, _..,
I'image réciproque de T° dans M’ sc» resp. 'image réciproque de T" dans M. Comme
en 5.1, on a un isomorphisme d’ algebres de Lie

j : {/]\4’750 @5(M/) @3(6) = tM sc @5(M€/)

qui est équivariant pour les actions galoisiennes. On note j, : X.(Th; ..) ® Q —
X.(T3, ..)®Q l’1somorphlsme sous-jacent a la restriction de ’homomorphisme j a t),

Le triplet (M4, .5 J«) est un triplet endoscopique non standard. On a le dlagramme
suivant

3(M)Fro = 3(M)tre
3(J\j ) ¢

[ 3(M')tF
3(MSC)FFfB 3(G)Tr ¢

s @G~ (MY

€

On suppose désormais

(1) € est elliptique dans M'(F).

Les fleches de droite du diagramme sont des isomorphismes parce que M’ est une
donnée elliptique de (M, M, a) et que € est elliptique dans M’(F). Les fleches de gauche
sont donc aussi des isomorphismes. Pour la fleche du haut, cela entraine que 7 est ellip-
tique dans M (F). Pour celle du bas, cela entraine que M’ est une donnée endoscopique
elliptique de M,.. Rappelons que, dans cette situation non tordue et sur un corps local
non-archimédien, une telle donnée est automatiquement relevante.

L’ellipticité de n entraine dualement que

(2) 'homomorphisme naturel

Z (NP0 5 Z(M)Teo

est surjectif et de noyau fini.

Puisque Z(G)'? senvoie évidemment dans Z(G)'F et puisque les quotients ci-
dessous sont connexes, on a aussi

(3) 'homomorphisme

Z(N)"P0 ) 7GR0 = Z(M)' ) Z(G)'F

est surjectif.

Soit § € (Z(M )FFﬂ/Z( )9, Le groupe G'(5) est composante neutre du centrali-
sateur de § dans G. Il est muni de la paire de Borel (BN G/(é),Té’O). De méme que
I'on a construit le groupe B, on construit un groupe de Borel B’ de G'(5) de sorte que
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Pidentification X, (") ~ X*(T%°) déduite des paires (B',T") et (B N G'(3), T%°) soit la
meéme que celle ci-dessus. De nouveau, le groupe P’ engendré par M’ et B’ est un élément
de PE"G)(M'"). On voit alors que le sextuplet (e, B, T, B, T,n) est encore un diagramme,
avec cette fois pour groupes ambiants G'(§) et G, donnant naissance au méme homomor-
phisme £. A partir du diagramme (¢, B', 7", B,T,n) et de G'(§), on définit une donnée
endoscopique de Ggo. L’élément s s’envoie sur un élément 5 € T4, plus précisément
5 € (Z(M)F¥. En considérant les définitions de [W1] 3.5, on s’apercoit que la donnée
endoscopique de Ggo que l'on construit ainsi n’est autre que celle associée a la donnée
M’ du Levi M, et & cet élément 5. Nous la noterons G'(5) = (G'(5),G'(5), 5). Fixons
un sous-groupe parabolique de G'(3) défini sur F et de composante de Levi M’. On
note B'(5) le sous-groupe de Borel de G'(5) qui est inclus dans ce parabolique et vérifie
B'(5)NM' = BM™' Le couple (B'(3), T") est une paire de Borel de G’(5) qui est définie sur
F. On pose B’ = ad,}(B'). Alors (B’,T") est une paire de Borel de G'(3). définie sur F.
On note stc, resp. Ts’c, I'image réciproque de 7” dans G’ (5)e.sc, resp. I'image réciproque

de T’ dans G'(5)sc. On a un isomorphisme

71t ®3(G'(3) @3(G) = €, x 5(G'(3)e)

qui vérifie des propriétés analogues a celles ci-dessus. C’est le méme que plus haut,
modulo les identifications B
t/sc = tI]Mfsc @ 3(MI<§>SC)7

ot M'(5),. est 'image réciproque de M’ dans G’(3)sc et
tb ~ tM’ @ 3(M,(§)e,sc)7

ot M’(3)esc est 'image réciproque de M/ dans G'(5).,sc. De nouveau (avec un léger abus
de notation), on note 7, : X,(T.,) ® Q — X,.(T°.) ® Q I'isomorphisme sous-jacent & la
restriction de ’homomorphisme j & .. Le triplet (G'(3)sc, G'(3)c.50, j«) est un triplet
endoscopique non standard. Résumons les isomorphismes obtenus :

3(G'(5)) = 3(G)@3(G'(5)) 3(G) — 3(G)
(4) (M) — ® & — @ D
3(M'(8)esc) = H(M'(5)se) 3(G'(3)) ®3(M'(5)sc) — 3(M)

Notons S l'ensemble des § € (Z(M)Fr0/Z(G)'r0 tels que G/(3) soit elliptique et
Agr(s) = Agr(s).- Montrons que

(5) si Ag, # Ag, Uensemble S est vide;

(6) supposons Ag, = Ag; alors S est égal a I'ensemble des 5 € CZ(M)Fr G/Z( e #
tels que la donnee dedulte G'(5) de Gg¢ soit elliptique.

Pour § € CZ(M)'r?/Z(G)'F on a un diagramme similaire a celui écrit plus haut

(G = (@)
i l

3(G)'r 3(G'(3)'r
I !

JEE) @G = 3(G(3))F

L’élément s appartient a S si et seulement si les deux fleches de droite sont des isomor-
phismes. C’est équivalent a ce que celles de gauche soient elles-aussi des isomorphismes.
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Que la fleche du haut a gauche soit un isomorphisme signifie que Ag, = Ag. Cette condi-
tion est indépendante de §. Si elle n’est pas vérifiée, 'ensemble S est donc vide. Si elle
est vérifiée, la seule condition est que la fleche du bas a gauche soit un isomorphisme, ce
qui équivaut a Uellipticité de G'(s).

5.4 Facteurs de transfert et transfert des distributions

Pour ﬁxer les notations, reprenons brievement les constructions de 5.1 et 5.2. Soit
5eCZ(M)r G/Z( \0rf, #_On fixe des données auxiliaires G (5), ..., A1(8) pour la donnée
G/(3). On note M!(5), resp. M/ (3), 'image réciproque de M’ dans G’( 3), resp. de M’ dans
G (5). On fixe une image réciproque €;(3) de e dans M!(3; F), ainsi qu'une décomposition

d’algebres de Lie
g1(5) = au(5) @ ¢'(5).
On en déduit des décompositions
01(5ae = als) @ d'().
my(8) =« (5) e w,
m’l (5)51(5) = C1<§) D mé
Pour y € Y, on fixe un facteur de transfert sur G'(5, F') x Gypy),sc(F) que 'on note

A(S,y). Alors il existe d(5,y) € C* tel que, pour des données comme en 5.1, on ait
I'égalité

(1) d(5,»)A5y)(exp(Y), exp(X[ylse)) = A(S)1(exp(Y)er (5), exp(X[y])nly])

pourvu que X et Y soient assez proches de 0.

Pour appliquer la formule 5.2(7) a la donnée G'(5), on glisse des termes § ou §
dans les notations. Fixons un élément Z € 3(G'(5)., F) assez proche de 0, que I'on écrit
Z =71+ Zyavec Z) € 3(G; F) et Zy € 3(G'(3); F). Soit 8(8)sc € Dgéom(G/(é)E7sc(F)) a
support assez proche de 1. On définit

- I'image (3, Z) de §(3)sc par la composée de 'application L*G’(é)e,sc,G’l(é)el(g) et de la
translation par exp(Z);

- Pimage (3, Z2)%1®) de 8(3, Z) par I'application desc’ C:)/( o,

- 'image §(3)s¢ de 8(3)sc par transfert endoscopique non standard ;

- l'image (5, Z;) de 6(3)sc par la composée de I'application LE (s , et de la

5)sc,G' (5
translation par exp(Zs); )

- pour y € YV, 'image 8y, Z5] de 6(5, Z3) par transfert a Gy so(F) ;

- Pimage 6[y, Z] de d[y, Zs] par la composée de 'application L seaCnpyy €0 de la
translation par exp(Z;);

- image 8y, Z]¢ de 8[y, Z] par I'application descné[g].
La formule 5.2(7) devient

(2) transfert(d(S, Z)éll(g)) = Z clyld(s,y)é8ly, Z]°.

yey

On supprime de la notation les termes Z dans le cas ou Z = 0.
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On peut remplacer G par M dans les constructions ci-dessus. On ajoute des exposants
M pour indiquer les analogues pour M des termes précédemment définis pour G. On
obtient une assertion ol la donnée de départ est un élément dsc € D7y, (M! go(F')). On
aura besoin d'une variante ou le groupe M/ 4. est remplacée par le groupe intermédiaire
M'(8)c,sc- Partons ainsi d’un élément §(3),. € Dyl (M'(5)c,sc(F)) (le cas unipotent nous
suffira). On définit

-6(35) = %/(g)e,sc,M;(g)q(g)(5(S)sc);

- Pimage 8(3)M1® de &(5) par application desc; (1;4){( ),

C’est une distribution stable sur M/(8; F), dont les éléments du support ont des
parties semi-simples dans la classe de conjugaison stable (’)M, de € (3).

On définit :

- I'image 8 (8)sc de 6(5)sc par transfert endoscopique non standard ; c’est une distri-
bution stable sur M'(5).(F);

-6(3) = L;Z,(E)SCM,(E(E)SC) ; i
- pour y € Y, I'image d[y| de 6(5) par la composée du transfert a M, .(F) et de

lapplication L}*Mn[ Loy © ‘est une distribution sur M, (F) ;

- 'image 5[y]M de dly,| par Papplication desc [y}*

Y]

C’est une distribution sur M (F), dont les éléments du support ont des parties semi-
simples dans la classe de conjugaison stable O de 7.
On a alors 1’égalité

(3) transfert(é(é)m(g)) = Z Myld(3, y)8[y]M.

yejﬂw

Cette variante se déduit facilement de la formule précédente. Il suffit d’utiliser la for-
mule 3.7(4) qui permet de permuter un transfert endoscopique avec une application telle
que t}, o M (3)erse? ainsi qu’une formule analogue concernant le transfert non standard,

laquelle se prouve de la méme fagon. On laisse les détails au lecteur.

5.5 Applications de transition

Notons Oy la classe de conjugaison stable de €. Soit d € Dgeom(M/) a support proche

de Oyp. Fixons des données auxiliaires M, ..., Ay pour M et un élément ¢ € M|(F)
se projetant sur e. Alors é s’identifie a un element de D%, . AI(M{(F )). Comme on
I'a dit en [II] 1.10, on a une surjection Dgeom(M{(F)) — Do, \ (M{(F)). L’action
par translations sur 'espace de départ d’'un élément ¢ € Cy(F) se traduit sur 'espace
d’arrivée par la multiplication par A;(c). Puisque le support de § est voisin de Oy, on

peut donc relever cette distribution en un élément §; € D;’éom(M 1(F)) a support voisin de

la classe de conjugaison stable de e;. C’est I'image par 'application descif’M{ d’un élément
de Dz, (Mj . (F)) a support proche de 1. Un tel élément est combinaison linéaire de
termes exp(Z)LME, SC7M{’€1(5675(;), avec Z € 3(M{ ;F) et dcsc € Dby (M, 50(F)), &
support proche de 1 (le produit par exp(Z) signifie la translation par cet élément). Pour
simplifier, on suppose que la combinaison linéaire est réduite a un seul terme, c’est-a-dire
que

0, = descStM(exp(Z)LMlsc,M/ (0e,50))-
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Fixons une décomposition
/ . /
my ., = dm.

Les translations par ¢; (F') ne comptent pas par le méme argument que ci-dessus (d’ailleurs,
le composé de A; et de 'exponentielle est égal a 1 au voisinage de 0). On peut donc sup-

poser que 'élément Z appartient & 3(M/; F'). Posons alors . = ea:p(Z)LM, oM (bes0).
1 eq
On peut considérer que c¢’est un élément de D2, (M!(F)) & support proche de 1.

Soit § € CZ(M)'r # /Z(@G)'r? Utilisons les données auxiliaires introduites au para-
graphe précédent, que l'on restreint & M’. En remplacant M! par M!(3), on construit
un autre élément §(3).. Les distributions &, et §(5). appartiennent au méme espace
D (M!(F)) et proviennent par descente d'un méme élément & € D;l, (M’'). Mais

elles ne sont pas forcément égales. Rappelons en effet la construction de 'isomorphisme
composé

SI, (M{(F)) =~ SI(M') = SI,(M;(5; F)).

Il provient d’un isomorphisme

<b — o(3).

Soient d; € M!(F) et 6,(5) € M/(5;F) deux éléments au-dessus d’un méme point de
M'(F). Alors on a une égalité

¢(3)(51(3)) = A(3)(61, 61(3))p(61),

ot A(8) est une fonction de recollement définie en [I] 2.5. Cette fonction de recollement
est localement constante. Parce que 'on travaille dualement avec des distributions, un
dévissage des définitions conduit a 1’égalité

1) 8(). = d(3)3.,

ol .

d(3) = A(3) (e, 2(3)) "
On peut calculer ce terme en fixant un élément Y € ml(F) en position générale et
elliptique. II lui correspond un élément X € m, (F) par la construction de 5.1 appliquée
en remplacant G par M et y par 1. A l'aide des décompositions fixées, on peut identifier

Y soit a un élément de m;  (F'), soit a un élément de m/(3)., s (F). D’apres [I] lemme
2.5, on a l'égalité

As(exp(Y)er, exp(X)n)
Ay (5)(exp(Y)e (), exp(X)n)

(2)  d3) =
6 'Triplets endoscopiques non standard

6.1 Apparition des triplets endoscopiques non standard

Rappelons la notion de triplet endoscopique non standard introduite dans [W1]
1.7. On considere deux groupes réductifs connexes G et G5 définis sur F', simplement
connexes et quasi-déployés. Pour ¢ = 1,2, soit (B;,T;) une paire de Borel de G; définie
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sur F. On introduit I'ensemble $(7}) des racines de T; dans G; et 'ensemble 3(7}) des
coracines. On note o — & la bijection usuelle entre ces ensembles. On suppose données
une bijection 7 : 3(Ty) — X(77), une fonction b : X(T3) — Qs et un isomorphisme
Je t Xu(1h) ®2 Q — X, (T) ®z Q. On note j* : X*(Ty) ®z Q — X*(1T1) ®z Q 'isomor-
phisme dual. On impose les conditions suivantes :

- pour ay € X(T3), ay est positif pour By si et seulement si 7(ag) est positif pour By
(cette condition ne figure pas dans [W1] 1.7 mais peut étre ajoutée d’apres le lemme de
cette référence) ;

- J« (donc aussi j*) est équivariant pour les actions galoisiennes ;

- pour tout ay € X(713), 7*(a2) = blag)7(as);

- pour tout a; € X(T1), j«(d1) = b(ag)dg, ott ag = 77 (ary).

A ces conditions, on dit que (G1, G2, j.) est un triplet endoscopique non standard.

De tels triplets interviennent dans nos constructions comme on ’a vu en 5.1. Soit
(G, G, a) un de nos triplets comme en [II] 1.1 et G’ = (G, G, §) une donnée endoscopique
elliptique de (G, G, a). Soient (e, B',T', B, T,n) un diagramme reliant un élément semi-
simple € € G'(F) & un élément semi-simple 1 € G'(F). Supposons G’ quasi-déployé. A
l’aide de ces données, on construit une donnée endoscopique G’ = (G',G', 3) de G, sc-
Posons G = G”SC et Gy = G/e,sc- Alors le couple (G1,Gs) se complete naturellement
en un triplet endoscopique non standard (G1, Gy, j.). Dans [W1] 1.7, on a classifié les
triplets endoscopiques non standard. Considérons les triplets élémentaires suivants :

(1) G; = G4 et j, est l'identité;

(2) Gy est de type B, avec n > 2, G5 est de type C,, et j, envoie une coracine courte
sur une coracine longue et envoie la coracine longue sur 2 fois la coracine courte;

(3) G est de type C,, avec n > 2, G; est de type B, et j, envoie la coracine courte
sur la coracine longue et envoie une coracine longue sur 2 fois une coracine courte;

(4) G et Gy sont de type Fj et j, envoie une coracine courte sur une coracine longue
et une coracine longue sur 2 fois une coracine courte;

(5) Gy et G sont de type Go (sic!) et j, envoie une coracine courte sur une coracine
longue et une coracine longue sur 3 fois une coracine courte.

Disons qu'un triplet est quasi-élémentaire s’il se déduit par restriction des scalaires
d’un triplet élémentaire. Disons que deux triplets (G, Ga, j«) et (G, GY, j.) sont équivalents
si, & isomorphismes pres, on a Gy = G, Gy = G et j, = ¢j. ou ¢ est un rationnel stric-
tement positif. Alors tout triplet est isomorphe & un produit de triplets équivalents a un
triplet quasi-élémentaire.

Pour chacun des triplets élémentaires ci-dessus, on pose N(G1, Gy, j.) = 0 dans le cas
(1), (n+1)(2n+1) dans le cas (2), 4n? — 1 dans le cas (3), 78 dans le cas (4), 28 dans le
cas (5). Pour un triplet quasi-élémentaire (G1, G, j. ), déduit par restriction des scalaires
disons de F’ a F d’un triplet élémentaire (G}, G5, 7%), on pose N(G1,Ga,js) = [F' :
FIN(GY, Gy, 4%). Pour un triplet général, produit sur ¢ = 1,...,n de triplets équivalents
a des triplets quasi-élémentaires (G, G, j«i), O pose

N(G1,Ga,Jx) = supiz1,. o N(G1,i, Ga, Jui)-

Remarque. Pour n = 2, les triplets (2) et (3) sont les mémes. Les deux recettes
possibles pour définir N(Gy, Ga, j.) donnent le méme résultat.

Lemme. Si un triplet endoscopique non standard (G1, G, j.) est issu comme ci-dessus
de couples (n,¢€), on a N(G1,Ga, 7)) < dim(Gsc).
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Preuve. Introduisons la forme quasi-déployée G, de G 4p. Fixons-en une paire de
Borel épinglée (B*,T*, (Eq4)aca) définie sur F. On a sur G, une action galoisienne et un
automorphisme 6* qui conservent cette paire de Borel épinglée. Soit t € T™. On introduit
la composante neutre I(t) = G’ p ;5 du commutant de t6* et son groupe dual I(t). Soit s

un élément semi-simple de I(¢). On introduit la composante neutre I(t), du commutant
de s et son groupe dual. On note R(s,t) le systeme de racines de ce groupe dual. Il résulte
de ’hypothese et de [W1] 3.3 qu'il existe t et s de sorte que le systeme de racines de G4
coincide avec R(s,t). De I'action galoisienne sur G; se déduit une action galoisienne sur
R(s,t). Elle est composée de I’action galoisienne sur le systeme de racines de G, et d'un
cocycle a valeurs dans W9 . On déduit du systéme de racines R(s,t) un autre systéme de
racines, notons-le R(t, s) (dans [W1] 3.3, les deux systémes sont notés respectivement Y,
et 3p). Clest celui du groupe Gy. On a décomposé plus haut (G, G, j,) en produit sur
i =1,...,n de triplets équivalents a des triplets quasi-élémentaires (G ;, Ga, ji;). Posons
N = N(G1, Ga, jx) = supi=1,.. o N(G14, G2, Jxi). Fixons i tel que N(Gy,, Goy jsi) = N.
Il suffit de prouver que, s’il existe ¢ et s comme ci-dessus de sorte que le systeme de
racines de G, soit un sous-systeme de R(s,t) et que le systeme de racines de Gy, soit
un sous-systeme de R(t,s), alors N < dim(G%). A ce point, on peut simplifier les
notations en supposant que (G1, Ga, j.) = (G14, G2, J«i) et en abandonnant I'indice 1.
Supposons qu’il existe t et s vérifiant les conditions ci-dessus. Notons J la compo-
sante neutre du centralisateur du centre de I(¢). Il est stable par l'action galoisienne
et par 0*. Il contient T* et le groupe I(t) coincide avec la composante neutre du cen-
tralisateur de t6* dans J. Il en résulte que les systemes de racines R(s,t) et R(t,s)
se déduisent aussi bien du groupe J, ou mieux de la forme quasi-déployée J7%,, de son
groupe adjoint. Si I'on prouve l'assertion pour ce groupe, on en déduit la méme asser-
tion pour G%, puisque dim(J} ) < dim(G% ). Cela nous ramene au cas ou J = G%p,
ce que l'on suppose désormais. On peut décomposer G, en produit de groupes G
pour j = 1,...,m tels que, pour tout j, les composantes irréductibles de G forment
une seule orbite pour le groupe de permutations engendré par ’action galoisienne et
par 6*. Les systemes de racines R(s,t) et R(t,s) se décomposent conformémént (y com-
pris en tenant compte de l'action galoisienne). Il existe donc un indice j tel que le
groupe G7p, ; vérifie les mémes hypotheses que G7 . De nouveau, si 'on démontre I'as-
sertion pour ce groupe G7p ;, on en déduit Passertion pour G*. Cela nous ramene au
cas ou les composantes irréductibles de G* ,, forment une seule orbite pour le groupe de
permutations engendré par 'action galoisienne et par 6*. Fixons une telle composante
irréductible G. Notons ¢ le plus petit entier strictement positif tel que (6*)°(G) = G.
Posons G = G x 6*(G) x ... x (0*)"YG). Soit F” I'extension de F tel que I'pv soit le
sous-groupe des o € I'p qui conservent G. Alors G% ,, est déduit de G par restriction des
scalaires de F” a F. Les systemes de racines R(s,t) et R(t,s) se décomposent en pro-
duits indexés par Gal(F”/F) de systémes analogues relatifs & G. Puisqu’on a supposé
notre triplet (G1, G, J.) équivalent a un triplet quasi-élémentaire, on peut supposer qu’il
existe un triplet élémentaire (Go 1, Go 2, jo«) €t une extension F” de F tels que le systeme
de racines de Go 1, resp. Goa, soit un sous-systeme d’un systeme R(S,?), resp. R(t,3),
relatif & G et que (Gy, Gy, j.) soit équivalent au systéme déduit de (Go1, Goz, jo«) par
restriction des scalaires. D’apres la propriété rappelée ci-dessus des actions galoisiennes,
un élément de I'y qui conserve (Go 1, Go.2, jo«) conserve aussi G, autrement dit F’ C F”.
Notons (G1, Gy, jx) le triplet sur F” déduit de (G 1, Go.2, jo«) par restriction des scalaires
de F' a F”. On voit alors que F”, G et (G1,Ga, j.) vérifient les mémes hypotheses que
F, G%p et (G1, Gy, j.). Par définition, N = [F" : F]N(Gy, G, j.) (ce dernier entier étant
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relatif au corps de base F") et dim(G%p) = [F" : F]dim(G). 11 suffit donc de démontrer
la relation N(Gy,Ga,7j.) < dim(G). En oubliant cette construction, on est ramené au
cas ol toutes les composantes irréductibles de G* ,, sont permutées par le groupe d’au-
tomorphismes engendré par #*. On fixe comme ci-dessus une composante irréductible G
et on note ¢ le plus petit entier strictement positif tel que (6*)°(G) = G. Mais alors les
systemes de racines R(s,t) et R(t, s) sont exactement les mémes que des systemes R(s, t)
et R(t,s) déduits de G, de son automorphisme (6*)¢ et d’éléments convenables t et s. De
nouveau, cela nous ramene au cas ou G%, = G, autrement dit, on peut supposer G
irréductible.

Il reste a étudier cas par cas chaque systeme possible pour I(t) (soumis & la condition
J = 1(t)) et chaque triplet quasi-élémentaire possible. On suppose donc que (G, Ga, j.)
est équivalent a un triplet déduit par restriction des scalaires de F’ a F d’un triplet
(Go1,Gog, jox) de type (1) & (5). On peut exclure le triplet (1) : dans ce cas N = 0 et
I'inégalité N < dim(G% ) a prouver est évidente. On peut aussi exclure le cas ol 0* est
Iidentité. On est alors dans le cas d’endoscopie non tordue et il résulte des constructions
de [W1] 3.3 qu’alors le triplet endoscopique non standard est forcément de type (1).
D’apres [L] proposition 11.3.2, les possibilités pour G, et I(t) sont les suivantes :

(6) G%p de type Ao, dim(GYp) = (2m +1)% — 1, I(t) de type By, ;

(7) G p de type Agp_1, dim(Gyp) = 4m?* — 1, I(t) de type Cp, ;

(8) G p de type Agp1, dim(GYp) = 4m? — 1, 1(t) de type D,y ;

(9) G%p de type D,, avec m > 4, dim(G%p) = m(2m — 1), 1(t) de type B+ U B,-,
avec mt™ +m- =m—1;

(10) G%p de type Dy, dim(G% ) = 28, I1(t) de type Ga;

(11) G, de type Dy, dim(G% ) = 28, I(t) de type Asg;

(12) G*% de type Eg, dim(G* ) = 78, 1(t) de type Fy, Cy ou B3 U A;.

Dans le cas olt (Go1, Gog, jo.«) est de type (4), on peut exclure les cas classiques (6)
a (9) : des opérations consistant a prendre des commutants ou a passer au groupe dual
a partir d'un groupe classique ne sauraient créer un groupe de type Fjy. Les cas (10) et
(11) sont exclus car I(t) y est trop petit pour contenir Fjy. Il ne reste que le cas (12). La
seule possibilité est que I(t) soit lui-méme de type Fj. Il ne contient évidemment qu’une
copie de ce systeme, donc F’' = F. Mais alors, par définition, N = 78 = dim(G% ).

Dans le cas ot (Go.1, Goz2, jo«) est de type (5), on peut exclure les cas classiques pour
la méme raison que ci-dessus. Un systeme de type G5 ne peut pas étre contenu dans des
systemes de types Ay, Fy, Cy ou Bs. Il ne reste que le cas (10). De nouveau F' = F et
N =28 = dim(G%p).

Supposons (Go 1, Go2,Jo«) de type (2). On peut exclure les cas (8), (10) et (11) :
un systeme de type B, ne peut pas intervenir dans un systeme de type D,,, Gy ou As,.
Posons d = [ : F|. Alors N =d(n+1)(2n+ 1). On a d systeémes orthogonaux de type
B,, contenus dans le systeme de racines de I(t). Donc le rang de I(t) est au moins dn. Il
suffit alors de prouver

- dans le cas (6), 'inégalité m > dn entraine (2m +1)> — 1 >d(n+1)(2n + 1);

- dans le cas (7), 'inégalité m > dn entraine 4m* — 1 > d(n + 1)(2n + 1);

- dans le cas (9), I'inégalité m — 1 > dn entraine m(2m — 1) > d(n+ 1)(2n + 1) ;

- dans le cas (12), I'inégalité 4 > dn entraine 78 > d(n + 1)(2n + 1).

On laisse au lecteur la vérification élémentaire.

Supposons (Go.1, Go2, Jo«) de type (3). On peut supposer n > 3 : si n = 2, le cas (3)
se confond avec le cas (2) déja traité. On peut alors exclure les cas (10) et (11) ou I(?)
est de trop petit rang. On peut aussi exclure les cas (6), (8) ou (9) : un systeme C,, avec
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n > 3 n’est pas un sous-systeme de B,, ou D,,. Dans les cas restants, le méme argument
que ci-dessus ramene a prouver

- dans le cas (7), inégalité m > dn entraine 4m? — 1 > d(4n* — 1) ;

- dans le cas (12), I'inégalité 4 > dn entraine 78 > d(4n”* — 1).

De nouveau, on laisse la vérification au lecteur. Cela prouve le lemme. [

6.2 Compléments a propos de ’ensemble Z(G)

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F et G un espace tordu sous G. Pour n e
G, notons E, I'ensemble des paires de Borel épinglées £ de G telles quen € Z (é’, E), clest-
a-dire que ad,, conserve £. Notons © l'ensemble des n G tels que E, # (. Rappelons
les propriétés suivantes, cf. [KS] 1.1. Soient n € © et £ = (B, T, (Ea)aca) € E,;. On note
W le groupe de Weyl de T' dans G' et § = ad,,. Alors

(1) les sous-groupes Zg,,(n) et (Thq)? de G ap sont connexes (Zg ,,(n) est le groupe
des points fixes de 6 dans G ap);

(2) WY s’identifie au groupe de Weyl de T%° dans G,,.

Montrons que

(3) pour n € ©, 'ensemble E, est une classe de conjugaison sous G,,.

Preuve. Il est clair que la conjugaison par un élément de G, conserve E,. Inversement,
solent £,&" € E,. D’apres [I] 1.3(2) et (2) ci-dessus, il existe x € G,, tel que € et ad, (&)
alent la méme paire de Borel sous-jacente. Notons (B,T) cette paire. Il existe alors
t € T de sorte que €& = ady,(E'). Puisque ad, conserve £ et que x € G,, ad, conserve
ad,(&'). Puisque ad, conserve aussi & = ady,(E'), on a ad,(t) € tZ(G). Donc 'image
teq de t dans T,y est fixe par 0. D’apres (1), T%° s’envoie surjectivement dans T, fd. On
a donc t € Z(G)T?°. Quitte & multiplier ¢ par un élément de Z(G), on peut supposer
t €T’ C G,. Enposant y =tz, onay € G, et £ = ad,(£'). O

Rappelons que, pour toute paire de Borel épinglée £, on a des applications

4)  Z(G,&) = 2(G,&) = Z(G,&)/(1 - 0)(Z(Q)) ~ Z(G).

Pour une autre paire de Borel épinglée &', on choisit x € G tel que ad,(£') = E. Le
diagramme suivant est commutatif

Z(G, &
N
(5) ad, | Z(G)
i Va
Z(G,€)

Pour n € O, choisissons £ € E,. Via (4), n s’envoie alors sur un élément de Z(G). La
propriété (3) et la commutativité du diagramme ci-dessus montrent que cet élément ne
dépend pas du choix de £. On obtient ainsi une application © — Z (é) Il est immédiat
qu’elle est équivariante pour les actions galoisiennes. L’ensemble O est invariant par
conjugaison par G. Notons ©/conj I'ensemble des classes de conjugaison.

Lemme. L’application précédente se quotiente en une bijection de ©/conj sur Z(G).
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Preuve. Soient 1,7’ € O, supposons ces éléments conjugués. Fixons z € G tel que
ad,;(n') = n. Fixons aussi £ € E, et & € E,,. La paire de Borel épinglée ad,(E’) est
conservée par ad,. D’apres (3), quitte a multiplier x a gauche par un élément de G,
on peut supposer ad,(E') = £. Le diagramme (5) montre alors que 1 et ' ont méme
image dans Z (é) Inversement, soient 7,7’ € O, supposons que ces éléments ont méme
image dans Z(G). On fixe £ € E, et & € E,. On fixe € G tel que ad,(E') = €. Alors
ady (1) = zn, avec z € Z(G). D’apres (5), Vimage de 7' dans Z(G) est aussi celle de 27.
Pour qu’elle soit égale a celle de 7, il faut que z appartienne a (1 — 0)(Z(G)). Ecrivons

= (0—-1)(7), avec 2/ € Z(G). Alors ad,.,(n') = n et n et 17’ sont conjugués. Cela prouve
que lapplication © — Z(G) se quotiente en une injection ©/conj — Z(G). Fixons
une paire de Borel épinglée £. Alors Z (G',S) est contenu dans © et notre application
coincide sur cet ensemble avec I'application (4). Celle-ci est surjective par définition de
Z(@). Cela prouve la surjectivité de 'application de I’énoncé. [J

6.3 Définition de triplets (G, G, a) particuliers

Considérons un systeme de racines et un automorphisme 6* de ce systeme. On in-
troduit un groupe réductif connexe G sur F', simplement connexe et déployé, dont le
systeme de racines est celui fixé. Fixons une paire de Borel épinglée £* de G définie
sur F'. A 0* est alors associé un automorphisme de G qui conserve £*, et qui est défini
sur F. On le note encore *. On introduit espace tordu G = GO*. Clest un espace
principal homogene sous G' a gauche, muni du point marqué 6*. L’action de G a droite
est définie par (g0*,x) — g0*(x)0* et laction galoisienne fixe #*. On voit que la classe
d’isomorphisme du couple (G, é) est uniquement déterminée par le systeme de racines
et son automorphisme (plus précisément par la classe de conjugaison de ce dernier dans
le groupe d’automorphismes du systeme de racines). Plus généralement, considérons une
extension finie F’ de F', un systeéme de racines et un automorphisme 6* de ce systeme.
On introduit un couple (G g, G ) défini sur F” associé au systeme de racines et a son
automorphisme. On note (G, G) le couple sur F déduit de (G, Gp) par restriction des
scalaires.

Fixons un tel couple (G, é) Parce que G est simplement connexe, on a la propriété
supplémentaire suivante. Soient n € © et £ = (B,T,(Ey)aca) € E,. Posons 0 = ad,,.
Alors

(1) Zg(n) et T? sont connexes.

Pour n € G(F), notons E, r» 'ensemble des paires de Borel épinglées £ de G définies
sur F telles que € Z(G, ). Notons O l'ensemble des n € G(F) tels que E, r # 0.
Par construction, I’ensemble O n’est pas vide. On a O C O'F et I'application de 6.2
se restreint en une application Op — Z (G)FF . L’ensemble O n’a pas de raison d’étre
invariant par conjugaison stable. On peut néanmoins introduire la relation d’équivalence
dans O : deux éléments sont équivalents si et seulement s’ils sont stablement conjugués.
On note © /st —conj 'ensemble des classes d’équivalence. Remarquons que, d’apres (1),
la classe de conjugaison stable d’un élément 7 € ©p est Vintersection de G(F) avec la
classe de conjugaison par G(F) de . On en déduit une injection O /st—conj — O /conj.
Montrons que

(2) Papplication du lemme 6.2 se restreint en une bijection O /st — conj ~ Z(G)

Preuve. Le lemme 6.2 nous dit que cette restriction est injective. Soit e € Z(G)'"
Puisque ©p n’est pas vide, fixons n € Op et £ = (B,T,(Ey)aca) € E,p. On peut

T'r
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fixer un élément z € Z(G) tel que e soit I'image de zn. Puisque e est fixe par I'r, on a
zo(2)7t € (1 —0)(Z(G)) pour tout o € T'p. L’application o — zo(2)~! est un cocycle
de I'r dans (1 — 0)(Z(G)), que I'on pousse en un cocycle a valeurs dans (1 — 0)(T). 1
résulte des constructions que 7' et (1 — 0)(7') sont déduits par restriction des scalaires
de tores déployés sur F’. Donc (1 — 6)(T) est induit et H(Tr; (1 — 60)(T)) = {1}. On
peut donc fixer u € T de sorte que z0(z)™' = (1 — 0)(uo(u)™!) pour tout o € I'p. En
notant u.q l'image de u dans T4, cette relation implique que g0 (uag) ™t € de. Donc
o~ 7,L0Lda(uad)_1 est un cocycle a valeurs dans T(fd. De nouveau, ce tore est induit et
HY(Tp;T%) = {1}. On peut donc fixer v, € T, de sorte que Uuqo (Uaq) ' = Vaq0 (Vaq)
pour tout o. Relevons 1,4 en un élément v € T?. Posons t = uv~!. On a alors x4 € TCZF .
Puisque v € T?, on a encore I'égalité z0(2)™t = (1 — 0)(xo(x)~1) pour tout o. Posons
0 = ady,—1(zn) et & = ad,—1(£). La relation précédente implique que /' € G(F). Parce
que Z,q est fixe par I'p, £ est définie sur F'. Alors £ appartient a E,, ¢ et i’ appartient
4 Op. Le diagramme 6.2 (5) montre que P'image de 77’ dans Z(G) est la méme que celle
de zn, laquelle est e. Cela acheve la preuve. [J

Puisque G est simplement connexe, G est adjoint et H'(Wy; Z(G)) = {1}. Complétons
le couple (G, é’) par I'unique cocycle possible a = 1. Remarquons que, pour toute donnée
endoscopique G’ = (G, G, 5) de (G, G, a), le choix d'un élément 1 € O permet d’iden-
tifier G’ & G’ de la facon suivante. On note e 'image de i dans Z(G). Cet élément est
fixe par I'r. En se rappelant que G’ = G X z(@) Z(@), lapplication qui, & z € G’, associe
Pimage de (z,¢) dans G’ identifie G’ & G'.

On fixe comme toujours une paire de Borel épinglée & = (B,T, (Ed)&eA) de G,
conservée par 'action galoisienne et on note 0 I’automorphisme habituel qui la conserve.
Introduisons la donnée endoscopique G’ = (G',G’,5) "maximale” de (G,G,a) définie
par § = et G = @é X Wg. On suppose désormais que le systeme de racines de
départ ne contient pas de composante de type A,,. On a

(3) les applications naturelles Z(G) = Z(G)/(1 — 0)(Z(G)) — Z(G') et Z2(G) —
Z(G") sont bijectives.

Preuve. Puisque les ensembles Z(G) et Z(G") sont des espaces principaux homogenes
sous respectivement Z(G) et Z(G'), la bijectivité de la deuxiéme application résulte de
celle de la premiere. Fixons des paires de Borel (B,T') de G et (B’,T") de G'. Notons X(T")
et X(7") les ensembles de racines de T" dans g et de 7" dans g’. On a un homomorphisme
¢ :T — T’ qui se quotiente en un isomorphisme 7'/(1 —0)(T) ~ T". La description de [I]
1.6 se simplifie puisque, d’apres 'hypothese sur le systeme de racines, tous les éléments
de X(T') sont de type 1. On obtient que X(7") est 'ensemble des Na pour a € X(T'). Soit
t € T tel que (t) € Z(G"). Alors Na(t) = 1 pour tout o € (7). Puisque 6 permute
la base de X,(T,4) formée des copoids associés aux racines simples, on voit que cette
condition implique que I'image t,4 de t dans T,, appartient a (1 — 6)(T,4). Il en résulte
que t € Z(G)(1 —0)(T). Alors £(t) est aussi I'image par £ d'un élément de Z(G). Cela
prouve la surjectivité de la premiere application de (3). Pour prouver son injectivité, il
suffit de prouver celle de 'application Z(G)/(1—0)(Z(G)) — T/(1—6)(T'), ou encore de
prouver que Z(G)N(1—=0)(T) = (1-6)(Z(G)). Or, soit t € T tel que (1—-0)(t) € Z(G).
Alors t,q € T?,. Puisque ce tore est connexe, I'application 7% — T, est surjective et on
peut écrire t = 2t', avec z € Z(G) et t' € T?. Alors (1-0)(t) = (1-0)(2) € (1-0)(Z(G)).
0

Soit 7 € ©p. On I'envoie sur un élément de Z(G), puis sur un élément € € Z(G"). On a
¢ € G'(F). Fixons un élément £ € E, r dont on note (B, T) la paire de Borel sous-jacente
et fixons une paire de Borel (B’,T") de G’ définie sur F. Le sextuplet (¢, B', 7", B,T,n)
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est un diagramme. A l'aide de la description des ensembles de racines de [W1] 3.3,
on vérifie aisément que G, et G' = G. sont simplement connexes. La correspondance
7 +— € se quotiente en une bijection entre l’ensemble de classes de conjugaison stable
O /st — conj et I'ensemble des classes de conjugaison stable d’éléments de Z(G')'F (ces
dernieres classes étant réduites a un élément). Il est assez clair qu’inversement, une classe
de conjugaison stable dans G'(F) qui correspond & une classe dans Oy /st — conj est la
classe définie par cette bijection.

Considérons un triplet endoscopique non standard quasi-élémentaire (G1, Gz, j,) déduit
par restriction des scalaires de F’ & F' d'un triplet de type (2), (3), (4) ou (5). On lui
associe un systeme de racines et un automorphisme 6* de ce systeme :

- dans le cas (2), le systéme est D, .1 sin > 3 et Az sin = 2; 0 est d’ordre 2;

- dans le cas (3), le systéme est Ay, 1 et 0* est d’ordre 2;

- dans le cas (4), le systeme est Fg et 0* est d’ordre 2;

- dans le cas (5), le systeme est Dy et 0* est d’ordre 3.

Par la construction ci-dessus, ce systéme, cet automorphisme et I'extension F” déterminent
un couple (G, é), que 'on complete par le cocycle a = 1. On introduit comme ci-dessus
la donnée endoscopique maximale G’ = (@’ , @é X Wk, é) Soit n € OF et € son image
dans G'(F). On vérifie que le couple (e,7) donne naissance comme en 5.1 au triplet en-
doscopique non standard (G1, Go, j«). Les groupes G et GGy sont respectivement égaux
a G, et G. = G, ces deux groupes étant simplement connexes.

Lemme. Soient G' = (G',G’,§) une donnée endoscopique de (G, G, a), n un élément
semi-simple de G(F) et € un élément semi-simple de G'(F) qui se correspondent. Notons
(G, GY, %) le triplet endoscopique non standard auquel ils donnent naissance. Supposons
que G’ ne soit pas équivalente a la donnée maximale ou que n ne soit pas stablement
conjugué a un élément de ©p. Alors on a I'inégalité N(G',GY, %) < dim(Ggc).

Preuve. En vertu du lemme 6.1, il s’agit d’exclure I'égalité N (G, G, j.) = dim(Gsc).
On reprend la démonstration de ce lemme en étudiant les cas ou les inégalités de rang
peuvent devenir des égalités. On s’apercoit que, si on a égalité, 1’élément ¢ de cette
démonstration est égal a 1 et le triplet (G, G5, j.) est notre triplet (Gy, G, j.) de départ.
L’égalité t = 1 signifie que n appartient a ©. Puisque n appartient a G(F ), son image e
dans Z(G) est fixe par I'p. D’apres (2), il existe 7, € Op qui a e pour image. D’apreés
le lemme 6.2, n est stablement conjugué a 7y. On connait le systeme de racines de G :
c’est I'ensemble 35 de [W1] 3.3. Comme on l'a dit, la description de cette référence se
simplifie car notre groupe G n’a que des racines de type 1. En supposant § = s0, avec
s €T, on voit que l'égalité G} = G; = G,, entraine que, pour toute racine & de T, on
a Na(s) = 1. Par le méme argument que dans la preuve de (3), et parce que le groupe
G est adjoint, cette condition implique s € (1 — 0)(T). Quitte & remplacer G’ par une
donnée équivalente, on peut supposer s = 1 et § = 6. Puisque Z (G’) = {1}, on a une
relation s6(g)w(s)~! = g pour tout (g, w) € G'. Puisque s = 1, cette relation se simplifie
en g € GY. Mais ce groupe est connexe ([KS] 1.1) donc g € G et G' = G”G x Wg. Alors la
donnée G’ est équivalente & la donnée "maximale”. Mais alors, on est dans la situation

que I’énoncé exclut. [
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6.4 Mise en place des récurrences

On aura a prouver des assertions concernant soit un triplet (G, G, a) comme en [II] 1.1,
soit un triplet endoscopique non standard (Gy, Gs, j,). Concernant les triplets (G, G, a),
on conserve les hypotheses de récurrence posées en [II] 1.1. Mais il nous faut intercaler
les hypotheses concernant ces triplets et celles concernant les triplets endoscopiques non
standard.

Pour démontrer une assertion concernant un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a tor-
sion intérieure, on ne pose aucune hypothese concernant les triplets endoscopiques non
standard. Les seuls tels triplets intervenant dans ce cas sont triviaux (du cas (1) de 6.1)
et leurs propriétés sont tautologiques.

Dans les autres cas, on raisonne par récurrence sur un entier N > 0.

Pour démontrer une assertion concernant 1'un des triplets particuliers (G, G, a) définis
en 6.3 tel que dim(Ggc) = N, on suppose connues toutes les assertions concernant
des triplets endoscopiques non standard (Gi, G, ji) tels que N(Gq,Go,5.) < N (en
plus, naturellement, des hypotheses posées en [II] 1.1). Pour démontrer une assertion
concernant un triplet (G, G, a) tel que dim(Ggc) = N et qui n'est pas I'un des triplets
particuliers définis en 6.3, on suppose connues toutes les assertions concernant des triplets
endoscopiques non standard (G1, Gs, j.) tels que N(Gy, G, j.) < N.

Pour démontrer une assertion concernant un triplet endoscopique non standard (G1, G, j.)
tel que N(G1,Gs, j.) = N, on suppose connues toutes les assertions concernant des tri-
plets endoscopiques non standard (G, G, j.) tels que N(G', G}, j.) < N. On suppose
connues toutes les assertions concernant des triplets (G, G a ) quasi-déployés et a torsion
intérieure tels que dim(G’%) < N. On suppose connues toutes les assertions concernant
les triplets (G', G, a’) définis en 6.3 tels que dim(G's) = N. On suppose connues toutes
les assertions concernant des triplets (G’, G’,a’) quelconques tels que dim(G's) < N.

En raisonnant ainsi, on a les deux propriétés suivantes :

- quand on travaille avec un triplet (G, G, a), il y a au plus un nombre fini de classes
de conjugaison stable d’éléments 71 € é(F) qui peuvent créer des triplets endoscopiques
non-standard dont les propriétés ne sont pas connues;

- quand on travaille avec un triplet (G, Gs, ji), on peut le décomposer en produit de
triplets équivalents a des triplets quasi- élémentaires qui, ou bien sont de type (1), auquel
cas on démontrera directement les propriétés en vue, ou bien sont issus d’un couple (e, 7)
provenant d'un triplet (G, G, a) dont les propriétés sont déja connues.

6.5 Quelques définitions

On considere dans ce paragraphe un triplet endoscopique non standard (G, Ga, i ).
On utilise les notations de 6.1. De j, se déduit une correspondance bijective entre classes
de conjugaison stables dans g;(F') et go(F). Il s’en déduit un isomorphisme S (g;(F)) ®
Mes(G1(F)) ~ S1(go(F)) ® Mes(Go(F)), d’ot, par dualité, un isomorphisme

(1) Dgeom(91(F)) ® Mes(G1(F))" 2 Dyl (82(F)) ® Mes(Go(F))".

géom géom

L’application j, induit une bijection entre Levi standard de G; et Levi standard de
(5. Soient M; et M, deux tels Levi qui se correspondent. On a comme ci-dessus un
isomorphisme

2) D, (mi(F)) ® Mes(M,(F))* ~ D, (my(F)) ® Mes(Ma(F))*.

géom géom
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Ces isomorphismes se restreignent évidemment aux espaces de distributions a support
nilpotent, notés D, (g, (F)) etc...

Pour définir des intégrales pondérées, on doit fixer des mesures sur Ay, pour i = 1, 2.
De I'application j, se déduit un isomorphisme Ay, ~ Ay, et on suppose que les mesures
se correspondent par cet isomorphisme.

On doit encore définir une certaine constante. Fixons des paires de Borel invariantes
par I'r des groupes duaux @i, pour ¢ = 1,2, dont on note les tores T;. Soit n > 0 un
entier tel que nb prenne ses valeurs dans N>0 Alors nj* envoie le réseau engendré par
3(T3) dans celui engendré par X(71). De nj* se déduit dualement un homomorphisme
de Ty dans Ty. On vérifie qu'il envoie Z(M,) dans Z(My). Il est équivariant et on obtient
un homomorphisme

Jn t Z(M)'F — Z(My)'F

Puisque G, et G5 sont simplement connexes, leurs groupes duaux sont adjoints et les
groupes ci-dessus sont connexes. Cela entraine que ’lhomomorphisme est surjectif. Son
noyau est fini. On pose

G17G2 _ —apy. ~

M1 Mo =n 2|k‘67“(jn)|,

oll, comme toujours, ayy, est la dimension de A,y,. Cela ne dépend pas du choix de n. En
effet, si 'on remplace n par nm, pour un entier m > 1, on a ’égalité jnm = (jn) donc
le nombre d’éléments du noyau est multiplié par m élevé a la puissance dim(Z (MQ)FF ).
Or cette dimension est égale a ayy, et le terme défini ci-dessus ne change pas.

Pour i = 1,2 soit B; une fonction sur X(7;) a valeurs dans I'ensemble Q.o des
rationnels strictement positifs. On suppose ces fonctions reliées par la condition suivante :

- pour tout ap € X(T3), Bi(1(ag)) = 22(&‘12))

Remarquons que cette condition est symétrique en le sens suivant. Le triplet (Go, Gy, 7, 1)
est encore endoscopique non standard. L’analogue de la bijection 7 pour ce triplet est
7~1. L’analogue de la fonction b est la fonction & définie par &' (ay) = b(77 (1)) L. Alors
le couple (By, By) vérifie encore I'hypothese ci-dessus pour ce triplet.

Montrons que

(3) la fonction By vérifie les hypotheses de [II] 1.8 si et seulement si By les vérifie.

Preuve. D’apres la symétrie remarquée ci-dessus, on peut supposer que Bs vérifie
ces hypotheses et on doit montrer que By les vérifie aussi. Les conditions d’équivariance
résultent de celles vérifiées par By et par la correspondance entre racines. Il faut vérifier
que, sur un sous-systeme irréductible de 3(7}) sur lequel on fixe une norme euclidienne
possédant les propriétés usuelles, By est soit constante, soit proportionnelle a la fonction
aj — (aq,0aq). Fixons un tel sous-systeme. L’ensemble des as € 3(T3) tels que 7(az)
appartient a ce sous-systeme forme un sous-systeme irréductible de ¥(75). On est ramené
a ces deux sous-systemes irréductibles. En oubliant les actions galoisiennes qui ne jouent
plus de role ici, on peut aussi bien supposer X(73) et X(77) irréductibles. On a rappelé en
6.1 tous les cas possibles, & homothétie pres (et il est clair que la question est insensible
a une homothétie). Si j, est I'identité, 1’assertion est claire. Dans les quatre autres cas,
on constate qu’en munissant nos systéemes de produits euclidiens comme ci-dessus, il
existe des constantes ci,co > 0 telles que, pour tout ay € X(T5), on a les égalités
b(ap) = colan, an) = ci(ay,a1)7t, ot @y = 7(ap). Si By est constante, alors B; est
proportionnelle & ay +— (aq, ). Si By est proportionnelle & ag — (ag, ag), alors By est
constante. [J

Fixons un tel couple de fonctions vérifiant les hypotheses de [II] 1.8. Fixons deux
Levi M; et M, qui se correspondent. L’isomorphisme j, définit un isomorphisme encore
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noté j. : Ay, — App,. Soit ay € 3(T3), posons a = 7(ag) et, pour i = 1,2, notons «
la restriction de Bj(a;) ta; & Ayy,. 1l résulte des définitions que o) o j, = ). Donc, par
dualité, j, détermine une bijection de 3(Ayy,, By) sur X(Ayy,, By). Cette bijection est
compatible aux équivalences sur chacun de ces ensembles. On a donc aussi une bijection
de jﬁ;(Bg) sur A%(Bl) Pour ¢ = 1,2, soit J; € jj%(B,) On suppose que J; et Jy se
correspondent par cette bijection. Soit u € Uy,. Via I'exponentielle, on considere que u est
un germe de fonctions défini au voisinage de 0 dans a,y, (F'). On vérifie que la fonction
X; — u(j.(Xq)) sur ap, (F) appartient & Uy. En composant avec 1’exponentielle la
définition de [II] 3.5, on obtient une application linéaire

: Dy (my(F)) @ Mes(M(F))* = Uy, @ (Dgly(mi(F)) @ Mes(M;(F))*)/Anngy™.

nil

En reprenant la preuve du lemme [I1] 3.1 ; on voit que I'isomorphisme (2) envoie AnnTGL;l’St
sur Annffl’“
Remarquons que J; est ’élément maximal de X(Ayy,, By) si et seulement si Jy est

I'élément maximal de X(Ayy,, Ba).

6.6 Les termes o

Soient (G1,Ga,j.) un triplet endoscopique non standard, B; et By deux fonctions
comme en 6.6 vérifiant toutes deux les hypotheses de [IT] 1.8 et M; et My deux Levi qui
se correspondent.

Proposition (a prouver). On suppose que B; est constante. Pour i = 1,2, soient J; €
jj%(Bl) et §; € Dt (m;(F)) ® Mes(M;(F))*. On suppose que J; et J, se correspondent
par la bijection entre les ensembles 3(Ayy,, B;) et que &, et d5 se correspondent par
I'isomorphisme 6.5(2). Alors, pour tout Xy € ay;, (F') en position générale et proche de
0, on a I’égalité
G181, X,) = 5% 062 (6,, (X)),
Ujl 1, 1 CMl M20J2 2a]* 1

Montrons que

(1) cette assertion est vérifiée si, pour i = 1,2, J; n’est pas I’élément maximal de

Preuve. Pour ¢ = 1,2, on construit le groupe G, j,. D’apres la proposition 1.2(i), on
a I'égalité

a?i((si, X;) = i?iaii"]i (6;, Xi).
Notons M; s 'image réciproque de M; dans G; j, s¢. On peut fixer §; € D (m; (F)) ®
Mes(M; s(F))* tel que
8= 1y 11, (8)).

D’apres le lemme 3.6, on a aussi

05 (85, X)) = iS50y, s (055 (81, X)),

Notons T; s, I'image réciproque de T; dans G j, sc. On vérifie que j, se restreint en un
isomorphisme de X, (7' s.) @z Q sur X, (Tss.) ®z Q et que, en notant encore j, cette
restriction, le triplet (G, s¢, G150, J«) est encore endoscopique non standard. Les
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distributions &8’ et &, se correspondent. En supposant que les J; ne sont pas maximaux,
on a dim(G; j, sc) < dim(G;) et on peut appliquer le lemme ci-dessus :

G1,0y,8C 7 g1 _ Gh,.0y,50,G2,05,5¢ _G2,55,5C /g1
0J1 (617X1> - CMl,smMQ,sc UJQ (527 X2)

Toutes ces égalités conduisent a 'égalité de 1’énoncé pourvu que 1'on ait

.G1 _G1,01,5¢,G2,05,5¢ .Gy G1,Ga
<2) ZJl CMI,SCyMQ,SC - ZJQ M17M2'

Remarquons que, puisque G; est simplement connexe pour ¢ = 1,2, on a simplement
Gy A \Tp—1
iy, =12(Gig) r™

Fixons un entier n assez grand. On a alors un diagramme commutatif

1 1 1
l l ) 1

1 = A = Z(Gyp)'r B Z(Giy)'r = 1
1 1 ) 1

1 = B = Z(MWM)'r B zn)tr -1
1 1 ) 1

1 = C = Z(Mya)'r 2 Z(Mh.)'r — 1
1 1 1
1 1 1

ou A, B et C' sont les noyaux des fleches horizontales de droite. Les lignes de ce diagramme
sont exactes. Les deux dernieres colonnes aussi. Il en résulte que la premiere colonne est
exacte. D’ou I'égalité |B| = |A||C]. On a

|B| = n2 b G2

|C‘ — M CGI,J1,507G2,J2,SC
M1,307M2,sc )

et
A] = | Z(Ga,,) "1 Z(Gr,,) | =G (152) 7

D’ou (2), ce qui acheve la preuve. O

6.7 Germes de Shalika

On conserve les mémes données. Pour 7 = 1,2, on sait définir le germe S g]\GJii,unip(Bi)
au voisinage de l'origine dans M;(F'). Puisqu’il vit au voisinage de l'origine, on peut le
descendre par I’exponentielle en un germe sur 1’algebre de Lie que 1'on note S gﬁml(Bz)
C’est un germe d’application linéaire

D;! (mi(F)) © Mes(M,(F))* — Dy (a(F)) ® Mes(Gi(F))".

géom,G; —équi nil
Remarquons que la notion d’élément G;-équisingulier se définit dans les algebres de Lie
comme dans les groupes, cf. [IT] 1.2.

Proposition (a prouver). On suppose que B est constante. Pour i = 1,2, soit
0i € D i équi(Mi(F)) ® Mes(M;(F))*. Supposons que d; et d, se correspondent

par lisomorphisme 6.5(2). Alors, si §; et d2 sont assez voisins de l'origine, les termes
ngjhnu(&l, By) et cfjﬁi ngé,ml(ég, By) se correspondent par 'isomorphisme 6.5(1).
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6.8 Reéduction des propositions 6.6 et 6.7

Lemme. Supposons que la proposition 6.6, resp. la proposition 6.7, soit vérifiée dans
le cas ou (G1, Gy, ji) est quasi-élémentaire et By est la fonction constante de valeur 1.
Alors la proposition 6.6, resp. la proposition 6.7, est vérifiée.

Preuve. On a besoin de quelques propriétés préliminaires. Considérons un seul groupe
G réductif connexe et simplement connexe défini sur F', un Levi M de G et une fonction
B comme en [I1] 1.8. Soient 6 € DL, o spus(M(F)) @ Mes(M(F))*, 6,a € Dyjy(m(F))®
Mes(M(F))*, H € ay/(F) en position générale et proche de 0 et soit J € J5(B). On a
défini 05 (8ni, H) et Sg§;,,u(d, B). Ces termes dépendent de la mesure que I'on a fixée
en [II] 1.2 sur A$;. Pour un instant, notons m cette mesure et introduisons-la dans la
notation. Si on remplace m par cm, avec ¢ € R+, il résulte immédiatement des définitions
que
(1) { 0G8,u, Hyem) = co5(8,a, H,m),
Sg]%,m’l((sa B, Cm) = CSg]\Gd,m‘l((sa B, m)

Oublions cette parenthese, la mesure m est maintenant fixée.
Soit r € F*. On définit deux homomorphismes

C(a(F) — C&(a(F))

f = flr]
Dyeom(9(F)) @ Mes(G(F))* = Dgeom(9(F)) © Mes(G(F))*
gl — 7]

de la facon suivante. Rappelons que les données d’un élément X € g(F') et d’'une mesure
de Haar sur Gx(F') définissent un élément v € Dyeom(g(F)) ® Mes(G(F))*. Pour f €
C>®(g(F)) et une mesure de Haar dg sur G(F'), on a

1oy fodg) = DECOY [ flad (X)) do,
Gx (F\G(F)

ou dz est le quotient de dg par la mesure fixée sur G x (F').Considérons d’abord un élément
X € gpeg(F), posons T' = Gx. Munissons t(F') d'une mesure de Haar. On en déduit via
I'exponentielle une mesure de Haar sur T'(F'). Notons « l'intégrale orbitale associée. La
multiplication par r envoie X sur rX et transporte la mesure sur t(F') sur cette mesure
multipliée par \r|;dim(T). On note v[r] 'intégrale orbitale associée a rX et cette nouvelle
mesure. En posant §(G) = dim(G) + dim(T') et en définissant f[r] par 'égalité

FIY) = [r[f 92 f(rY)

pour tout Y € g(F'), on voit que

2)  I90r), f®dg) = I, flr) ® dg).

Pour « quelconque, ~[r] est défini par cette relation. Soit X € g(F') quelconque, fixons
une mesure sur Gx(F') et notons « l'intégrale orbitale associée. On vérifie que ~[r]
est égale a |r|(;(GX“)/2'y’, ou X, est la partie semi-simple de X et 4/ est l'intégrale

orbitale associée a rX et a la méme mesure sur Gx(F'). En tensorisant avec l'identité
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de Mes(G(F)), on obtient des transformations de I(g(F')) ® Mes(G(F')) ou SI(g(F))®
Mes(G(F')). Dualement, 'application « +— ~[r] préserve les distributions stables. Soit
s € Z(M)'r/Z(G)'F. De la donnée endoscopique maximale M de M et de s se déduit
une donnée endoscopique G'(s) = (G'(s),G’(s), s). Notons que, puisqu’on travaille avec
des algebres de Lie, I'introduction de données auxiliaires pour la donnée endoscopique
G/(s) est inutile. Les facteurs de transfert sont normalisés de sorte qu'ils vaillent 1 sur la
diagonale dans m(F') x m(F’). Fixons s. On a donc un facteur de transfert A(s) sur un
sous-ensemble de g'(s; F') X g(F). Le lemme 3.2.1 de [F] affirme qu’il existe un caractere x
de F* tel que A(s)(AY, AX) = x(A)A(s)(Y, X) pour tout couple (Y, X) et tout A € F*.
En considérant un couple Y = X € m(F'), on obtient x = 1. Par un calcul simple, on en

déduit (FIDE® = (fEO)r]
) {tmnsfert(T[T]) = (transfert(r))[r]

pour tout f € I(g(F)) ® Mes(G(F)) et tout T € DX (g'(s; ) @ Mes(G'(s; F))*.
Soit maintenant » € Q~q. On peut appliquer les constructions ci-dessus a cet élément.

D’autre part, la fonction r B vérifie les mémes hypotheses que B. L’ensemble ¥( Ay, rB)

est formé des a/r pour a € X(Ayy, B). On en déduit une biejction JG(B) ~ J5(rB).

Notons J/r I'image de J dans ce dernier ensemble. Montrons que

(4) { U?/r<6m'l [TL TH) = (O-?((smh H))[TL
SO5ma(Or],7B) = (Sg§y (8, B))r].

Pour la premiere égalité, la définition [II] 3.5(1) nous ramene par récurrence a prouver
I’assertion analogue pour les termes p$. On peut alors lever 'hypothese que &, est
stable. On peut supposer que d,; est I'intégrale orbitale associée a un élément nilpotent
N € m(F') et une mesure sur My (F'). Donc d,;[r| est en tout cas une intégrale orbitale
associée a rN. Alors, d’apres [II] 3.2(5), on a I’égalité

p§/r(5m-l [r],rH) = Z m(a,rN)sgn(a/, 7 N)uy (rH)dur].

a'eJ/r

Pour a = {ay,...,a,,} € J, posons a/r = {ay/r,...,a,/r}. Alors a/r € J/r et la corres-
pondance a — a/r est bijective. Il est clair que g/, (rH) = uo(H). La formule ci-dessus
se récrit

P?/r(ém‘l [r],rH) = Z m(a/r,rN)sgn(a/r,rN)us(H)dni[r].

acd

Pour obtenir la premiere formule de (4), il reste a prouver que
m(a/r,rN)sgn(a/r,rN) = m(a, N)sgn(a, N).

En revenant a la définition de ces termes, cf. [IT] 3.2, il suffit de prouver que, pour tout
a € 3(Ay, B), on a p(a, N, B) = p(a/r,rN,rB). Le groupe G, associé a « en [II] 1.8
est le méme que le groupe G, associé a a/r. L'égalité précédente résulte de la méme
égalité pour ce groupe. Cela résout le probleme si G, # G. Supposons G, = G, donc «
est indivisible. On vient de prouver la relation requise pour na pour tout n > 2. Alors
la relation [II] 1.8(6) montre qu'il suffit de prouver 1’égalité suivante ou les fonctions B
et rB ont disparu :
pla,rN) = p(a, N)

pour tout a € 3(Ap). De nouveau, un dévissage des définitions nous ramene a prouver
que les termes initiaux p™ (3, N) définis par Arthur sont insensibles au remplacement
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de N par rN. Cela vient du fait qu’ils sont de nature géométrique et que, d’apres la
théorie des SLo-triplets, r N est conjugué & N par un élément de G(F). D’oli la premiere
assertion de (4).

Pour la deuxiéme assertion, la définition [II] 2.4(1) et la formule (3) ci-dessus nous
ramene a prouver ’assertion analogue pour les germes gﬁml(é , B). On peut de nouveau
lever 'hypothese que § est stable. On a énoncé en [II] 2.3 la définition de ces germes
pour des intégrales orbitales pondérées invariantes, mais les mémes relations valent pour
les intégrales orbitales pondérées non invariantes, cf. [A2] proposition 9.1. C’est-a-dire
que pour f € CX(g(F)) ® Mes(G(F')) et pour § assez proche de 0, on a 1’égalité

(5) Jﬂcjl(évf): Z Jg(gjl\l/[,nil(éaB)vBaf)'

LeL(M)
Supposons prouvée l'assertion suivante :

(6) soient £ € CX°(g(F))@Mes(G(F) et T € D geom(m(F))@Mes(M(F))* ; supposons
que les éléments du support de 7 sont G-équisinguliers ou nilpotents ; alors on a ’égalité

JS(tr],rB,f) = JS (T, B, f[r]).

En remplagant f par f[r] dans (5) et en utilisant (6), on obtient

J]\C/;[((s[r],f): Z JLG(g]I\I/[,m‘l((sz)[r]verf)'

LeL(M)

Par récurrence, on peut utiliser la deuxieme relation de (4) en y remplagant G par tout
Levi L # G. On obtient

J]\G/I((s[r]af) = IG((Q]?’/[,nil(évB))[r]vf)+ Z Jg(gjl\l/[,nil(é[r]vTB)verf)'
LeL(M),L#G

En comparant avec (5) appliquée a d[r] et a la fonction B, on obtient

IG((QJ\G/I,nil((Sa B))[T]a f) = IG(g]?/[,nil((s[r]’ TB)’ f)’

ce qui prouve la deuxieme assertion de (4). Il reste a prouver (6). Si T est a support
G-équisingulier, les intégrales orbitales pondérées sont définies par une honnéte intégrale
et un simple calcul conduit a 1’égalité cherchée (c’est essentiellement la méme chose
que pour (2), les fonctions poids ne perturbent pas le calcul). Supposons que T soit
I'intégrale orbitale associée & un élément nilpotent N € m(F') et & une mesure sur
My (F). Considérons un élément X € ay(F') en position générale, notons 7x l'intégrale
orbitale (dans m(F')) associée a X + N et a la méme mesure sur Mx ny(F) = My(F).
On a alors pour tout f € C*(g(F')) ® Mes(G(F')) une formule

(1) J§(r.Bf) =limx_e Y rh(N,B,X)J{ (%, £).
LeL(M)

Remplagons 7 par 7[r], B par rB et X par rX dans les constructions. On vérifie sur la

description explicite que I'on a donnée plus haut que 7x est remplacé par Tx[r]. On a

aussi (Tx[r])¥ = (7%)[r]. La formule ci-dessus devient

JS(7[r],rB, ) = limx_y Z r¥ (rN,rB,rX)JC (5 [r], f).

LeL(M)

68



Par (6) appliqué au cas déja prouvé des éléments a support G-équisingulier, c’est aussi

JS (r[r],rB,f) = limx_q Z rE (rN,rB,rX)JC (T4 £[r]).

LeL(M)

En comparant avec la formule (7) appliquée a f[r], on voit que, pour obtenir 1’égalité (6),
il suffit de prouver 1’égalité

rb('r’N, rB,rX) = r@(N,B,X)

pour tout L. Mais la preuve de cette égalité est exactement la méme que celle de la
premiere assertion de (4). Cela prouve la deuxieme assertion de (4).

Venons-en a la preuve du lemme. Soit (G, G, J«) un triplet endoscopique non stan-
dard pour lequel on veut prouver la proposition 6.6 ou 6.7. Il est clair que, si le triplet
est produit de triplets (G, G2, j.;) pour ¢ = 1,...,m, la proposition pour notre tri-
plet résulte de la méme proposition pour chaque triplet (Gy;, Ga,, j«;). On peut donc
supposer que (G1, Gs, j.) est équivalent a un triplet quasi-élémentaire, autrement dit on
peut fixer d € Q¢ tel que (G, Ga,dj,) soit quasi-élémentaire. On a fixé une mesure
my sur Ag’;}l, dont se déduit via j, une mesure mso sur A]\G/[QQ. La mesure m), déduite
via dj, est égale a d7*MT%my ou on a posé ay = ay,, ag = ag, pour i = 1,2.
On a fixé une fonction constante B;. On note encore B; la valeur constante de cette
fonction et on note 1 la fonction constante sur X(Ap,) de valeur 1. Via j,, on a
déduit de B; une fonction Bs. Via dj., la fonction déduite de 1 est dBy/B;. On a

clN 1 . G1,G2 ;. G1,G2 /-
construit a l'aide de j. une constante cy;"37 , notons-la plus précisément cy; 37 (js) -

On vérifie que la constante cfjl’,(j{z (dj.) construite a l'aide de dj, est d* _“GCAGJI’E{YZ (J4)-
Soient J; € \7]5[11(31), 01 € Dt (my(F)) @ Mes(M;(F))* et X; € ap,(F) en position
générale. Notons Jy € J. J\CE(BQ) I’élément correspondant a J;. Notons plus précisément
transfert;, les isomorphismes 6.5(1) et 6.5(2) relatifs a j.. Posons 8y = transfert;, (61).

Pour prouver la proposition 6.6, on doit prouver que
(8) transfertj* (Oil (617 Xla ml)) = C]\G/[117ﬁj2 (j*)O'?; (627 j* (Xl)a m2)~

Les termes ByJ; et ByJy/d appartiennent respectivement a Jy;' (1) et Jy12(dBy/By).
Ils se correspondent. On vérifie sur les définitions que transferty, est le composé de
transfert;, et de lapplication  +— d[d]. On peut d’ailleurs composer dans I'un ou
lautre sens car le transfert commute & l'application & — 8[r] pour tout » € F*. Donc
transferty, (01) = d3[d] et aussi transfertq;, (81[1/B1]) = d2]d/By]. Supposons la pro-
position 6.6 connue pour le triplet quasi-élémentaire (G1,Ga,dj,) et la fonction 1. Elle
implique 1'égalité

trans ferty. (0. 5, (61[1/B1], X1/ B, ma)) = &S (d.)o2 , 0(82]d/ Bil, dji (X1 /By), mb).
D’apres (4), on a 1'égalité

o5ty (61[1/Bi], X1/Bi,my) = 05 (81, X1,m)[1/By].
D’apres (1) et (4), on a I'égalité

052 1,0 02ld/ B1], djn( X1/ By),mb) = d= "¢ 052 (8, i (X1), ms)[d/ By.
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L’égalité précédente devient
transferty, (051 (61, X1,m1)[1/Bi)) = 515 (1052 (82, j.(X1), m2)[d/ By).

En vertu des propriétés déja signalées reliant le transfert aux applications § — d[r], cette
égalité est équivalente a (8) que 'on voulait prouver. Cela prouve la proposition 6.6 pour
notre triplet (G, G, j«) et nos fonctions By et Bs.

L’assertion du lemme concernant la proposition 6.7 se prouve de fagon analogue. [

7 Preuves des théoremes [II] 1.10 et [II] 1.16(ii
preuve conditionnelle du théoreme [II| 1.16(i)

7.1 Les termes pf’g

On considere un triplet (G, G, a) quelconque, un espace de Levi M de G et une donnée
endoscopique elliptique et relevante M/ = (M’, M',¢) de (M, M, a).

On suppose donné un diagramme (e, BM' 7' BM T,n) joignant un élément e €
M !(F) a un élément n € Mss( ). On suppose que M! / est quasi-déployé et que Ay; =
App. On note @ la classe de conjugaison stable de € dans M'(F) et O la Classe de conju—
gaison stable de 7 dans M (F). Comme on I'a vu, tout élément § € (Z(M)Fr0/Z(G)Fr?
donne naissance a un triplet endoscopique non standard (G'(3)sc, G'(5)csc,j<). On a
défini un systeme de fonctions B sur G (), dont on déduit une fonction BS, sur le
systeme de racines de G'(8).sc. Par la construction de 6.5, on en déduit une fonction
sur le systeme de racines de G'(5)sc. On a

(1) cette foncton est constante de valeur 1.

Le systeme de racines B¢ a précisément été défini pour qu’il en soit ainsi. Pour vérifier
cette propriété, il suffit de reprendre la définition de [II] 1.11 du systéme de fonctions
B¢, celle de 6.5 de la fonction associée sur le systeéme de racines de G'(3)sc et d'utiliser
les descriptions des systeémes de racines des groupes G'(3). sc et G'(5)sc donnée en [W1]
3.3.

Suppsons Agr(z). = Az. On a un diagramme

jG(S (Bo) — JoP(Bo)
N
I v

VAN

Les fleches se définissent par endoscopie ou descente, compte tenu du fait que les en-
sembles en question sont insensibles au remplacement d’'un groupe par le revétement
simplement connexe de son groupe dérivé. On vérifie que ce diagramme est commutatif.
Toutes les fleches sont injectives et, pour simplifier, on considere chacun des ensembles
comme un sous-ensemble de J 1\(4; Fixons J € J ]3 On considere 'hypothese suivante
(2) pour chaque triplet (G'(5)sc, GLge,Jx) ci-dessus pour lequel Agiz), = Ag et

JeJ E:(g), la proposition 6.6 est vérifiée pour cet élément J.
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Rappelons la proposition [II] 3.8 que nous allons prouver sous ces hypotheses.

Proposition. On suppose Ay, = Ayp. Pour tout J € \75[ tel que (2) soit vérifiée, tout
d e D, (M O)® Mes(M'(F))* et tout a € Ay (F) en position générale et proche
de 1, on a I'égalité

p§,5<M/, d,a) = p?(transfert((s), a).

Preuve. Si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure et si M' = M, I"énoncé
est tautologique : le terme 0§ (8, a) est défini pour qu'il en soit ainsi. On exclut ce cas.
Rappelons la définition

3)  pFE(M,8,a) = 3 i (G,G(3)) 3

5€{Z(M)TF0 ) Z(G) F-0 7eg8 D (BS,) s

transfert(ch/ (5 a)).

Expliquons la notation a du membre de droite. L’élément initial a appartient a A (F).
Il est proche de 1, on peut I'écrire a = exp(H), ou H € a;(F') est proche de 0. Seules
comptent les valeurs u(a) pour u € Uy, a fortiori seules comptent les valeurs o(H) pour
a € X(A);). Autrement dit, seule compte I'image de H dans ay;(F)/as(F). Pour 5 ap-
paraissant ci-dessus, avec i, (G, G'(3)) # 0 donc G'(3) elliptique, on a un isomorphisme

naturel
ay (F)/ag(F) = an (F)/ac s (F).

On note encore H un élément de a,; (F) qui a méme image que le H initial dans le quo-
tient commun ci-dessus et on note encore a I’élément exp(H) € App(F'). Une convention
analogue sera utilisée diverses fois dans la suite du calcul.

On reprend les constructions et notations de la section 5. Apres avoir fixé des données
auxiliaires M7, ..., Ay, on identifie § & un élément §; € D;’éom(]\;[{(F )) auquel on applique
les considérations de 5.5. Ici, les parties semi-simples des éléments du support de notre
élément § appartiennent a O'. Donc les termes Z apparaissant en 5.5 sont nuls. Il existe

donc 0 s¢ € Dy, (M, 5o(F)) tel que

6, = desci® M LM/ soMi (0c.50)-

Soit 5 € CZ(M N0/ 7(G)'F0 1 6lément & sidentifie aussi & un élément &,(5) €
D& (M;(5)(F)). D’apres 5.5, on peut supposer

géom

5 ( ) = d( )desc N ¥ ) [/Me,,SC7M{(§)€1(§) (56750).

Introduisons le groupe intermédiaire M’(S). s, image réciproque de M, dans G'(5). sc-
L’égalité ci-dessus entraine

61(5) = d( )descst M! (5) o L}ku/(g)e,smM{(g)el(g) (6(5)6786)7

ou

6(§)e,sc = [’}kwe/’sc7M/(§)e,sc (66,50).
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Supposons que J provienne d’un élément de J -, ') (Bg/). Celui-ci est alors unique et,
conformément a ce que l’'on a dit avant ’énoncé, on le note encore J. On a

0§0(5,a) = 0517 (8,(3), a).

Appliquons la proposition 4.3. C’est loisible car dim(G'(s)sc) < dim(Gsc). En effet, le
seul cas ol cette inégalité n’est pas vérifiée est celui ou (G, G,a) est quasi-déployé et a
torsion interieure et ou M’ = M. Or on a exclu ce cas. Rappelons que I'’hypothése que

J € J (Bg,) implique que Ag 8) = Aas ce qui équivaut & Agrs) = A (s).,

8)e1(5)
que J provient d’'un élément de j M (8)61(5 (Bg,) que 'on note encore J. Alors, d’apres la
proposition 4.3, on a

G (3 - G (5 - - st,M!(3),% , _G1(8)e;(5)/ #
05 (81(3), @) = €5 (1 (3)d()descll O (05 e ange

Sle1(3)

(6(5)e,sc), ).

On a - o
(4) et (e1(3) = €5, (o).
On a un diagramme commutatif
1 1
A J/ A i’ A
1 — Z(G'G)Y'r — Z(G6G)'r - Ci(3)r — 1
! S I
1 = Z(M’)FF (M())F—>C'1()F—>1

La tore Cy(3) est induit donc Cy(3)'F est connexe. Les dernitres fleches horizontales
sont donc surjectives. Donc les lignes sont exactes. Les colonnes aussi, évidemment. Il en
résulte 1’égalité

Z(M')'"Z(G(3))" = Z(M{(3))"" | 2(Gh(3)""
De méme
Z(M)' ) Z(G(3))" = Z(M(3)ey3)" " /Z(G1(8)er )"

L’égalité (4) résulte alors de la définition de 4.3.
Appliquons (4) et le lemme 3.6. On obtient

AT G'(s - stV (3)x @ 3)., -
0,17 (01(8),a) = €M/( )(E)d(s)desc To UMY (3)e 50, M1 (3) ¢y (5) (a7 7 7(0(3)e 500 @))-
Posons 7(8§)s. = af ®e, #9(8(8)c.se, a) appartient & D5 (M'(8).s(F)). Avec les notations

unip
de 5.4(3), I'égalité précédente devient
G S G/ (5 - M’ (5
(5)  07V61(5),) = €5, ()7 (5.

Appliquons 5.4(3). On obtient

(6) t'r’ansfert(T(é)M{(g)) = Z Myld(5,y)Ty]M.

yejﬂw

Reprenons la construction de [y pour y € YM. L'élément 7(5),. est le transfert non
standard de 7(5),c, cest-a-dire de o ($):5¢(§(3). o0, a). De 'élément J de jM, (e, SC(BG )

sc
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se déduit un élément de J que I'on note encore .J. Notons dgo I'image par transfert
non standard de d. gc. C’ est un élément de D5 (Mo (F)). En utilisant 'analogue de
3.7(4) pour le transfert non standard, on obtient que le transfert non standard de &(8). s
est L}‘%O 1\71’(5)50(550)' Notons 8(5),. cet élément. Utilisons 'hypotheése (2). Elle nous dit

que le transfert non standard de af,(g)e’sc (6(5)ese, a) est égal a cafl(g)sc((_s(é)sc, a), ou

Autrement dit
7(8)se = c05 D5¢(8(5).0, ).

On a 7(5) = VN (5)se i(T(5)se). En utilisant le lemme 3.6, on obtient

ou
Remarquons que 'on a aussi

Cette distribution ne dépend pas de s. Ensuite

TyM = desc]\f’] O Lht oMy © Transfert, (7(5))

=c descg@]* oLy o transferty(af,\zl((_i, a)).

nlyl,sesMn[y)

ny

On a ajouté un indice y pour rappeler qu’il s’agit du transfert de M’ vers My, En
utilisant (5) et (6), on obtient

(7) trcmsfert( (51( ),a)) = Z CM[?/]d(S y)e Gl(s)(E)d(é)(C%/(f)fCE/((Z)iff) '

yejjlw

desc™ otransfert, (O'J (5 a)).

*
n[y} LMn[y],scan[y]

Soit Y € m.(F) en position générale et elliptique. Il lui correspond par la construction
de 5.1 des éléments Y, X[y]s. et X[y]. Dans le cas y = 1, on note ce dernier terme X.
Normalisons le facteur A(S,y) par I'égalité

8) A y)(exp(Y), exp(Xec[y])) = Ai(exp(Y)er, exp(X [y])nly))-

On a '
(9) d(3)d(3,y) = 1 pour tout y € YM.
Par 5.4(1), on a

A()i(exp(Y)er(s), exp(XTyl)nlyl) _ A@S)i(exp(Y)e(8), exp(Xy))nly])
A(s,y)(exp(Y), exp(Xac[y])) A(exp(Y)er, exp(X[yDnly])
C’est un rapport de facteurs de transfert pour deux séries de données auxiliaires relatives

a la méme donnée M’ de (M, M, a). lls se transforment de la méme fagon par conjugaison
stable en la deuxieme variable. On peut donc remplacer dans le dernier terme 1’élément

d(3,y) =
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exp(X|[y])nly] par I'élément stablement conjugué exp(X)n. L'égalité (9) résulte alors de
5.5(2).
On se rappelle que 'on a supposé que J provenalt d'un élément de j (Bg,) ce

HOME!

(Do )(BG) Il revient au méme de dire

qui entraine qu’il provient d’un élément de j M
qu’il provient d’un élément de J,;, G (3)e (Bg,), ou encore, d’apres ce que 'on a dit avant
l’énoneé qu’il provient d'un element de J, ?1(5). Notons S; 'ensemble des éléments § €
CZ(M)Fr o /Z(G)r o tels que G/ (5) soit elliptique, que Agr(s) = Agr(s). et que J provienne
d’un élément de jG (8 (B(,G),). A T'aide de (7) et (9), l'expression (3) se transforme en

(10) p?’g(l\/[', d,a) = Z My ]desc%y}* O Lhy 1 e Mgy © transfert,(§),

ou
. = A1y G G'(3)s0,G' (8)e.s50\—1 _G'(3) /5
(1) &= im(G GE)es, (O o) a5 (8, a).

L’ensemble §; est un sous-ensemble de I'ensemble S défini en 5.3. D’apres 5. 3(5) il est
vide si Ag # Ag,. Supposons Az = Ag,. Notons S; I'ensemble des 5 € (Z( ad)FF tels
que la donnée associée G'(5) soit elliptique et que .J prov1enne d'un élément de J e @),

D’apres 5.3(6), S, est ensemble des § € CZ(M, 0)'F /Z(G)'F9 tels que I’élément associé
5 appartienne a S;. Il est clair que, si J ne provient pas d’un élément de J J‘Qj, les deux
ensembles S; et S; sont vides. On obtient

(12) p?’g(M’,é,a) = 0si Ag # Ag, ousi Ag = Ag, et J ne provient pas dun
élément de J. ]\G/[

Supposons que Az = Ag, et que J provient d'un élément de J, ]\G;[ Alors la définition

(11) se transforme en
(13) &= (305 (.a).

5€8,
ou ~ i
#(3) = 2 (G ) (@) ey o)
5elZ(M)FF0 ) Z(FF 55
Soit 5 € S;. Montrons que
(14 2(5) = i (Gse, G'(5).

Pour § se projetant sur s, on a le diagramme commutatif

Z(M1)1= ) Z(G)

% N )
Z(M')FF/f(G’(é))FF Z(M >FF”/Z<G>
Z(M(3)aa)"" Z (M)
1 R 1
Z(M'(ix,ad)“ Z(M')FF/f(G/( ))le
Z(M'(8)aa)"" = Z(M'(8)ad)"F
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La fleche du bas a gauche se déduit de I'homomorphisme 790 — 7 /(1=6)(T). En utilisant
la description des systemes de racines de [W1] 3.3, on voit que 'image réciproque par cet

homomorphisme d’une racine de G'(5) ou de M’ est un multiple entier d'une racine de

A

G'(3). oude M!. Tl en résulte que cet homomorphisme envoie Z(G/(3).)"" dans Z(G(3))'r
et Z(M!)'r dans Z(M')"7. Dans le diagramme ci-dessus, tous les quotients sont connexes,
les fleches sont donc surjectives. Calculons le nombre d’éléments du noyau de la fleche
composée

Z(M) 0 ) Z(G) R0 5 Z(M(5)0a) "

Si on utilise le chemin de gauche, on obtient le produit des nombres d’éléments des noyaux
des trois fleches descendantes. Ces nombres sont respectivement égaux a i, (G, G'(5)) 7!,

G'(3) \—1 G'(5)sc,G'(5)e,s0
Cxp ()7 €t Cugy M)

des nombres d’éléments des noyaux des deux fleches descendantes. Ces nombres sont
respectivement égaux au nombre d’éléments d de toute fibre de la projection § +— 5 et a
i/ (Gsc, G'(5))71. On en déduit I'égalité

. Si on utilise le chemin de droite, on obtient le produit

. S Sy~ (5 G'(3)sc,G'(3)e _ 1. = =1/
i (G, G (3))es () (s )™ = d Vi (Gse, G'(5)),
puis
o) =d! > i1 (Gsc, G(5)).
5€lZ(N)FF0 )7 ()P0 55
Puisque I'ensemble de sommation a d éléments, on obtient (14).
Grace a (14), I'égalité (13) se transforme en

£ = - ix(Gse, G'(5))05 (8, a).

5€{Z(Maq)TF,T€T S

Soit 4 € Y™. En se rappelant la définition de [II] 3.8, on obtient
" _ CGawsof o 5
ransfert,(§) = p, (M',é,a).

Ici, les groupes ne sont pas tordus et on peut appliquer la proposition 1.4(ii). Le terme

ci-dessus n’est autre que pf"“’]’sc (transfert,(8),a). On se rappelle que 1'on a supposé
Ag = Ag,. Cest équivalent a Az = Ag,  puisque les deux groupes G, et Gy, sont
formes intérieures I'un de 'autre. De méme, on a supposé que J provenait d’un élément
de J 157 ce qui équivaut a ce qu’il provienne d'un élément de J. E;’[[j]] On utilise 3.2(2) et
le lemme 4.1. On obtient

N

* Gy, S e
nly) © M (PJ [ Jsc(transferty(‘s)a a)) = P?(T[?/]a a),

desc
nlyl,se»

Moy

ou

Jk

oL}y otransfert,(d).

_ M
T[y] = desc nlyl,sesMn[y)

nly]
L’égalité (10) devient ~
(15)  p7° (M, 8.a) = pf(T,a),

ou

=Y Myl

yejﬂw
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A ce point, on peut lever I'hypothese Az = Ag, et que J provient d'un élément de 7, ]\gj
Si elle n’est pas vérifiée, le membre de gauche de (15) est nul d’apres (12). Celui de droite
I’est aussi d’apres le lemme 4.1.

Des calculs analogues a ceux effectués ci-dessus permettent de déduire de 5.4(3)
I'égalité transfert(d) = 7. On peut aussi plus simplement appliquer la relation (15) au
cas G = M et & J = . Cette relation devient dans ce cas I’égalité précédente. Grace a
celle-ci, la relation (15) est ’égalité de ’énoncé. [J

7.2 Les termes p?’g, variante

On considere un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure, un systéeme
de fonctions B, un espace de Levi M de G et une donnée endoscopique elliptique et
relevante M’ = (M’, M’, () de (M, M).

On suppose donné un diagramme (e, BM', T, BM T,n) joignant un élément e €
M! (F) a un élément 1 € M, (F). On suppose M’ quasi-déployé. On note @’ la classe
de conjugaison stable de ¢ dans M’ (F) et O la classe de conjugaison stable de i dans

M(F).

Proposition. On suppose que Ay = Ayp. Pour tout J € jg( ), tout & € D=L (M', 0")®

géom

Mes(M'(F))* et tout a € Ay (F) en position générale et proche de 1, on a I'égalité

p§,5<M/, d,a) = p?(tmnsfert((s), a).

La preuve est identique. On n’a plus besoin de ’hypothese (2) du paragraphe précédent
car, dans la situation quasi-déployée et a torsion intérieure, les triplets endoscopiques non
standard qui apparaissent sont triviaux. Ils vérifient évidemment la proposition 6.6.

7.3 Les termes o,

On consideére un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure, un systeme de
fonctions B, un espace de Levi M de G. On considere un élément 1 € M(F), semi-simple
et tel que M, soit quasi-déployé. On note O la classe de conjugaison stable de 7 dans

Proposition. On suppose Ay = Ay,

(i) Soient J € JE(Bo), 8 € D, (My(F),w) @ Mes(M,(F))* et a € Ay(F) en

unip

position générale et assez proche de 1. Posons § = descgt’M’*((‘i'). On a I'égalité

& G st,M,«( Gns/ ) B
af(d,a) - { GM( )desc; (o7 (8, a)),  si Aq = Ag,,
0, sinon.

(ii) Pour tout J € JE(BO), 0 prend ses valeurs dans

Uy @ (D, (0) ® Mes(M(F))*)/AnnS*.

géom
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Preuve. On reprend la preuve de 7.1 dans le cas que I'on avait exclu, & savoir M’ =
M. On prend pour diagramme un diagramme ”trivial” (n, BM T, BM T n). La relation
7.1(3) devient

G.E S A A G
(1) p5E(M.8,a) = > i5i(G.G' ()05 (8, a).
s€Z(ND)'F /2(C)TF 7eTE ) (B)
Le seul point qui differe de la situation de 7.1 est que I’on ne peut plus utiliser de relation
de descente pour le terme 0§ (8, a) correspondant & s = 1. Mais on peut néanmoins appli-
quer cette relation de descente, a condition d’ajouter a I’expression obtenue la différence
entre 0§ (8, a) et le terme obtenu par descente. C’est-a-dire, posons
. 05 (8,a) — e%(n)desc;tm*(a?” (0,a)), siAg=Ag,,
05(8,a), sinon.
Alors le membre de droite de (1) est la somme de = et d'une expression qui se calcule
comme en 7.1. Rappelons que 'hypothese (2) de ce paragraphe est automatiquement
vérifiée dans notre situation quasi-déployée et a torsion intérieure. On obtient finalement
I’égalité ~ ]
p5E(M, 8,a) =z + p5(M, 8, a).

Mais, pour la donnée endoscopique maximale M, on a tautologiquement 1’égalité
G.E 7
Py (M767a> = p§<M757a)

car le terme 05 (68, a) est défini pour qu’il en soit ainsi. D’olt = 0, ce qu’affirme le (i)
de I’énoncé.

Le membre de droite de 1’égalité du (i) est par définition une distribution stable. Le
(ii) en résulte. O

7.4 Preuve conditionnelle des propositions [II] 2.7, [II] 3.8 et
du théoreme [II] 1.16(i)

On considere un triplet (G, é’, a) quelconque et un espace de Levi M de G. On
considere ’hypothese

(1) pour tout 4 € Dysom (M (F),w) @ Mes(M(F))* & support formé d’éléments G-
fortement réguliers et pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), on a I'égalité

, ]
195y, £) = IG (v, ).

Proposition. On suppose cette hypothese vérifiée.

(i) Soit M/ une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M, a) et soit O’ une
classe de conjugaison stable semi-simple dans M’ (F) se transférant en une classe de conju-
gaison stable O de M(F). Pour tout .J € JZ, tout § € Dt (M, 0') @ Mes(M'(F))*
et tout a € Ay;(F) en position générale et proche de 1, on a I'égalité

pf,E(M/, d,a) = p?(tmnsfert((s), a).
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(ii) Pour tout 4 € Dyeom(M(F),w) @ Mes(M(F))* et pour tout f € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), on a Iégalité

G.E g
~ (iii) Pour toute classe de conjugaison stable semi-simple O dans M (F), on a I'égalité

9.0 = 91,0

Preuve. Considérons la situation de (i). Fixons un diagramme (¢, BM' T’ BM T, 7)
reliant un élément € € O tel que M! soit quasi-déployé a un élément 7 € (9 Supposons
d’abord que Ay # App. Introduisons le commutant R de Ay dans M'. Clest un
espace de Levi propre. Du diagramme se déduit un homomorphisme & : 7% — T' qui
est une isogénie et est équivariant pour les actions galoisiennes. On a Ay C T". La
composante neutre de £ '(Apy) est un tore déployé. On note R son commutant dans
M. Clest un espace de Levi propre qui correspond a R'. En posant B = BM' N R et
BR = BM N R, le sextuplet (¢, BY, T, BR,T,n) est encore un diagramme, avec pour
espaces ambiants R et R'. Le Levi R’ se complete en une donnée endoscopique R’ de
(R, R, a) qui est elliptique et relevante. On a M = R, par construction. L’application
desc“M * est la composée de descStR * ot de linduction de R’ & M’. Puisque tout

dlément de D5 (O')@ Mes(M'(F))* appartient a 'image de descs™™"* tout tel élément

géom

est I'induit d'un élément de DL (Op) ® Mes(R'(F))*, ot Op = O N R(F). Ceci

géom
. / 7172
s’adapte formellement aux données endoscopiques. Donc § = 7™’ pour un élément 7 €

Dt (R, Op) @ Mes(R'(F))*. On a alors

géom

transfert(8) = (transfert(T))”

Les deux membres de I’égalité du (i) vérifient les formules de descente paralleles [1I] 3.10
et [IT] 3.12. On voit que cette égalité du (i) résulte d’égalités similaires ot G est remplacé
par des espaces de Levi propres. En vertu de nos hypotheses de récurrence, ces égalités
sont vérifiées, d’ou (i) dans ce cas.

Supposons maintenant Ay, = Ayp. Comme on I'a expliqué en 6.4, si (G, G, a) n'est
pas 'un des triplets définis en 6.3, les données endoscopiques non standard qui appa-
raissent en 7.1 vérifient toutes les propriétés requises. Donc I'hypothese (2) de 7.1 est
vérifiée. L’assertion (i) résulte alors de cette proposition 7.1. Supposons que (G, G, a) soit
I'un des triplets définis en 6.3. Rappelons que G est simplement connexe. Considérons
un triplet endoscopique non standard (G'(5)sc, G'(3)c.sc, j«) comme en 7.1. D’apres le
lemme 6.3, on sait dans quels cas les propriétés de ce triplet ne sont pas connues. Sup-
posons que I'on soit dans un tel cas. Alors la donnée G’(3) est équivalente a la donnée
maximale G’ = (G, Gé X W, 0) définie en 6.3, ad, conserve une paire de Borel épinglée
de G et € est Pélément de Z(G'(3))F qui correspond & 7 par 'application du lemme 6.2.
Montrons que cela entraine

(2) M est équivalente a la donnée endoscopique maximale de (M, M, a), ad, conserve
une paire de Borel épinglée de M et € est I’élement de Z (M ! )FF qui Correspond an.

Avec les notations habituelles, on peut supposer ¢ = QQ avec ( € T et on écrit
§ = 2(0, avec z € Z(M)'r¥, Pulsque G'(3) est équivalent a la donnée maximale G', on
peut fixer z € G tel que 2§’ (8)z~ G X Wp et xz(@:c 1=§.En particulier, ad, envoie
G (8) sur G Quitte a multiplier x a gauche par un élément de Gg, on peut supposer que

ad, envoie la paire de Borel (B N G'(3),T%) de G'(3) sur la paire de Borel (B N Gg, 79
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de @é. Alors x normalise 7' et son image dans W est fixe par 6. Or le groupe W est
le groupe de Weyl de G’g. Quitte a multiplier encore x a gauche par un élément de ce
groupe, on peut supposer que 'image de x dans W est 1, autrement dit que z € T. Mais
alors = € M et la conjugaison par x conserve “M. En prenant les intersections avec ce
groupe, la relation 2G'(3)z~! = Gé x Wg entraine que xtM'z~! = Mé X Wg. On a aussi
2COxt = 5710 € Z(M)f. Donc M/ est équivalente a la donnée maximale de (M, M, a).
Soit & = (B, T, (Eu)aca) une paire de Borel épinglée de G qui est conservée par ad,,.
Puisque 7 est un élément semi-simple de M, on peut aussi fixer une paire de Borel (B, T)
de G, pour laquelle M est standard et qui est conservée par ad,. D’apres la preuve de
6.2(3), il existe = € G|, tel que ad,(By,Ty) = (B, T). Alors £ = ad, (&) est une paire de
Borel épinglée de G qui est conservée par ad,. Or M est standard pour cette paire. On
peut donc "restreindre” celle-ci & M et on obtient une paire de Borel épinglée EM de M
qui est conservée par ad,. De plus, il résulte des constructions que le diagramme suivant
est commutatif ~ ~
Z(G ) — Z(G")
o +
Z(M,EM) — Z(M')

La derniere assertion de (2) en résulte. Cela prouve cette assertion.

On a alors G'(5). ~ G’ et M! = M’ et la classe de conjugaison stable de € est réduite
a ce point. On vérifie facilement que 1’élément maximal de ‘7]3;(5)(3{2}) s’envoie sur
I’élément maximal de J AG/I D’apres la propriété 6.6(2), I'assertion de la proposition 6.6
est connue pour un élément non maximal de J El,(‘;)(B{G;}). Il en résulte que I’hypothese
7.1(2) est vérifiée si J n’est pas 1’élément maximal de jj\g/[. La proposition 7.1 nous
dit donc que I'égalité du (i) est vérifiée sauf pour cet élément maximal. On abandonne

notre .J initial et on note Jy,q, I'élément maximal. Soit f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) et
a € A;;(F) en position générale. Posons v = transfert(d). Les propositions [II] 3.2 et
[II] 3.9 entrainent que le germe en 1 de la fonction

3)  ar 1S (ay,£) — 19 (av, £) = 1S (av. £) — 15 (M, £(a)8, 1)

est équivalent a

ll

SN ISty a)k f) — I5F (0 (M, 8, )T 6.

Lec(in) jegk
En vertu de nos hypotheéses de récurrence, les termes indexés par L #+ M et L + G

s’annulent. Ceux indexés par L = G et un J # J,,4, s’annulent aux-aussi. L’expression
ci-dessus se réduit a

4 I90S5.  (v,a)% = p5° (M, 8,a)° )

+18 (7, ) — IS5 (M, 6, §).

D’apres la proposition [IT] 2.10, 'hypothese (1) entraine la méme égalité que dans cette
hypothése pour les distributions & support G-équisingulier. C’est le cas de la distribution
ay. Donc Pexpression (3) est nulle. Considérons (4). Comme fonction de a, le premier
terme appartient a Uy, . et le second est constant. Leur somme est équivalente a 0.
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En utilisant [II] 3.1(3), les deux termes sont nuls (en supposant M+ G;si M =G,
'assertion a prouver est tautologique). La nullité du premier pour tout f signifie que

p?,nax (77 a’) - pi;iz (M/7 57 a’)

modulo Ann®. Cela acheve la preuve de (i).

Prouvons (ii). Par linéarité, on peut supposer qu’il existe une donnée endoscopique M’
de (M, M, a) elliptique et relevante et un élément § € Dt (M')@Mes(M'(F))* de sorte

que v = transfert(d). Toujours par linéarité, on peug fixer une classe de conjugaison
stable semi-simple @' dans M'(F) telle que § € D (M, 0") @ Mes(M'(F))*. On
peut supposer que cette classe se transfere en une classe de M (F), sinon v = 0 et
I’égalité a prouver est triviale. On reprend alors le raisonnement ci-dessus. Pour f €
I(G(F),w)®Mes(G(F)) et a € Ay (F) en position générale, on calcule le développement

de (3). Maintenant que 'on a prouvé (i), ce développement se réduit a
I]\%(’% f) - I]\ng(M,a 67 f)7

ou encore a i i

[]\C;[(’77 f) o 1375(77 f)
Comme ci-dessus, 'hypothese (1) entraine que (3) est nul donc aussi cette différence.
C’est la conclusion de (ii).

Comme on l'a vu ci-dessus, 'hypothese (1) entraine que 'hypothese du lemme [I]
2.8 est vérifiée pour I'ensemble D = Dgégmvé_équi(M(F),w) ® Mes(M(F))*. Le (i) de ce
lemme aussi d’apreés I'assertion (ii) du présent énoncé. Donc aussi le (ii) de ce lemme,
qui n’est autre que la présente assertion (iii). [J

7.5 Preuve du théoreme [II] 1.16(ii)

On considere un triplet (G, é}. a) quasi-déployé et a torsion intérieure, un systeme de
fonctions B, un espace de Levi M de G.

Proposition. (i) Soit M’ une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M) et
soit O" une classe de conjugaison stable semi-simple dans M'(F') se transférant en une

classe de conjugaison stable © de M (F). Pour tout J € JE(Bo), toutd € D3t (M, 0@

géom

Mes(M'(F))* et tout a € Ay (F) en position générale et proche de 1, on a I'égalité
pf’g(M', 8,a) = pS (transfert(d), a).

(ii) Pour tout v € Dyeom(M(F),w) ® Mes(M(F))* et pour tout f € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), on a I'égalité

IS%(~y,B,f) = IS (v, B, a).

La preuve est identique a celle de la proposition précédente, en plus simple puisque
notre triplet ne saurait étre I'un de ceux définis en 6.3. On n’a plus besoin de 'hypothese
(1) de ce paragraphe : elle est vérifiée d’apres la proposition 2.9.
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7.6 Preuve des propositions [II] 2.4, [II] 3.5 et du théoréeme [II]
1.10

On considere un triplet (G, (N}’~7 a) quasi-déployé et a torsion intérieure, un systeme de
fonctions B, un espace de Levi M de G.

Proposition. (i) Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans M(F). Pour
tout J € jg(BO), le terme 0§ prend ses valeurs dans

Uy ® (D2, (0) ® Mes(M(F))")/AnnstC

géom

(ii) Pour tout & € D% (M(F)) @ Mes(M(F))*, la distribution

géom
f— S%(8,B,f)

est stable. . i
(iii) Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans M (F), notons O la

classe de conjugaison stable dans G(F) qui contient O. Alors le germe SgAG;I ol B) prend
(0%) @ Mes(G(F))*.

’ st
ses valeurs dans l'espace Dy,

Preuve. Pour la preuve de (i), on utilise le méme argument qu’en 7.4. On sait comment
se comportent nos termes par induction, grace a la proposition [II] 3.11. On se ramene
alors au cas ou la proposition 7.3 s’applique.

Prouvons (ii). Par linéarité, on peut fixer une classe de conjugaison stable semi-

simple O dans M (F) et supposer que § € D% (O)® Mes(M(F))*. Soit f € I(G(F))®

géom
Mes(G(F')). Supposons que les intégrales orbitales stables fortement régulieres de f sont

nulles, autrement dit que l'image de f dans SI(G(F)) ® Mes(G(F')) est nulle. Soit
a € Ay (F) en position générale. Remarquons que le (i) déja prouvé assure la validité de
la proposition [II] 3.5. La proposition 3.7 (ii) calcule le germe en 1 de la fonction

(1) a— S%(ad,f).

Il est équivalent a

S Y S8ok(8,a)", B, 1).

LeL(M) jeJE (Bo)
L’hypothese sur f et nos hypotheses de recurrence assurent que tous les termes sont nuls
sauf celui indexé par M. L’expression ci-dessus se réduit a S]‘%((S,B ,£). Or (1) est nul
d’apres la proposition 2.8. Donc SA%((S, B, f) = 0. Cette égalité pour tout f d’image nulle
dans SI(G(F)) ® Mes(G(F')) est équivalente a I’assertion (ii).
Le (iii) s’en déduit comme en 7.4 en utilisant le lemme [I1] 2.9. OJ

7.7 Preuve de la proposition 6.6

On se place sous les hypotheses de cette proposition, dont on utilise les notations.
D’apres le lemme 6.8, on peut supposer (G1, G, J.) quasi-élémentaire et By constante
de valeur 1. On introduit le triplet (G, G, a) associé a (G, G, j.) comme en 6.3. On fixe
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un élément 7 € G(F) qui conserve une paire de Borel épinglée £ = (B, T, (E.)aca) de
G définie sur F'. De cette paire se déduit une paire de Borel épinglée de G, définie sur
F. On peut identifier Gy a G,, de sorte que le Levi M; devienne un Levi de G standard
pour cette paire de Borel eplnglee On note M le commutant dans G du tore AM1 On a
ne M (F') et M est standard pour €. On introduit les données endoscopiques maximales
G' = (G',G;x Wg,0) de (G, G, a) et M/ = (M’, My x W, ) de (M, M, a). Remarquons
que G’ est aussi la donnée G/(0) déduite de M’ et de I'élément § = §. Comme en 6.3,
I'élément 7 € G( ) détermine un élément e € Z(G')'¥. Si l'on remplace les espaces
ambiants G et G’ par M et M’, on obtient évidemment le méme élément e. On fixe
un diagramme (e, BM', T", BM, T, n), ou B¥ = BN M. Reprenons les constructions et
notations de 7.1. En particulier, on fixe des mesures pour simplifier. Remarquons que
G=G,=G,M=M,=M,Gy=G. =G et My=M =M.

On dispose d’éléments d; et d,. On peut identifier 65 & un élément de D}, (M!(F)).
On pose

0 = desct M (8,).

La fonction By s’identifie a BS,. L’8lément .J de I'énoncé de la proposition 6.6, vu comme
un élément de 7,72 (Bs), s'identifie & un élément de 7, ]\ij (BS), qui s’envoie sur un élément

de J ]\g;[ que l'on note encore J. On reprend la preuve de 7.1 pour ces éléments J et 9.
Remarquons que 'homomorphisme

Z(N)'P0 ) Z(G) 0 = Z(M)'F ) Z(G)'F

se simplifie en
(1) Z(M)"0 = Z(M)"

puisque G et G sont simplement connexes, donc leurs duaux sont adjoints. La preuve
marche jusqu’au point ou on avait utilisé I'hypothese (2) du paragraphe 7.1. Pour un
S € éZ(M)FF’é tel que G’(§) n’est pas équivalent a G’, le lemme 6.3 et nos hypotheses
de récurrence assurent que cette hypothese est vérifiée. 1l reste les § tels que G'(3) est
équivalent & G'. Notons Z le noyau de ’homomorphisme (1), ¢’est-a-dire Z = Z(M)Fr on
(1 —6)(T). Montrons que

(2) Vensemble des s € Z(M)'# tels que G(s6) est équivalente a G’ est égal a Z

Supposons G’(SQ) équivalente a G'. Il existe alors x € G tel que zG'(s6)z! =
Gy X Wp et zsfz™! = 6. Le méme argument que dans la preuve de 7.4(2) montre que
Pon peut supposer € 1. Alors s = (0 — 1)(x) € (1 — 6)(T). Donc s € Z. Inversement,
supposons s € Z. Ecrivons s = (0 — 1)(z), avec 2 € T. On a xsfz— = 0. Cela entrame
2G'(s0)zt = Gy Pour g € G'(s0) et w € Wi, on a zgw(z)™! = zgr " zw(r) !, Le

1

premier terme zgz~' appartient & Gj. L’égalité s = (6 — 1)(z) et le fait que s est

invariant par I'r entraine que rw(z)™! appartlent aT? , qui est contenu dans G Donc
zgw(z)~ € G;. Cela prouve que =G’ (sO)z— = = Gy x Wp, donc G/(s0) est équivalente &
G’. D'ou (2).

Considérons un § tel que G'(3) soit équivalent a G'. D’apres (2), cela équivaut a 5 = 1.
Alors G'(3), est isomorphe & Gy, M'(3). est isomorphe & My, G'(5) est isomorphe & G
et M’ est isomorphe & M;. L’élément noté o(3)., s en 7.1 n’est autre que d5. L’élément
8(5)4. est égal & 6. L'élément 7(3),. est égal & 052(82, ). On ne peut plus affirmer que
son transfert 7(5),. est égal a (cfjl’(]{z) 1651 (8,, a). Mais on peut écrire ce transfert sous

la forme

(C%{C];\jg>_ (l’b+0-J (617 ))7
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ou

(3) o= cJ\Gjl’ﬁthransfert(a?Q(&Q, a)) — o5 (81,a).
On peut alors poursuivre le calcul comme en 7.1. Il apparait des termes supplémentaires
provenant de p. On obtient une égalité similaire a 7.1(10) :

(4) pf’g(M',é a) = p+ Z desc o] otransfert (&),

yeyJVI

ou
p=x(1) Z M [y]desc%]* o otransfert,(f).
yeylw
Les applications ¢* de 7.1(10) disparaissent ici car les groupes G, et G. sont simplement
connexes. Le terme z(1) est le z(s) de 7.1 pour s = 1. Le calcul de la somme du membre
de droite de (4) se poursuit comme en 7.1. Cette somme vaut pG (transfert(d),a). Mais,
d’apres nos hypotheses de récurrence, toutes les propriétés sont connues pour le triplet
(G, G, a). Donc
PG (M8, a) = pf(transfert(é), a).

Il en résulte que p = 0.

Soit ¢ € SI(my(F)) a support proche de 0. On lidentifie par I'exponentielle a une
fonction sur M;(F) = M'(F). On peut supposer que 'ensemble Y™ contient 1’élément
y = 1. Pour celui-ci, M,;;; = M,, est quasi-déployé et on a M = M ni1]- Modulo cette
identification, le transfert transfert; est 'identité. On peut donc considérer ¢ comme
un élément de SI(Mynj(F)), que 'on releve en un élément ¢, € I(My;(F)). On peut
évidemment supposer que ¢; est a support proche de l'origine. L’application descf;/[[l] a
pour image le sous-espace des éléments de I(M,n1(F')) qui sont invariants par I'action de
Zy(n[l]; F). Mais, parce que n[1] = n conserve une paire de Borel épinglée de M et que
T? est connexe, on a Zy(n[1]) = M. L’application de descente est donc surjective et
on peut relever ¢ en un élément ¢ € I(M(F)). Toujours parce que Zy;(n) est connexe,
ensemble YM est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par M(F)
dans la classe de conjugaison stable de 1. On peut modifier ¢ de sorte que desc ] (p) =0

pour tout y € YM tel que y # 1. Il résulte alors de la définition de ¢ que l'on a ’égalité

™ () = S (1, §).

Puisque p = 0, ceci est nul. Puisque cela est vrai pour tout ¢, on conclut g = 0. D’apres
la définition (3), cette nullité est I’assertion de la proposition 6.6.

Attention. On ne doit pas s’abuser : la démonstration ci-dessus s’appuie sur des
hypotheses de récurrence. Elle ne deviendra une véritable démonstration que quand
toutes les étapes de la récurrence auront été établies.

8 Descente des germes de Shalika endoscopiques

8.1 La proposition [II] 2.7 dans un cas particulier

On consideére un triplet (G, G, a) quelconque, un espace de Levi M de G et une donnée
endoscopique elliptique et relevante M’ = (M’, M',¢) de (M, M, a).
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On suppose donné un diagramme (e, BM', T, BM T,7n) joignant un élément e €
M! (F) a un élément i € M, (F). On suppose que M! est quasi-déployé et que Ay =
App. On note @ la classe de conjugaison stable de € dans M'(F) et O la Classe de conju—
gaison stable de i dans M (F). Comme on I'a vu, tout élément § € CZ(M)'r0/Z(G)Fr?
donne naissance a un triplet endoscopique non standard (G'(8)sc, G'(5)c.s0,j). Du
systeme de fonctions BE sur G/(3) se déduit une fonction BS, sur le systéme de ra-
cines de G'(3). sc, puis, par la construction de 6.5, une fonction sur le systeme de racines
de G'(5)sc. Clest la fonction constante de valeur 1 d’apres 7.1(1). Les groupes G'(3).sc
et G'(3)sc contiennent des Levi M'(3). s et M'(8)s.. On considere 'hypothese

(1) pour chaque triplet (G'(5)sc, G'(S)e.sc, j«) comme ci-dessus tel que Agrs), = Aga,
la proposition 6.7 est vérifiée pour ces Levi.

Proposition. On suppose que Ayy = App et que I'hypothése (1) est vérifiée. Soit
deD (M) ® Mes(M'(F))*, on a I'égalité

géom, G—équi

gMO(M’ d) = gf;[’o(tmnsfert(d)),

pourvu que & soit assez proche de O'.

La preuve occupe les trois paragraphes suivants.

8.2 Début de la preuve

Si (G,G,a) est quasi-déployé et a torsion intérieure et si M’ = M, I’énoncé est
tautologique : le terme S gAG;I 0(5) est défini pour qu’il en soit ainsi. On exclut ce cas.
Rappelons la définition [II] 2.6(2) :

(1) 55 M,8) = 3 iy (G, G (3))trans fert(Sgp (8, BY)).

5€CZ(M)TF0 ) 7(G)F0

On reprend les constructions et notations de la section 5. Apres avoir fixé des données
auxiliaires M7,...,A, on identifie § & un élément §; € D;ZOM(M{(F)). Utilisons la des-
cription de 5.5. Par linéarité, on peut supposer qu'il existe Z € 3(M/; F) et desc €
Do .. sc(F)) tels que

géom

0, = descStM *(e:cp(Z)LM,SOM/ (0e.50))-

Soit § € CZ(M)'r?/Z(G)'r? Dapres 5.5, I'élément & s’identifie aussi a 'élément

81(3) = d(8)desc" 5O (exp(Z) sy sy ) (Besc)) € Dk (VL] (3: F))).

A Taide de 5.3(4), on décompose Z en Zy + Z(3) + Z3(5), ou Zy € 3(G; F), Zy(5) €
3(G'(3); F), Z3(5) € 3(M'(8)se; F) = 3(M(3)se; F). Notons que Zy + Z5(3) € 3(G'(3).).

On a alors

st, M (3),

51(8) = d(8)desc: SO ewp(Zy + Zo(9))husy o rior ) (3()ese)):

€1(3)
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ol
0(5)csc = exp(Zs (§>)L7\42,SC’M/(§)575C (be.s0)-

On a i
Sorpon (8, BY) = SgG <S o (81(3), BY).

Nos hypotheses de récurrence autorisent a utlhser la proposition 4.4. Le terme ci-dessus
est nul si Ag;(s) # Acy(s) e, . Cette condition équivaut a Ag/(s) # Acr(s).- Supposons que
Acr(s) = AG/(S Alors le terme précédent vaut

G (3, (5)

(;, 3) S 8),% = *
1) ((3))d(3)desc i) (S9r1y 3 o unip(ETP(Z1+22(5)) s s).. oot 5

M (3)

(8(3)cse), BS))).

€1(3)

Comme en 7.1(4), on peut simplifier ef/l,({))(el(s)) en e MI'( (€). On applique la proposition

3.7 :0n a

G (5)

QM{(g):((?)7um~p(€3729(21+22(5))07\4/(5)6,50,1\4{(5) (6(8)e,sc), Bg,) = Lgf(g)e,sc,cg(g)el(g) (7(8)se),

€1(3)

ou

7(8)se = Sg0 %€ (§(5) e, BEG).

M’(s)€ sc,Unip
Avec les notations de 5.4(2), on obtient

SgiD (81(3), BY) = &9 (e)d(3)7(5)%0.

M (5),0
Grace a 5.4(2), on a
trans fert(r(35)%O) = " clyld(5, y)r[y]%.
yey

Reprenons la construction des éléments 7[y]. Notons dsc I'image par transfert non stan-
dard de 9. sc. Clest un élément de D5t (M (F)). En utilisant I'analogue de 3.7(4)

géom
pour le transfert non standard, on obtient que le transfert non standard de §(8). s est

0(8)se = exp(Zg(E))e’;;I,SCM,(E)SC (850).

Utilisons I'hypothese (1). Elle nous dit que le transfert non standard 7(5),. de 7(5)s. est
chM,(S)SC ump(é(E) ), ol

| Q

"(3)sc,G’
o

(5 scy

(5)6,50)71.

/(g)e,sc

c=(c

g
ix (o]

En utilisant le lemme 3.7, I'élément 7(s) = Lo (350G (8)( T(5)sc) est égal a chM, anp(g),
ol

d= e:pp(ZQ(5))L}k\7[,(§)367]\7[,((_5(§)56).
Remarquons que Uon a aussi 8 = exp(Zs)ty;,  oi(0sc), ot Zo = Z(5)+Z3(5) € 3(M'; F).
_ sC»
Ces termes Z, et d sont indépendants de s. Ensuite

T[y]¢ = descS o ] o transfert,(7(s))

oL
Gly),s¢:Gly)

G'(5 R
= cdesc® [y] O LG 150Gy © TraANS ferty (SgM,(ump(é)).
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On obtient

e ~ (5 ~ G'(5 7G~" S)e —
trans fert(Sggy's) o, (61(3), B9) = S clyld(5,p)e P (€)d(3) gyt )

yey

descS: otransfert, (SgM, 9 (8)).

© [’G ,Unip

n[y} nlyl,sC¢ Gnly)

On se rappelle que I'on a supposé Ag/(s) = Agr(s).. Comme en 5.3, notons S I'ensemble
des § tels que G'(8) soit elliptique et que cette égalité soit vérifiée. Pour tout y € Y et
tout 5 € Z(M,q)'F, posons

_ . =~ A (3 ~ Gl S G €
w(5,0) = Y ig(G G ) y)es D () (g g o),

Posons _
2 El= D 2(5y)Sgh. (8).

5€2(Maa)"F

Alors les calculs ci-dessus transforment l'expression (1) en

G
(3) g5 (ML8) = Y clyldesciong, a0 transfert,(€ly)).

yey

D’apres 5.3(5), 'ensemble S est vide si Ag, # Ag. Cela entraine
G.E .
(4) gM,o<M/’5) =0si Ag, # Ag-
Dans la suite, on suppose Ag, = Ags. Alors, d’apres 5.3(6), S est I'image réciproque
de 'ensemble des s tels que G'(S) soit elhpthue Notons Z le noyau de 'homomorphisme

Z(M)TP8 ) 2(G) PP — Z(M)TF ) Z(G)F
Pour s € §, on a ’égalité

e Vi (G, G(3)) = | 2] ey e 0 0 (Gse, G ().

M’(S)sc (8)6 sc

On a vu cette égalité dans la preuve de 7.1(14) (ou |Z| était noté d). Grace a elle et a la
description de S, on transforme la définition de z(s,y) en

(5)  2(5,y) = 2] in (Gse, G'(5)) > d(3)d(y, 5)-

5€lZ(MTF0 ) Z(G)TF 0 555

8.3 Calcul de z(y, 5)

Rappelons que I'on note Y™ P’analogue de Y quand on remplace G par M, c’est-a-
dire ensemble des y € M tels que yo(y)~' € I}, ot I} = Z(M)?M,. On a fixé un

ensemble ) de représentants du quotient 7,\)/G(F). On ﬁxe de méme un ensemble M
du quotient I;}"\Y™ /M (F). Le lemme [I] 5.11 nous autorise & supposer que Y* est un

sous-ensemble de ).
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Proposition. Soient 5 € (Z( ad)FF et y € Y. Alors on peut normaliser le facteur de
transfert A(s,y) de sorte que I'on ait I'égalité

x(y, 5) _ { iM/(Gsc,G/(E)) si Yy € yM,

0, sinon.

Preuve. On peut suppposer G'(5) elliptique, sinon les deux membres sont nuls. Sup-
posons d’abord y € Y. On normalise le facteur A(3, y) par égalité 7.1(8). Cela entraine
d(5)d(5,y) = 1 d’apres 7.1(9). L’égalité de 1’énoncé résulte alors directement de la formule
8.2(5).

Supposons maintenant y ¢ YM. leons s € QZ( )FF G/Z( )FFG se projetant sur
5. L’ensemble des éléments de CZ(M)'7?/Z(G)'F¥ qui se projettent sur § est alors
I’ensemble des 2§ pour z € Z. On cherche a démontrer 1’égalité

> " d(z3)d(25,y) = 0.

zEZ

On peut supposer que Y contient Pélément 1. Comme on vient de le voir, la fonction
2+ d(28)d(z8, 1) est constante de valeur 1. On peut donc aussi bien démontrer ’égalité

(1) ) d(z8,y)d(25,1)" = 0.

zEZ

Effectuons les constructions de 5.2 dans un sens différent. On fixe un sous-tore maximal
elliptique R’ de G'(5). Parce qu’il est elliptique, il se transfere en un tore R?, de G, s¢ et en
un tore R%[yls. de Gp.sc. On note R, resp. R*[y], leurs tores associés dans G,, resp. Gy,
et R, resp. R[y], les commutants de ces tores dans G. Pour z € Z, le tore R._ se transfere
par endoscopie non standard en un tore R'(2),. de G'(28).sc. On note R'(z) le tore
associé dans G'(23)., qui est aussi un sous-tore maximal de G’(z3). On fixe X € t/(F) =
t*(F) en position générale et proche de 0, que I'on écrit X = X, + Z;, avec X, € t4_(F)
et Zy € 3(Gy; F) ~ 3(G; F) (on oublie le temps de cette démonstration les termes Z;

tc... de 8.2). On tranfere X,. en un élément Y € ¥(F) que lon écrit Y = Y, + Zy,
avec Y, € t,.(F) et Zy € 3(G'(3); F'). On transfere Y. en un élément Y, .(z) € v/(2)s(F).
Modulo les mémes identifications qu’en 5.2, on pose Y (z) = Ys.(2) + Z1 + Z. Clest un
élément de R'(2)(F). On transfere aussi Y en un élément X [y],. de t*[y]..(F) et on pose
X[yl = X[ylsc + Z1, modulo l'isomorphisme 3(G; F) ~ 3(G,; F). La définition 5.4(1)
donne

d(25,y) A5, y) (exp(Y), exp(X[ylsc)) = A1 (23) (exp(Y (2))er(5), exp(X'[y))nly)),

d(z3, 1)A(5, 1) (exp(Y), exp(Xse)) = A1(23)(exp(Y (2))e1(3), exp(X)n).
Donc
d(z3,y)d(25,1) 71 = cx(2),

ou

c = A5, 1) (exp(Y), eap(Xee) ) A5, y) (eap(Y'), exp(Xucly])) ™",
X(2) = A(28)1(exp(Y (2))e(3)1, exp(X[y])nly]) A(z3)1 (exp(Y (2))e(3)1, exp(X)n) ™"
= A(z8)1(exp(Y(2))e(s)r, exp(X [y))nly]; exp(Y (2))e(8)1, exp(X)n).
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L’égalité (1) est équivalente a

2 Y=o

zEZ

Fixons z € Z et calculons x(z). Le tore R* est un transfert de R?[y] par Pautomorphisme
intérieur ad,. Quitte a multiplier y a gauche par un élément de I, ce qui ne change rien
au probleme, on peut supposer que ad,(R*[y]) = R* et que ad,, se restreint en un isomor-
phisme défini sur F' de R%[y] sur R. Ces propriétés se prolongent automatiquement : ad,
se restreint en un isomorphisme défini sur F' de R[y] sur R. On calcule x(z) en utilisant
les formules de [I] 2.2. Les tores T' et T sont remplacés par R[y] et R. Du c6té dual, on
peut identifier les tores R[y] et R. Les constructions sont les mémes pour les deux tores.
Le cocycle Vi de [I] 2.2 est donc de la forme V;(w) = (Vig, (w), Vir, (w), 1) (on a remplacé

la lettre T de [I] 2.2 par & par souci de cohérence) et Pélément de H'O(Wy; S, = U) est
(Vl, zS), Ol ZS = (ZseSse, ZseSse)- Du coté des groupes sur F', on doit faire un peu atten-
tion. On peut identifier les tores R et R[y| par 'automorphisme ad,. Mais les cocycles
ne s’identifient pas exactement. On a des cocycles Vg, et Vx définis par des formules

Vi) (0) = TRy (0)ne (W) (0))us (o),

Vr(0) = rr(o)ne(wr(0))ue(o),

en adaptant les notations de [I] 2.2 & la présente situation. Fixons une décomposition

Y = Ysed, avec ys. € Gso et d € Z(G). On a défini ug (o) par ug(o) = yseug(o)o(yse) L

On vérifie alors que 'on a ’égalité

y71VR<O‘>y = VR[y] (U)0<ysc>71ysc-

De méme, on a posé exp(X'[y])nly] = ve et exp(X')n = ve. On a exp(X')n = ad,(exp(X'[y])nly]),
mais e = ad,, (€). On en déduit v = df(d) 'ad,(v). En identifiant maintenant les deux

tores via ad,,, on obtient que le cocycle V est de la forme V(o) = (Vi (0), Ve (0) 'yt o(yse))

et que I'dlément v est de la forme (vy,v;'0(d)d™'). Pour ¢ € T'p, posons 7(o) =

0 (Yse) 1yse. Alors T est un cocycle a valeurs dans R[y],.. On vérifie que le couple (7, 8(d)~1d)

est un cocycle qui définit un élément de H(T'p; Rlyl.e — (1 — 6)(R[y])). On a un ho-
momorphisme naturel

jHY(Tp; Ryl = (1= 0)(Ry])) — HO (T U T S))

(via les secondes composantes, cf. les formules ci-dessus). On peut décomposer le cocycle

(V,vy) € ZW(Tp; U =y S1) en le produit de I'image naturelle de 'inverse du cocycle
précédent et du cocycle (Vp, o) défini par Vy(o) = (Vay (o), Vay () ™) et vo = (1, v17).
On a alors

x(2) =< (V,1), (Vi,28) >"'=< (Vo, 1), (Vi,z8) >71< (1,0(d)"1d), *(Vi, zs) >,

ou j* est I’homomorphisme dual de j. On reconnait le premier terme du membre de
droite : c’est

Ay (25) (exp(Y'(2))er(8), exp(X [y])nlyl; exp(Y'(2))er(5), exp(X'[y])nly]),
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et on sait que ce facteur vaut 1. L’élément j*(Vi, zs) appartient & HO(Wp; R[y ]/R[ ]9 0
R[y]aq). On voit que cest le couple (Y (2), ZagSaq), ot Y (2) est I'image dans Ry ]/R[ 6.0
du cocycle tgy, construit en [1] 2.2 et 244 et Sqq sont les images de z et s dans G ap- On
a ajouté un z dans la notation Y'(z) parce qu’il dépend en effet de z et parce que cela va
nous étre utile. On obtient

x(2) =< (1,0(d)'d), (Y (2), ZadSad) >,

d’on
(3)  x(2) =x(1) < (7,0(d)"'d), (V(1)"'Y(2), 20a) > -
Calculons Y(1)7'Y'(z). On ajoute des indices z ou 1 dans les notations pour distinguer

les termes relatifs & G’(25) de ceux relatifs & G'(S). La définition de [I] 2.2 donne, pour
w € Wg,

trp),=(w) = PRy (W) A(WRE (W) g2 (W)~ e sy (WRLaes) (W) T PRy s (W)

Pour simplifier les notations, on pose

A

U (w) = TRpy,c(=5) (W) N 25) (WRE,L6 25) (W)

Donc Y (1) (w)Y (2)(w) est la projection de

iy (w) g1 (w) g (w) . (w) "

On se rappelle que g. ., = (g.(w),w) est un élément de G'(23) tel que ad,, , o wg agisse
comme Wer (5 SUr ((z5). On introduit de méme un élément m,, = (m(w),w) € M’ tel
que ad,,, o wyy agisse comme wyy sur M. Puisque G'(25) = G/(25)M'’ par définition,
les éléments g, ,, et m,, appartiennent tous deux a G'(25) et conservent la méme paire
de Borel (celle que l'on a fixée pour laquelle M’ est un Levi standard). Il en résulte
que g.(w) € T%m(w). Donc gi(w)g.(w)~! € T%0. Les éléments d.(w) et d(w) norma-
lisent ce tore. Puisqu’on projette dans T/Té,o’ on peut aussi bien supprimer le terme
g1(w)g(w)~" et on obtient que Y (1)~ (w)Y'(z)(w) est la projection de @ (w)i.(w) .
Les deux éléments @, (w) et 111( ) se relevent naturellement dans Ggco. Définissons une
cochaine Y : Wy — R[yls./Ry ]SC ainsi : Y (w) est la projection dans R[y]SC/R[y]fc de
ﬂl(w)uz(w) 1 vu comme un élément de R[y],.. L’élément z appartient par définition a
Z(NM)'F0 ) 7(G)'r? On a déja dit plusieurs fois que ce tore n’est autre que Z(Mqq) .

Il est connexe. On peut donc relever z,4 en un élément z,. € Z (MSC)FF 00 Ce groupe est
un sous-groupe de R[y]s.. Montrons que

(4) le couple (Y, z,.) appartient & Z0(Wp; R[yls/R[y)’, = R[ Jse)-

On note w — wy Paction galoisienne sur R[y] (ou les tores reliés tels que R[y]s.
etc...). On a les égalités Wr = ady_(w) © Wer(z5) = adg, (w) © adg, (w) © Wg. Remarquons que
wg n’agit que sur R mais le dernier opérateur s’etend a tout G Pour w,w € Wg, on a

Y(w)wr(Y(w')) = Y(w)i.(w)g:(w)we (Y (w')g:(w) . (w) ™.
C’est la projection dans R[y]SC/R[y]gc de
i (w)g: (w)we (i (w)we (i (w')) ™ g (w) ™ i (w)
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= (W) g:(w)we (i (') g:(w) ' g. (w)we (. (w') ™ g2 (w) " it (w) ™!

= U (w)g:(w)we (i (') g:(w) " wer s (G (W) ™ (w) 7

On a vu ci-dessus que g,(w) gl( )*1 appartenait a 799, En relevant I'image de cet élément
dans G4p en un élément de 7%, on obtient qu’il existe ¢ € ch tel que ady, ) = ad; o
ad Donc

SC’

g1(w)-
g:(w)we (i (w') g (w) ™ = tg(w)we (@ (W) g1 (w) ™™ = twers (@ (W)t

On obtient que Y (w)wg(Y (w')) est la projection dans R[yls./R[y]’. de

le(w)twgl(g)(ﬂl(w'))t_lwgl(zg)(ﬁz(w )) 1ﬂz(w)_1.

Comme plus haut, les éléments 1u.(w) etc... normalisent le tore 79, donc les éléments ¢

de la formule ci-dessus disparaissent par projection. Il reste
i (w)wers) (U (W) ) wer s (@ (w') s (w) ™

Or, d’apres la construction de Langlands et Shelstad, les applications 4, resp. ., sont
des cocycles (A valeurs dans G'(3), resp. G/(25)). Le terme ci-dessus est donc égal A
Gy (ww)a, (ww') 1. Sa projection est Y (ww’). Cela prouve que Y est un cocycle. Pour
w € Wg, on a l'égalité

~

(1= ) (Y (w)) = i (w)its (w) 0 (@ (w)i (w) 7).

Fixons un relevement s,. de s,q dans G sc. On peut remplacer 0 par ad,,s.. of puisque
le terme auquel on applique cet opérateur commute a z.Ss. : il appartient a T.. Parce
que u,(w) € €4 (28)se, ce terme est fixe par ad o 0. La formule se simplifie en

ZscSsc

(1 —0)(Y(w)) = Gy (w) zeeSsed (i1 (w) ") s 22t

SC ”sc

Pour la méme raison que ci-dessus, u;(w) est fixe par ads,, o . On obtient

~

(1—0)(Y(w)) =ty (w)zsetty (w) 2t

sc

L’élément z,. appartient a Z (M, )'7%9. A fortiori, wg(zs) = 2s. On a vu ci-dessus

que gi(w) € T?%m(w), donc gi(w) € M. Puisque z, € Z(M,), ces deux éléments
commutent, d’ott adg, (w)Wa(Zse) = 2se, ¢'est-a-dire wer(s)(2se) = 2sc. Mais alors

adal(w) (zsc> = wR(Zsc) .

On obtient )
(1= 0)(Y(w)) = wr(zse) 2e »

ce qui prouve que (Y, z..') est un cocycle. Cela démontre (4).

»7sc

Il y a un homomorphisme naturel

HY (We; Rlylse/ By, 'S Rlylse) = H (Wi Rly)/ Ry 'S Rlylag)-

Le cocycle (Y (1)71Y (2), 244) est I'image par cet homomorphisme de (Y, z,.). Notons 7,4
I'image de 7 dans R[y]eq. Puisque d € Z(G), l'image de (7, 0(d)~"'d) dans H"(T'r: R[ylaa =
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(1 —60)(R[ylaa)) par 'homomorphisme dual du précédent est (7,4, 1). Grace a (3), on ob-
tient

x(2) = x(1) < (Tag, 1) (¥, 25¢) > -

Rappelons que R[y]%, est connexe. Le fait que (7,4, 1) soit un cocycle implique que 7.4
prend ses valeurs dans ce tore. On a un homomorphisme naturel

H"(Tw; Rlylly = {1}) = H*(Tp; Rlylaa = (1= 6)(R[ylaa))

et (744, 1) est 'image du méme cocycle, vu comme un élément du premier groupe. L’image

de (Y, z;') dans H"O(Wp; {1} = R[y]./(1 — é)(R[yJSC)) par ’homomorphisme dual du

= ~sc N

précédent est (1, Z.), ol Z,. est 'image de z,. dans R[y]s./(1 — 0)(R[y]sc). D’ou
x(2) = x(1) < (7aa, 1), (1, Z5c) >,
le produit étant celui sur
HY(Tp; Ryl — {13) x HY(We; {1} = Rlylsc/ (1 = 0)(R[y]sc)-
En appliquant [KS] A.3.14, cela se simplifie en
X(2) = X(1) < Tad; Zse >,
le produit étant celui sur
H' (T3 Rlylq) x H(Wes Rlylee/ (1 = 0)(Rlylsc)-

Transférons le tore R[y]*° de G, en le tore R*° de G,. Cela remplace 7,4 par 7., défini
par 7.,(0) = ad,(7.4(0)) pour tout o € T'p. On note R le tore dual de R%Y. On peut
considérer que c¢’est un sous-tore de G. On a une suite

GU — Gn,ad — Gn,ADa

ot Gy qq est I'image de G, dans G 4p. On a une suite similaire pour les formes quasi-
déployées

G — Gad — G AD
et une suite duale . . .

GSC — G sc — dG.

En notant R,. l'image réciproque de R dans G, le produit ci-dessus devient celui sur

sc) .

Puisque z € Z, I'image de z dans R appartient a Z(é’) Il en résulte que z,. € Z(é’sc).
On a une dualité sur

g[8

1 (T s RY,) % HO(Ws

A

H'(Te; Gryad) X Z(Goe) T ) Z(Glae) 70

qui est compatible au produit précédent. Pour simplifier, nous ne changerons pas les
notations : on a encore

(B5)  x(2) = x(1) < 7og, Zoc >,
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ou cette fois, 77, est vu comme un élément du premier groupe ci-dessus et Z;. comme un
élément du second. On a choisi le relevement z,. mais la formule obtenue montre que le
membre de droite ci-dessus ne dépend pas de ce choix. Pour deux éléments z,z € Z,
on peut choisir zy.2,. comme relevement de zz'. On voit alors que, a la constante y(1)
pres, x(z) est la valeur en z d'un caractere de Z. Pour obtenir la relation de nullité (2),
il reste & prouver que ce caractere n’est pas trivial. On a un homomorphisme

(6)  Z(Gue)"T ) Z(Goe) ™0 = Z(Moo)'F ) Z(Moo)Tr,

ou ]\zc est ici 'image réciproque de M dans ésc. Montrons que

(7) tout élément du noyau de (6) est de la forme z,. pour un choix convenable de
z € Z et de relevement z,. € Z(MSC)FF’é’O.

Soit = € Z(ésc)rF relevant un élément du noyau. Alors x € Z(]\j[sc)FF’O. On a la
méme relation que 5.3(2) au niveau du groupe Gg¢, c’est-a~-dire que ’homomorphisme

Z(M,o)'w %0 = Z(M,,)" 70

est surjectif. On peut donc relever z en un élément Zse € 4 (M ) #0_ Notons z son
image dans Z(M )FF 9. L’image naturelle de z dans Z (M )I'F est égale a celle de x. Or
x appartient a Z(GSC)FF Donc cette image appartient a Z(G)FF Par définition de Z,
cela entraine que z € Z. Bien sir, 'image de 2 dans Z(Gy.) ¥ /Z(Gse) 50 est Zy.. Cela
démontre (7).

D’apres (5) et (7), x ne peut étre constant que si le caractere de Z(ésc)FF/Z(é )P0
défini par 7/, annule le noyau de (6). On a un diagramme

HY (T Grag) % Z(Goe)'F )/ Z(Glyg) 70
T !
HI(FF;Mn,ad) X Z( )FF/Z( )FF,O

qui est compatible aux dualités. Alors 7,4 annule le noyau de (6) si et seulement s'il
provient d'un élément de H'(T'g; M, .4). Rappelons qu'au départ, on avait 7(c) =
0 (Yse) 1yse pour tout o € I'p. Puisque y,. € yZ(G), on a simplement 7,4(0) = 0 (Yad) ™ Yad-
D’ol 724(0) = Yaa0 (Yaa) . Autrement dit, c’est le cocycle provenant naturellement du
torseur intérieur ad,-1 : Gy, — G- Si ce cocycle provient d'un élément de H YT p; My aa),

alors le groupe de Levi M, de G, se transfere a G,,). C’est interdit par notre hypothese
y & YM et le lemme [I] 5.11. Cela achéve la preuve de (2) et de la proposition. [

8.4 Fin de la preuve de la proposition 8.1

On normalise les facteurs A(3,y) de sorte que la proposition précédente soit vérifiée.
En utilisant cette proposition et la formule 8.2(3), on a &[y] = 0si y € YM. Supposons
y € Y™, Alors

)= > in(Gse. G'(5)Sg . (8).

Par définition G .
transfert,(E[y]) = g/ (M, 8).

My y),scsunip
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ici, les groupes ne sont pas tordus. On peut utiliser le corollaire 1.5 : le terme ci-dessus
aut g7 (§[yl..), ot
Vv gMn[y]’Sc,unlp Ylse)s

8[y]se = transfert,(d).

En utilisant la proposition 3.4, on a

e G
Gy 500G (9 Mj{f{iiunz‘p(‘s Wlse)) =9 sz[[y;] nip(01Y]);

(6[y]sc)-

On a identifié ici Z; a un élément de 3(Gy; F'). Enfin, on se rappelle que 'on a supposé
Ag, = Ag, ce qui équivaut a Ag, = Ag puisque Gy est une forme intérieure de G,
D’apres la proposition 4.2, on a donc

Oly] = exp(Z1)iy

nly),se M

n[y]

- )
deschi (a1 unin(819])) = 95, o (descyi (81))).

La formule 8.1(3) devient

(1) 9o 8) = g o(7),

ol
T = Z c[y]desc%y’r(é[y]).
yejj]VI

A ce point, on peut lever 'hypothese que Ag, = Ag. Si elle n’est pas vérifiée, le membre
de gauche de (1) est nul d’apres 8.2(4). Celui de droite 'est d’apres la proposition 4.2.

Il est facile de reprendre tous ces calculs en remplacant l'espace G par M pour
calculer transfert(d). C'est d’ailleurs le méme calcul qu’en 7.1, aux translations pres
par ’élément central Z qui est évidemmment inoffensif. On n’obtient pas tout-a-fait
Pégalité transfert(8) = 7. Le remplacement de G par M conduit & I'égalité

transfert(d) = Z cM[y]desc%y’r(é[y]).

yejﬂvl

Mais on a

(2) M[y] = e[y] pour tout y € YM.

Pour simplifier la notation, on peut supposer y = 1. On doit prouver que I'application
naturelle

My (F)\L'(F) = Gy(F)\L(F)

est bijective. L’injectivité résulte de I'égalité G, N M = M, (un élément de G, N M
commute a Ay = Ay, donc appartient a M,). Soit u € I,(F). On écrit u = gz avec
g € Gy etz € Z(G). On définit un cocycle & sur I'p par £(0) = 27 o(2) = go(g)~".
Cette formule montre qu’il prend ses valeurs dans Z(G,,) et qu'il est cohomologiquement
trivial dans G,. C’est donc un élément du noyau de H*(I'r; Z(G,,)) — H'(T'p; G,,). Cette
application se factorise en

HY(Tr; Z(G,)) = H' (Tp; M) — H' (Tp; G,).

La deuxieme application est injective car M, est un Levi de G,,. Donc { appartient au
noyau de la premiére application. On peut donc trouver m € M, tel que {(o) = mo(m)~!
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pour tout o € Fp Posons v = mz. Alors v € IM.. On a u = gm™'v et les relations

nlyl®

£(o) = mo(m)~t = go(g)~! entrainent que gm ™! appartient & G, (F'). Donc 'image de u

dans G, (F)\I,(F) est égale a celle de v, ce qui démontre la surjectivité cherchée et (2).
Donc transfert(d) = 7 et la formule (1) devient

(M, 9) (transfert(d)).

_ G
gMO = 9nr,0

Cela prouve la proposition 8.1. [J

8.5 Egalité de germes et de germes endoscopiques

On considére un triplet quelconque (G, G, a), un espace de Levi M et une classe de
conjugaison stable semi-simple @ C M (F).

Il y un cas particulier que nous devons exclure. C’est celui ou (G, G, a) est I'un des
triplets définis en 6.3 et ot O est la classe de conjugaison stable d'un élément 1 € M (F)
qui conserve une paire de Borel épinglée de G définie sur F'.

Proposition. On suppose que l'on n’est pas dans le cas particulier ci-dessus. Soit

v € Dgéom,éféqm(l\;[(F), w) ® Mes(M(F))*. On suppose que les éléments du support de
~ sont G-équisinguliers et proches de ©. Alors on a I'égalité
3 oE
950 = 957 o)
Preuve. Par linéarité, on peut fixer une donnée endoscopique M’ = (M ' M C) de
(M, M, a), elliptique et relevante, et un élément § € D3t (M') ® Mes(M'(F))* de sorte

que v = transfert(d). On peut aussi fixer une classe de conjugaison stable semi-simple
dans M’ (F) se transférant sur O et supposer § proche de O'. Soit € € O'. Supposons
d’abord Ay # App. Alors, comme dans la preuve de 7.4, les deux membres de ’énoncé
sont calculés par des formules de descente, a savoir celles des propositions [IT] 2.11 et [I]
2.12. Par récurrence, on en déduit 1'égalité de I’énoncé. Supposons Ay, = Appr. D'apres
nos hypotheses de récurrence et le lemme 6.3, I'hypothese (1) de 8.1 est vérifiée sauf dans
le cas particulier que I'on a exclu. On peut donc appliquer la proposition 8.1 qui conclut.
OJ

8.6 Preuve de la proposition 4.4

On renvoie a 4.4 pour I’énoncé de cette proposition. Ici, le triplet (G, G, a) est quasi-
déployé et a torsion intérieure, muni d’un systeme de fonctions B. La preuve de la
proposition est similaire a celle de la proposition 7.3. On reprend la preuve de 8.1 dans
le cas M’ = M que 'on avait exclu. Elle conduit a une égalité

gMO(M 0,B)==x +gMO(t'r’ansfe'r’t( ), B),

ou z est la différence entre les deux membres de l’égalité que l'on veut prouver. Mais

gMO(M d, B) est ici tautologiquement égal a g O(transfert( ), B), ce qui entraine
xz=0.
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8.7 Preuve de la proposition 6.7

L’argument est le méme qu’en 7.7. Grace au lemme 6.8, on peut supposer (G1, G, J«)
quasi-élémentaire. On introduit le triplet (G, G, a) qui lui est associé comme en 6.3. On
introduit les mémes données 7, M, M et € qu'en 7.7. On reprend la preuve de 8.1 pour
ces données. On obtient une égalité

gAG;I’i)(M’, d)=p+ g%o(transfert(é)),

ou p est un cetain terme complémentaire. Par nos hypotheses de récurrence, on connait
Iégalité
G.E G
gM’O(M', 8) = gy o(transfert(d)).

D’ott p = 0. En choisissant convenablement &, on en déduit I'assertion cherchée concer-
nant notre triplet (G, G, ji). On laisse les détails au lecteur.
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