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UN CALCUL D’ANNEAUX DE DEFORMATIONS
POTENTIELLEMENT BARSOTTI-TATE

par

Xavier Caruso, Agnes David & Ariane Mézard

Résumé. — Soit F' une extension non ramifiée de QQ,, incluse dans une cloture algébrique
@p de Q, fixée. Le premier objectif de ce travail est de présenter une méthode purement
locale pour calculer les anneaux de déformations potentiellement Barsotti—Tate de type
galoisien modéré des représentations irréductibles de dimension 2 de Gal(@p /F). Nous
appliquons ensuite cette méthode dans le cas particulier ou F' est de degré 2 sur Qp,
ce qui nous conduit, dans ce cas, a la détermination presque exhaustive de ces anneaux
de déformations. Notre approche met en évidence un lien, apparemment ténu, entre la
structure de ces anneaux de déformations et la géométrie de la variété de Kisin corres-
pondante.

En guise de corollaire, nous vérifions, toujours dans le cas ou F' est de degré 2 sur Q,
et a I’exception de deux cas trés particuliers, une conjecture de Kisin qui prédit que les
multiplicités galoisiennes intrinseques valent toutes 0 ou 1.
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Introduction

Les anneaux de déformations universelles jouent un role central dans le cadre
des développements récents autour de la correspondance de Langlands p-adique.
En effet, une étude fine de ces anneaux de déformations locales et globales ([Ki3],
[Ki4],[TW],[Wil]) est nécessaire pour démontrer les théorémes de relevements mo-
dulaires. Si la détermination générale de ces anneaux semble actuellement hors de
portée, la conjecture de multiplicités modulaires, dite de Breuil-Mézard ([BM1]),
donne des informations précises sur la structure des anneaux de déformations
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géométriques locales en général. Cette conjecture prédit une formule, en termes
de théorie des représentations, pour la multiplicité de Hilbert—Samuel pz, de la fibre
en caractéristique p des anneaux de déformations potentiellement semi-stables d’une
représentation galoisienne fixée p : G, — GLa(kg) oul kg est un corps fini suffisam-
ment grand de caractéristique p. La multiplicité de ces anneaux de déformations a deux
origines : si leur spectre est la réunion de n composantes irréductibles, chacune de mul-
tiplicité p;, 1 < < n, alors, la multiplicité de 'anneau entier est ) . p1;. Par ailleurs, la
multiplicité d’une composante est liée a sa géométrie et mesure son degré de nilpotence.
D’apres la version raffinée de la conjecture de Breuil-Mézard ([BM2],[Ki3],[EG]), il
existerait des entiers naturels mp(o), dits multiplicités intrinseques, ne dépendant que
de la représentation galoisienne p et des poids de Serre o, permettant d’écrire une
formule explicite piga1 = >, My t(0)mp(c) out la somme porte sur les poids de Serre
et les termes my (o) s’obtiennent facilement en fonction des contraintes notées (v,t)
(voir §1.2) sur les déformations. Cette version raffinée s’étend aux représentations
galoisiennes de Gal(Q,/F) pour F extension finie de Q) de dimension n ([EG]).
Malheureusement, tant la détermination numérique que l'interprétation géométrique
des multiplicités intrinseques sont a ce jour mystérieuses. Elles ne sont connues que
pour les représentations de Gg, de dimension 2 ([BM1],[Ki3]). Dans le cas des
représentations génériques de dimension 2 sur des extensions F' non ramifiées de degré
fini de Qp, elles sont déterminées conjecturalement a 0 ou 1 dans [BM2]. Dans le
cas des représentations irréductibles, Kisin conjecture que leurs valeurs sont aussi 0
ou 1 (Conj. 2.3.5 [Ki5]). F. Sander a exhibé le premier cas de multiplicité 4 pour un
anneau de déformations d’une représentation réductible de Gg, ([San]). Enfin Gee
et Kisin déterminent les multiplicités intrinseques associés a des poids de Serre dits
Fontaine-Laffaille réguliers ([GK]).

L’objet de ce travail est la mise en ceuvre d’une stratégie pour déterminer les mul-
tiplicités intrinseques pour les représentations irréductibles de Gal(@p /F) pour F non
ramifiée de ), en lien avec la géométrie des anneaux de déformations. D'une part, nous
programmons sous SAGE (1) le calcul des multiplicités (my ¢(0)), via la décomposition
de Jordan-Holder de certaines représentations de GLa(IF,s) suivants les algorithmes
théoriques de [BP],[Dav]|. D’autre part, nous calculons explicitement certains anneaux
de déformations universelles via la théorie de Hodge p-adique.

Nous en déduisons les valeurs des multiplicités piga et (my,¢(0))s pour différents
parametres (v,t) de déformations. Nos méthodes conduisent & des résultats explicites
en accord avec la conjecture de Kisin, tels que

Théoréme 1 (cf Corollaire 4.3.3). — Soient F [’extension non ramifiée de degré
2 de Qp, p une représentation de dimension 2 continue irréductible de Gal(Q,/F) a

coefficients dans Fp, non totalement non générique, et o un poids de Serre de p qui
n’est pas totalement irrégulier. Alors la multiplicité intrinséque de o dans p est 1.

Toujours dans la situation du théoreme 1, notre approche nous permet en outre
d’établir un lien entre la géométrie des espaces de déformations potentiellement

1. Voir https://cethop.math.cnrs.fr:8443/home/pub/14 pour une démonstration.
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Barsotti-Tate considérés et celle de la variété de Kisin GR35 4 v ¢ introduite, dans un
contexte légerement différent, dans [Ki2| (voir aussi [Ki5]).

Théoréme 2 (cf Théoréme 4.3.1). — Soient F' ’extension non ramifiée de degré
2 de Q, et p une représentation de dimension 2 continue irréductible de Gal(@p/F) a
coefficients dans Fp, non totalement non générique. Soient vo = (0,2)recs et t un type
galoisien modéré de niveau 2. Nous avons alors la trichotomie suivante :

o 50it GRp.p vy est vide et RY(vo,t,p) = {0} ;

e 50it GR;pvos €5t un point et RY (vo,t,p) ~ Op[[X,Y,T]]/(XY +p);

o 50it GR5,p vt €St isomorphe a IP’,lﬁE et RY(vo,t,p) ~ Op[[X,Y,T]]/(XY + p?).

Nous énongons en réalité un résultat plus précis dans le corps de l'article (voir
Théoréme 4.3.1), ou nous déterminons entierement et de fagon complétement expli-
cite lequel des trois cas précédents se produit en fonction de p, vo, t et . Pour une
représentation p irréductible générique, ces résultats figurent déja dans [BM2] et le
troisieme cas du théoreme 2 ne se produit pas. Nous renvoyons également a la partie 4
pour des énoncés additionnels dans les situations totalement non génériques.

Plus généralement, la stratégie mise en place est valable pour les représentations
réductibles ou irréductibles de Gal(Q,/F) en tout degré f = [F : Qp]. Les résultats en
degré 2 révelent une nouvelle forme d’anneaux de déformations qu’il conviendra d’in-
terpréter en termes modulaires. L’étude en tout degré fera 'objet d’un article ultérieur
s’appuyant sur les résultats en degré 2.

Le plan de cet article est le suivant. Dans la partie 1, nous donnons un énoncé précis
de la conjecture de multiplicités modulaires en rappelant toutes les notations utiles
dans ce contexte. La partie 2 est consacrée a des rappels et des compléments généraux
de théorie de Hodge p-adique portant principalement sur les modules de Breuil-Kisin
et ses applications au calcul d’espaces de déformations galoisiennes. Avec la partie 3
commence ’étude plus détaillée du cas des représentations potentiellement Barsotti—
Tate sur un corps p-adique absolument non ramifié. Nous démontrons un théoreme de
classification des modules de Breuil-Kisin et donnons une méthode générale, basée sur
ce théoreme, pour déterminer les espaces de déformations qui nous préoccupent. Dans
la partie 4, enfin, nous mettons en ceuvre cette méthode dans le cas d’une représentation
galoisienne irréductible sur une extension non ramifiée de degré 2; ceci nous conduit
notamment aux théorémes 1 et 2 énoncés précédemment.

Les auteurs remercient Christophe Breuil pour de nombreuses discussions lors de la
genese de ce travail et Gabor Wiese pour son accueil a 'université du Luxembourg. Les
auteurs ont bénéficié du soutien financier des ANR Cethop et ThéHopaD et du FNR
Luxembourg.

1. Motivations : la conjecture de Breuil-Mézard

1.1. Conjecture de multiplicités modulaires. —
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1.1.1. Notations. — Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5. Pour toute ex-
tension finie £ de @), nous notons Of son anneau des entiers, wg une uniformisante
et kg = Op/wg son corps résiduel. Nous supposons également que E est plongée dans
une cloture algébrique Q, fixée de @, et nous notons G = Gal(Q,/E). Ces nota-
tions sont valables pour toutes les extensions algébriques (notées E, F, K ou L) de Q,
considérées dans cet article.

Soient E une extension finie de @, et F' une extension finie non ramifiée de Q,, de
degré f. Posons ¢ = pf. Quitte & agrandir E, nous supposons que E contient I’extension
quadratique non ramifiée de F', ou de maniere équivalente que kg contient ’extension
de degré 2 de [F,. L’extension maximale non ramifiée de F' dans @p est notée F™.

Soit S I'ensemble des plongements de F' dans E (de cardinal f), qui s’identifie a
I’ensemble des plongements de F, dans kg puisque F' est non ramifiée. Par abus, nous
considérerons les éléments 7 € S aussi bien comme des plongements de F' dans E que de
F, dans kg. Soit F’ I'unique extension quadratique non ramifiée de F' dans @p. Notons
S’ I'ensemble des plongements de F’ dans E, identifié & I’ensemble des plongements de
Fy2 dans kg. Nous fixons 79 un plongement de S et 7, dans S’ un relevement de 7.
Nous notons également ¢ le Frobenius de F, et de F ..

Si Fx désigne le complété profini de F'*, la théorie du corps de classes local fournit
un isomorphisme G%b = FX qui envoie les éléments de Frobenius géométriques sur les
uniformisantes et I'image du sous-groupe d’inertie sur O. Par cet isomorphisme, nous
voyons implicitement tout caractére de Gp (resp. de Ip = Gal(Q,/F™)) comme un
caractere de F* (resp. de OF). De plus, la projection & gauche sur Gal(F[ *+/=p|/F’)
et & droite sur les représentants multiplicatifs [Fy] = FX (en envoyant p”(1+ pOp) sur
1) induit I'isomorphisme :

wr : Gal(F[*“~v/=pl/F) — (Or/p)* =Fy
9(“v/=p)

(1) g — =Y —p

par lequel nous voyons tout caractere de F;¢ comme un caractere de Gal(F[ *~/—p]/F)
et réciproquement. Nous notons ¢ le relevement de Teichmiiller de wy. Pour 7 dans S,
notons w;, le caractére fondamental de niveau f, induit sur G par (1) et le plongement,
T‘F; ; notons €, son relevement de Teichmiiller. Notons ¢ : Ggp — Z; le caractere

cyclotomique p-adique et w sa réduction modulo p.

Fixons enfin une représentation continue p : Gal(Q,/F) — GLz(kg) telle que
Endy, 1Gag, /my (P) = ke-

1.1.2. Déformations et multiplicité galoisiennes. — Fixons v la donnée de f couples
d’entiers (w;, kr)res avec w, dans Z, k, dans Z>9 et t la donnée d’une représentation
de noyau ouvert Gal(@p JF™) — GLo(FE) qui admet un prolongement au groupe de
Weil de F. Fixons également un caractére continu  : Gal(Q,/F) — O} tel que :

(2) w‘Gal(@p/Fnr) = (det t) H 872_’11}74—]97—2.
TES
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Une représentation linéaire continue de Gal(@p /F) sur un E’-espace vectoriel de di-
mension 2 (ot E est une extension finie de F) est dite de type (v, t,1)) si elle est poten-
tiellement semi-stable, si son déterminant est e, ses poids de Hodge-Tate (w,,w, +
kr — 1)res et si la représentation de Weil-Deligne qui lui est attachée par [Fol] est
isomorphe & t en restriction & Gal(Q,/F™).

Notons R¥(v,t,5) le quotient réduit de 'anneau local paramétrant les déformations
de 7 de type (v,t, 1) introduits dans [Ki3, § 1.4.1]. Plus précisément, si R¥(p) est la O-
algebre locale complete noetherienne de corps résiduel kg paramétrant les déformations
de 7 sur de telles Og-algebres de déterminant e, alors R¥ (v, t,p) est I'image de RY(p)
dans RY(p)[1/p]/Np, intersection étant prise sur les idéaux maximaux p de R¥(p)[1/p]
tels que la représentation :

Gal(@,/F) — GLz (R¥(p)[1/p]) — GL2 (RV(p)[1/p]/p)
est de type (v,t,7). Notons que cette derniére représentation est a coefficients dans
une extension finie de E. Les anneaux de déformations que nous venons d’introduire
se comportent agréablement lorsque le corps E change : plus précisément, si E’ est
une extension finie de E, les Opr-algebres RY(p) et R¥(v,t,p) calculées & partir de

E' s’obtiennent par extension des scalaires de O a Ops a partir de leurs analogues
calculés a partir de E (voir lemme 2.2.2.3 de [BM1]).

Remarque 1.1.1. — Nous pouvons également définir Rw(v,t,ﬁ) comme le quotient
de Rw(ﬁ)_par I'intersection des idéaux noyaux des morphismes de Opg-algebres f :
R¥(p) — Z, pour lesquels la représentation :

Gal(Q,/F) — GLs (R¥(p)) — GL2 (Z,) — GL2(Q,)
est de type (v,t,1).

Soient A un anneau local, d’idéal maximal m 4, de dimension d et M un A-module de
type fini. Il existe un polynéme P]f/‘[ (X)) de degré au plus d, appelé polynome de Hilbert—
Samuel de M, uniquement déterminé par I’hypothese Pi}(n) = long 4 M/m" 1M pour
n assez grand (voit [Mat], §14). La multiplicité d’Hilbert-Samuel e(M, A) de M rela-
tivement & A est par définition d! fois le coefficient de X? dans le polynome Pjy(X).
Lorsque 'anneau A est sous-entendu, par exemple si M = A, nous notons simplement
e(M). Dans la suite, nous posons

3) eaa(v.5.) = e(R¥(v. 1. 7) /).

1.1.3. Poids de Serre et multiplicité automorphe. — Un poids de Serre de F' est une
représentation lisse absolument irréductible de GL2(OF), ou de maniére équivalente de
GLy(F,) sur kg. Un poids de Serre est de la forme :

(4) Q) ((Sym™ k)™ @y 7 0 det®")

TES
avec des entiers . et s, dans {0,...,p — 1} et ou GL2(F,) agit sur (Sym'” k%) par le
plongement 7 de F, dans kg et I’action sur la base canonique de k:% Avec la condition
supplémentaire que tous les s, ne sont pas égaux a p — 1, cette écriture est unique. Si
o est un poids de Serre comme en (4), nous notons o* = @ g ((Sym?™ 17" k2)7 @y,
ToO det”“*) le symétrique de o. Nous identifions le poids de Serre o avec les f-uplets
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(rr, $7)res qui le définissent. Quand l’action du caractére central est imposée, le f-uplet
(sr)res s’obtient a partir des (r;),cs. Le poids o est alors identifié au f-uplet (77)res.

Un poids de Serre pour lequel aucun 7, n’est égal a p — 1 est dit régulier; il est dit
totalement irrégulier si tous les 7, sont égaux a p — 1.

Notons D(p) 'ensemble des poids de Serre de p défini dans [BDJ, § 3] (voir la partie
1.2.1 pour une définition et des méthodes de calcul de D(p)).

Nous associons a v la représentation continue de GL2(Op) sur E :

® ((Symkf*2 E*)" ®@p 7o det")
TES

ott GLo(Op) agit sur (Sym* =2 E?)7 via 7 : Op < E. Par [Hen], nous pouvons
également associer a t une représentation lisse absolument irréductible o(t) de GLa(OF)
sur E (quitte a agrandir F) de caractére central dett. Notons D(v,t) 'ensemble des
poids de Serre a multiplicité pres qui sont des constituants du semi-simplifié sur kg
de o(v) ®p o(t) et my (o) la multiplicité (dans N) avec laquelle un poids de Serre o
(quelconque) apparait dans ce semi-simplifié.

1.1.4. Conjecture de multiplicités modulaires. — L’énoncé de la conjecture suivante
résume les conjectures de [BM2], [EG], [GK], [Ki3], [Ki5] :

Congjecture 1.1.2. — Soit p : Gal(Q,/F) — GLa(kg) une représentation telle que
Endyicag, ry (P) = ke

Pour tout poids de Serre o de F, il existe un entier naturel my(o), dit multiplicité
intrinseque de o dans p, qui ne dépend que de p et o, tel que pour tout v et tout t
comme précédemment :

Mgathp Zmp mvt )

De plus mp(o) est non nul si et seulement si o est dans D(p).
Remarque 1.1.3. — Sip est une représentation de G, de dimension deux avec p #
0

intrinseques sont inférieures a deux et sont explicitement connues. En particulier, si p
est irréductible, elles valent 0 ou 1 ([BM1], [Ki3], [EG] Théoreme 1.1.5).

( “X ; ) pour tout caractere , alors la conjecture 1.1.2 est vraie. Les multiplicités

Remarque 1.1.4. — Si F/Q, est une extension finie non ramifiée et la représentation
p est générique au sens de [BP], la conjecture de multiplicités raffinées ([BM2]) im-
plique que les multiplicités intrinseques sont majorées par 1. Plus généralement, Kisin
demande si ces multiplicités intrinseques sont majorées par 1 si p est une représentation
irréductible de G ([Ki5], Conjecture 2.3.2).

Remarque 1.1.5. — Nous avons ici énoncé la conjecture de multiplicités modulaires
pour des déformations semi-stables. Il en existe également une version cristalline, qui
ne differe de celle-ci que pour les types galoisiens scalaires. Il est de plus conjecturé que
les deux versions de la conjecture sont satisfaites par les mémes valeurs des multiplicités
intrinseques ([Ki5], conjecture 2.2.3)
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1.2. Calculs de poids de Serre. — Dans cette partie, nous expliquons comme
déterminer ’ensemble D(p) et, pour certains types de déformations (vo,t), ’ensemble
D(vo,t) et les multiplicités my, (o).

1.2.1. Poids de Serre d’une représentation irréductible. — Soit p : Gal(Q,/F) —
GL2(kg) une représentation continue irréductible fixée. L’ensemble D(p) des poids de
Serre de p défini dans [BDJ, § 3] (voir aussi Proposition A.3 de [Br3]) est ’ensemble des
poids de Serre (la puissance du déterminant fixée est sous-entendue, pour des précisions
voir [BP]) :

Q) (Sym' k)"

TES

avec (rr)res € {0,...,p — 1}/ pour lesquels il existe S; C S/_tel que |S1| = f, S =
{T‘/F, 7' € 81} et X’ un caractere de linertie qui s’étend & Gal(Q,/F) tels que

1
(TT\,F+ )

~ HT/681 W 0

(o +1) | ©X

PiGal(@,/F™) '

0 HT/GS/\Sl W

Explicitons un algorithme pratique pour obtenir D(p). Soit p : Gal(Q,/F) —
GL2(kE) une représentation continue irréductible telle que

AR ) o

-1 :
_ =0 (i +1)p’
_ ~ j=01\"J
P|Gal(@,/F™) — ( T @WTO
pour un plongement 7; € S’ fixé avec la famille (7j)o<j<f—1 dans {0,...,p — 1} x
{~1,...,p — 2}/ L’ensemble des poids de Serre de 7 est I’'ensemble des f-uplets
(ri)o<j<r-1{0,....p — 1}/ satisfaisant une congruence de la forme
/-1 f-1
(5) S+ 1P =) (rj+1)p mod (pf +1)
=0 =0

pour un des 27 choix de signes possibles dans le membre de gauche. Si 7 est générique
([BP], Définition 11.7), autrement dit si la famille (r;)o<j<f—1 est dans {1,...,p —
2} x{0...,p—3}/ 71, nous obtenons ainsi 2/ f-uplets distincts (correspondants aux 2/
choix de signes dans la congruence (5)) qui s’expriment formellement en fonction des
(rj)o<j<f—1 ([BP], Lemma 11.4). Sip n’est pas générique, il est possible que les formules
donnant les 2 f-uplets dans le cas générique donnent des f-uplets n’appartenant pas &
{0,...,p—1}/. 1l faut alors revenir & la congruence (5) pour modifier convenablement
le f-uplet pour déterminer le poids de Serre, élément de {0,...,p — 1}/ associé a p
correspondant & ce f-uplet. Dans [Dav], A. David donne une description plus directe
de l'ensemble D(p) et une formule explicite pour la modification & apporter dans le cas
non générique.

Définition 1.2.1. — Soit p : Grp — GlLy(kg) une représentation continue
irréductible non générique. Les poids de Serre de p qui s’obtiennent apres modi-
fication des formules donnant les poids de Serre dans le cas générique sont dits
modifiés.
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Pour f =2, notons wy = W le caractere fondamental de niveau 4. Il y a quatre cas
possibles de représentations irréductibles non génériques. Nous indiquons pour chacune
ses poids de Serre, en commencant par 'unique poids modifié et continuant par son
symétrique (voir [Dav]). Dans tous les cas ci-dessous, s est un entier dans Z et 6 un
élément de kj;.

(i) p=~ Indg; <wi+r0 . nr’(@)) ®ws avec 1 <rog < p—2;

D@ ={ (ro+1,p—1)®@det™? . (p—2—70,0) ®det~(P=1=r0),
(p—1-ro,p—2)®det™ , (ro—1,p—1)®1)} @det®.
(ii) p=1In d P (wg -1’ (6)) @ ws;
D(p) = {<1,p — 1 @det™!, (p—2,0)@det™ "D, (p—1,p -2 @1} @ det”.

(iii) p =~ Indg; <w p(2tr) -nr’(@)) ®ws avec 0 < rp < p— 3;
D) ={ (p—1,r1+2)®@det™? , (0,p—3—r1) @det?”HPUET),
(p—2,p—2—11) ® detP1+71) p—1,r)®@1} @det®.
(iv) p ~ Indg; (Wi -nr'(0)) ® ws;
D(p)={(p—1,1)®@det ?,(0,p—2) @det’ ', (p —2,p — 1) ® 1} ® det®.
Dans les cas (i) et (iii) de la liste ci-dessus, un seul des deux entiers (rg,r1) prend
une valeur non générique, a savoir 0 ou p — 1 pour rg et —1 ou p — 2 pour ;. Dans les

cas (ii) et (iv), les entiers 7 et r; sont tous les deux non génériques et nous appelons
totalement non génériques les représentations associées.

o~ o~

1.2.2. Poids du type. — Fixons deux caracteéres distincts modérément ramifiés 7,7’ :
Gal(@p JEF™) — OF qui s’étendent & G et considérons le type galoisien t = n & 7.
Les conditions sur 7,7’ impliquent qu’ils se factorisent par Gal(F™[<~/—p]/F™) =
Gal(F[1~/=p|/F) =~ F; (cf. (1)) et qu’il y a donc une maniere naturelle de les étendre
a Gal(@p /F) (via la théorie du corps de classes local, cela revient juste a envoyer p € Fx
vers 1). Notons I(OF) le sous-groupe d’Iwahori de GLy(OF) des matrices triangulaires
supérieures modulo p.

Le type o(t) associé par [Hen] a t est alors Ind 10 2(?1?)(77'@77) oun'®n:1(Op) = OF

est le caractere :
a b /] f— 3
(s )= @@

GL2(Op )(77’ ® n) est le E-espace vectoriel des fonctions f : GLy(Op) — FE telles

et Ind( )

que :
Vk € 1(Or), k' € GLy(OF), f(kK) = (0" @n)(k)f(K)

muni de l'action a gauche de GLo(OF) par translation a droite sur les fonctions. Cette

action se factorise par GLy(F,).

Notons de méme Indﬁ(LQQF(?F )(ﬁ’ ® 7) le kpg-espace vectoriel des fonctions f

GL2(Op) — kg telles que f(kk') = (7 @ 7)(k)f(k') muni de la méme action de
GL2(F,). Cest la réduction modulo wg du Op-réseau de o(t) des fonctions a valeurs
dans Og. Nous notons D(t) 'ensemble des poids de Serre de F' qui sont des constituants
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irréductibles de Indlczéi(?F )(ﬁ' ® 7). La encore, nous disposons d’une détermination de

D(t) due a Breuil et Pagkunas ([BP] §2 lemme 2.2) et d’un algorithme combinatoire
du a David ([Dav]). Notamment pour f = 2, ’ensemble des poids de Serre qui sont

des constituants de Indﬁ(L;F()OF) 7 @7 avec 7 = w7 (0 < o, < p— 1) sont les

couples de {0,...,p — 1}? apparaissant dans la liste de couples suivante :

(p—2—rco,c1 — 1) ® det®t 77

—1— —1— d tco—l—pcl—/.
(Co—1,p—2—01)®detp(cl+1)ﬁ’ ,(p €0, P Cl)® e n

(6) (co,c1)®7,

Dans la partie 4, nous considérons des contraintes de déformations (vy,t), avec vo =
((0,2))res et t comme ci-dessus. Dans ce cadre, la représentation o(vy) est triviale.
L’ensemble D(vp,t) est donc I'ensemble D(t) ; la multiplicité my, (o) est 1 pour tout
o dans D(t), 0 sinon.

2. Outils de théorie de Hodge p-adique

Les méthodes que nous allons utiliser par la suite pour déterminer explicitement
certains espaces de déformations RY(v,t,p) sont purement locales. Elles sont basées
essentiellement sur la théorie des modules de Breuil-Kisin ([Brl], [Kil], [Ki2], [Ki4],
[Ki5]). Cette seconde partie est consacrée a présenter succintement et a compléter sur
certains points les résultats principaux de la théorie de Breuil-Kisin que nous serons
amenés a utiliser couramment dans la suite.

2.1. Rappels sur la théorie de Breuil-Kisin. — Soit K une extension finie
de Q, (2), La théorie de Breuil-Kisin permet d’étudier les représentations semi-
stables de Gg. Pour l'exposer, nous avons besoin d’introduire quelques notations
supplémentaires :

— Ky, I'extension maximale non ramifiée de Q, incluse dans K ;

— [ =[Ko: Q] le degré résiduel de K;

— ¢, 'endomorphisme de Frobenius agissant sur Ky ;

— W, Panneau des entiers de Ky ;

— E(u), le polynéme minimal de wg (une uniformisante fixée de K) sur Kj;

— (ms)sen, un systéme compatible de racines p*-iémes de wx dans K ;

— K, 'extension de K engendrée par les s pour s dans N;

~ Goo = Gal(K/Kw) ;

— les anneaux & = W[u]] et Og défini comme le complété p-adique de S[1/ul,

O¢ = {Zaiui ‘ a; € Wiiiznooai :O};

1€EZ
nous les munissons d’un endomorphisme de Frobenius, que par abus nous notons

encore ¢, défini par :
o( L) = Lpta”

2. Plus généralement, le contenu de cette partie §2 s’étend sans modification & un corps complet
pour une valuation discrete, de caractéristique mixte et de corps résiduel parfait.
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Remarquons que Og contient & et que le Frobenius défini ci-dessus est compatible a
cette inclusion. Notons également que Og est un anneau de valuation discréte (pour
la valuation p-adique) complet et que son corps résiduel s’identifie canoniquement a

ke ((u)).

2.1.1. Classification des représentations de Go. — D’apres la théorie du corps des
normes de Fontaine et Wintenberger (voir [Win]), le groupe de Galois G, s’identifie
au groupe de Galois absolu d’un corps de séries de Laurent en une variable a coefficients
dans le corps résiduel kx. Autrement dit, nous avons un isomorphisme (qui peut étre
rendu canonique)

(7) Goo = Gal(k ((u))*P /kx ((u)))

ou kg ((u))%P désigne une cloture séparable de ki ((u)). Notons Ognr 'extension étale
(infinie) de Og correspondant & 'extension résiduelle kg ((u))%P/kx((u)). Le groupe
de Galois absolu de kg ((u)) agit naturellement sur Ognr. Il en va donc de méme de G,
grace a l'isomorphisme (7).

Définition 2.1.1. — Soit R une Zy,-algebre locale complete.

Un ¢-module sur R®Zp Og est un (R®Zp O¢)-module M libre de rang fini muni d’une
application ¢ps : M — M qui est linéaire par rapport a R et p-semi-linéaire par rapport
a Og.

Le ¢-module M est dit étale sil'image de ¢y engendre M comme (R®Zp Og)-module.

Remarque 2.1.2. — Etant donné wpr comme dans la définition 2.1.1, il est souvent
pratique de travailler avec son « linéarisé > :

Id®pp - (R®Zp(95) ®¢,R®zp05 M— M

ou I’endomorphisme ¢ de R®Zp O¢ qui apparait ci-dessus agit sur R par 'identité et sur
Og¢ par le Frobenius. L’application Id ®ps est alors (R®Zp Og¢)-linéaire et le p-module
M est étale si et seulement si Id ®p,s est un isomorphisme.

Nous avons le résultat suivant qui est une variante a coefficients d’un théoreme
classique de Fontaine (voir [Fo2]) :

Théoréme 2.1.3. — Pour toute Zy,-algébre locale compléte noetherienne R, le fonc-
teur

V — M*(V) == (V*®Zp Ognr)Goo

réalise une équivalence de catégories entre la catégorie des R-représentations libres de
rang fini de Goo et celle des p-modules®) étales sur R®Zp Oc¢.

Remarque 2.1.4. — Le foncteur M*, comme toutes les constructions présentées dans
ce paragraphe, commute au changement de base.

3. La structure de ¢-module sur (V*®ZP Ognr )¢ est donnée par I'application Id ®¢.
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Le cas d’une W-algébre. — Si I'anneau des coeflicients R est une W-algebre, nous
disposons d’une variante du théoreme 2.1.3 obtenue essentiellement en remplacant ¢

par ¢/ .

Définition 2.1.5. — Soit R une W-algebre locale complete.

Un ¢f -module sur R&w Og est un (R&wOg)-module M libre de rang fini muni

d’une application gog\? : M — M qui est linéaire par rapport & R et of-semi-linéaire

par rapport Og.
Le ¢f -module M est dit étale si I'image de @S\J/P engendre M comme (R®yw Og)-

module.

Théoréme 2.1.6. — Pour toute W -algéebre locale compléte noetherienne R, le fonc-
teur

réalise une équivalence de catégories entre la catégories des R-représentations libres de
rang fini de Goo et celle des ©f -modules™ étales sur Ry O¢.

Si R est une W-algebre et V' est une R-représentation libre de rang fini de G,
nous disposons donc simultanément des deux objets M*(V') et M, (V) que nous allons
comparer. Comme R est une W-algebre, nous avons une décomposition canonique de
l'anneau R®ZPW :

R®ZPW = Hzf:_olR
yez — () yo<ics-1-

En tensorisant par Og¢ sur W, nous en déduisons un isomorphisme canonique :
A~ _1 A~
(8) R®ZPOS = Hzfeo R®Lo<p—i,WOS-

ol ¢ désigne le morphisme structurel de R comme W-algebre. Concretement, le i-ieme

facteur R®Lw-i,w(95 admet la description explicite suivante :
9) R®,0p-i wOs =~ Zajuj ‘ aj €R, lim a; =0
‘ez j——o0

I'identification faisant correspondre le tenseur pur A ® (3 aju/) avec la série
AY ¢ %(a;) u!. Avec ce choix, lisomorphisme (9) est compatible a la fois a la
multiplication par les éléments de W agissant sur le facteur Og et a la multiplication
par les éléments de R agissant sur le facteur R.

Soit e; 'idempotent de R®Zp O¢ correspondant au i-ieme facteur de la décomposition

(8). Si M est un module sur R®Zp057 en posant M@ = e;M, nous avons une
décomposition canonique de M :
(10) M=MOaryVg...q gD,

Examinons a présent le comportement du Frobenius. En revenant aux définitions,
nous nous apercevons que l'action de Id ®p sur R®z,O¢ correspond a I'endomorphisme

4. La structure de ¢f-module sur (V*&y Ogur )= est donnée par 'application Id @¢”.
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de H{:_ol R®W,L04p_i06 suivant :

(so(u),s1(u), ..., sp-1(u) = (sp—1(u”), so(u), s1(u"), ..., sp_o(u"))
ou les s;(u) désignent des séries a coefficients dans R, éléments du membre de droite
de lisomorphisme (9). Nous en déduisons que, si M est un p-module sur R®Zp057

I'endomorphisme ¢y envoie M@ sur M@+ med ) hour § compris entre 0 et f — 1.
Notons en particulier que la f-iéme puissance de ;s stabilise chacun des M @, La
proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.1.7. — Soient R une W -algébre locale compléte et V une R-
représentation libre de rang fini de Go. Alors, avec les notations introduites
précédemment, nous avons un isomorphisme canonique de pf-modules sur RQwOg¢ :

M, (V) = M*(V)©
ot M*(V)O) est muni d’une structure de of -module sur Réw Og via Uendomorphisme
(PM*(V) o (PM*(V) O--+0 (PM*(V) (f fOiS).

2.1.2. Modules de Breuil-Kisin. — Lorsque V est une représentation semi-stable de
Gk a coefficients dans I’anneau des entiers d’une extension finie de Q,, le p-module
M*(V') associé a la restriction de V' & G par le théoreme 2.1.3 a une forme particuliere
qui rend son étude plus facile. Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de
module de Breuil-Kisin qui rend compte de cette forme particuliere agréable.

Définition 2.1.8. — Soit R une Z,-algebre locale noetherienne complete.
Un module de Breuil-Kisin sur R®Zp6 est la donnée d’un (R®Zp6)—module de type
fini 2 et d’'un endomorphisme gy : M — I vérifiant les conditions suivantes :

(i) le module 9t n’a pas de u-torsion ;
(ii) application ¢gy est linéaire par rapport a R et p-semi-linéaire par rapport a & ;

(iii) le (R®z,&)-module engendré par I'image de ypon contient E(u)"9 pour un certain
entier r positif ou nul.

Le plus petit entier r vérifiant la condition (iii) est appelé la E(u)-hauteur de M.

Remarque 2.1.9. — De méme que pour un @-module, il est souvent commode,
lorsque 991 est un module de Breuil-Kisin, de considérer le linéarisé de gy :

Id ®poy : (R®z,6) @y ®p,RE7,6 m— M.

qui est une application (R®z,&)-linéaire. La condition (iii) de la définition 2.1.8 est
alors équivalente au fait que le conoyau de Id ®¢gy est annulé par E(u)".

Lorsque R est de plus une W-algebre, la décomposition de (R&z,&) analogue & (8)
induit une décomposition

(11) Mm=m" .. cml-D

analogue a (10).

Définition 2.1.10. — Soit R une Zjy-algebre locale noetherienne compléte et h un
entier naturel. Une R-représentation V de G libre de rang fini est dite de E(u)-

hauteur inférieure ou égale a h s’il existe un module de Breuil-Kisin 9t sur R®Zp6 de
hauteur inférieure ou égale a h tel que nous ayons un isomorphisme de p-modules :

M*(V) ~ O¢ @s M,
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la structure de p-module sur Og R M étant donnée par ¢ ® poy.

Théoréme 2.1.11 (Kisin). — Soit R une Zy,-algébre locale noetherienne compléte
que nous supposons de plus plate sur Z,. Soit V une représentation de G a coefficients
dans R qui est libre de rang fini. Nous supposons que pour tout morphisme d’anneauz
R — @p, la représentation @p ®r V est semi-stable a poids de Hodge—Tate compris
entre 0 et h. Alors :

(i) le p-module associé a Vig,, par le théoreme 2.1.3 est de E(u)-hauteur < h;
(ii) si My et My sont deux modules de Breuil-Kisin tels que :
M*(Vig..) ~ O @ My =~ O @ My

alors le second isomorphisme ci-dessus identifie My o My a Uintérieur de

M*(Vig..)-
Démonstration. — En reprenant les notations de [Ki5], les hypotheses du théoreme
assurent que R = RS". La premiere assertion suit ainsi du corollaire 1.7 de loc. cit.
La seconde assertion, quant a elle, suit de la proposition 2.1.12 de [Kil]. O

Les représentations cristallines étant en particulier semi-stables, le théoreme 2.1.11
vaut a fortiori si les représentations @p ®pr V sont cristallines pour tout morphisme
d’anneaux R — @p. Dans ce cas, la situation est encore meilleure car le théoreme de
pleine fidélité de Kisin (voir corollaire 2.1.14 de [Kil]) implique que la représentation
V de Gk est entierement caractérisée par sa restriction a G . Par ailleurs, soulignons
qu’il n’est pas vrai, en général, qu’une représentation de E(u)-hauteur finie de G, se
prolonge en une représentation cristalline de G . Toutefois, ceci se produit dans le cas
particulier notable des représentations de E(u)-hauteur inférieure ou égale a 1, comme
le précise le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.12. — Toute R-représentation libre de rang fini de Go de E(u)-
hauteur inférieure ou égale a 1 se prolonge de maniére canonique a Gg. Ce prolonge-
ment est fonctoriel et commute aux changements de base.

De plus, si R est 'anneau des entiers d’une extension finie de E, ce prolongement
est caractérisé par le fait qu’il soit cristallin.

Démonstration. — L’existence du prolongement et son caractere <« canonique > découlent
d’une variante a coefficients du lemme 5.1.2 de [BCDT] aprés une traduction entre
le langage des modules de Breuil-Kisin et celui des modules fortement divisibles de
Breuil.

La caractérisation par le caractére cristallin est, quant a elle, une conséquence du
corollaire 2.1.14 de [Kil]. O

2.1.8. Données de descente. — Une représentation de G est dite potentiellement
semi-stable si elle devient semi-stable apres restriction a un sous-groupe d’indice fini,
c’est-a-dire aprés restriction & un sous-groupe de la forme G = Gal(K /L), ou L est
une extension finie de K. Une approche usuelle pour étudier une telle représentation
V' a T'aide de la théorie de Kisin est de munir le module de Breuil-Kisin de V|g, (qui
est semi-stable) d’une donnée supplémentaire, appelée donnée de descente, qui rend
compte du prolongement de 'action a G.
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A partir de maintenant, nous nous restreignons au cas ou L est de la forme L =
K (/@) pour un certain entier n premier a p. Nous supposons de plus que K contient
une racine primitive n-ieme de l'unité. L’extension L/K est alors galoisienne et son
groupe de Galois est canoniquement isomorphe au groupe pu,(K) des racines n-iemes
de I'unité dans K. Notons 7, : Gal(L/K) — u,(K) cet isomorphisme.

Dans la partie 3, nous considérerons notamment la situation suivante : F' est I'ex-
tension non ramifiée de degré f de Q, ; I'uniformisante wp choisie est —p; n est pl —1.
Le caractere nj, est alors le caractere €7 introduit dans la partie 1.1.1.

Nous ajoutons un indice K ou L a toutes les données associées aux corps de base
K et L respectivement. Par exemple, nous notons ug et uj les deux versions de la
variable que nous notions u jusqu’alors et nous utilisons les notations S et Sy, (resp.
O¢ i et Og 1) pour les deux versions de I'anneau & (resp. Og). En particulier, nous
avons G = Wluk]] et 6 = W{ur]]. Remarquons, qu’étant donné que 'extension
L/K est totalement ramifiée, 'anneau W est le méme que nous travaillions avec K ou
L; il est donc inutile de le décorer d’un indice supplémentaire.

Nous supposons de plus, a partir de maintenant, que les uniformisantes mx et mp,
ainsi que leurs racines p®-iémes 7, i et w1, sont choisies de fagon a ce que Ty 1, Soit
Ts, Kk pour tout entier s. Le polynéme minimal Ep(ur) de wy sur Ky est donc égal
a Ex(u}). Nous identifions & (resp. Og i) a un sous-anneau de &y, (resp. Og 1) en
envoyant la variable ugx sur u}. Via cette identification, les polynomes Ex(ug) et
Er(ur) se correspondent. Par ailleurs, I'extension L, (obtenue en ajoutant & L tous
les 75 1) est galoisienne sur K et son groupe de Galois s’identifie & celui de L/K et
donc encore a pu,(K) en suivant ’homomorphisme w.

Définissons une action de Gal(L/K) ~ Gal(Ls/Ks) sur Og 1, en faisant agir un
élément g de Gal(L/K) sur la variable u, par multiplication par n,(g) considéré comme
un élément de W. Concretement, nous avons :

g9+ Y aul =Y () aul.
i€Z i€Z
Clairement, cette action stabilise &r. De plus, en utilisant que 7),, est d’ordre exacte-
ment n, il est facile de déterminer les points fixes :

H%(Gal(L/K),0¢ 1) = Os i et H°(Gal(L/K), &) = S.

Si R est une Zp-algebre locale noetherienne complete, nous prolongeons 'action de
Gal(L/K) au produit tensoriel R®z, O, 1, en convenant que Gal(L/K) agit trivialement
sur R. Si R est, de surcroit, une W-algebre, nous disposons de l'isomorphisme (8) :

A _1 A
R®ZpOg7L ~ HZEO R®Low—i,wog7[1.

Via cette identification, l'action de Gal(L/K) se fait composante par composante et,
sur le i-ieme facteur vu a travers I'isomorphisme (9), elle est donnée par la formule :

g- Y ajul, = (¢ on)(g) aju,.

JEZ JET

Si V une R-représentation de G i qui est libre de rang fini, nous nous apercevons

en revenant aux définitions que M*(Vig__ ) (qui est un p-module sur Og &z, R) hérite
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d’une action semi-linéaire de Gal(L/K) et que :
(12) M*(V) = H(Gal(L/K),M* (Vi ,)-

Nous en déduisons, en particulier, que le foncteur qui a V' comme précédemment associe
le p-module M*(V|g_ ,) muni de I'action supplémentaire de Gal(L/K) établit une
équivalence de catégorie entre la catégories des R-représentations libres de rang fini
de Goo i et celle des p-modules sur R®Zp057 1 équipés d’une action semi-linéaire de
Gal(L/K).

L
Er(ur)-hauteur finie. Par définition, il existe alors un module de Breuil-Kisin 9, tel

que

Examinons maintenant plus attentivement le cas ou la représentation Vig_ , est de

M*(V\GL) = O¢ 1 ®s, Mr.
Si nous supposons de plus que R est plat sur Z,, ce module est unique d’apres
lalinéa (ii) du théoréme 2.1.11. Nous en déduisons qu’il hérite par restriction d’une
action de Gal(L/K). Toutefois, I'espace des points fixes H(Gal(L/K),9My) ne jouit
généralement pas de bonnes propriétés (), Pour conserver la trace de la semi-stabilité
de V, il est donc nécessaire de travailler avec des modules de Breuil-Kisin munis de
données de descente.

2.2. Sur la restriction a G,. — La théorie de Breuil-Kisin permet de controler de
maniere efficace 'action de G sur une représentation (potentiellement) semi-stable.
Dans sa version la plus simple — telle que nous venons de la présenter — elle ne dit
toutefois pas grand chose sur I'action complete du groupe G . L’objectif de cette partie
est d’étudier, dans les situations qui nous intéresserons par la suite, dans quelle mesure
nous pouvons nous contenter de travailler uniquement avec ’action du sous-groupe

Goo.

Fixons une suite compatible ((s)s>o de racines primitives p*-iemes de 1'unité dans
K, c’est-a-dire, une suite vérifiant (o =1, (1 # 1 et <§+1 = (s pour tout entier s > 0.
Ce choix étant fait, pour tout g € G, il existe un unique élément c(g) de Z, tel que :

g(ms) = ¢Wm,  pour tout s dans N.

Cette association définit une application ¢ : Gx — Z,, vérifiant, pour tous g et ¢’ dans
Gk, la relation de cocycle ¢(gg’) = ¢(g) + e(g)e(g’) (on nous rappelons que & désigne
le caractere cyclotomique).

Notons K(() l'extension de K engendrée par tous les (s ; il s’agit d’une extension
galoisienne dont le groupe de Galois, noté I, s’identifie & un sous-groupe ouvert de Z;
via €. Le groupe de Galois de l'extension K (Cx)/K (Cxo) s’identifie, quant a lui, &
Zy via le cocycle ¢ (qui, bien siir, en restriction & Gal(K/K((x)) est un morphisme
de groupes). Enfin, le lemme 5.1.2 de [Liu] affirme que les extensions Ko, et K((x)
sont linéairement disjointes au-dessus de K (rappellons que p est choisi différent de 2).
Nous en déduisons que le groupe de Galois de 'extension Ko (()/K est isomorphe
au produit semi-direct Z, x I', out v € I" agit sur Z,, par multiplication par (). Soit 7

5. Typiquement, ce n’est pas en général un module de Breuil-Kisin et, de fait, la représentation V'
n’a pas de raison d’étre de Ex (ux)-hauteur finie.
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un élément du sous-groupe d’inertie sauvage de G dont I'image dans Z, x I" est (1, 1).
En particulier, nous avons £(7) = 1, ¢(1) = 1 et la suite des 77" converge vers I'identité
lorsque s tend vers l'infini. Ce dernier fait permet de définir 7 pour tout élément a
dans Z,,.

2.2.1. Une suite ezacte de type inflation-restriction. — Soit R une Zy-algebre locale
d’idéal maximal mp supposée noetherienne, séparée et complete pour la topologie
définie par mp. Soit encore V une R-représentation de Gx qui est de type fini comme
R-module. Appellons 7 "automorphisme de V' donné par I'action de 7 et, pour tout
entier n positif ou nul, posons :

n]rv =Idy +7v + 7'\2/ 4+ 7'3_1 € End(V)
Nous avons la relation :
(13) [a+blrv = [a]-v + 150 [blrv

pour tous entiers a et b.

Lemme 2.2.1. — L’application
N — End(V), n+— [n].v
s’étend de maniére unique en une application continue Z, — End(V).

Démonstration. — L’unicité du prolongement résulte de la densité de N dans Z,, et de
la séparation de R.

Montrons a présent I'existence. Considérons un élément a de Z, ainsi qu’une suite
(as) de nombres entiers positifs ou nuls tels que as = a (mod p*). Nous devons
démontrer que la suite des [as]; converge. Or, en écrivant as11 = as + p°b pour un
certain entier b, nous vérifions que nous avons la relation :

(14) [ast1]ry = [as]ry + 7% 0 (Id +7P7 4t T(b_l)ps) o [p°]rv.

Il suffit donc de montrer que la suite des [p®];y converge vers 'endomorphisme nul
de V. Or, par continuité de 'action de G, il existe un entier n tel que ’endomor-
phisme [p"|;y soit congru & I'identité modulo mp. Comme le corps résiduel de R est
de caractéristique p, nous en déduisons que pour tout s > n, 'endomorphisme

fs =+ + (Plrv)? + - + (%] )P

prend ses valeurs dans mp - V. De la relation [p”l]ﬂv = [p°]r,v o fs, nous déduisons

par récurrence sur s que, pour s > n, 'image de [p®], v est incluse dans m%, " - V. Nous
concluons en reportant cette information dans (14). O

Remarque 2.2.2. — Sia est un élément de Z,, nous utilisons encore la notation [a],
pour désigner I'image de a par I'unique prolongement promis par le lemme 2.2.1. De
plus, avec cette notation, la relation (13) s’étend par continuité & tout couple (a,b)
d’éléments de Z,,.

Introduisons 'espace V; défini par :

Vi={azev | g@)=[@v@) Vet }.

Nous vérifions immédiatement que 'application 7 — 1 induit par restriction et cores-
triction un morphisme de H°(Gw, V) dans V;.
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Lemme 2.2.3. — Pour tout élément x de V., 'application

Vo Gr =V, g [e(g)lrv(2)

est un 1-cocycle.

Démonstration. — Soient g et ¢ deux éléments de Gx. Calculons :

(15) Y2 (99")

[c(99))]rv (@)
= [e(g) +e(g)eld)]rv (x)

= (le(@)lry + 7" 0 (9)elg)lry) ()

= %(9) + 7 o ()l v (@).
Posons gy = 79 g. Un calcul immédiat donne £(go) = &(g) et ¢(go) = 0. Cette derniére
égalité signifie que go est dans le sous-groupe Go,. Nous en déduisons la relation de
commutation ggT = 7'5(90)90 = 7£9) go. Ainsi, en supposant en outre pour commencer
que c(g’) et e(g) sont des entiers positifs ou nuls, nous obtenons :

agh-t egh-1
90 -72(9") = gor'z = Y T Wgyx
=0 =0
c(g')-1 e(g)—1
SR
i=0 j=0
e(glelg) -1
= > 7o =[egdg)v (),
=0
la troisieme égalité résultant de 'appartenance de x a V. Par continuité, 1’égalité que
nous venons d’établir vaut encore lorsque ¢(g') et £(g) sont, plus généralement, des
éléments de Z,. En appliquant 7¢09) 3 cette égalité, nous obtenons :

g+ leldnv (@) = 159 o [e(9)elg)]ry (@).

En combinant ceci avec (15), nous trouvons finalement v,(gg9’) = vz(9) + g - 72(¢'),
c’est-a~dire la relation de cocycle que nous devions établir. U

Notons & I'application de V, dans H'(Gg,V) qui & 2 associe le 1-cocycle 7,. Nous
vérifions immédiatement que ¢ est R-linéaire.

Proposition 2.2.4. — Soit V' une représentation de G a coefficients dans R. La
suite de R-modules :

0 — HY(Gk,V) — H(Goo, V) T3 V2 =% HY (G, V) — HY (G, V)
est exacte.
Démonstration. — Le fait que la composée de deux fleches successives soit nulle se

vérifie immédiatement. Il en va de méme de linjectivité de la fleche HO(Gg,V) —
H°(Gwo, V). Lexactitude en H%(Gw, V) ne pose guere plus de difficulté en remarquant
que G est topologiquement engendré par G, et 7.
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Vérifions ’exactitude en V. Nous considérons pour cela un élément x de V; tel que
le cocycle associé ~, soit trivial en cohomologie. Cela signifie que 7, est un cobord,
c’est-a~dire qu’il existe un élément y dans V tel que

Ye(9) = 9(y) —y, VgeGCk.
En particulier, pour g = 7, nous obtenons x = 7(y) — y et pour g € G, nous trouvons
g(y) = y. L’élément y appartient donc & H°(G, V) et s’envoie sur x par 'application
7 — 1. Ceci est exactement ce qu’il fallait démontrer.

Il ne reste plus qu’a démontrer 'exactitude en H'(Gg, V). Soit v : Gxg — V un
1-cocycle dont la restriction & G est triviale en cohomologie. Quitte a modifier
par un cobord — ce qui ne change pas son image dans H'(Gg,V) — nous pouvons
supposer que vy s’annule sur G,. Posons x = 7(7). Nous nous proposons de démontrer
que v = v,. Une récurrence immédiate sur n montre que :

V(") = [y (2)
pour tout entier naturel n et, par continuité, ’égalité précédente vaut encore si n est
un entier p-adique. Soit ¢ un élement de Gg. Posons gy = 7 <9g. Nous avons ainsi
¢(go) = 0, ce qui signifie que gy appartient & G,. Nous pouvons ainsi écrire :

v(g) = Y (79D go) = [e(g)]rv (2)

puisque v(go) = 0. Nous en déduisons que 7(g) = 7,(g) comme annoncé. Au final,
est dans I'image de I'application & et 'exactitude en H'(G, V) est démontrée. U

Corollaire 2.2.5. — Soit p une kg-représentation de Gx sur laquelle T agit triviale-
ment. Alors nous avons une suite exacte :

0 — H°Gg,V(-1)) — HY(Gg,V) — HY(Gw,V)
et le premier terme non nul de cette suite s’identifie encore @ H(Goo, V(—1)).

Démonstration. — En revenant aux définitions, nous déduisons de I’hypothese, d’une
part, que H%(Gu,V(—1)) = H(Gg,V(—1)) ~ V; et, d’autre part, que 'application
7—1de H(Gs, V) dans V; est nulle. Le corollaire 2.2.5 en découle. O

Remarque 2.2.6. — L’hypothese du corollaire 2.2.5 est satisfaite pour les représen-
tations irréductibles de G . En effet, nous savons que le sous-groupe d’inertie sauvage
— et donc, en particulier 7 — agit trivialement sur une telle représentation. Par exten-
sion, ’hypothese du corollaire est aussi vérifiée si p est une représentation semi-simple
ou un produit tensoriel de représentations semi-simples.

2.2.2. Application aux anneauz de déformations. — Soient Ry et Ry deux Opg-algebres
locales noetheriennes completes, d’idéaux maximaux respectifs my et mo. Pour i = 1,2,
supposons que le morphisme structurel de R; induit un isomorphisme de kg sur le corps
résiduel de R;. Considérons en outre un morphisme de Og-algebres f de R; dans Rs
qui, sur les corps résiduels, induit 'identité de kg.

Notons kg[e] I'anneau des nombres duaux sur kg (nous avons donc &2 = 0). Pour
i = 1,2, I'espace tangent Homo,, —a15(R;, kgle]) est naturellement isomorphe au dual du

kp-espace vectoriel ﬁ En particulier, il hérite ainsi d’une structure de kg-espace
T i

vectoriel. Notons

f* : HomOE—alg(RQ, k:E[s]) — HomOE—alg(Rla kE[c?])
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Iapplication kg-linéaire induite par f sur les espaces tangents. Rappelons le lemme
classique suivant.

Lemme 2.2.7. — Le morphisme f est surjectif si et seulement si l'application tan-
gente f* est injective.

Démonstration. — Par dualité, 'application f* est injective si, et seulement si son
application duale :
my mo
wrR, —i—m% - wrRs —i—m%
est surjective. Le lemme en résulte par un argument classique. U

Supposons donnés a présent une Opg-algebre locale noetherienne R, de corps résiduel
kg, ainsi qu'un morphisme de Opg-algebres f de Rw(v,t,ﬁ) dans R. La théorie des
espaces de déformations permet d’identifier I’espace tangent de Rw(v, t,p) & un sous-
kg-espace vectoriel de Ext};K (p,p). Nous pouvons ainsi considérer que l'application

tangente f* prend ses valeurs dans ExtéK (p, D).
Notons f# I'application composée :

f* — —
Pl Homop,, —a1g (R, kE[€]) — ExtéK (7,p) — Exté_ (5, D),
ol la deuxieme fleche est induite par la restriction a G, sur les représentations.

Remarque 2.2.8. — Nous verrons au paragraphe 3.2.2 qu’au moins dans les cas
traités dans cet article, ’espace ExtlgoO (p,p) et la composée f% se décrivent explici-
tement en termes de p-modules.

Nous déduisons du lemme 2.2.7 que injectivité de f# implique la surjectivité de f et
que la réciproque est vraie sous I'’hypothese supplémentaire que 'application naturelle
de ExtéK (p,p) dans Extéoo (p,p) est injective. Le lemme ci-aprés donne une condition
suffisante pour que cette hypothese soit satisfaite.

Lemme 2.2.9. — Soit p une kg-représentation absolument irréductible de Gx de di-
mension d.

1. Sip n’est pas isomorphe a p(1), alors l'application :

r: Extg, (p,9) — Extg_(p, D)
est injective.

2. Si p est isomorphe a p(1), alors p — 1 divise deg, ou ex désigne l'indice de
ramification absolue de K.

Remarque 2.2.10. — En combinant les deux assertions du lemme, nous obtenons
I'injectivité de r sous 'hypotheése que p — 1 ne divise pas le produit de l'indice de
ramification absolue de K et de la dimension de p.

Démonstration. — Nous démontrons d’abord la premiere assertion. Posons V = p*®p.
L’espace Ext},(p,p) s’identifie canoniquement & H'(G, V) lorsque G désigne I'un des
deux groupes Gi ou G. Ainsi, d’apres le corollaire 2.2.5, le noyau de r s’identifie a
H°(Gg,V(-1)), soit encore & Homg, (p,p(—1)). Comme p est irréductible et non iso-
morphe a p(—1) d’apres 'hypothese, cet espace s’annule et le morphisme 7 est injectif.
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Pour la deuxiéme assertion, notons e (resp. f) 'indice de ramification (resp. le degré
résiduel) de I'extension K/Q,. Considérons Ky I'unique extension non ramifiée de K
de degré d vivant a l'intérieur de @p. D’apres la classification des représentations ab-
solument irréductibles de G, nous savons que :

— G
P Ind3E (Wl © xu)

oll wgy désigne un caractere fondamental de Serre de niveau df, h est un entier et X,

est un caractére non ramifié. A partir de 14, la condition d’isomorphisme entre p et p(1)
implique l'existence d’un entier n vérifiant la congruence :

P’ -
p"h=h+e- (mod p? —1).
p—1
Il résulte de ceci que p — 1 divise e - %, ce qui ne peut se produire que si p — 1 divise
de. O

Nous en arrivons au résultat principal de cette partie. Pour ’énoncer, considérons
une extension finie £ de Q, et une représentation galoisienne p de G de dimension
finie d a coefficients dans le corps résiduel kr de E. Nous supposons que p n’a pas
d’endomorphisme autre que les multiplications par les éléments de k.. Soient encore
v un type de Hodge-Tate, t un type galoisien ainsi que x : Gxg — OF un caractere

relevant le déterminant de p. L’anneau RSE =X (v,t,p) qui parametre les déformations
potentiellement cristallines (©) de p de type (v,t) et de déterminant y a alors un sens.

Proposition 2.2.11. — Nous reprenons les notations ci-dessus. Nous supposons en
outre que p est absolument irréductible, n’est pas isomorphe a p(1) et que le type t se
factorise par le groupe de Weil d’une extension modérément ramifiée de K.

Soient R une Og-algébre locale compléte noetherienne de corps résiduel kg et f
un morphisme de Rgftzx(v,t,ﬁ) dans R. Soient V la Rgft:X(V,t,ﬁ)—représentatz’on

universelle de Gg et Vg = R ®Rdet:X(vtp) V. Nous supposons que la restriction de

Vi a G est définie sur un sous-Og-algébre R' de R, c’est-a-dire qu’il existe une R'-
représentation Vi de Goo qui est libre comme R'-module et telle que Vg ~ R Qg V.
Alors, le morphisme f prend ses valeurs dans R'.

Remarque 2.2.12. — Par I'équivalence de catégories du théoreme 2.1.3, dire que la

restriction de Vi & G4 est définie sur R’ revient & dire que le p-module associé Mp a

Vg s’écrit sous la forme (R®Zp Og) ® Ré&, 0 Mpr pour un certain ¢-module Mg libre
P

sur R/ ®Zp O¢.
Démonstration. — Quitte a tordre par une puissance du caractére cyclotomique, nous

pouvons supposer que tous les poids de Hodge—Tate qui interviennent dans v sont posi-
tifs ou nuls. Notons A le plus grand d’entre eux. Soit L une extension finie modérément

6. La proposition 2.2.11 ci-apres vaudrait encore si nous remplacions « cristalline > par < semi-
stable >.
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ramifiée de K par laquelle t se factorise. Pour simplifier 'exposition (), nous suppo-
sons que L s’obtient a partir de K en ajoutant une racine n-ieme 7y de w pour un
entier n, premier avec p, tel que K contienne une racine primitive n-ieme de I'unité.
Nous sommes ainsi dans la situation du §2.1.3 (dont nous reprenons les notations) et
pouvons décrire les représentations de G qui deviennent semi-stables en restriction a
G, a laide de modules de Breuil-Kisin munis de données de descente.

Notons par ailleurs que les représentations paramétrées par RSE =X (v,t,p) sont cris-
tallines et de Ep(ur)-hauteur inférieure ou égale a h en restriction & Goo 1. Soit p
la restriction de p & Goo. En copiant la démonstration du théoreme 3.2 de [Kiml],
nous construisons une Op-algebre compléte locale noetherienne RIY=X(h, x,p..) qui
parametre les déformations de p., qui sont des représentations de déterminant x dont
la restriction & G 1, est de Ep(ur)-hauteur inférieure ou égale a h. Nous avons un
morphisme canonique

g+ RYX(h, %, Do) — RETX(v,1,1).
L’application tangente de g s’identifie a ’application canonique

r: Extg, (p,p) — Extg_ (5,7)

convenable restreinte et corestreinte. Elle est donc injective d’apres le lemme 2.2.9.
Nous en déduisons, par le lemme 2.2.7, que g est surjective.

Par ailleurs, comme la restriction de Vi a G 1, est de Er(ur)-hauteur inférieure ou
égale a h; il en va de méme de V. Par la propriété universelle définissant ’anneau
RI*=X(h, %, D), la représentation Vg correspond & un morphisme d’anneaux

flo R¥=X(h %, 7. ) — R

En outre, en notant ¢ I'inclusion canonique de R’ dans R, nous déduisons du fait que
Vi redonne Vj apreés extension des scalaires que co fL = fog. Pour conclure, il suffit de
construire un morphisme d’anneaux f’ de R3¢ t:X(v, t,7) dans R’ rendant commutatif
le diagramme suivant :

&Y (v, t,7)

_— !
Rdet:X(h’ *7 ﬁoo) f/ \ R
fo R

Nous construisons f’ par une chasse au diagramme élémentaire. Soit z un élément de

Sf t:X(v, t,p). Par surjectivité de g, il s’écrit sous la forme g(y) pour un certain y dans
Rdm:x(h,*7 Poo)- En outre, si ¢/ est un autre antécédent de = par g, les images de y et
y' par to f._ coincident dans R par commutativité du diagramme. Comme ¢ est injectif,
cela implique que f. (y) = fi.(y'). Nous pouvons ainsi définir f’(x) sans ambiguité
en posant f'(z) = f. (y). Nous concluons enfin en vérifiant que f’ est un morphisme
d’anneaux et fait commuter le diagramme. U

7. Quitte a agrandir L, dans le cas général, nous pouvons toujours supposer que L s’écrit comme
la composée d’une extension non ramifiée et d’'une extension du type que nous considérons ici. Pour
éténdre la démonstration au cas général, il s’agit de prendre en compte la partie non ramifiée dans la
donnée de descente, ce qui est standard et ne pose pas de difficultés particulieres.
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Remarque 2.2.13. — Dans cet article, nous appliquerons la proposition 2.2.11 uni-
quement pour des types v correspondant & des poids de Hodge-Tate dans {0,1}. Or,
pour de telles représentations, une autre approche basée sur le théoreme 2.1.12 se-
rait possible. L’approche que nous allons suivre, bien que probablement moins directe,
nous parait toutefois plus intéressante car susceptible de s’étendre a des espaces de
déformations qui ne sont pas (potentiellement) Barsotti-Tate, mais peuvent avoir des
poids de Hodge—Tate plus élevés.

3. Méthode de calcul des déformations potentiellement Barsotti—Tate

Nous reprenons a présent les notations de la partie 1. Notamment, la lettre F' (resp.
F') désigne I'unique extension non ramifiée de Q, de degré f (resp. 2f), nous posons
q = p! et notons L le corps obtenu en adjoignant & F' une racine (¢ — 1)-iéme de (—p),
notée 7. Afin de pouvoir appliquer la théorie de Breuil-Kisin, nous choisissons en
outre un systeme compatible (7z, ) de racines p™-iemes de 7y, et posons mp, = 7'('%73
pour tout n. La famille des 7, forme alors un systéme compatible de racines p"-iemes
de (—p). Nous notons F, (resp. L) l'extension de F' (resp. de L) engendrée par tous

les 7F,, (resp. tous les 7y, ). Enfin, nous posons G, = Gal(@p/Foo).

Le but de cette partie est de présenter une méthode pour déterminer les anneaux de
déformations RY (v, t,7) pour des valeurs particulicres de vo, t et 1 :

e pour tout plongement 7 de F' dans E, v, = (0,2) (cas potentiellement Barsotti—

Tate) ;

e le type galoisien t s’écrit sous la forme (n & 7/ )1z OU 7 et 7’ sont deux caracteres

distincts de Gal(L/F') dans O ;

e le choix de v est compatible avec les t et vq ci-dessus (voir relation (2), §1.1.2).
Cette méthode est largement inspirée de précédents travaux de Breuil et Mézard
((BM1], [BM2]). Ces deux approches présentent cependant une différence notable :
alors que Breuil et Mézard emploient des modules fortement divisibles, nous travaillons
avec les modules de Breuil-Kisin, dont la manipulation nous parait plus aisée et nous
permet d’affaiblir les hypotheses.

Remarque 3.1. — Les types galoisiens t considérés ci-dessus étant non scalaires, les
déformations potentiellement semi-stables paramétrées par RWVO7 t,p) sont en fait po-
tentiellement cristallines.

Afin de rester plus proche de [BM2], nous allons utiliser dans la suite la version
covariante du foncteur de Breuil-Kisin au lieu de sa version contravariante définie au
§2. Précisément, si V' est une représentation de G, ou de Gal(Q,/Lso), nous posons :

M(V) = M*(V*(1)),

ou V* demgne la représentation duale de V. Le foncteur M ainsi obtenu est alors
covariant. A partir de maintenant, lorsque nous parlerons du p-module ou du ¢7-
module associé a V', ou, réciproquement, de la représentation associée a un p-module,
un ¢f-module ou un module de Breuil Kisin, ce sera toujours au sens du foncteur
covariant M.
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Le plan de cette partie est le suivant. Nous classifions au §3.1 les modules de Breuil—
Kisin associés a des représentations potentiellement Barsotti—Tate de type galoisien
comme ci-dessus. Nous expliquons ensuite au §3.2 comment déduire de cette clas-
sification une méthode de calcul des espaces de déformations correspondants. Cela
nous ameéne notamment a déterminer la réduction modulo p des représentations as-
sociées & des modules de Breuil-Kisin (§3.2.1) et a calculer une base explicite de
Ex‘céc>o (p,P), groupe qui nous permet de controler I'espace tangent aux déformations
de la représentation p (§3.2.2).

3.1. Un théoréme de classification des modules de Breuil-Kisin. — Dans ce
paragraphe, nous énongons et démontrons un raffinement de la proposition 5.2 de [Br3].
Hormis le fait que nous l'exprimons dans le langage des modules de Breuil-Kisin (et
non dans celui des modules fortement divisibles), notre résultat se distingue de celui de
loc. cit. par deux aspects essentiels : premiérement, nous traitons le cas d’un anneau de
coefficients R qui est une Og-algebre locale noetherienne complete plate quelconque (et
non pas uniquement le cas R = Op) et, deuxiemement, nous affaiblissons 1’hypothese
de généricité sur le type galoisien. Ce cadre plus général est indispensable pour une
application aux représentations non génériques.

3.1.1. Type des modules de Breuil-Kisin. — Afin de pouvoir démontrer notre résultat
de classification dans la généralité énoncée ci-dessus, nous avons besoin, en guise de
préalable, d’étendre les notions de type de Hodge et de type galoisien a n’importe quel
module de Breuil-Kisin a coefficients. C’est 'objet de ce paragraphe.

Définition 3.1.1. — Soient R une Og-algebre locale, compléte, noetherienne, de
corps résiduel kg et 91 un module de Breuil-Kisin libre de rang 2 sur R®Zp6 avec
donnée de descente de L a F. Le module 91 est dit :
e de type de Hodge vy si pour tout ¢ dans Z/ fZ, I'idéal déterminant du frobenius ¢
de M@ dans M+ est 1idéal principal engendré par u€ + p;
e de type galoisien t si pour tout ¢ dans Z/ f7Z, il existe une base <e7(72) e(z)> de MO

) Eqy
comme R[[u]]-module telle que Gal(L/F’) agit sur eg) par 7 et sur es,) par 7' ;

e de déterminant e si le déterminant de la représentation de G, qui lui est associée

est (1/15)‘000.
Il est dit de type (vo,t,?) s'il satisfait aux trois propriétés ci-dessus.

Remarque 3.1.2. — Dans la définition ci-dessus, nous avons supposé que N est libre
en tant que module sur R®Zp6. La raison en est, d’une part, que la définition est plus
simple a écrire sous cette hypothese additionnelle et, d’autre part, que dans le théoreme
de classification que nous allons énoncer (voir proposition 3.1.9), 'hypothese de liberté
est absolument nécessaire. Il nous est donc paru opportun de restreindre la définition
3.1.1 a cette situation.

Remarque 3.1.3. — Soit M un module de Breuil-Kisin comme dans la définition
3.1.1. Supposons que 9 soit de type de Hodge v et de type galoisien t. Il existe alors
un élément § de R* ainsi qu'une base w de (det M) telle que

ol (w) =6 (u +p) - p(u +p) o' MU+ p) - w.
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De plus, le prolongement canonique de la représentation galoisienne associée a 99t donné
par le théoreme 2.1.12 (et apreés la renormalisation du début de la partie 3) a pour
déterminant nn’ - nr(671) - €.

La proposition suivante, qui est une conséquence simple des résultats de Kisin, fait
le lien entre étre de type (vo,t,%) pour une représentation et pour un module de
Breuil-Kisin.

Proposition 3.1.4. — Supposons que R soit 'anneau des entiers d’une extension fi-
nie de 2. Soit V une représentation de G de dimension 2, libre sur R. Alors, V est de
type (vo,t,1) si et seulement s’il existe un module de Breuil-Kisin O de type (vo,t, 1)
dont la représentation de G associée via le foncteur M est V.

Remarque 3.1.5. — A priori, la représentation associée a 9t via le foncteur M n’est
qu’une représentation de G,. Toutefois, d’apres le théoreme 2.1.12, celle-ci se prolonge
de fagon canonique au groupe G tout entier. L’énoncé de la proposition 3.1.4 a donc
bien un sens.

Remarque 3.1.6. — Si, comme dans la proposition 3.1.4, R est 'anneau des entiers
d’une extension finie de F, tout module de Breuil-Kisin sur R®Zp6 est automatique-
ment libre. Il n’y a donc ici aucune subtilité a ’hypothese de liberté.

Démonstration. — Supposons d’abord 'existence de 9. Le fait que la représentation
V' soit de déterminant e est alors immédiat. Elle est de type galoisien t car la
représentation de Weil-Deligne associée a V est donnée par l'action de la donnée de
descente sur (9t/u9)[1/p]. Enfin, en ce qui concerne la condition sur le type de Hodge,
remarquons que, d’apres le lemme 1.2.2 de [Kil], les poids de Hodge-Tate de V' sont
tous positifs ou nuls et, pour tout i € Z/f7Z, I'idéal déterminant de ¢ : Mm@ — gnli+1)
est engendré par (u® + p)™ ot h; est la somme des poids de Hodge Tate pour le plon-
gement 7;. Notre hypothese s’écrit donc h; = 1. Nous en déduisons que, pour chaque
plongement 7, les poids de Hodge—Tate de V sont 0 et 1, ce qui signifie bien que V est
de type de Hodge vy.

La réciproque se traite de maniere similaire. ]

Par le théoreme 2.1.11, le module 9 de la proposition 3.1.4, s’il existe, est
unique a isomorphisme pres. Nous obtenons ainsi une bijection canonique entre les
représentations V' de type (vg,t,7) et les modules de Breuil-Kisin de type (vo,t,)
sur R®Zp6.

3.1.2. Genre d’un module de Breuil-Kisin. — Rappelons que S désigne I'ensemble des
plongements de F' dans Q, et que nous avons fix¢é un élément privilégié 79 dans S. Les
autres éléments de S s’obtiennent alors en composant 7y par les puissances successives
du Frobenius agissant sur F'. Nous pouvons écrire :
fil )
_ 2 cipt , _
n- ()"t = (m0 £p)i=o - H (to0 ¢t 0gy)c
€7/ fZ
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et de méme
Z bzp ; .
W =(roep)= " = T (moyloey)”
i€/ fL
ol les ¢; et b; sont des entiers compris entre 0 et p— 1. Il est commode, et nous le ferons,
de considérer que les indices des b; et des ¢; vivent dans Z/ fZ. Posons également

i—1 f-1
Vi = Zcff(@;j)pj + Z cj—ip’

et B; équivalent pour les b;. Pour tout ¢, ces entiers satisfont aux congruences p 'yo =
(mod p/ — 1) et p'Bp = B; (mod p/ — 1) de sorte que nous avons 1’ = 7y o @~ ? et
nN=Tpow ‘o 6}1+6 ‘. Notons que I’hypotheése 1 # 1 assure que tous les entiers 7; sont

compris entre 1 et e — 1, ou de maniere équivalente que le f-uplet (co,...,cp_1) n'est
ni (0,...,0)ni(p—1,...,p—1).

Considérons a présent une Og-algebre R que nous supposons comme habituellement
locale, complete, noetherienne et de corps résiduel kg. Nous notons mp I'idéal maximal
de R. Soit 9 un module de Breuil-Kisin sur R®Zp6 de type (vo,t,?). D’apres la

définition, il existe pour tout ¢ dans Z/f7Z, une base <e£,l), m) de M® dans laquelle

Paction de la donnée de descente est diagonale et donnée par les caracteres n et 7. I
en résulte que la matrice du Frobenius dans ces mémes bases est de la forme

(z) e—ig1 (1)
(16) G(i) _ S1 - u “/(+')1 So
wYitl sy Sy

avec s() € R[[uf]] pour 1 < j < 4 et det G® = (uf + p)a avec a € R[[u]] inversible. Un
changement de base de M) compatible & 'action de Gal(L/F) a pour matrice

(i) e—i (1)
(17) pi—( o uToy
u'”af(;) Uy)
avec 0( D e R[[u?]] pour 1 < j < 4. La matrice de ¢ : M@ — 9+ apres changement
de base s’écrit
. . -1 . )
(18) HO — (P(H‘l)) GDp(PD)

Réciproquement, une famille (G(i))0<i< f—1 de matrices de cette forme définit un module
de Breuil-Kisin et deux telles familles définissent le méme module de Breuil-Kisin de
type né®n’ & isomorphisme pres si et seulement si elles s’obtiennent par des changements
de base de la forme (18) pour 0 < i < f — 1. Le lemme suivant nous permet de définir
la notion de genre d’un module de Breuil-Kisin :

Lemme 3.1.7. — Soit
a— s1 uf sy
u7s3 S4

avec s; € R[[u®]] pour 1 < j <4, v un entier entre 0 et e et det G = a(u® + p) pour o
dans R[[u€]] inversible. Notons 5; = s; (mod u€).

(i) Si 54 est inversible dans R, notons G(G) = 1,,



26 X. CARUSO, A. DAVID & A. MEZARD

(ii) Si 51 est inversible dans R, notons G(G) = Ly,

(iii) Sinon, notons G(G) = I1.
Soit M un module de Breuil-Kisin sur R®z,& de type (vo,t,1) et (GD)ocicy1 une
famille de matrices de Frobenius pour un choiz de bases de MW . Alors la suite des

genres (G(G™))ocics_1 est uniquement déterminée par le module de Breuil-Kisin 9
et est dite genre de M.

Démonstration. — 1l suffit de constater que la définition de G(G) est compatible au
changement de base (18). O

Dans la suite, nous allons énoncer un théoreme de classification (Proposition 3.1.9
des modules de Breuil-Kisin excluant certains genres trés particuliers dont I’étude fera
I'objet d’un article ultérieur.

Définition 3.1.8. — Un module de Breuil-Kisin 9% sur R®Zp6 de type (vo,t,7) est
dit de mauvais genre s’il n’a aucun facteur de genre II et si pour tout 0 < < f—1

1 si G(GUY) =g(GW) =1,
. )0 si g(GQ—l)) =I,et G(GY)=1,,
f—1—i p— 2 i g(G(zfl)) _ g(G(l)) — 7?/7

p—1 si GGUV)=1, et G(GY) =1,

3.1.3. Enoncé du théoréme de classification. — L’objectif du paragraphe 3.1 est de
démontrer les propositions 3.1.9 et 3.1.12 ci-dessous.

Proposition 3.1.9. — Nous supposons soit que R est plate sur O, soit que R = k.
Soit M= MO g ..MU un module de Breuil-Kisin libre de rang 2 sur R®Zp6
de type galoisien n ® ' et de type de Hodge vy.
Alors il existe des éléments o, o/ dans R* ainsi que, pour tout i € {0,..., f—1}, une
base 65;), 65;/)
tels que :

7 \ / . PP \
de MO et des paramétres a;, a; (vivant dans un espace précisé ci-apres)

pour tout 1, ta aonnee ae aescente agit sur e ' resp. e / par e carac ere n (resp.
1 tout i, la donnée de descente agit sur e\ Y l t

/

n');

(2) la matrice G pour 0 <i < f —2 (resp. <a

0/0_1> GU=D pour i = f—1) de

0
@ : MO — MY est de lune des formes suivantes :
e
- Genre [, : (Zztujzﬁ ?) pour a; dans R+ Ru® et, par convention, a, =0 ;

1 aluc it , .
- Genre I,/ : 0 Zue +p pour a; dans R+ Ru® et, par convention, a; =0 ;
. €—Yi+1
a u
- Genre II : (u%il o ) avec a;, @, dans mg et a;a; = —p.
1

De plus, si le module MM n’a pas mauvais genre, on peut choisir a; et a) dans R pour
tout 1.
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Remarque 3.1.10. — Réciproquement, la donnée d’une suite de genres (go, ..., g7-1)
et de parameétres (o, o, ag, ag, ..., ap_1, a}_l) satisfaisant aux conditions de la propo-
sition 3.1.9 définit un module de Breuil-Kisin de type de Hodge v, de type galoisien
n@n et de déterminant ny’ - nr ((—1)™M(aa/)~t) - ¢, olt |II] désigne le nombre de g;
égaux a II.

Remarque 3.1.11. — Le résultat de la proposition 3.1.9 pour R = kg se déduit du
cas R = Op. En effet, il suffit de constater que tout module de Breuil-Kisin de type
galoisien 7 @ 1’ et de type de Hodge v sur kg se releve en un module de Breuil-Kisin
sur O de mémes types puis de réduire modulo wg la matrice a coefficients dans Og
obtenue par la proposition 3.1.9.

Proposition 3.1.12. — Nous conservons les hypothéses de la proposition 3.1.9
et supposons de plus que M n’a pas mauvais genre. Nous nous donnons deux
écritures de M correspondant & une suite de genres (go,...,gf—1) et a des paramétres
(o, ao,ap, ... ap-1,a}_y) et (B, 8',bo, by, ., by—1,b}_) respectivement.

En notant n; le nombre de genres 11 parmi gg, ..., g1, il existe un élément A de R*
vérifiant :

pour tout i € {0,..., f —1}, by =AYV"q; et b, = A\

et, de plus :
~ siny est pair, a« = f3, & = [, tandis que
- siny est impair, ac = BF" et A = % = g_;

Il est alors immédiat de déduire le résultat suivant :

Corollaire 3.1.13. — Dans le cadre de la proposition 3.1.12, nous avons les résultats
sutvants :

1. si le genre de M posséde un nombre impair de facteurs 11, alors 9 admet une
unique écriture avec le parameétre o égal a 1 ;

2. sile genre de M posséde un nombre pair de facteurs 11 et s’il existe un parameétre
a; ou a} qui est inversible dans R (i.e. non nul dans le corps résiduel k), alors
M admet une unique écriture o ce parametre est égal a 1.

3.1.4. Polygones de Newton des éléments de R[[u]]. — Avant d’entamer la démonstra-
tion de la proposition 3.1.9, nous regroupons dans ce numéro quelques résultats (clas-
siques) sur les polygones de Newton que nous utilisons constamment dans la suite.

L’hypothese de platitude que nous avons faite sur R implique que 'uniformisante
wg n’est pas diviseur de 0 dans R. Nous pouvons ainsi définir une fonction vg : R —
NU {oo} comme suit : pour = dans R, vg(z) désigne le plus grand entier n tel que w},
divise z avec la convention vr(0) = +o0. Pour z et y dans R, nous avons :

— vr(xy) = vr(z) +vr(y) avec égalité des que x ou y est dans Op, et

— vr(z +y) = min(vg(x),vr(y)) avec égalité des que vr(x) # vr(y).

Définition 3.1.14. — Soit a = > a;u’ un élément de R[[u]]. Le polygone de New-
ton NP(a) de a est ’enveloppe convexe dans le plan des points de coordonnées (i, vg(a;))
pour ¢ variant dans N et d’un point supplémentaire situé a I'infini dans la direction des
ordonnées positives.
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Lemme 3.1.15. — Soit a,b € RJ[[u]]. Le polygone de Newton NP (ab) est inclus dans
la somme de Minkowski NP(a) + NP(b).
Si en outre a ou b est dans Og[[u]], alors linclusion précédente est une égalité.

Démonstration. — Ecrivons a = Sloaiut, b= 32 biut et ab= > ciul ol les aj,
les b; et les ¢; sont des éléments de R. Pour tout entier s, nous avons ¢; =y . ti=s a;b;
et donc
(19) vr(cs) = min vgr(a;) + vr(b;).

1+7=s
L’inclusion NP(ab) C NP(a) + NP(b) en résulte directement.

Supposons maintenant que tous les a; appartiennent & Op. Pour démontrer 1’égalité
souhaitée, il suffit de vérifier que tout point extrémal de NP (a)+NP(b) est dans NP (ab).
Supposons par I’absurde que ce ne soit pas le cas et notons (s, v) les coordonnées d’un
point M qui est un contre-exemple. Par définition des polygones de Newton, notre
supposition implique en particulier que I'inégalité (19) est stricte. Ainsi, il existe deux
couples distincts (i1, j1) et (i2, j2) avec i1 + j1 = i2 + jo = s et

v o= UR(ailbjl) = UR(ai1)+vR(bj1)
= UR(ainjé) = UR(ai2)+vR(bj2) < UR(CS)'

Les points (i1 + jo2, vr(ai,) + vr(bj,)), (i2 + j1,vr(ai,) + vr(b;,)) sont distincts et ap-
partiennent & NP(a)+ NP(b) par construction. De plus, par ce qui précede, le milieu du
segment qui les joint est (s, v). Ainsi (s, v) n’est pas un point extrémal de NP(a)+NP(b),
ce qui constitue une contradiction. ]

3.1.5. Démonstration de la proposition 3.1.9. — Nous ne traitons que le cas d’un
module n’ayant pas mauvais genre, le cas général étant similaire. Nous commencons
par plusieurs lemmes préparatoires.

s1 ut sy
G = ~
u'ss S4

avec s; € R[[u®]] pour 1 < j <4, v un entier entre 0 et e et det G = a(u® + p) pour o
dans R[[u€]] inversible. Notons 5; = s; (mod u€).

Lemme 3.1.16. — Soit

(i) Si 54 est inversible dans R i.e. G(G) = 1,,, posons
s1—u‘as e—y
BO) = )y "
u e 54

ot a dans R est défini par a = s3/sq4 (mod u® + p). Alors

G = B(@) (“““p 0).

au” 1
(it) Si 51 est inversible dans R i.e. G(G) = Ly, posons

/
e—7y $2—=a S1
S1 U €
— u€+p
B(G) = < s4—uta 53 )

u’ s3 = Tp
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ot @' dans R est défini par o’ = so/s1 = u ®sy/s3 (mod u® + p). Alors
1 dus
G = B(G) <0 ue+p> :
(i1i) Sinon G(G) =11 et posons

u®so—a’sy Q€Y 81=as2
— u®+p u®+p
B(G) - uY sa—a's3 u®s3—asa

u¢—+p u€—+p

ot a,a’ dans R sont définis par a = s1/s2 (mod u¢+p) et a’ = s4/s3 (mod u®+p).

Alors
e~y
G:B(G)<a v >
et aa’ = —p.

De plus, dans tous les cas, B(G) € GLa(R|[u]]).

Démonstration. — (i) Commencons par montrer que la matrice B(G) est bien définie.
D’une part, comme 54 est inversible dans R, s4 est inversible modulo u® + p, ce qui
montre que ’élément a est bien défini. D’autre part, comme det G = 0 (mod u® + p),
nous avons encore a = u~ ¢s1/se. Nous en déduisons que B(G) est a coefficients dans
RJ[[u]] et méme, plus précisément, que la matrice B(G) est de la forme
e—y
<ug;3 b 0402> avec 0; € R[[u°]].

Le cas (ii) est analogue.

(iii) Supposons que 51 et 54 ne sont pas inversibles dans R. Rappelons que det G =
a(u® + p) avec a dans R[[u]] inversible. Ainsi u®sess3 = —ua (mod wgR[[u]]) et
comme u° n’est pas diviseur de zéro dans R[[u®]]/wg R[[uf]], nous obtenons sas3 = —a
(mod wgR). Ainsi sy et s3 sont inversibles dans R[[u¢]], ce qui suffit & entrainer que la
matrice B(G) est bien définie et & coefficients dans R[[u]].

Enfin, de Iégalité det(G) = a(u® + p) avec « inversible dans R, nous déduisons que
le déterminant de B(G) est inversible dans R[[u]] dans chacun des cas. O

Pour t € N, définissons les idéaux de R[[u¢]]

It = { Z;)io aiUEi,ai c R, 'UR(CM) > t— I%},

Lemme 3.1.17. — Supposons t € N. Soit © € R[[uP]] tel que (u® + p)x € I7. Alors
T € It-

‘@.

Izp = {Z;’io aiuei7a/i S R7 UR(G’Z) 2 t -

[y

P
En particulier, nous avons ¢(I;) C I7.

Démonstration. — Si (u®+p)x € I, son polygone de Newton est inclus dans la région
du plan D = {(a, by € RZ b >t — Iﬁ} D’apres le lemme 3.1.15, le polygone de

Newton de x est inclus dans le translaté (—1,0) + D, donc en notant = = Y ;% a;u®,
nous avons vg(a;) >t — ;}%11

tout ¢ > 0 et, par suite, x € I;. ]

pour tout 7 > 0. Nous en tirons vg(a;) > t — ;2 pour
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Lemme 3.1.18. — Supposons t € N*. Soit x € R[[u®]] tel que
(u€ + p)z € u®If + (I Nu°R[[uf]]) + pwd ' R[[u]).

Alors x € Iy1.

Démonstration. — Remarquons que, d’apres le lemme 3.1.15 :
— le polygone de Newton d'un élément de u®I; est inclus dans

{(a,b) eR* [a21,0>0,b>t— 2},
— le polygone de Newton d’un élément de ¢(I; N u®R[[uf]]) est inclus dans
{(a,b)€R2 |a>p,b>0,b>t—lﬁ},
~ le polygone de Newton dun élément de pew’f* R[[uf]] est inclus dans
{0} x [t +1 4 vr(p), ool.

Ainsi le polygone de Newton de (u® 4 p)x est inclus dans I'enveloppe convexe des trois
régions précédentes, représentées en gris sur la figure ci-apres.

t+1+vr(p)

t+1

0 1 p—1 p (-1t (p-1t+1

Il suit alors du lemme 3.1.15 que le polygone de Newton de z est inclus dans la région
délimitée par le trait en gras. Le lemme s’en déduit. O

Lemme 3.1.19. — Soitt € N et

Soit c € {0,...,p—1} tel que 0 < v =py —ec < e. Alors
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0o u®+p , .
(i) Si G = 1) e a € R, alors G(G) =1, = G(Gp(P")) et la matrice

B(Gp(P")) est de la forme

o1 =04=1 (mod u®, I1y1),
ny [ o1 utToy o9 =03=0 (mod wg,u’),
(20) B(Gp(P')) = <u703 o4 > WY gy =0 (mod Iy41),
03=0 (mod I}).

De plus,
0 (mod I;11) sicg {l,p—1},
o3 =1 @(ob) (mod Ipyq) sic=1,
—a?p(ah) (mod I 1) sic=p—1.
(ii) Si G = Lau avec o' € R, alors G(G) =1, = G(Gp(P")) et la matrice
0 wu¢ +p ’ ’ n

B(Gp(P")) est de la forme

or=o04=1 Emod ue,ItH)),
n [ o1 utT oo o9 =03=0 (mod wg,u®),
(21) B(GSD(P )) o (u’YO'g g4 ) avee o3 = 0 (mod It+1),
o9 =0 (mod I}).

De plus,

0 (mod I;11) stc ¢ {0,p — 2},
oo =< (oh) (mod Iiyq) sic=p—2,
—a?p(a}) (mod ;1) sic=0.

ey
(iit) Si G = <5y ua/ , avec a,a’ € R et aa’ = —p alors G(G) =11 = G(Gp(P")) et

la matrice B(Go(P')) est de la forme

o9 =03=0 (mod wg,u),

o1 =04=1 (mod u® I111),
) avec
09 =03 = 0 (mod It+1).

n [ o1 uT o
@) s = (2

Démonstration. — Nous traitons en détails le cas (i), le cas (ii) est similaire. Un premier
calcul donne
Copy— (DR put (o)
’ wl(ap(of) +up(oh)  au @ p(oh) + (o) )

Remarquons que au®P=9p(dh) + ¢(o}) = o} (mod Mp(ey) et det P = ojoy
(mod mp(puey) est inversible car P’ € GLa(R[[u]]). Donc &) est inversible dans R
et G(Gp(P')) = I,,. Il reste & montrer que B(Gy(P')) satisfait (20). Soit b € R tel que

ap(01) + up(o3)

b=
aucP=p(ah) + (o))

(mod u® + p).
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e—y
Ainsi B(Gp(P')) = < o 02> pour

u’ o3 o4
o1 = ¢(0}) —u®bp(a)),
o = (u+p)uPIp(ay),
(W +p)os = ap(oy) +u“p(a}) — abuP=Vp(ah) — bp(a}),
or = au'P"p(ah) + p(0)).
Des hypotheses sur 0 , 1 < j < 4 découle le résultat souhaité pour o1, 04. Pour o9, il

suffit d’appliquer le lemme 3 1. 17. Pour o3, nous avons
(u® +p)os = (a —b) + ap(o] — 1) = bp(o} — 1) + up(03) — abuP~Vp(o3).
Or

a]gp(o_l + uce O./
_1) ; o 3)/ =a (mod I})

au®P=Vp(a3) + o(o})
Comme I/ (mod u®+p) = wh R, nous avons a = b (mod whR). Donc (u+p)p(os) €
I7. Le lemme 3.1.17 implique o3 € ;. Enfin

aploh) +up(0h) Qo) | (08 o oo Ploh)el(0h)

=q
aucP=p(ah) + (o))  wloy) o(oy) p(oy)?

Nous en déduisons que, si ¢ € {1,p — 1}, alors :

(u® + p)oy € uIf + (I N u°R[[uf]]) + po " R[[uc]].
Siec=1,
(u® +p) (o3 — p(0})) € uIf + (I, NuR|[u))) + po ' R[[u’]].
Sic=p-—1,
(u® +p) (03 + a*p(0)) € wIf + (I, N u°R[[u’]]) + pwi ' R[[uc]].

Le lemme 3.1.18 conclut.
Dans le cas (iii), la stratégie est analogue. D’abord les termes diagonaux modulo u¢ de

Gy(P') = ( ap(}) +uo(o)  ut T (aut (o) + w(d)))
uY(p(or) + a'up(03)) uP=9p(a}) + a'p(a})

ne sont pas inversibles dans R, donc G(Gy(P')) = I1. Ensuite nous définissons b, b’ € R
tels que

ap(o}) + uHDp(ah)
auc®P=1=)p(0}) + p(0})
uPp(0}) + d'plo})

(o) + d'up(oy)

ey
La matrice B(Gp(P’)) est alors de la forme (ug(lfg u 0402> pour

b

(mod u® + p)

b=

(mod u® + p).

ut+plor = u(auP1=Vp(ah) + (o)) — V' (ap(o]) + utp(a}))
ap(al) + utp(oh) — blauP~1=p(ah) + ¢(0}))
uP= (o) + a'p(o}) — V' (p(0}) + a'uecﬂﬂ(Us))
ut+plog = u(p(o}) + a'up(ah)) — b(utP=Vp(ch) + a’'p(a}))

Q
w
I

AAE\A
4]
+
\_/\_/E\_/
)
[\
Il
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Nous avons ainsi (u + p)o; = 0 (mod I;f) pour i = 2,3. Comme dans le cas (i), nous
obtenons b = a (mod whR) et V' = d’ (mod whR) et abl = a’b = —p (mod wlR).
Donc (u® + p)(o; —1) =0 (mod I}) pour i = 1,4. Le lemme 3.1.17 donne alors
o1=04=1 (mod I141),
op=03=0 (mod [141).

Les définitions de b et b’ permettent d’obtenir les autres congruences annoncées. O

Soit M un module de Breuil-Kisin de rang 2 de genre n & 1’ et de Frobenius donné
par la famille fixée des matrices G = (G©,...,GU=Y). Convenons d’étendre les suites
(7s) et (G®)) en des suites périodiques de période f définies sur N tout entier. Soit la
suite de matrices (P®®))yey définies par

PO =14, B(g(ﬁ)(p(p(S))) — A pls+1)

TR AT
- u75+10§s+1) U£S+1) ’

avec

ou a§8+1) € R[[u]] (1 <j<4), agsﬂ) = agfﬂ) =1 (mod u¢) et A() est une matrice
diagonale a coefficients dans R.

Lemme 3.1.20. — Supposons que M n’ait pas mauvais genre. Alors, pour tout 0 <
§ < f—1 la suite des PUH™) converge vers une matrice RY) dans GLy(R[[u]]) quand
n tend vers l'infini.

Démonstration. — Etant donné deux nombres entiers s et ¢ ainsi qu’'une matrice M

prenant la forme :
M= 01w
uso 3 04

convenons de dire que M est t-proche de l’identité si :
o1=04=1 (mod I,u®) et oa=03=0 (mod [}).

Une récurrence sur s, a partir du lemme 3.1.19, montre que, pour tout entier s, la
matrice Q) = p(s+/). (P(S))_1 est t-proche de I'identité pour t égal a la partie entiere
de % Ceci permet clairement de conclure.

O

Sous les hypotheses du lemme 3.1.20, nous obtenons par passage a la limite des
matrices R = lim,,_,oo PUt/™ 0 < i < f — 1 qui définissent un module de Breuil—
Kisin isomorphe a 2t de Frobenius donné par la famille de matrices :

HO = (R0 . o(ROY (0<i<f-1)

qui prennent toutes I'une des trois formes suivantes :

- AG (au%’ﬂ 1)

i a  ufTvHt
~ A <u%‘+1 . )
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N (1 ue i+l
~ A®@
A (0 u® + p>

ott A est une matrice diagonale & coefficients dans R. Une derniére normalisation des
vecteurs de base pour éliminer ces matrices diagonales 0 < i < f — 2 permet d’obtenir
I’écriture canonique suivante :

Proposition 3.1.21. — Soit M = MO x ... x MUY un module de Breuil-Kisin
libre de rang 2 sur R®G de type galoisien n ® 1’ et de type de Hodge v satisfaisant
les hypothéses du lemme 3.1.19. Alors il existe o, o/ inversibles dans R et pour tout

1 €{0,..., f—1}, il existe une base e,(f), 67(72;) de MY compatible a l’action de Gal(K/F)
-1

telle que si 0 < i < f — 2 la matrice G® (resp. sii = f —1, la matrice (ao 0/0_1>

G(i)) de ¢ : MO — M) s0it de l'une des trois formes suivantes :

e
- Genre [, : (u tp ?) pour a; € R,

a;ut
1 alus i
- Genre I,y : e pour a}; € R,
0 u+p
a; (s / /
- Genre 1II : it a! avec a;,a; € mg et a;a; = —p.

Comparons enfin deux écritures obtenues via la proposition 3.1.9 d’'un méme module
M. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici I'énoncé (proposition 3.1.12) qu’il
nous faut montrer.

Proposition 3.1.22. — Nous conservons les hypothéses de la proposition 3.1.21 et
nous supposons données deux écritures de N correspondant & une suite de genres
(905 - --,95-1) et a des paramétres (o, &, ag, ay, - . . ,af,l,a}_l) et (8,8 ,b0,by, ..., br_1, blf—l)
respectivement.

En notant n; le nombre de 11 parmi go,...,g;—1, il existe un élément \ de R*
vérifiant :

pour tout i € {0,...,f —1}, b = ACD" g, et b, = A~ a;

et, de plus :

~ sing est pair, o =3, o/ = [,

tandis que

~ sing est impair, oo = [ et X = % = %
Démonstration. — Soit (G )oc;cr—1 et (HW)gcics—1 les matrices correspondant aux
deux écritures de M. 11 existe une famille (P®)ocic f—1 de matrices de passage qui
préservent la donnée de descente et vérifient :

(23) (PANIGO POy = HO  pour 0 <i < f — 1.

Un examen attentif de 'algorithme de réduction de la preuve de la proposition 3.1.21,
montre que les P sont nécessairement de la forme

Pl — <)(\)Z 3) pour 0 <¢ < f—1.

7

Les égalités (23) conduisent pour 0 < i < f—1:
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—sigi=h; =1, ouly,
,U'H—lb /)\u a i+1bg/ﬂia

si0<e <
{ Ai = Nit1, Wi = Hit1,
sii=f—-1: { - 1_ﬁ’“‘°bf /(@ Apa1), dp_y = Broby_y/(opy—1)
po=o'pr1/B, Ao = arp_1/B.
—sig; =h; =11,
si0<i< a; = Aip1bi/Ni, @i = pris1bi/pi,
b >‘l = Hi+1, Ui = )\z+1,
sii=f—-1: aj-1= Bhoby1/(@rr), a}—l = 5/N0blf—1/(alﬂf71)
po=a'\p_1/B', Xo = app1/B
En posant A = A\o/up € R*, nous obtenons le résultat annoncé. O
3.2. Application au calcul d’espaces de déformations. — Adaptant les idées

de [BM2] a notre situation plus générale, nous expliquons, dans ce numéro, comment
utiliser les résultats de la partie précédente pour déterminer les espaces de déformations
RY(vo,n ®n',p) avec p absolument irréductible et vg, t fixés comme au début de la
partie 3.

Nous commencons par rappeler ou établir quelques résultats préparatoires concer-
nant, d’une part, le calcul de la représentation résiduelle d’'une représentation donnée
par un module de Breuil-Kisin et, d’autre part, le calcul explicite de certains groupes
d’extensions de représentations de G

3.2.1. Calcul de la représentation résiduelle. — Soient R une Op-algébre locale
complete noetherienne de corps résiduel kg et 91 un module de Breuil-Kisin sur
R®Zp6 libre de rang 2, avec donnée de descente de L a F. Comme R est en particulier
une W-algebre, rappelons la décomposition (11)

m=m0a. . emib
Nous supposons de plus que chaque 9 (pour i entre 0 et f — 1) est muni d’une
base (eg,), @ )) sur laquelle la donnée de descente agit par n @7’ et telle que la matrice

G® du Frobenlus @+ MO — MEHD) et donnée par I'une des trois formes de la
proposition 3.1.21.

Notons pgy la R-représentation libre de rang 2 de G associée a M et pyy sa réduction
modulo l'idéal maximal de R. Dans cette partie, nous expliquons comment s’assurer
que la kg-représentation résiduelle pgy est irréductible et, lorsqu’elle ’est, comment
la déterminer completement. A partir de maintenant, pour alléger les notations, nous
noterons ¢ & la place de ¢f.

Soit My = O¢ 1 ®s, M le p-module sur R®Z Og¢,1, (avec action semi-linéaire de
Gal(L/F)) associé & pypq, et soit Mp le p-module sur R&yz,0¢  associé & poy.
D’apres la partie 2.1.3 (relatlon (12)), M est I’ensemble des points fixes de My, par 'ac-

tion de Gal(L/F') : pour tout i entre 0 et f —1, nous avons M( )= = H%(Gal(L/F),M ))
De ’écriture de 1, nous déduisons



36 X. CARUSO, A. DAVID & A. MEZARD

Proposition 3.2.1. — Pour tout i entre 0 et f — 1, la famille
(1®ue Yi— 67’6() 1®ue Bze())
(4)

est une base de M’ comme R®W,Lw—i0&p—module. Dans ces bases, la matrice B®

(resp., si i = f—1, la matrice (a ) ) B®) du Frobenius de Mg) dans Mgﬂ)

0 ot
est : p (

v¥i(v+p) O by
- I, : f-1-is
Genre I, < aguth vp1> v ;

d; 1,p

(v ayv by, .
- Genre I : <O vpl(lv—i—p)) v 01—

d; D
a;v v :
~ Genre II : ( ‘0 _ >v_bf—1—l.

vl alyPt
ouv=uetd;=p—1—cp_1_; pour tout i dans {0,..., f —1}.

Démonstration. — Soit ¢ un indice entre 0 et f — 1. Tout élément de M(Li) s’écrit de

(4)

maniére unique sous la forme Ae;” + )\,67(7,) ou X et \ s’écrivent eux-mémes respective-

ment
= E a;u’ et N = g a;-u]
JET JET

avec a;, a dans Ret lim a; = lim o) = 0. Avec ces notations, un calcul immédiat
J—o—0 J—o—0
() (4) (@)

montre que, pour tout g € Gal(L/K), nous avons g()\en + Xe(z,)) = pey’ + ,u’en, avec

W= Za] 0~ Ef )]JrB“L%) woet p —Za (af(g)j‘Lﬁi)-uJ
JEL JEZ

Ainsi )\eg,i) + N eg,) est fixe par Gal(L/F) si, et seulement si les seuls coefficients non
nuls dans A (resp. \') sont ceux pour lesquels j + 8; +; (resp. j + 3;) est divisible par

e. Ceci démontre que la famille indiquée est une base de M 12

Les matrices du Frobenius dans ces nouvelles bases sont obtenues en multipliant
Yi+1 O
les matrices de la proposition 3.1.9 a gauche par <u0 1) ulit1=¢ et & droite

u P . . -
par 0 1 u—PBi—e) puis en utilisant la formule ;11 — py; = —ecy_1_; et son
équivalent pour les b;. O

Par le théoreme 2.1.6 et la proposition 2.1.7, psy est aussi la R-représentation associée
a M;g) muni d’une structure de ¢-module sur R®W(’)57 r par I'endomorphisme <pl<,HF
que, par un léger abus de notations, nous notons encore ¢. Avec les notations de la
proposition 3.2.1, pour tout i entre 0 et f — 1, B®) désigne la matrice associée a ¢
de Mg) dans Mgﬂ). Ainsi, dans la base de M;Q) donnée par la proposition 3.2.1, la

matrice a coefficients dans R@W(’)a r de ’endomorphisme ¢ est :
(24) B = BU-D .@(B(f—Z)) . (pf—Z(B(l)) . (pf—l(B(O)).

Remarquons que, d’apres la forme des matrices B® dans la proposition 3.2.1, les coef-
ficients de la matrice B obtenue par la formule (24) sont en fait dans Row Sp = R[[v]].
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Par construction (voir §2.1.1), la kg-représentation pgy est la kp-représentation de
Goo associée a kg ®p Mg)), vu comme ¢-module sur kg((v)). Notons B = (Z Z) la
réduction, a coefficients dans kg((v)), de la matrice B. Nous définissons la trace et le
déterminant tordus :

T(B)=¢(a)+d- 22, AB) =2 (ad - be),
o(c

(

C
le caractére non ramifié de Gps dans kj qui envoie le Frobenius arithmétique sur un

élément ¢ de kj;, le corollaire I11.1.4.8 de [LB] s’énonce ainsi :

N

avec la convention = 0 si ¢ = 0. Avec ces notations et en notant en plus nr'(d)

Proposition 3.2.2. — La représentation pgy est absolument irréductible si et seule-
ment si ¢ est non nul et les deuzx conditions suivantes sont réalisées :

(i) (pf +1)(valo(T(B)) > p’ val,(A(B)) ;

(ii) val,(A(B)) # 0 (mod p! +1).
Lorsque c’est le cas, notons h et § les éléments respectifs de Z et ky, définis par la
congruence A(B) = —6v" (mod v"*1) (ie. —6v" est le terme de plus bas degré de

A(B)). Alors, il existe une base de kg ®p ME,?) dans laquelle la matrice de ¢ est :

0 suh
1 0
—h

et la représentation pgy est isomorphe a Indgi/ (w2f -nr'(éfl)) ® w (rappelons que w
désigne le caractére cyclotomique).

Remarque 3.2.3. — Supposons que les parametres a; et a correspondant & 9t in-
troduits dans la proposition 3.1.21 sont tous dans 'idéal maximal de R et que le genre
de O fait intervenir un nombre pair de composantes II. Alors, la matrice B est le
produit de matrices diagonales et d’un nombre pair de matrices anti-diagonales. Par
conséquent, elle est diagonale et la représentation résiduelle pgy est réductible.

8.2.2. Calcul de Extévc>o (p,p)- — Nous fixons dans ce paragraphe p une kg-
représentation irréductible de dimension 2 de Gp. Une telle représentation est de
la forme Indgi ) (wQ_ fh ® nr’ (5*1)) ® w, pour un certain entier kA non nul modulo p/ + 1

et § un élément de kj.

L’objectif de cette partie est de décrire ’espace Extéc>o (p,p) des extensions de p par
elle-méme dans la catégorie des représentations de Goo. D’apres le lemme 2.2.9 et la
remarque qui le suit (avec d = 2 et p > 5), cet espace contient (canoniquement) celui
des extensions de p par elleeméme comme représentation de Gp.

D’apres le théoreme 2.1.6 (pour R = kg), la catégorie des kp-représentations de G
de dimension finie est équivalente a celle des ¢-modules étales sur kg((v)). Soit D(p)
le ¢-module étale sur kg((v)), de dimension 2, associé & p. Ainsi 'espace Exté;_(p,D)
que nous voulons décrire est isomorphe & l'espace Ext!(D(p), D(p)) des extensions de
D(p) par lui-méme dans la catégorie des ¢-modules étales sur kg((v)). Fixons une
base B de D(p) et notons B la matrice de ¢ dans cette base. Pour toute matrice A
dans My (kg ((v))), nous notons Dy le ¢-module dont I'espace vectoriel sous-jacent est
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D(p) & D(p) et de Frobenius dans la base B & B donné par la matrice <§ g) .

L’application

Im()l(\/[»j(gg(()(g})))—)XB) —  Ext!(D(p), D(p))
A +—— classe de Dy

est alors un isomorphisme de kg-espaces vectoriels.

Il s’agit maintenant de déterminer I'image de 'application de Ma(kg((v))) dans lui-
meéme qui envoie une matrice X sur la matrice B¢(X) — X B. Nous pouvons supposer
que la base B a été choisie de fagon a ce que la matrice B du Frobenius ¢ dans B soit

de la forme .
0 dv
s=(1 ")

avec 0 dans k5, 0 <h <¢®>—2et h#£0 (mod ¢+ 1).

Proposition 3.2.4. — L’application
Ma (kg ((v)) ke ((v)) kg ((v)
Im(Xn—2>(Bq€(()(())—)XB) - Im(v(ff)(h;z,ld) ® Im(b:ﬁ(Q(fI)d)

(Z g) — (5 (8la) +d), b+ 6(0))

est un isomorphisme de kg-espaces vectoriels.

Lemme 3.2.5. —

_ . k
(i) Le quotient m

{o", n< —q_,_Ll etn# (¢ —1)h (mod ¢%)}.

a pour base

ke((v)
Im($2—1d)

{v", n<0etn#0 (modg®} U {1}.

(ii) Le quotient a pour base

Démonstration. — Soit m un entier relatif. Notons f,,, 'application kg-linéaire de
kp((v)) dans lui-méme qui envoie z sur v™¢(x) — x. Notons M le rationnel 7,

point fixe de z — ¢z + m. Nous traitons simultanément les deux cas du lemme en
démontrant que le quotient kg((v))/Imf,, a pour base I’ensemble

Bp = {v", n<M et n#m (mod )} U {’UM, si M est entier}.

Remarquons que dans le point (i), M ne peut étre un entier & cause de I'hypotheése
h#0 (mod g+ 1).
Les égalités et inégalités

val(z) > M = val,(fim(x)) = val,(x) > M
(25) vz € ki((v)) { val(z) < M = val,(fm(z)) = m+ ¢®val,(z) < M

assurent la continuité de f,, et que I'image de f,, est fermée. Notons que, comme v

est dans le noyau de f,,, tout élément de 'image de f,, est de valuation différente de
M et a un antécédent de valuation différente de M.

Nous affirmons que, pour tout entier n strictement supérieur a M, v™ est dans 'image
de f,,. En effet, la suite (n;);en définie par ng = n et nj 1 = ¢°>n; +m tend vers +oo
et la série — ), ;0" ainsi définie a pour image v" par fy,. Ainsi, toute classe dans
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kg((v))/Imf,, a un représentant qui est un polynoéme de Laurent de degré inférieur ou
égal a M.

De plus, pour tout entier n, 1’élément T _ gy est dans I'image de f,,. Soit
n un entier strictement inférieur & M et congru & m modulo ¢2. Alors I'entier n/ =

— . . . / . .
D= est strictement compris entre n et M et les puissances v™ et v™ coincident dans

kg((v))/Imfy,. Ceci implique que I'ensemble B,,, engendre kg((v))/Im fy,.

Pour démontrer enfin que la famille B,, est libre, il nous suffit enfin de remarquer
que tout élement de Imf,,, de valuation inférieure ou égale & M est en fait de valuation
strictement inférieure & M et congrue & m modulo ¢2.

O

Remarque 3.2.6. — Avec les notations de la démonstration précédente, nous pou-
vons déterminer pratiquement l'image d'une série > a;v* dans kg((v))/Imf,, en
procédant comme suit :

(1) nous tronquons les puissances strictement supérieures a q}—l”l ;

. s e . 2 . N
2) pour tout n strictement inférieur & 2%, nous remplacons v ™ par v”, jusqu’a
q2_1 9 bl

avoir fait disparaitre toutes les puissances congrues & m modulo ¢2.

3.2.83. Exposé sommaire de la stratégie. — Soient p une représentation irréductible
de Gp dans GLy(kg), t un type galoisien de la forme n & 7' et vq le type de Hodge
((0,2))res choisis comme au début de la partie 3. Dans cette partie, nous présentons
une méthode générale de détermination de I’anneau de déformations RY(vo,t, ). Nous
appliquons notamment cette méthode dans la partie 4 lorsque F' est de degré 2 sur Q,,.

Rappelons que le caractére 1) est fixé et satisfait une relation de compatibilité (2)
avec v et t. Pour nos choix de v et t, 1 est donc de la forme

(26) ¢ =mny (=)

ol § est un élément dans O, fixé.

3.2.8.1. Premiére étape : les engeances. — Dans [Ki2] puis dans [Ki5], Kisin démontre
qu’il existe des variétés définies sur Og qui parametrent les modules de Breuil-Kisin
de hauteur < h (pour un certain entier h fixé) a coefficients dans des Op-algebres
locales completes et noetheriennes variables qui sont munis éventuellement de structures
supplémentaires. Les fibres spéciales de ces variétés sont des variétés algébriques quasi-
projectives réduites définies sur kg que Pappas et Rapoport appelent variétés de Kisin

dans [PR].

Etant donnés une représentation irréductible p: Gp — GLo(kg) et un type galoisien
t=n®1n, notons GR5 . ve,t 12 (8) variété de Kisin dont les k-points s’identifient, pour
toute extension finie k de kg, a 'ensemble des modules de Breuil-Kisin sur k ®z, & de
type (vo,t,%) qui sont inclus dans k ®j,, M(ﬁ‘Gva) muni de sa donnée de descente.

8. Les variétés de Kisin apparaissant naturellement comme des sous-schémas localement fermés et
réduits d’espaces projectifs, la donnée de leurs ensembles de points dans toutes les extensions finies de
kg suffit & les déterminer entierement.
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Définition 3.2.7. — Soient p : Grp — GLa(kg) une représentation irréductible de
Gr et t = n @7 un type galoisien. Si E’ est une extension finie de F, un kg/-point de
la variété de Kisin GR35 4 v,,¢ €st appelé une E'-engeance de type t de p.

Remarque 3.2.8. — Lorsque E’ est E et que la situation ne préte pas a confusion,
nous dirons simplement engeance a la place de E-engeance.

De la proposition 3.1.9 appliquée & R = kg et du fait que p est absolument
irréductible, nous déduisons que la donnée d’une engeance est équivalente a la donnée
d’un genre (go,...,gf—1) et d’une famille de parametres (o, o, ag, ay, . - - ,af,l,a}_l)
vivant dans kg, satisfaisant aux conditions de la proposition 3.1.9 et considérés modulo
la relation d’équivalence décrite par la proposition 3.1.12.

La premiere étape consiste a déterminer la liste des engeances de type t de la
représentation p. Pour y parvenir, une possibilité consiste a parcourir tous les genres et
parametres possibles puis, en utilisant la proposition 3.2.2, a sélectionner ceux donnant
lieu a une représentation résiduelle isomorphe a p. Cette étape est entierement algo-
rithmique et nous ’avons implémentée en sage. Nous renvoyons le lecteur a la page
web

https://cethop.math.cnrs.fr:8443/home/pub/14

pour une présentation rapide de notre logiciel sage ainsi que des exemples de calculs.

Remarquons toutefois qu’il devrait étre également possible de déterminer la liste des
engeances en revenant a la définition et en calculant la variété de Kisin GR; 4 v t-
Cette approche sera développée dans un travail ultérieur.

3.2.3.2. Deuziéme étape : construction d’une famille de morphismes. — Soit E’ une
extension finie de E. Pour chaque E’-engeance & = ((¢:)i, (o, '), (a;,a});) de type t
de p, nous définissons une Ops-algebre locale complete noetherienne Rer gy, de corps
résiduel kg, ainsi qu'un module de Breuil-Kisin 9M¢/ g/ sur Re pr comme suit :

(a) Supposons que le genre de & comporte un nombre impair de facteurs II. Nous
posons :
Op (X, Y, i € 1L T, 0 ¢ 1]]
(XiY; + p,i € 10)

Par la remarque 3.1.10, nous obtenons un module de Breuil-Kisin Mg g sur Re/ g
en remplacant dans les formules de la proposition 3.1.9 :

e apar 1let o pard;

e pour les indices ¢ de genre 1), a; par [a;] + T;;

e pour les indices i de genre Ly, a; par [a]] + T ;

e pour les indices ¢ de genre 11, a; par X; et a] par Y;.

RglvEl =

(b) Supposons que le genre de &’ comporte un nombre pair de facteurs II. Alors, d’apres
la remarque 3.2.3, le genre de ¢’ possede aussi un facteur (de genre I, ou I,y) avec
un parametre non nul dans kg. Fixons ig I'indice d’'un tel facteur. Nous posons :

Op|[X;, Y, i € ILT;, 1 ¢ 11U {ig}, Z]]

(XiYi+p,i €1I) '

RglvEl =


https://cethop.math.cnrs.fr:8443/home/pub/14

DEFORMATIONS POTENTIELLEMENT BARSOTTI-TATE 41

Par la remarque 3.1.10, nous obtenons un module de Breuil-Kisin Mg g sur Re/ g
en remplacant dans les formules de la proposition 3.1.21 :

e apar [a] + Z et o par —6([a] + Z)7L;

e a;, (siig est de genre I,)) ou a; (si g est de genre I,/) par 1;

e pour les indices ¢ # iy de genre I, a; par [a;] + T} ;

e pour les indices i # ig de genre I,/, a} par [a]] + T;;

e pour les indices ¢ de genre II, a; par X; et a] par Y;.

Dans les deux cas (a) et (b) ci-dessus, la R¢/ pr-représentation de G associé a Mg g
est de déterminant e et se réduit sur p modulo l'idéal maximal. Nous obtenons donc
un morphisme de Ogr-algebres (locales) fer g de Op ®o, RY(p) dans Re¢r gy, qui induit
I'identité sur les corps résiduels kgy.

Lemme 3.2.9. — Pour tout E'-engeance §', le morphisme fe g se factorise par
OE’ ®OE Rw(VQ,t,ﬁ).

Démonstration. — Convenons de dire qu'un morphisme de Opr-algebres a : O ®o,
RY(p) — Zp est de type (vo,t,) si la @p—représen‘ca‘cion de GF qu’il définit est de
type (vo,t,%). La Opi-algébre Op ®0, RY(vo,t,p) est alors égale au quotient de
Op®0y, RY(p) par I'idéal I = Nker f ol I'intersection est étendue & tous les morphismes
f de type (vo,t,v) (voir la remarque 1.1.1).

Pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer que tout élément x dans I s’envoie
sur 0 par fe . Considérons un élément x dans I et posons y = fer pr(x). Soit également
g: Re pr — @p un morphisme de Opr-algebres. La composée go fer g est alors de type
(vo,t,%). Nous déduisons qu’elle s’annule sur x, ce qui revient a dire que g(y) = 0. Ainsi
y appartient a 'idéal J = Nker g ol l'intersection est étendue a tous les morphismes g
comme ci-dessus. Or, a partir de la forme explicite de R¢ g/, nous déduisons aisément
que l'idéal J est nul. Ainsi nous avons bien démontré que y = f¢ gr(r) = 0 comme
annonceé. ]

Notons fg@ g Op®o, RY(vo,t,p) — R¢r g 'application correspondant a la factori-
sation du lemme précédent. Soit aussi fgrs 'application produit Hg, fer g ot le produit
est étendu & toutes les E'-engeances & de type t de p. Elle prend ses valeurs dans le
< produit local >

Rexplpr = H Re
e

défini comme le sous-anneau du produit Hg, R¢r py formé des familles (z¢/) dont toutes
les composantes se réduisent sur le méme élément dans le corps résiduel kg:. Par ce qui
précede, le morphisme f se factorise par un morphisme

fer: O ®o, RY(vo,t,5) — Rexpler
qui n’est autre que le produit des f&’vE"

Les morphismes fgr: que nous venons de construire vérifient en outre des conditions
de compatibilité. Pour les énoncer, considérons E” une extension finie de E’. L’ensemble
des E’-engeances est alors naturellement inclus dans celui des E”-engeances. De plus, si
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¢ est une E'-engeance, il est clair d’apres les définitions que Opr @0, Rer g >~ Rer pr.
Nous pouvons ainsi définir un morphisme de Ogr-algebres :
Y gt Rexpler — Opr @0, RexplE/

en envoyant une famille (z¢~) sur la restriction de cette famille aux E’-engeances. Ces
morphismes font commuter les diagrammes suivants :

(27) %7 Rexpl,E”
OE” ®OE Rw(v, t,ﬁ) 7wZ)E”,E’
\
Ter Opr @0, Rexpl,E'-
3.2.3.8. Interlude : calcul de l'image d’un morphisme de source R¥(vo,t,5). — Nous

mettons de coté momentanément les algebres Reyp1 g7 et nous intéressons au probleme
suivant (qui apparaitra a plusieurs reprises dans la suite) :

Soient R une Og-algebre et My un ¢-module () sur RQy O tous deux explicites.
Nous supposons que Mz correspond & un morphisme f : RY(vg,t,5) — R.
Comment déterminer 'image de f7

Dans la suite, nous supposerons pour simplifier que la représentation p est telle qu’il
existe une base de son ¢-module sur kg ((v)) dans laquelle 'action de ¢ est donnée par

la matrice
0 sl
1 0 )/)°

Une premiere étape vers la résolution de la question ci-dessus consiste & remarquer
que, d’apres le lemme 2.2.7, application f est surjective si et seulement si 'application
tangente Homo, —aie (R, kgle]) = ExtlgF (p,p) est injective. De plus, la condition p > 5
assure, par le lemme 2.2.9, que ’application restriction de ExtéF (p, p) dans Extéoo (7, D)
est injective. Ainsi, f est surjective si et seulement si I'application

f*: Homo,, —ag(R, kple]) — Extg_ (7, D)

est injective.

Or le fait que R et Mp soient explicites permet de décrire entierement ff. Ex-
pliquons a présent comment procéder concrétement pour y parvenir. L’algebre R
étant explicite, nous pouvons déterminer une base (f1,..., f,) du kg-espace vectoriel
Homo,, —aie (R, kgle]). Pour chaque f;, considérons le ¢-module M; sur kgle]((v))
déduit de Mp par extension des scalaires wvia f;. Etant donné que f; correspond a
une déformation de p, il existe une base de M; dans laquelle la matrice de ¢ prend la

forme : .
0 dv
<1 0 ) +e4;,

avec A; dans Ma(kg((v))). Avec ces conventions, I'image de f; dans Exté;_(p,p) s'iden-
tifie & celle de A; par I'application de la proposition 3.2.4, que nous pouvons calculer
de fagon entiérement explicite a I’aide du lemme 3.2.5 et de la remarque 3.2.6.

9. Nous rappelons que ¢ = npf.
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Maintenant que nous avons déterminé Papplication f¥, nous pouvons vérifier si, oui
ou non, elle est injective. Si elle l'est, le morphisme f est surjectif et son image est
déterminée : c’est R tout entier. Si, au contraire, elle ne ’est pas, notons N son noyau.
Pour tout a dans IV, le morphisme composé « o f prend alors ses valeurs dans kg C
kgle]. Ceci signifie que I'image de f est incluse dans la sous-Og-algebre de R :

Ry = ﬂ Oéil(kE).

aeEN

En outre, une lecture attentive de la démonstration du lemme 3.2.5 fournit une nouvelle
base de Mz dans laquelle la matrice de ¢ est a coefficients dans R;.

Nous nous ramenons, de cette maniere, au méme probleme que précédemment ou
R est remplacée par R;. En appliquant a nouveau la méme méthode, nous pouvons
déterminer si 'application f : R¥(vo,t,p) — Ry est surjective. Si elle I'est, nous avons
déterminé son image tandis que si elle ne ’est pas, nous pouvons exhiber une sous-
algebre explicite Ry de R; dans laquelle f prend ses valeurs et poursuivre ainsi notre
recherche...

Malheureusement, le processus que nous venons de décrire peut ne pas prendre fin
aprés un nombre fini d’étapes; nous entendons par la qu’il est possible qu’aucun des
R,, (pour n dans N) ne soit 'image de f. Usuellement, ce probleme peut étre résolu en
définissant R, comme l'intersection de tous les R,, puis en continuant la construction sur
les ordinaux. Toutefois, nous ne pouvons alors plus vraiment parler de < construction
explicite >. En pratique, nous retiendrons donc que la méthode présentée ci-dessus est
efficace si f est < presque > surjective mais qu’elle ne I'est plus des lors que 'image de
f est tres petite dans R.

3.2.8.4. Troisieme étape : recollement des Rexp pr. — Nous revenons a présent a la
situation exposée a la fin de la seconde étape (§3.2.3.2). Rappelons que nous avons
construit des algebres Rexp1 g7 (011 E’ désigne une extension finie variable de F') munies
de morphismes fE/ : O ®op RY(vo,t,p) — Rexpl 7 vérifiant des conditions de com-
patibilité (27). Le but de cette troisieme et derniére étape — qui est, de loin, la plus
délicate — est de mettre ensemble toutes les Rexp1 g/ afin de déterminer RY (vo,t,p).

Pour ce faire, notre méthode consiste a exhiber une Og-algébre locale noetherienne
complete Reyp munie d’un morphisme de Og-algebres g : Rw(v, t,9) = Rexpl €t, pour
toute extension E’ de E, d’un morphisme de Opgr-algebres Opr @0, Rexpl — Rexpl b7
de sorte que les diagrammes suivants commutent :

fE”
P

E id®g
Opr @0y RY(v,t,D) = Opn ®0p Rexpl jwm,y

T
Opr ®0,, Rexpl,Er

fEl

pour E' et E” deux extensions finies de E avec £’ C E”.
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Remarque 3.2.10. — 1l existe, a vrai dire, une formule qui fournit une algebre Reyp
convenable, a savoir :
(28) Rexpl = @ .]EE’(Rw(V()a t7ﬁ))

El

ol la limite projective est étendue & toutes les extensions finies E' de E et ou les
morphismes de transition sont induits par les 1 g~ . Toutefois, il est généralement
difficile d’appliquer la méthode du §3.2.3.3 pour déterminer fE/(Rw(vo,t,ﬁ)) car le
morphisme fE/ est souvent loin d’étre surjectif. En conséquence, la formule (28) est
rarement exploitable.

Remarque 3.2.11. — Il existe toutefois un cas ol déterminer un anneau Ry conve-
nable est simple ; c’est celui ol la variété de Kisin GR5 4 v,,¢ est de dimension nulle. En
effet, sous cette hypothese additionnelle, les morphismes g~ g sont des isomorphismes
deés que E’ et E” sont assez grands. Nous en déduisons que, quitte & agrandir E, nous
pouvons choisir dans ce cas Rexpl = Rexpl E-

Lemme 3.2.12. — Avec les notations précédentes, le morphisme § : RY (vo,t,7) —
Rexp1 est injectif.

Démonstration. — 11 suit de la définition de RY(v,t,7) que, pour élément 2 non nul
dans R¥(vo,t,p), il existe un morphisme de Og-algebres o : R¥ (vo, t,p) — Z, tel que
a(x) est non nul. Pour démontrer que g est injectif, il suffit donc de montrer que tout
morphisme a comme ci-dessus se factorise par g.

Soit donc a : R¥(vq,t,p) — Zp un morphisme de Og-algebres. Remarquons, d’une
part, qu’il prend ses valeurs dans 'anneau des entiers O d’une extension finie £’ de
E et, d’autre part, que, par définition, la E’-représentation de G qu’il définit, est de
type (vo,t,1). D’apres la proposition 3.1.4, le théoréme de classification des modules
de Kisin (¢f Proposition 3.1.9) et la construction de Rexp g, il existe un morphisme
de Opr-algebres 8 : Regpl 7 — Opr qui fait commuter le diagramme suivant :

1d ®§

OE’ ®0E Rw(VO,taﬁ) OE’ ®(’)E Rexpl Rexpl,E’
(0%
B
Op
Il en résulte directement que « se factorise par § comme nous le souhaitions. ]

D’apres le lemme 3.2.12 ci-dessus, 'anneau de déformations RY(vg,t,5) que nous
cherchons & déterminer s’identifie a 'image du morphisme g. Or, au moins si nous
avons été adroits dans le choix de Reyp, afin que g soit <« presque » surjectif, nous
pouvons déterminer I'image de g a 'aide de la méthode expliquée au §3.2.3.3.

4. Mise en ceuvre de la méthode en degré 2

Nous mettons en ceuvre dans cette partie la méthode du paragraphe §3.2 dans le cas
ou p est une représentation irréductible de F' = Q2. De telles représentations p sont
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de la forme :
Do~ Indg?, <wi+ro+p(1+7’1) . nr/(9)> ® w;

ou G est le groupe de Galois absolu de 'extension non ramifiée F’ de degré 2 de F,
wy (resp. we) est le caractere fondamental de niveau 4 (resp. 2) associé au plongement
fixé 7 de F’ dans E (resp. 1o = T(/]‘F de F dans E), s est dans Z, ry est un entier entre
0 et p—1 et ry est un entier entre —1 et p — 2.

Les cas génériques, i.e. pour lesquels 1 < 7o < p—2et 0 < ry < p— 3, ont déja été
traités dans [BM2], Théoreme 5.2.1. Les auteurs obtiennent une description explicite
des anneaux R¥(vo,t,p), pour les types galoisiens t comme dans la partie 3 :

RY(vortp) ~ {0} i D(t) N D(P) = 0.
~ Og[[X,Y,T]]/(XY +p) sinon.

Nous traitons donc dans cette partie les cas restants. Nous renvoyons a la partie 1.2.1
pour la forme des représentations non génériques et la liste de leurs poids de Serre.

Dans la suite du texte, nous traitons le cas des représentations pour lesquelles ’entier
s est nul; le cas général s’en déduit par torsion par un caractere de Gr. Rappelons
également que nous avons fixé le caractere 1) d’'une maniére compatible avec le type
galoisien t (relations (2) et (26)) en choisissant un élément § dans Oj;. La compatibilité
entre ¢ et le déterminant de p impose de plus que § se réduise sur 6! dans kg.

Dans toute la fin du texte, t désigne un type galoisien choisi comme au début de la
partie 3 : t = (7 ©n')|7,, ol n et 1’ sont deux caracteres distincts de Gal(L/F) dans

5.

Dans [GK] (théoreme A), Gee et Kisin démontrent I’existence de multiplicités in-
trinseques satisfaisant la version cristalline de la conjecture de Breuil-Mézard pour le
type vg et tout type galoisien t. Nos calculs permettent de déterminer presque toutes
les valeurs de ces multiplicités intrinseques, confirmant ainsi une conjecture de Kisin
([Ki5], conjecture 2.3.2).

4.1. Liste des engeances de type t de p. — Un type galoisien t étant fixé, la
premiére étape de la stratégie expliquée au §3.2.3 pour le calcul de 'anneau RY (vo, t, p)
consiste a établir la liste des engeances de type t de la représentation p.

Pour cela, nous listons les genres un par un et, pour chacun d’eux, en utilisant la
7 ‘ . N / /
méthode du §3.2.1, nous calculons en fonction des parametres (o, o, (a;,a})i=o,.. r—1)
la représentation résiduelle associée. Nous ne conservons enfin que les engeances pour
lesquelles la représentation résiduelle correspondante est irréductible et isomorphe a p.

Il convient de remarquer que, pour f égal a 2, les mauvais genres exclus par la
définition 3.1.8 donnent toujours lieu a des représentations résiduelles réductibles. Cela
se vérifie en appliquant les techniques de calcul de la représentation résiduelle de la
partie 3.2.1. Pour les bons genres, le calcul est facile et ne présente pas d’intérét majeur.
Afin de ne pas allonger démesurément la taille de I’article, nous ne le présentons pas ici
mais regroupons simplement les résultats que nous avons obtenus dans le tableau de la
figure 1 (page 46) : pour chaque représentation p, nous indiquons les types galoisiens t
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Représentation p = Indgi/ (x - nr’(0)) Type t Engeances

n n d Genre (o, ') | (ao,a1)

0<ro<p—2 wa? wyP |l (p—2,p—1—10) | Iy xII | (1,671) (0,0)

1<ro<p—2 wy? P 1 (0,p — 7o) OxLy | (1,671 | (0,0)

X =wy o Ly x 11 | (1,6=Y) | (0,0)
0<ro<p—3 wy TPyt (O, p—2—r0) |1Ix1I, | (1,6~ | (0,0)
Ly x Iy | (o, 52) | (1,002)

—1<r <p-—3 WPIFT) b (p— 2~ p—2) | TIxT, | (1,67Y) | (0,0)

0<rm <p-3 wy 1TPAETD g (p—1-71,0) | T, xII| (1,671 | (0,0)

x = Wb L, xII | (1,6~1) | (0,0)
1< <p—4 | oy PO P (p—3-11,0) [ TIxI, | (1,671 | (0,0)

I x Ly | (o, 52) | (1,-1)

Ficure 1. Liste des engeances de type t de la représentation p

pour lesquels la variété de Kisin GR5 . v, st non vide et les engeances qui la décrivent
(les parameétres a;, a;, « et o’ vivent dans kg). Nous renvoyons également au §3.2 de
[Dav] pour la présentation d’un calcul analogue.

Nous remarquons que, pour chaque couple (t,7) correspondant aux lignes du tableau
qui apparaissent en noir, il n’y a qu’une seule engeance. La variété de Kisin correspon-
dante est donc réduite & un point. Au contraire, dans les autres situations, celles qui
apparaissent en bleu dans le tableau, nous sommes en présence de trois possibilités pour
le genre, les deux premiers conduisant & une unique engeance et la troisieme conduisant
a une famille d’engeances paramétrée par kj. Il se trouve que, dans ces cas, la variété
de Kisin est isomorphe a PiE : les engeances paramétrées par le troisieme genre cor-
respondent naturellement a ouvert Zariski & dans P!(kg) tandis que les deux autres
genres correspondent respectivement aux points 0 et oo de P!(kg).

4.2. Détermination de ’anneau de déformations. — Nous continuons d’appli-
quer la méthode du §3.2.3, sachant que nous arrivons a la deuxiéme étape. Dans la
suite, nous traitons uniquement le cas ou p = Indgi ) (wdlfro -nr’ (9)), avec rg entre 0 et

p — 2, autre étant absolument identique.

4.2.1. Cas d’une variété de Kisin de dimension nulle. — Supposons que la variété de
Kisin GRp 4,vo,t s0it réduite a un point (c’est-a-dire que nous sommes dans une ligne
noire du tableau de la figure 1). Notons £ 'unique engeance correspondante et appelons
R¢ I'anneau qui lui est associé par la construction du §3.2.3.2 : nous avons

Re = Op([T, X, Y]|/(XY +p).

La troisieme étape de notre stratégie consiste a exhiber une Og-algebre Reyp vérifiant
un certain nombre de propriétés (§3.2.3.4). Toutefois, nous sommes ici dans le cas
simple ou la variété de Kisin est de dimension nulle. D’apres la remarque 3.2.11, nous
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pouvons donc simplement choisir Reyp = Re. Le lemme 3.2.12 entraine alors que nous
avons une injection § : R (vo,t,7) — Re.

Proposition 4.2.1. — Nous conservons les notations et les hypothéses précédentes et
supposons de plus que la représentation p n’est pas totalement non générique. Alors le
morphisme g est un isomorphisme.

Démonstration. — Nous traitons d’abord le cas du type galoisien ws & w,”, corres-
pondant a d = (p — 2,p — 1 — 1), avec 1 entre 1 et p — 2 (’hypotheése sur p revient a
exclure le cas g = 0). La matrice du ¢-module M¢ sur R¢ @y Og associé est, d’apres
la partie 3.2.1 :

B_ wPP=1) (X o (vP + p) + TyoP) P P
o/vPP=Y (v (vP 4 p) + TpYi0PY) o/ Yo'l )

Apres un changement de base correspondant & multiplier le deuxieéme vecteur de base
2 .
par o/v“P" nous obtenons la nouvelle matrice

B pPe—1) ( Xpvh(vP +p) + Tovp) Syp* (di+1)+p+p?
~ \oh P (v (0P 4 p) + TyYyoP—1)  SYyupte! 1+ Dd

Sk
qui, réduite dans kg[[v]], donne Y > avec h = p* +p+ p?(dy + 1).

0
1 0

Pour une variable Z dans {Tp, X1,Y1}, désignons par Z* le morphisme de Opg-
algebres de R¢ dans les nombres duaux kgle] qui envoie Z sur ¢ et les autres variables
sur 0. D’apres la partie 3.2.2, les images de Tjy, X7 et Y7 dans Exté;c>o (p,p) (décrit par la
proposition 3.2.4) sont respectivement (§v~~P* @+ 0) (Gu=P=P* 0) et (vP" 411 ).
Par le lemme 3.2.5, ces trois vecteurs forment une famille libre. L’application § est donc

surjective, ce qui démontre que 'anneau RY(v(,t,7) est isomorphe & Op[[To,X1.11]]

XaYi+p
Nous traitons maintenant le cas du type galoisien wy’ ¥ & 1, avec d = (0,p — o) et
ro entre 1 et p — 2. L’anneau explicite est dans ce cas %ﬁf})w et la matrice du

¢-module associé peut étre mise sous la forme

Xov + TloP §uP™ 7 (vl + YoT))
v v +p)  §YeuPTVED(y 4 p) )

Les images de Xp, Y§ et Ty* dans Extéoo(ﬁ, p) sont respectivement (fv='~P 0),
(v™4=P Q) et (Hv_dl_pQ,O), qui forment une famille libre. Nous concluons enfin de la
méme maniere que précédemment. U

Remarque 4.2.2. — Le résultat de la proposition 4.2.1 n’était connu auparavant que
pour les représentations génériques [BM2].

Remarque 4.2.3. — L’hypothése < p non totalement non générique > de la proposi-
tion 4.2.1 n’exclut qu’un seul cas dans les deux premieres lignes du tableau : rg = 0
et t = wy’ Bw,?, soit d = (p—2,p—1). Dans ce cas, le début de la démonstration
de la proposition reste valable, mais nous observons que les images de X7 et Y* dans
Ext(,_(p,p) sont toutes les deux égales & (6~1v=P=P 0). L’injection § n’est donc pas
surjective.
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Engeance Anneau Parameétres Matrice Bgr de ¢ sur Mg/
C = € Ze )
Ly x1I Op[[Ter, Ze!] o = —fa~t avBit(y + p) aaheP” Tt (y 4 p)
’ ’ ’
¢ eky, prifen o ap =1 o' ayvirtt a’af)alvpz+d1+1 T a/voP? (vP + p)
a1 = [0€%] + Ty
a=1,a' =§ , ,
Ly x1I O g ([T}, X0,Y0l] ay =T} aavh Tl aalayvP Tt 4 auP HL(vP + p)
¢ =0 XoYo+p a1 = Xo ol pditl a/aé)vp2+d1+1 + a/a/lvp2 (WP + p)
ai =Y
a=1,d = ,
I x I, O [[Xoo, Yoo, Too]] | @0 = Xoo aagvhtl(v 4 p) avP” tditl(y 4 p)
5’ = 00 Xoo Yoo +P a,6 =Y O/aoal’vd1+1 +alvP Oélalvp2+d1+l +O/a/01)p2
a1 =T

FIGURE 2. Matrices du Frobenius sur les ¢-modules Mg

4.2.2. Cas d’une variété de Kisin de dimension supérieure. — Nous traitons, dans ce
paragraphe, le cas de la représentation Indgi ) (wdlfm nr’ (9)), avec g dans {0, ..., p—3},
et du type galoisien donné par n = w;JrTO*p et = w;l ; d est alors (0,p—2—rg), avec

p—2—rodans {1,...,p —2}.

Pour ces données, les E’-engeances sont en bijection naturelle avec P!(kg/) pour
toute extension £’ de E. En suivant & nouveau la stratégie expliquée dans la partie
3.2.3, nous considérons une extension E’ de E et nous associons & chaque E’-engeance
¢, la Opr-algebre explicite R ainsi qu’'un module de Breuil-Kisin 9% sur R5/®Zp6
définis dans le §3.2.3. Pour tout &', posons

Me = H(Gal(L/F), 0s @6 MY).

D’apres les résultats de la partie 2.1.3, 'espace Mg muni du Frobenius ¢ = ©? s’identifie
canoniquement au ¢-module associé a la restriction a G, de la représentation de G
correspondant a M. De plus, la proposition 3.2.1 et la formule (24) fournissent un
moyen explicite pour calculer la matrice de ¢ agissant sur M.

Dans le cas qui nous intéresse, nous trouvons, apres calcul, les résultats regroupés
dans le tableau de la figure 2 (page 48). Au niveau des anneaux de déformations, nous
obtenons un morphisme de Op/-algebres fr de O ®p, RY(p) dans 'anneau explicite

RexpLE/ - H k; Rg/
é‘l

B/

ou la notation ci-dessus désigne le « produit local ». D’apres le lemme 3.2.9, ce mor-
phisme se factorise en un morphisme fg : Op ®o, RY(vo,t,p) — Rexp, - De plus,
si E” désigne une extension finie de E’, nous avons un morphisme ¥ g gr : Rexpl 5 —
Opr @0, Rexpl, g rendant commutatif le diagramme suivant :

&/ RexpLE”
Opr ©op RV (vo,t,7) Vom0
\

Ter Opr @0y, RexplB/-
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Notons Vg la Rexpl pr-représentation de G correspondant a fgr. L’action de ¢ sur
le ¢-module Mg associé a (Vir)g,, s'obtient en mettant ensemble les matrices qui
apparaissent dans le tableau ci-dessus.

Suivant la stratégie de détermination de I'espace de déformations expliquée dans le
§3.2, nous devons maintenant exhiber une Opg-algebre explicite Reyp telle que, pour
tout E' comme précédemment, le morphisme fg se factorise par O ®0 » Rexpl. Pour
construire Reypl, nous cherchons pour chaque engeance &' € P!(kg/) une nouvelle base
de Mg, de fagcon a ce que les matrices des ¢-modules exprimées dans ces nouvelles
bases < se ressemblent > davantage. Une premiere tentative conduit a considérer les
changements de base que voici :

¢ Changement de base P Matrice P~* Be/¢(P) de ¢ dans la nouvelle base

¢ € kX —ay 0 - 0 Sv¥ (v + p)
B vl vt P +p  pa’ + pavh + (/alar + o)t + alvP
¢ =0 —ay « - 0 Sv? (v + p)
vt dajvTt P +p  pa’al + aarvh 4+ o/afjuhtl 4+ o’ aloP

1 0
’_
=00 (aovl O/Ul)

Nous observons que les matrices sont analogues a la différence prés qu’aucun terme
en vP n’apparait sur le coefficient en bas & droite dans le cas £ = co. Le but du lemme
suivant est d’unifier définitivement ces écritures.

Y. 0 Sv? (v + p)
P +p  day + paagyh + (aag + o’ap vt

Lemme 4.2.4. — Soit R une Ogr-algébre locale noetherienne compléte de corps
résiduel kg et soient 6, a, b, ¢ et d des éléments de R. Nous supposons que p divise
a, que § est inversible dans R et que ab = —dp?. Alors il existe un élément ¢ € R tel
que les matrices

- 0 svh (v + p) ot M — 0 Sv¥ (v + p)
WP +p a4 bv® 4 coBH 4 doP W 4+p a+bv 4 dphtl

définissent des ¢p-modules isomorphes sur R®ZPO£-
De plus, nous pouvons choisir ¢ congru a c modulo p et dépendant de facon analytique

de 6,a,b,c,d.

Remarque 4.2.5. — La dépendance analytique énoncée dans le lemme 4.2.4 signifie
qu’il existe une série F(A, A, B, C, D) a coefficients dans R telle que ¢ = F(4,a,b,c,d).

Démonstration. — Tout au long de la démonstration, nous posons :
A=a+bv" + oM 4 doP, B=a+bv® + Pt S =P +p et T = o™ (v+p).
Les matrices M et M’ définissent des ¢-modules sur R®ZP Q¢ isomorphes entre eux si

et seulement s’il existe une matrice

X ~
P= <Z g) € GLy(R&gz,O¢)



50 X. CARUSO, A. DAVID & A. MEZARD

telle que M'¢(P) = PM. Si tel est le cas, les éléments x,y, z, ¢ de R®Zp05 satisfont le
systeme suivant

Sy =T¢(z)

Tx + Ay = To(t)

St = S¢(x) + Bo(z)

Tz + At = S¢(y) + Bo(t)

Nous allons donc exhiber un élément ¢’ dans R, analytique en 6, a,b,c,d tel que les
matrices M et M’ soient équivalentes, i.e. que le systeme (29) ait une solution. Nous
cherchons z sous la forme z = (v + pP)(§ + 2’) avec £ dans R et 2’ dans vR|[[v]]. Le
systeme (29) se réécrit

(29)

Sy =T + pP) (€ + ¢('))
Tx+Ay—T¢()

= Sp(x) + B + p)(€ + 6(2'))
(U+P”)(§+z) So(y) + Bo(t) — At

2
En posant U = 12" — p(p—1) _ pyp(p=2) 4 ... 4 (—p)P~1, nous arrivons A :

vP+p
y = TUE+¢(2"))
p(t) —x = AU+ ¢(
t—¢(z) = BU(E+¢(2))
En éliminant x, nous trouvons :
(Id—¢*)(t) = BU(& + ¢(+)) — o(AU)(€ + ¢*(2)).

Nous en déduisons une expression en t en fonction de 2’ :

(30)

o o
t=7+&) ¢"(BU — ¢(AU)) + ) ¢* (BU(2') — $(AU)$* ().
i=0 i=0
pour un certain élément 7 de R. Nous allons démontrer que, pour 7 = 1, le systeme
(30) a une solution. En remplacant y et ¢ par leurs valeurs dans la derniére équation
de (30), ceci revient & montrer qu’il existe ¢/, £ et 2’ solutions de

(31) T(v+p)(€+2) =9g(c,&7)

9(¢,€,2") = SH(TU)(& + 6*(2"))
+ B+ BEY ¢TH(BU — ¢(AU)) + BY  ¢* T (BUG(2') — p(AU)$*(2))

1=0 =0

— A= ALY ¢ (BU = ¢(AU)) — A ¢*(BUS(Z') — 6(AU)H*(2')).
i=0 i=0
Pour résoudre cette équation, nous procédons par approximations successives. Nous
allons construire par récurrence des suites convergentes (£,,)n>0, (¢, )n>0 & valeurs dans
R et (z)n>0 & valeurs dans vR[[v]] qui convergent vers une solution de (31). Posons
pour initialiser la construction &y = 0, z{, = 0, ¢, = ¢. Supposons & présent que &,, ¢,

et z;, sont construits pour un certain entier n. Nous allons déterminer &,1; et ¢, de
facon a ce que g(c),,1,&n+1,2,) soit divisible par T'(v + pP).
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Nous remarquons que tous les termes de g(c), +1,§n+1,zg) sont divisibles par v®.
Comme T = dv¥ (v + p), la divisibilité par T(v + pP) est équivalente & ce que

9(¢h1,&nt1, 2,) s'annule en v = —p et en v = —pP. En isolant les termes

(s — oM 5 d? et GupaopPtlo™

dans l'expression de g(c}, | 1,&n+1,2,), nous voyons (apres calcul) que ces conditions
d’annulation se réécrivent sous la forme :
G —C—d(=p)P Bt —dp&ui = PPl Sa(d) gy — e —d(=p)Pm BT Enpa),
i1 —c—d(=p)Pmh7t = pP-Si(¢y —c—d(=pPT N &),

ou Si et Sy sont des séries formelles en deux variables a coeflicients dans R. Nous en
déduisons que (¢, ; — ¢ — d(—p)P~h =1 &, 1) est un point fixe de I’application :

for1: R® — R?
(x’y) = (ppsl(x,y)app_l(s_lsl(xay) —pp_25_152($,y)).
Or cette application est manifestement contractante. L’existence des éléments c¢,41 et
nt1 s’ensuit. A partir de 1a, nous définissons z;, ; par

g(c;1+17§n+17 z1/1)
dvd (v 4+ p)(v + pP)

/
Zpp1 = —&nt1 +

dy

et vérifions que 2, ,, est multiple de v en regardant le coefficient en v™ dans

91 Ens1s 2h).
Il s’agit & présent de montrer que les suites ainsi définies (&), (2],) et (c},) convergent.
Pour cela, montrons par récurrence sur n que
e p" divise ¢, — ¢}, et &, — &1,
e le polygone de Newton NP(z], — 2/ ;) est situé dans la zone grisée P,, définie dans
le graphe ci-dessous.

0 1 pn+1

Par un abus de notation limité a la fin de cette démonstration, notons ¢ : (z,y) —
(p?xz,y). Supposons que les hypotheéses de récurrence sont satisfaites pour un entier
n > 1. Alors

NP(¢(2,) — d(2,-1)) C &(Pn)

d’ou nous déduisons

NP(U¢(z,) = Ud(z-1)) C 6(Pn) + (0,p — 1)
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car NP(U) a une seule pente qui vaut —1/p comme celle de ¢(P,,). Un calcul montre
que fn, = fn—1 (mod p”+p2+p*1). Ainsi, si t, et t,_1 sont respectivement les points
fixes de f, et fn,_1, nous avons

Faltn1) = fai(tn1) = o1 (mod p"*P+71)

Donc frlf(tn,l) = tp—1 (mod p”+p2+p_1) pour tout k& dans N. Comme f,, est contrac-
tante, en passant a la limite sur k, nous trouvons t,, = t,—1 (mod p"+p2+p_1) et, par
suite :

(32) d =d, ; (modp"™) et & =& (mod pth).

Enfin :
(C/n-i-l, £n+1a Z;L) - g(clna &ns Z;L_l)

dvdt (v + p) (v + pP)
Les calculs précédents garantissent que le polygone de Newton du numérateur de la
fraction ci-dessus est situé au dessus de la droite reliant les points (0,n + p? — 1) et
(p?(n + p? —p —1),0). Or, la division par dv® (v + p)(v + pP) translate le polygone de
Newton d’au maximum (—d; —2,0). Nous concluons alors la récurrence en remarquant
que 2, — z, n’a pas de terme constant.

De (32), nous déduisons que ¢ = ¢ (mod p). Et, enfin, en reprenant point par point
les étapes de la démonstration, nous constatons que le ¢ que nous avons construit
dépend effectivement de fagon analytique de a, b, ¢, d et ¢ (sachant que le point fixe
d’une application contractante s’obtient comme la limite des itérés successifs d’un point
initial quelconque). O

g
Z;H—l - Z;L =& —&ny1 +

Posons & présent Rexp = Og[[X,Y, Z]]/(XY + dp?) et considérons le ¢-module libre
de rang 2 sur Rexp1®z;p(95 sur lequel l'action de ¢ dans une base est donnée par la
matrice

0 Svh (v 4+ p
v(P +p) Xv4 Yohtl 4 Zyh+2)-
Pour tout & dans E’, considérons le morphisme

he - Opr @0y, Rexpl = O/ [[X,Y, Z]] /(XY + 6p?) — Rer

défini par :
X — po
—sif ek} Y= pa
Z — F(4, pd, pa, &' apar + o, o)
X — pd'a)
—sié=0: Y= ay
Z — F (4, pd/al, aar, ap, o'al)
X — da
—sif =00: Y = paag

7w aag + ag
ou a, o, ag, ag, a1, a] s’expriment en fonction des variables de Rer comme indiqué dans
le tableau du début de la partie 4.2.2 et on F(A, A, B,C, D) est la série dont il est
question dans la remarque 4.2.5. Le produit des fleches hes définit un morphisme hpgr :
Op' ®0y Rexpl — Rexpl,rr- En outre, les applications hg: sont définies de facon a ce

que Reypl, E’®Rexp1Mexpl soit isomorphe a Mpg/. D’autre part, nous remarquons que
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hg est injective pour tout E'’. La proposition 2.2.11 entraine alors 'existence d’'une
factorisation de fgr :

~ G il /
fE’ : OE’ ®(’)E Rw(VOat’p) g—E> OE' ®(9E Rexpl —E> Ry

De plus, ces factorisations commutent aux changements de base, dans le sens ou ’ap-
plication g s’identifie & Id ®gg pour toute extension finie £’ de E. Le lemme 3.2.12
s’applique ainsi et assure que le morphisme gg : Rw(vo,t,ﬁ) — Rexpr est injectif. A
ce stade, il reste a déterminer son image par la méthode du §3.2.3.3. Pour cela, nous

remarquons que la matrice de ¢ agissant sur kg Qg ) Mexpl s’écrit :

0 Sydrt2
Pt X 4 Yot 4 Zpdat2 |-
Dans la nouvelle base ot le second vecteur a été multiplié par vP+!, elle prend la forme :

0 9~ LyP*+p°+di+2
1 XoP’tpP—p Ly’ +pP—ptdi | zypP+p?—ptditl

qui a été considérée dans la partie 3.2.2. Notons X* : Rexp1 — kple] (avec, rappelons-
le, €2 = 0) le morphisme de Og-algebres qui envoie la variable X sur € et les autres
variables Y et Z sur 0. Définissons également Y* et Z* de maniere analogue. Un calcul
élémentaire montre que les images de X*, Y* et Z* dans Extéc>o (p,p) sont respective-
ment

(GvP=172,0),  (6vP72,0), (07P71,0)

ol, ici, nous avons identifié Ex‘clgoO (p, p) avec sa description explicite donnée par la pro-
position 3.2.4. Tl résulte du lemme 3.2.5 que ces images sont linéairement indépendantes
dans Extéoo (p,p) et, par suite, que 'application tangente & gg est injective. Nous en
déduisons que gg est surjectif; c¢’est donc un isomorphisme.

Au final, nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 4.2.6. — Soit p = Indgi/(wi”w“ - nr'(0)) pour un entier ro dans
{0,...,p—3}. Alors l’anneau de déformations RY(vq,t,p) s’identifie %.

Démonstration. — D’apres ce qui précede, I’application gg réalise un isomorphisme
entre RY(vo,t,p) et %. Or cette derniere (Op-algébre est isomorphe a
70&[[;(:;’22)“, l'isomorphisme étant obtenu par exemple en envoyant X sur 6 'X, Y
sur Y et Z sur Z. O

4.3. Calcul des multiplicités intrinséques. —

Dans cette derniere partie, nous appliquons les résultats précédents aux calculs des
multiplicités intrinseques (mz(0))sepp) des poids de Serre de p. Le théoreme A de
[GK] fournit la conjecture 1.1.2 pour vq et tout type galoisien t. Il assure également
que mp(o) est non nulle si et seulement si o est un poids de p. Le théoreme s’écrit donc
ici

MGal(VO’ t, ﬁ) = Z mV07t(U)mﬁ(0—)'
c€D(p)ND(vo,t)
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Représentation p = Indg; (x-nr'(9)) | Typet=n@®n" | Poids de Serre dans D(t) N D(p)
: - —2—70,0) @ det' 0P
O0<ro<p—2 w;’@abp (p 0 ) .
(p—1—r9,p—2)@det
: —1—70,p—2)®det™
x:wi”" 1<ro<p—2 WP P a1 (p 70, P ) ® de
(To—l,p—1)®]l
0<ro<p—-3 witro=p g =1 (7"0Jr1,10—1)®det_1
? ? (p — 2 —To, 0) X detl-H'U_p
0,p—3—r1) ®det~1HPE+T)
-1<rm<p-3 w§(1+ﬁ) ® wy! (0,p 1) e
- —z—T (S
(p—2,p—2—r1) @det’ "
. _ : —2,p—2—r) @detP1Fr)
x = wP@ 0<r <p-3 wy TP g q (b=2.p 1)
(p - 1) Tl) ®1
-1<rm<p-—4 W HP(rit2) o —p (p—1,711+2)@det™®
: 2 (0,p— 3 —r1) ® det~ 1P+

FiGUure 3. Poids de Serre communs a la représentation p et au type t

Pour les types t considérés ici, nous avons D(vo,t) = D(t), la multiplicité my, (o)
vaut 1 pour tout o dans D(t) et ’ensemble D(t) est décrit par une formule combinatoire
rappelée dans la partie 1.2.2 (voir [BP] et [Dav]). Nous obtenons donc ’équation

pea(vo,t,p) = > my(0),

c€D(B)ND(t)

avec mz(0) dans N* pour tout o dans D(p). Le tableau de la figure 3 (page 54) ras-
semble, pour les représentations p non génériques, les types t ayant des poids de Serre
en commun avec p et ’ensemble D(p) N D(t) de ces poids communs. Le code couleur
utilisé dans ce tableau est le méme que celui que nous avions introduit pour le tableau
de la figure 1 : le bleu correspond aux couples (p,t) pour lesquels la variété de Kisin
est isomorphe a IP)}CE. Nous nous apercevons que les lignes bleues sont exactement celles
qui contiennent un poids modifié de p. Les résultats de la partie 4.2 se résument donc
comme suit.

Théoréme 4.3.1. — Soit p une représentation irréductible et t un type galoisien
comme dans la partie 5.

(i) Supposons p non totalement non générique. Alors nous avons :

Rw(V07t7ﬁ) ~ {0} si D(t) N D(ﬁ) _ @ :
% si D(t) N D(p) contient un poids modifié de p ;

M sinon

(XY +p) '

(ii) Supposons p totalement non générique, c’est-a-dire de la forme Indgi/ (wq-mr'(9))

ou Indgi/ (wWh-nr'(9)). Soit t un type galoisien tel que D(t) contient le poids modifié
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de p ; alors nous avons
Op([X,Y,T]]
(XY +p?)

Remarque 4.3.2. — Le seul cas du tableau de la figure 3 (page 54) qui n’est pas traité
par le théoreme précédent est celui ou la représentation p est totalement non générique
et ou les poids communs a t et p sont exactement les deux poids non modifiés de p
(rappelons que p a alors trois poids, dont un seul modifié, voir le début de la partie
4). D’apres la remarque 4.2.3, anneau RY(vy,t, ) s’identifie alors & un sous-anneau
Og[[X,Y,T]]

(XY +p)

RY(vo,t,p) ~

strict de

Nous observons que, dans tous les cas du théoreme 4.3.1 pour lesquels ’anneau
R¥(vo,t,p) n'est pas nul, la multiplicité galoisienne pga(vo,t,p) est 2 et 'ensemble
D(t) N D(p) est composé d’exactement deux poids. Ainsi pour tout poids de Serre o de
P, nous avons : si o est contenu dans un D(t) pour un t tel que RY(vq,t,7) est prédit
par le théoreme 4.3.1 et est non nul, alors ¢ a multiplicité intrinseque 1 dans p.

Or, tout poids de Serre de p est dans un tel D(t), sauf :

e si p est de la forme IndGF (Wi L. () @ wj ou IndGF (w4(p b, nr' () ® ws, le
poids de Serre (modifié) totalement irrégulier (p—1,p— 1) ®@det® (avec s’ = s—1
ous =s—p);

e si p est totalement non générique, I'unique poids de p qui est non modifié et qui
n’est pas le symétrique du poids modifié, c’est-a-dire le poids (p — 1,p — 2) @ det®
(resp. (p — 2,p — 1) ® det®) pour la représentation Indgi/ (wg - nr'(0)) ® W (resp.

IndgF (@} - nr'(0)) @ ws).
Nous en dedulsons le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.3. — Soit p une représentation continue irréductible de GQp2

dans GLo(F,)

(i) Supposons que p n’est pas totalement non générique et n’a pas de poids totalement
irrégulier. Alors les quatre poids de p ont pour multiplicité intrinséque 1.

(ii) Supposons que p posséde un poids totalement irrégulier. Alors p n’est pas totale-
ment non générique et les trois poids de p qui ne sont pas totalement irréguliers
ont pour multiplicité intrinseque 1.

(iii) Supposons que p est totalement non générique. Alors le poids modifié de p et son
symétrique ont pour multiplicité intrinséque 1.
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