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Équations aux dérivées partielles/Partial DifferentialEquations

Sur un problème variationnel non compact: l'effet de petits
trous dans le domaine

Olivier REY
Résumé— On s'intéresse dans cette Note au problème : —Au=u(N+2)/(N-2),u>0 sur (ïd; u=0 sur

dQd, où Qd est un ouvert borné régulier de RN
, N>3, privé de p disques de rayon d. On montreque pour d suffisamment petit, l'équation admet au moins p solutions, et que, sous des conditions

supplémentaires, elle en admet au moins 2P— 1.

On a variational problem with lack of compactness: the effect of small holes in the
domain

Abstract — We are interested in the problem: —Au=u(N+2)/(N-2), u>0 on iïd; u=0 on dild, whereild is a smooth and boundeddomainCï in RN, N>3, deletedfrom p discs of radius d. We show that,
for d small enough, the equation has at least p solutions, and that, under some further conditions, it
has at least 2P— 1 solutions.

1. INTRODUCTION. — Soient fi un ouvert borné régulier de RN, N>3; X1 . .
., XP p

points distincts de Cl et d un réel strictement positif. On note :

où B(Xi, d)<=Çi désigne la boule fermée de centre Xi et de rayon d.
On s'intéresse au problème :

Si l'on suppose d suffisamment petit, on sait déjà d'après [4], que (1) admet toujours
au moins une solution. Sans restriction sur d, l'existence d'une solution a été établie
dans [2].
On note, dans la suite, 8x la masse de Dirac au point X, et on pose :

ou S est la constante d'injection de Sobolev-indépendantede Q [3] :

Nous montrons le théorème suivant :
THÉORÈME 1 (1). — Pour tout i, 1<i<p, il existe do>0 tel que (1) admettepour d<do

une solution u qui se concentre autour de Xi, c'est-à-dire :
| V u |2 — \i 8xi. quand d -* 0, au sensdesmesuressurÇî.

Pour d'assez petit, (1) admet donc au moinsp solutions.
Notons maintenantM(Xi1,

. . ., Xik) la matrice (aa&)1Sa<!i^k, définie par :

G étant la fonction de Green du Laplacien sur Q, H sa partie régulière. On a donc :

Note présentée par Haïm BRÉZIS.
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avec H harmoniquepar rapport à chacune des variables et G nulle sur le bord de Q x Q.
Le théorème 1 se généralisecomme suit :
THÉORÈME 2. — (i) Soit keN, 1^k^p. On suppose que la matrice symétrique

M(Xi1,
. . ., Xik) est définie positive. Il existe alors do>0 tel que (1) admet pour d<do

une solution u qui se concentre autour des Xi1 , . . ., Xik, c'est-à-dire :
k

| V u \2 — u Y, Sxii. quand d-*0, au sens des mesures sur Q.

(ii) Si M(X1,
. . ., Xp) est définiepositive, (1) admet, pour d'assez petit, au moins 2P— 1

solutions.
Remarque 1. — Le théorème 1 correspond au cas k= 1 dans le théorème 2.
Remarque 2. — L'ouvert îî et un nombre 8>0 étant donnés, il existe 8'>0 tel que si

IXj-Xj-I^S, \/i¥=j, et d(Xi, dCi)^8', Vi, alors M(Xi,
. . ., Xp) est définie positive. Eneffet, quand 8' tend vers 0, G(Xi, Xj), i¥=j, reste uniformément borné, tandis que

H(Xi, Xi) tend uniformément vers +oo pour tout i.
Remarque 3. — Si M(X1;

. . ., Xp) est définie positive, alors M(Xi1, . . ., Xik) estdéfinie positive pour tout {i1 . . ., ik}<={ 1, . . ., p}. Le nombre des parties non vides
de {1,

. . ., p} est 2P—1. (ii) est donc une conséquencede (i).

2. DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES. — D'après les remarques précédentes, il suffit de
démontrer (i) du théorème 2. On introduit sur H01 (Qd) la fonctionnelle

Les points critiques u>0 de K sont solutions de (1).
Si A-eR*+ et YeRN, nous désignons par U^, Y la fonction

(7) U, Y(y)=^(N-2)/2(1+>t2|y-Y|2)(2-N)/2 sur RN

et par PU,, Y sa projection sur H10(Qd), c'est-à-dire l'unique élément de H10(Qd) qui vérifie
APU,,,Y=ÀU,,Y sur Qd. (N(N-2))(N-2)/4U,,Y est solution de (1) sur RN. De plus :

Soit keN, 1 gk^p. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
(Xi1,

. . ., Xik)= (X1, . . ., Xk). De la même manière que dans [6], nous allons chercher
un point critique de K sous la forme :

(9) u=E«iPUi+v,
i=1

où PUi=PUi. Yi avec Ai grand et Yi proche de Xi, ai est un réel proche de
(N(N—

2))(N- 2)/4, v est petit en norme H10 (Q.d) et appartient à l'espace E(Xi) (Yi) défini par :
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la fonctionnelle K( £ oi PUi+v ). On démontre alors la proposition :

PROPOSITION. — u= £ ai PUi+v est un point critique de K si, et seulement si, il existe

des réels Ai, Bi, Cil, i=1,
. . .,p; l=1, . . .,N tels que (oc, X, Y, v) satisfont les équations

suivantes :

On fait le changement de variables :

avec les hypothèses

où C et les constantes no, va seront fixées par la suite.
On a alors le lemme suivant, dont la démonstration est très similaire à celle de la

proposition 4 de [6] (voir aussi [1]) :
LEMME. — Soit C fixé. Il existe do, no, va>0 tels que si (n, A, x) vérifie (H) et si

d<do, il existe v e E(Xi) (Yi), Ai, Bi, CileR tels que (oc, X, Y, v) satisfait (E4) avec les
coefficients Ai, Bi, Cil.
De plus, les estimations de la norme H01(nd) de v et des coefficients Ai, Bi, Cil

permettent après calcul de réécrire le système formé par les équations restantes de (E)
sous la forme :
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où Vi, Wi, Zil sont des fonctions continues qui vérifient

(13)

Supposons maintenant que M(X1, . . ., Xk) soit définie positive (ce qui est toujoursvrai si k = 1). La fonction définie par :

admet sur (R-+)k un minimum atteint en un point (A1, . . ., Ak).En posant Ai=Ai +A'i, (E' 2) se réécrit sous la forme :

(E"2) A'i= W'i (d, n, A', x)
où W'i est une fonction continue qui satisfait la même estimation que Wi. Dans ces
conditions, le théorème du point fixe de Brouwer assure que pour d assez petit, le système
(E') admet une solution, qui vérifie de surcroît les estimations :

où p est une constante strictement positive, u = £ oci PUi+ v est alors, par construction,
i = 1

solution sur Q,d de l'équation :

(15) -Au=|u|4/(N-2)u.
Il reste à montrer que u est positive. En multipliant (15) par u =max(0, —u) et en

intégrant sur Qd, on obtient

L'inégalité de Sobolev :

|u~ |2N/(N-2)= |v|2N/(N-2)=S TIH1 "~*0 quand d->0 permettent d'en déduire que pour
d assez petit, nécessairementu =0, d'où, d'après le principe du maximum fort, u>0 sur
Qd. u est donc bien solution de (1). Par ailleurs, on déduit de (7), (8), (12), (14) que

( 1) R. Lewandowski me signale qu'il a obtenu un résultat similaire au théorème 1.
Note remise le 16 février 1989, acceptée le 20 février 1989.
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