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Concentration des solutions d’equations
elliptiques avec nonlinéarité critique

Olivier Rey

1 Introduction et résultats

Nous revenons dans cet article sur les problemes du type

—~Au = u? + f(z,u) sur Q

(P) u>0 sur {2
u=0 sur Jf)
N+2

ot ) est un ouvert régulier de RN, N >3, p= i et f(z,u) est un terme d’ordre

—2
inférieur a u?, c’est-a-dire
f(z,u)

. —0 quand u — 400
u

L’exposant p est critique du point de vue des injections de Sobolev, dans le sens ou
Iinjection de LP*1(Q) dans H}(?) est continue mais pas compacte. Il en résulte que la
fonctionnelle associée au probléme :

1 1
Ty =g [ 1Vl =g [ = [P0

avec F(z,u) = [;° f(z,t)dt, ne vérifie pas la condition de Palais-Smale : il existe
des “points critiques a ’infini”, correspondant a des phénomenes de concentration en
certains points du domaine.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons plus particulierement au comportement
asymptotique par rapport a ¢ des solutions du probléeme (P.)

—Au = uf +ef(z,u) sur Q
(F.) u>0 sur
u=0 sur 9

quand € > 0 tend vers 0.
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Pour certaines fonctions f, on peut démontrer I’existence et la multiplicité de solu-
tions a (P.) pour ¢ assez petit—[BN1] [R1] [R2]. Par contre, pour ¢ = 0, le probleme
devient plus délicat, et nous savons, entre autre, que si {2 est étoilé il n’y a pas de solu-
tion. Par conséquent, des solutions de (P;) vont disparaitre pour € = 0, soit en tendant
uniformément vers 0, soit en se concentrant de plus en plus autour de certains points
jusqu’a une concentration infinie.

Dans le cas f(z,u) = u, par exemple, on a les résultats suivants :

(1) Si N > 4, et (u.) est une famille de solutions de (P,) qui se concentrent en un
point =9 € Q quand ¢ — 0, alors 2o € ) et

¢'(z0) =0
ou
(1.1) o(z) = H(z, z)
et H est la partie réguliere de la fonction de Green du Laplacien sur 2, notée G,
€. :
1 2
(1‘-2) H(z,y) = EErLE G(z,y) V(z,y) €

(it) Réciproquement, si N > 5 et si 29 € Q est point critique non dégénéré de ¢, il
existe pour € assez petit une famille de solutions de (F.) qui se concentrent en z
quand € — 0

(tii) Enfin, si N > 5, pour ¢ assez petit (P.) admet au moins autant de solutions que
la catégorie de {1, se concentrant quand € — 0 en des points critiques de ¢.

Les mémes résultats sont valables pour le probleme

—Au = uP~° sur
(F) u>0 sur {2
u=10 surJf)

Nous disposons de plus d’estimations tres précises de la forme et de la vitesse de con-
centration des fonctions u, quand ¢ — 0—[H] [R3] [BP]
Nous allons ici démontrer des résultats relatifs au cas

flz,u)=f(z)  f#0
On note (Q.) le probleme

—Au = |ulP~ u +ef sur
u=10 sur 0N
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on n’impose pas, dans un premier temps, a la solution u d’étre positive), et f la fonction
p pas,

définie par 3
~Af = sur ) . F _
e e Y S

Nous montrons les résultats suivants :

Théoréme 1 (1) Supposons f € C*(Q). Soit zo € Q tel que
(i) f(z0) >0
f(z)

(7i) o est un point critique non dégénéré de x — W
Alors il existe une famille (u;) de solutions de (Q.) qui se concentrent en zo quand

e —0, te.
|Vu, [ — SN2, |u [Pt — SN/26,,

au sens des mesures, ou 0, désigne la masse de Dirac au point x, et

S= inf /[Vu[2
wEHJ () JO
lulps1=1

est la constante de Sobolev. Si f > 0 sur Q, (i) est automatiquement satisfaite, et u, > 0
sur .

(2) Supposons f > 0, et f € CY(Q). Pour ¢ assez petit, (Q.) a au moins autant
de solutions strictement positives que la catégorie de (), se concentrant chacune quand

f(=z)

e — 0 en un point critique de Uapplication r —

o(z)1/?
Remarques
o Si f e W?(Q), Ip > N, alors f € C*(Q). Si f € W'»(Q), (I+1)p > N, alors
feciq)

o Les résultats du théoréme fournissent des équivalents des résultats (71) (iii) relatifs
au cas f(z,u) = u. Il est probable que I’équivalent du résultat (i) est également

f(=z)

vrai, ou ¢ est remplacée par la fonction z - ———
p(z)'/?

Notons qu’en ce qui concerne ’existence de solutions au probléme (Q.) avec une hy-
pothese de régularité minimale sur f, t.e.f € H~1(Q), on déduit d’un résultat de Brézis
et Nirenberg [BN2] la proposition suivante, démontrée en appendice :

Proposition 1 Pour f >0 et ¢ assez petit, (Q.) a au moins deuz solutions. L’ une de
ces solutions tend uniformément vers 0 quand ¢ — 0.
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Corollaire : de la proposition et du théoreme 1-(2) on déduit que si f est positive et
suffisamment réguliere (i.e.f € C1(Q)), (Q.) a pour ¢ assez petit au moins cat() + 1
solutions, dont I'une tend uniformément vers 0 et les autres se concentrent en des points
f(z)
o(z)!/?
L’étude du probleme (Q.) nous permet également d’énoncer des résultats relatifs au
probleme

critiques de la fonction x — quand ¢ — 0.

—Au [ulP~'u sur Q
u = €9 sur 0 g#0

@ |
On obtient :

Théoréme 2 Les résultats du Théoréme 1 et de la Proposition 1 valent pour le probléme
(Q), en remplagant dans les énoncés f par g et f par §, ou g est la fonction définie
par :

Ag = 0 sur
g = 0 sur 00
En effet, si on opere dans (Q.) le changement de fonction inconnue
u=1u+e€ f

on est amené a considérer le probleme équivalent

« {—A (@i + ef)P sur Q
0

1S3
I

(@) sur 0f)

IS
Il

(o P’on note, pour simplifier, v? a la place de |[v|P~'v).
En opérant dans (Q.) le changement de variable

u=1u+4eg
on est conduit au probleme équivalent

~ —At = (u g)? sur
(@) =2y

=0 sur Jf)
c’est-a-dire exactement (Q.) dans lequel f a été remplacé par §. Les résultats concernant

(Q.) se déduisent donc immédiatement de ceux relatifs a (Q.).
Nous passons maintenant a la démonstration des théorémes.
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2 Démonstration des théorémes

2.1 Notations

On introduit sur H} () la fonctionnelle
(21) J@) =7 [1VaP = —— [ Ji+efP
’ 2 Ja p+1Ja

dont les points critiques sont solution de (Q~E)
On consideére, pour = € 2 et A > 0 les fonctions

N-—-2

A=z
(1+ A2y — z2) 5

(22) 6/\,1'(9) =

ainsi que leurs projections Pé), , sur H}(Q2), définies par

APby, = Abyz sur §)

(2.3)
Péy, =0 sur 0f)
ou encore
(2.4) Pérz = brp — Prx
avec A
(2.5) oA o
Prz = Oy, sur OS2

En développant ’expression de 6, , sur 0§} pour Ad grand, on obtient en appliquant le
principe du maximum que

1

1
(2.6) ore(y) = /\TET_TH("E’?J) + 0(%)

ou d = d(z,00) et H désigne la partie réguliere de la fonction de Green.
Notons que pour tout z et tout A

(2.7) — A(enbrz) = (enbrg)? sur RN avec ey = (N(N — 2))"

Soit, pour n > 0, le sous-ensemble de Hy(2)
1
E, = {aPéb); | |a — en| < 9, Ad(z,00) > ;]-}

Il est démontré dans [BC] que si u € Hy(f2) est tel que distyy(q)(u, Fy) < 7, et 7 est
assez petit, le probleme

Minimiser [u — aP6) .|y par rapport a a, A, z
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ossede une solution unique dans ’ouvert défini par
p

1
| —en| < 47, Ad(z,00) > —
4n
Ceci nous permet de rechercher des points critiques de J en déterminant ceux de la
fonctionnelle

(2.8) K : M — R
’ (a, A\, z,v) — J(aPby, +v)
ou
M= {(a,/\,m,v) ER xR, xQ x Hy(Q) |v € Exg, o —en| < 1o,
(2.9)

1

M(z,99) > —, [olm < 1/0}
Mo °

no et v étant certaines constantes strictement positives et

OP6) , OP6) ;-
(210)  Byo = {v € Hy(Q) | (v, Phro)my = (0,5 )iy = (0,55 )y =0}

Enfin (a, A\, z,v) € M sera point critique de K si et seulement si il existe (A4, B,C) €
R x R x R" tel que le systéme suivant soit vérifié :

1) K _

?; N 0*Pé§ 92P6
(E) - < (52 5? B B/nv ;A;'ZV”* ¢ /Qv ?fa?v”
(E.3) %{i =B/QV06{\);:/\VU+C. Lva—;';iﬂvv
(B4) % —_-AP(S,\,,;-{-B%_FC_?_%‘::\J

La démonstration du théoréme nécessite un certain nombre de calculs. Nous n’en
donnerons ici que les étapes principales, les détails en étant identiques a ceux déja
effectués dans [B] [R1] [R4]

2.2 Résolution du systéme (E)

C’est cette résolution qui va nous donner le premier résultat du Théoréeme 1. On
s’intéresse d’abord a (E£.4). On développe K au voisinage de v = 0 en écrivant

J(aP6A,x + 'U) = J(QP(S/\,J;) + Fa,/\,z(v) + Qa,x\,r(v) + Ra,/\,z(v)
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avec F' linéaire en v, ) quadratique, et R regroupant les termes d’ordre supérieur,

c’est-a-dire

Fa,)\,x(v) / (GP(S,\ z + 6f)

Qanz(v /IV |2 - aP&M.{.sf)p 1,2
et
Rope(v) = Ol ™) R pu(0) = Okl ®”)  REyu(0) = Ol ™)

(ol pour simplifier on note 67 la fonction |#|719).

Il est prouvé dans [B] [R1] que la forme quadratique Q.. est définie positive, avec
un module de coercivité indépendant de a, A, z, ¢, si 'on suppose 7, et € assez petits.
On peut encore écrire

Fay/\,l’(v) = <fa,)\,z’ U)Hg fa,/\,a: € E/\,:c
Qa,)\,z(v) = %(Aa,,\,za U)Hé Aa,/\,z € ‘C(E/\,l‘)

avec Ay z r coercif, de module de coercivité indépendant de a, A, z, . On en déduit,
en appliquant le théoréeme des fonctions implicites a partir du point (f,v) = (0,0),
existence d’une fonction C? qui a tout (a, A, z,¢) tel que

1

la —en| < no Ad(z,00) > — €< &

Tlo
no et €o assez petits, associe T € E) ,, |6|Hé < v, tel que (F.4) soit vérifiée pour certains
réels A, B, C, avec de plus
(212) I-ﬁlHé = O(Ifa,/\,xIHg)

Or
Vv € E)\,x’ (fa,/\,x’v)H; = _/ﬂ [(ap6/\,z + E.f)p - ap(si,r] v

puisque

/5“1)— NV =D N_9 /V6\1Vv—-0

et le calcul nous donne alors, en utilisant (2.2) (2.4) (2.6), P'inégalité de Holder et le
[R1])

théoréeme d’injection de Sobolev (comme dans [B]

]

( 1 € .
O((/\d)N_2+)‘N_2__2+£p) si N<6
Log\d)?*/3 Log\d)?/3
2.13 ol = 4 (oA | e(LogAd)™R | a0 0y g
AT [ Hg (Ad)* )2
1
O('(—X;l—)—ﬁ_;t_—?-l-é:p) siN>6

et d’apres (2.12) la méme estimation pour [7]y;.
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Il nous reste maintenant a résoudre les équations restantes, c’est-a-dire le systeme

formé par (E.1) (E.2) (E.3). En posant
(2.14) p=cy—a=(NN-2)" —a
en utilisant (2.2) (2.4) (2.6) et ’estimation obtenue pour T, on obtient a partir de (2.1)

(2.8) :
0K

(2.15) —é—;(a,/\,x,ﬁ) = —4NT1p+ Va(a, A, 2)
et
1 € e’Log\ . e? .
Vala, \,z) =0 [p2+ L + = + ( /\2g si N =4 5si N> 4) +s2”]

0K _ N —2)? aef(z o*o(z
(216) B_A(a’/\awav) = —( 5 ) N-1 [ /\£S2) o /\]9351)] + V,\(CY,A,&IJ)
et

1 eLog) o] lple =~ e?  &*
Vi(a,A,2) =0 [/\NdN—l + Tt g tywetwe Ty
2L A 2
+(i§iﬁN=£%ﬁN>g
€ . _g(LogAd)*® ' € :

+ (WSIN<6,——W—SIN=6,WESIN>6

0K 2yt !
(2.17) %(a,)\,w,‘ﬂ) = N(N —2)on_; [%N(_? - eai_b(,_;)] + Va(a, A, )
et

ValasAy2) = O (i si N =ty —— i N> 4) 4 2 Pl o
A0A) =0 | Seg V= g 8N >4 ¥y o A
€ elogh &2 | eLogh  e’Logh €73 |
+( 242 + \3d3 + 33 N =4 /243 + 22 + Yoz o N =35;
< + 5 §iN>6
N gsuwp(a,N/2)  \ B -

oul) = /RN 58:‘{1 et oy_; = mes(SN-1).

Supposons maintenant que zo = 0 € (, f(O) > 0, et que 0 est point critique non-

dégénéré de la fonction z —

On peut alors écrire
(2.18) 2(x)f'(a) - f(a)'(z) = Mz + ofja]
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ou M est une matrice inversible.
Nous supposerons dans la suite que z varie dans un voisinage O de 0, tel que

Ve €0, f(z)>0 et dist(0,00) =do >0

Conformément & ce que nous suggere (2.16), on effectue le changement de variable

1 6f(:1:)
(2.19) =t Cup(x)(l +¢)

ou 'on impose e priori |£| < 1/2. Notons qu’alors nous avons

0K N —2)%0n_y acf
Ey(a>/\7ma6) = ( 2) N1 a/\£52x)€ + V,\(Q,A,IL‘)
et .
0K N(N —2)on_
Sl a0) = - S a4 ole + Vo o)
ainsi que les évaluations
( OK \
5o =0 (o] +€7]
oK 2N-2 2N
(2.20) ¢ = = ()[5 v (€] + |p|)+5N-2]
0K
|57 =0 [€2 (€] + 1ol + [z]) + (€% si N = 4; %7 |Loge]| si N > 4)]
et
(2.21) [Tlgy = O [e2si N < 6; €*[Loge[** si N = 6; " si N > 6]

Ces estimations vont nous permettre d’évaluer les réels A, B, C' déterminés par (£.4). En
effet, si nous multiplions scalairement dans Hj(f) I’équation (E.4) par respectivement

OP6y, OPb),
5 z ¥ , ¥y
Pox, oA Oz

, nous obtenons un systeme linéaire quasi-diagonal en A, B, C—
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les coefficients s’évaluant par un calcul direct en utilisant (2.2) (2.4) (2.6) :

(P POy = NV =213 40 (50)
(PaA,z,?—I;;f;—’”)Hg =0(A~1-1>

(Fore, 61;21)”’ = ()\"}-2>

e 2y (L)
k<a§jj’”,a§fj">yg N(N+2)F3)\26,]+0< A} )

-1 {04 _1 (06
T = /RN % ( 00/\,1) Ta= /RN i ( 6:1:0,-1)

et le second membre étant donné par

oK 0K

(Go Porelmy = 55
oK 9P, T0K
(31; L)) )Hé T a A
dK OP§,, 19K

<—<-9_17’ Oz )Hé a oz

La résolution de ce systéme linéaire fournit

[ OK 1 0K 1 0K
A=0ll571+ sw=lgr !+ )\Nlaml]
[ 1 8K, ,0K, . 1 0K
B =0l 1+ V151 + IS |]

'1 0K 1 0K 1 oK

ce qui nous permet d’évaluer les expressions

2
B[ VI gyp0 [ V2o [('B' + 10|) |'61Ha]

B/Qvaaf;;” Vo C/va Py Vo = 0 [(1Bl+ X*(C]) [ol3]

x11- 10



grace a (2.20) et (2.21). On en déduit alors que le systeme formé par les équations (£.1)
(£.2) (E.3) est équivalent a

p = ‘/'1(5,)0,6,37)
(E’) £: ‘/2(5,/),€,$)
z = Va(e, p,§, 7)

ou Vi, Vs, V4 sont des fonctions continues qui vérifient les estimations
Vi=0(p*+¢?)
Vo= 0 (lp| +€ +e%7)

esti N=4
Vao=0 s
> (|,0| +1el+ { e™-=2|Loge| st N > 4 + o(|x|))

Le théoréeme du point fixe de Brouwer montre que pour ¢ assez petit le systeme (E')
admet une solution (p, &, zc), qui vérifie de surcroit:

= 0(&?)
(2.23) =0 (e7=)
;1}5 frmnd O(gN—2)
On vérifie facilement que )
(2.24) ue = . Péy, », + T +€f
1 (= . .
avec Qe = CN — Pey, —§—5 = ef(z.) (L4 &), et T, = Ve g, 2, 2., sOlution par construction

AET QE(P(.'L'E)
de (Q.), est telle que

[Vu[> — SN2, lue Pt — SNIzg, quand € — 0

D’autre part, si f > 0, u. > 0 sur 2. En effet, multipliant I'équation —Au, = [u P u.+
ef par u; = max(0, —u.) et en intégrant sur {1, on obtient

fivest= [yt —e [ u < @yt

L’inégalité de Sobolev nous donne par ailleurs

[ Ivuz=s (/Q(u,;)"“)”_iT

et donc, soit fo(uZ )Pt > SN2 soit uf =0. Or uZ < [7.] et [U.],41 — 0 quand & — 0.
Par conséquent, pour € assez petit, u; =0, et le principe du maximum fort montre que
u. > 0 sur Q. Ceci acheve la démonstration de la premiere partie du théoreme 1.
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2.3 Catégorie du domaine et multiplicité des solutions

On va montrer la multiplicité des solutions a (@), ) en fonction de la catégorie du domaine
(2, en cherchant des solutions sous la méme forme que précédemment.

Plus précisément, 6 étant une constante strictement positive qu’on choisira ultérieu-
rement, on définit pour € > 0, d > 0 Pouvert :

My, = {(p, A z) € Rx R x Q| |p| < 0<%, d(z,09) > d,
] ef(z)  3¢f(a) [}

2enp(z)’ 2enp(T)

(2.25)

1
A%’—ze

et sur M, . la fonction
(2.25) K(p,\,z) = K(a, A\, 2,7) = J(aPéy, +T)

avec a = ¢y — p, dont les points critiques fournissent des solutions de (Q).). Les dérivées
premieres de K sont données par

(0K 0K

dp ~  Ba

oK 0K 0K 0v

= o

oK 0K 0K dv

5z = Bz T o0 e

Les dérivées premiéres de K ayant déja été évaluées, il nous reste a estimer les produits

L
av’a)\)Hée Bv’aw)Hé

(2.27)

, . v
Pour cela, écrivons — sous la forme

7))

oo BP(S,\Z 8P6M
2.28 —_— = Pé b 2 :
(2.28) oy wHalne T b e

avec (a,b,c) ER x R x RN et w € E),. On a alors

0K 0Ov oK 0K OPé)y 0K OPS§, .
—, =) = a{—, Pé V1 + b(—, ——)n -, - 1
20y \Bv BN = Wy POl VG T + el T
aaﬁ bOK cOK
T 0a  adN  adz
Par ailleurs, si ’on multiplie scalairement dans Hg(£2) (2.28) par respectivement P, ,,

OP6y, 0Py,
1) N

, on obtient un systeme linéaire quasi-diagonal en «a, b, ¢, dont les coef-
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ficients sont donnés par (2.22) et le second membre par

<§§ Péy oy = —0, 220y =0
(B0 5, TP = 0 (1)
étant donné que %‘?—’f . -0 ( ;2) a;f;:”” y o(1)

La résolution du systéme nous donne alors

( %] a1
a=0 (ANTd?v_z

(2.30) { b= 0(|ol)
06
(%)
1

En utilisant le fait que ¢(z) ~ e quand d(z, Q) — 0 ([R2]), on voit que

(2d(z,0Q)
1
sur My, on a T O(ed" ™) et donc, & partir de (2.15) (2.16) (2.17) on obtient

2

(G =0
(2.31) ) 95 < o (HRa¥R 4 W | N )
iz
aaI; 0 (esz‘l + %,é)
De (2.29) (2.30) (2.31) on déduit finalement que
232) (G gy = O [y (SHFa WS 4 Ny )]

De la méme maniere on trouve que

2!N+1!
0K 0v _ 2AN=3) (N—4)(N=1) AN—1) 2AN-l €N
(233) (F-pm =0 [Ivlyg (6 Nz d N e N2 d AT -—)]

2(N—1
=)

(2.12) et (2.13) nous donnant de plus ’estimation
(2.34) [9|lm =0 [62dN_1 +e”si N < 6;€X(1 + |Loge[?d®) si N = 6; P si N > 6]
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Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer les dérivées de X sur le bord de M.
On voit facilement d’apres (2.15) et (2.27) que pour d assez petit, puis € assez petit, on
a pour tout (p,A,z) € My,

oK oK
(2.35) W(—Gsz,)\,w) <0< 5;)—(062,/\,33)
avec un bon choix de 8, indépendant de d et de . De méme, en combinant (2.16) (2.27)
avec (2.32) (2.34) obtient-on sous les mémes conditions

oK ef(z) 0K,  3ef(z)

T ooz ™ <0< G o)

(2:36) X" 2enip(z)’

Notons Q4 = {z € Q | d(z,09Q) > d} et n(z) la normale sortante en z € 9§, au bord
de Q4. On a Iéquivalence ¢'(z) ~ sxisa=rn(z) quand d — 0 ([R2]), et fi(z)mn <0
pour d assez petit d’apres le principe du maximum fort (f étant supposée positive).
En combinant alors (2.17) (2.27) avec (2.33) (2.34) on obtient toujours sous les mémes

conditions
oK

(2.37) a—n(p,/\,z).n(w) >0 Vzeody

La théorie de Ljusternik-Schnirelman assure alors que X posséde au moins autant de
points critiques dans M, . que la catégorie de M,,. Or cat My, = cat Q; et catQ,; =
cat {2 pour d assez petit, ) étant supposé régulier.

On prouve comme précédemment que les solutions de (@).) correspondantes sont
strictement positives. Par construction, elles se concentrent chacune quand ¢ — 0
autour d’un point de (2 , et le systéme (E£) montre alors que ces points sont critiques

f(=z)

@) Ceci acheve la démonstration de la deuxieme partie du
o(z

pour la fonction z —

Théoreme 1.

Remarque

En combinant les estimations obtenues ici avec celles de [R1], on peut démontrer, si I’on
considere le probleme

(R.)

—Au = [uf"'u+eu+ef sur
u=0 sur Jf)

les résultats suivants (en supposant f assez réguliere) :

Si N =4,5 et si g € 1, f(xg) > 0, est point critique non dégénéré de la fonction
f(=z)

p(z)1/?
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Si N =6, et si 2o € Q, f(xo) > —1/2, est point critique non dégénéré de la fonction
flz)+1/2
ﬁ arrr———————————————
PR
Si N > 6, et si g € Q est point critique non dégénéré de la fonction ¢
alors il existe une famille (u.) de solutions de (R.) qui se concentrent en x quand ¢ — 0.
Si f > 0, ces solutions sont strictement positives.

Notons enfin que pour N = 5, le méme résultat vaut si zo est point critique non-
dégénéré de f, avec f(zo) = 0.

Appendice

Preuve de la Proposition 1

H. Brézis et L. Nirenberg ont considéré dans [BN2] le probléeme

—Au = p(u+ ¢)? sur Q
u>0 sur 2
u=20 sur Jf)
ol p est un réel fixé, ¢ € H'(Q), ¢ 20, ¢ #0.

Ils assurent Pexistence de p* < +oo tel que pour tout g € [0,u*] il existe une
plus petite solution réguliere u(u) au probléme, alors qu’il n’y a pas de solution pour
i > p*. Cette branche de solutions est obtenue en appliquant le théoreme des fonctions
implicites a partir du point u(0) = 0. De plus, pour g € [0,p*[, la premiere valeur
propre du probleme linéarisé en u(u) est positive, ce qui permet en utilisant le lemme

du col de montrer I'existence d’une deuxieme solution — réguliere elle aussi.
Si ’on prend maintenant f € H™1(Q), f > 0, et qu’on définit ¢ par

—Ayp = f sur
@ = 0 sur 9N

ona: ¢ € H(IN), ¢ >0, ¢ # 0—et donc existence de deux solutions au probléeme
—Av = pv? + f sur Q
v>0 sur §)
v=20 sur 0f}

ou 'on a posé v = u + ¢, ou encore, en posant w = ;tPlTlv, ’existence de deux solutions
au probleme
—Aw = w? + ,u'ﬂ'l:Tf sur
w>0 sur §)
w =10 sur J§)

pour u €]0, u*[, d’ou le résultat recherché.
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