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Modélisation simplifiée de la modération dans le cas hétérogene.
19/1/14 B. Mercier

Résumé
On propose dans cet article un modeéle simplifié du ralentissement en mode hétérogéne.
On suppose que le cceur est constitué de plagues combustibles séparées par des lames de modérateur. Pour
fixer les idées, on considére que le modérateur est de |'eau légere.
Le modéle que nous proposons est un modele a 3 groupes (rapide, épithermique, thermique).
La plaque de combustible est a la fois une source de neutrons de fissions et un absorbant des neutrons qui
sortent du modérateur.
Nous adoptons pour simplifier un albedo constant égal a d pour le groupe rapide, 3 pour le groupe épi-
thermique et 0 pour le groupe thermique.
L’approximation diffusion est utilisée dans chacun des 3 groupes.
Les équations sont couplées, comme il convient dans un modéle multigroupe.

1. Le modeéle proposé.

On considere une lame d’eau d’épaisseur 2L située entre 2 plaques de combustible.
On appelle Oz I'axe orthogonal aux deux plaques et on place I'origine de telle fagcon que I'interface
entre 'eau et les deux plaques soit situées enz = ¥ L.
Par symétrie, on peut se donner des conditions de réflexion en z = 0.
On se place dans le fomalisme multigroupe avec 3 groupes :
(11) —-D@"+2¢=S5,
(12) =Dvy"+%5 vy =20,
(13) —Dw" + 2,0 = 23y,
pour 0 <z <L.
Dans ces équations ¢, Y, w désignent les flux dans les groupes 1, 2 et 3 respectivement.
La léthargie étant reliée a I'énergie des neutrons par la formule
E=Eje %avecE, = 107 ev,
le groupe 1 correspondra aux léthargies 0 < u < 10, le groupe 2 aux léthargies 10 < u < 15 et le
groupe 3 aux léthargies = 15. Avec ce choix, le groupe 2 qui couvre l'intervalle 3,06 ev a 445 ev
inclut la zone des résonances résolues, dans laquelle les neutrons courent le risque d’étre capturé
par I’'U238.
On modélise les propriétés d’absorption du combustible par un albedo, c’est-a-dire un coefficient qui
relie le courant entrant J_ au courant sortant J, .
Dans le cadre de I'approximation diffusion, on sait que

J-=20W) + 2¢'(L)

Je=70L) = Zo'(L)
Supposer que
J-=al
avec 0 < a < 1revient a imposer la condition aux limites
(14) A-a)¢(L)+ 2DA1+a)e'(L)=0
De méme imposer un albedo égal a 3 pour le courant dans le groupe 2 revient a imposer
(15) A-pHvyL)+ 2D A+ pvy'(L) =0.



Dans le groupe thermique, on supposera tout simplement que le courant entrant est nul :
1 D
(1.6) " (JO(L) + E(D,(L) =0.

Cette hypothése est justifiée par la grande valeur de la section efficace d’absorption de I’'U235 dans
le domaine thermique. Tout se passe comme-ci le coefficient d’albedo était nul dans ce groupe.

En z=0, on imposera 3 conditions de symétrie :

(1.7) ¢'(0)=0

(1.8) vy'(0)=0

(1.9) o'(0)=0

Quand chaque cm? de plaque combustible injecte @ neutrons/s de fissions dans 'eau légére, on
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voudrait savoir combien vont étre absorbés par I'eau, combien vont étre capturés par 'U~* dans le

23 dans le domaine thermique. En

domaine épithermique, et combien vont étre absorbés par I'U
effet, en premiére approximation, ceux qui sortent trop t6t du modérateur risquent d’étre capturés,
et ceux qui en sortent dans le domaine thermique ont des chances de donner lieu a des fissions.
Remarquons que si la plague de combustible a une épaisseur 9, certains neutrons peuvent la
traverser sans étre absorbés (et sans perdre d’énergie). Physiquement ces neutrons réapparaissent
donc dans le modérateur en z > L + § avec un cosinus directeur positif mais par périodicité, c’est la
méme chose si on les renvoie dans le modérateur en z = L, et donc en changeant le signe de leur
cosinus directeur.

Dans le cadre de cette étude, on supposera, pour simplifier, que, pour I'eau, les sections efficaces
macroscopiques de diffusion et d’absorption sont indépendantes de I'énergie des neutrons.

Dans ce qui suit, on prendra X, = 3,57 cm™ et 3, =0,02 cm™, et on posera 3, = %, + 5.

Remarque 1.1:

Par conservation des neutrons on doitavoir 2; = 2, + 2 et 2, =2, + 2.

De fait, en sommant les 3 équations (1.1) a (1.3), on obtient :

(1.10) —D(p+vy + w)'+2, (p+vy + w)=S,.

qui n’est autre que I'équation de diffusion a 1 groupe.

Nous aurions pu mettre une source S; différente dans chacun des 3 groupes i = 1,2,3 avec

So =81 + 5, + S3, mais le spectre des neutrons de fission étant centré sur 2 Mev, physiquement

S, et S5 sont négligeables et S; = S,.

Dans la mesure ol nous choisissons 3 albedos différents en z = L dans chacun des 3 groupes, notre
modele n’est pas équivalent au modeéle a 1 groupe. m

Nous nous intéressons a la fuite dans le groupe 3 : en effet les neutrons thermiques qui vont passer

de I'eau au combustible sont des neutrons utiles qui feront des fissions dans I'U%*>.

28 ot c’est une gamme de

Le groupe 2 correspond a la zone des résonances résolues dans I'U
Iéthargie dans laquelle les neutrons risquent fort de se faire capturer.

Nous nous donnerons un albedo a = 0,5 dans ce groupe : seulement 50% des neutrons qui passent
de I'’eau au combustible dans cette gamme de Iéthargie reviendront dans I'eau : les autres sont
supposés capturés.

Au contraire le groupe 1 correspond a une gamme de léthargie dans laquelle la section efficace de
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capture de 'U”™" est faible. On supposera que I'albedo est égal a 0,95.



Le probleme aux deux bouts (1.1) a (1.9) peut étre résolu simplement, de facon approchée, par la
méthode des différences finies.

Dans le cadre de la présente étude, nous ferons en section 3 une approximation qui nous permettra
de trouver une solution analytique sous la forme de sommes de cosinus hyperboliques.

De cette fagon, il sera assez facile de dégager des tendances.

2. Introduction de la source S,
On va choisir pour S la source de premiere collision, que nous allons introduire dans cette section.
Si I'on était dans le cadre de I’équation de Boltzmann, au lieu de chercher, dans le groupe 1, un flux ¢
moyenné en angle, exprimé en neutrons/cm?/s on chercherait un flux neutronique ® = ®(x, Q) qui
serait exprimé en n/stéradians/cm?/s.
Si on désigne par 0 I'angle polaire et par yI'angle azimutal permettant de déterminer ﬁ, ona
Q ={cosY sin6,siny sin 6, cos6}
Du fait de la symétrie axiale, on peut supposer que le flux neutronique ne dépend pas de .
On pose i = cos 8, et on écrit que ® = P(z, ).
On sait que @ vérifie I'équation de Boltzmann :
(1) pI+50=5K®,pour0<z <L-1<p <1,
ou K, est I'opérateur intégral défini par :
(Ko®)(1) = f_+11 p(p uHP (W)
et p(u, 1) est la probabilité pour qu’un neutron ayant une collision en z et arrivant dans la direction
u’, soit renvoyé apres collision dans la direction |, de sorte que
22) [ p(uu)du=1.
Pour I'équation de Boltzmann aussi, on a besoin de conditions aux limitesenz = Qetz = L;
on va supposer que le flux entrant dans la lame d’eau est connu, et qu’il suit la loi de Lambert (aussi
appelée loi du cosinus).
Enz =L, onadonc
D(L, 1) = —Ap pour u<0
Enz = 0, on adoptera des conditions de réflexion
D0, ) = ©(0,—p) pour u>0.

Pour introduire la source de premiére collision, on introduit la solution W de I'’équation de Botzmann
sans second membre :
(23) pI+5W=0,pour0<z <L-1<pu<1,
(2.4) W(L,p)=—Au pourpu<O0
(2.5) W(0,u) =Y¥Y(0,—x) pouru>0.
Il est facile de vérifier que :
W (x, 1) = —Ap exp (#) siu <0,
W (x, 1) = Au exp (—#) siu > 0.
Soit Dy =P — W, et S =2, Ky W, on voit que @ est solution de I'équation suivante :

(26) Do+ 5 o =5, K@ +S,pour 0 S x <L—1<u <1,



(2.7) Dy (L,) =0 pourp<0
(2.8) D¢ (0,1) = P(0,—4) pour u>0.
La source S est appelée source de premiére collision.
On va maintenant remplacer le probleme (2.3)(2.4)(2.5) par un probléme approché en utilisant la
théorie de la diffusion.
Soient ¢, , J et S, définis par :
+1
9,(2) = [2, Og (z, )du
+1
J(@) = [, u®q (z, 1)du
+1 +1
So(@) = [, Sz wdu=[_| Z (Ko'V) (2, 1)dp
+1 41 , N~y 1
= 5 )0, Jo p( )Y (2 n)dy du
+1 N
=% [, Y(zp)du

Par intégration en x de (2.1), on obtient, en remarquant que
+1

+1 41
(Ko@) (z, )dpu = 2 f f p(, WP (z, u)dp du
1 -1 -1

+1 ' '
= [, Oolzn)dy' = 25 9y(2)
a
&]‘th ¢0=ES ¢0 +SO

c’est-a-dire :

d
(2.9) 5] + 25 0,=50
que I'on compléte avec la loi de Fick

d

(2.10) ] =-D E(OO
On voit que ¢, vérifie I'équation de diffusion (1.10) ; le flux ¢ qui apparait dans notre modéle a 3
groupes n’est donc pas tout le flux rapide, en effet on a

q) = (DO + l'IJ,
donc

+1 +1 +1

J2, @z pdu=[" (@, + ¥) (z,10du= p(2)+ [V (2, w)du.
Dans la mesure ou nous avons supposé que 2; et X, sont indépendants de u, nous avons pas eu
besoin de faire apparaitre la dépendance en u de ® dans (2.1) ni pour W dans (2.3).
Il est évident (voir remarque 1.1) que la contribution de W aux groupes 2 et 3 est négligeable.

Remarque 2.1 :
Physiquement, a chaque collision, il y a un lien entre I'angle de déviation et le saut de léthargie (ou

d’énergie). On pourrait donc souhaiter considérer I’équation de Boltzmann pour ® = ®(z, g, u), a
savoir
(211) P+ 5 ®=5 K ®,pour0<z SL-1<pu <Lu 20
ou K; est I'opérateur intégral défini par :
B ;1 ’ ’ o I

(K@), u) = [, du’ [ k(u, p'5u,u)® (W', u')dy'.
Maintenant, comme le montrent les simulations Monte-Carlo (voir figure ci-dessous), cela fait peu de
différences, pour I'eau, si on suppose que le noyau k est de la forme :

k(w 05w, u’) = p(p g, u’)
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Fig 2.1 Comparaison d’un calcul Monte-Carlo avec ou sans corrélation entre la déviation angulaire et le saut en léthargie. La
demi-épaisseur L de la lame d’eau est égale a 1 cm (abscisse). Les flux intégrés en léthargie dans les 3 groupes considérés
figurent en ordonnée.

Statistiquement, cela veut dire que I'on décide indépendamment le changement de direction
(n — p) etle changement de léthargie (u’ — u). On sait d’ailleurs que pour I'eau

q(u,u'") = e ¥ siu’ < u et zéro sinon
En intégrant I'’équation (2.7) par rapport a u, et en remarquant que

0 ’

Jo aw,u)du=1
on voit que I'équation (2.11) pour ®(z, 1, 1) redonne I'équation (2.1) pour ®(z, ).
Maintenant si on tronque l'intégrale a u = 10, on commet une petite erreur qui est négligeable dans
la mesure ou les neutrons de fission correspondent a la gamme de léthargie 1 < u < 4 etou
e ©=0,002.m

Remarque 2.2 : Bilan neutronique.
Quand on intégre I’équation (2.3) en z et en |4, on obtient

1 L{ 8% 1 L 1
[rdufy (w5 + 5w) dz= [ dufy 5w dze ! n(¥(L W — ¥(0,0)dn
Le premier terme s’interpréte comme une absorption. Mais celle-ci se scinde en deux parties :

1 L
f duf 2, Ydz
-1 Jo

lequel correspond a une capture dans 'eau et

1 L
f duf 2.V dz
-1 Jo

qui correspond aux neutrons réémis par la source Sy, dans I’équation (1.1).
Les conditions aux limites (2.4) et (2.5) montrent que le deuxiéme terme se transforme en :

S Q) — PO, w)du = [ nP (L wdu — [ w0, wdu
= — [° Au2dp + ] p¥ (L, Wdp — [ (WP (0, w) — w¥(0, —w)dp
=— f_ol ApZdu +f01 u¥ (L, wdp.



On en déduit que le courant des neutrons qui rentrent :

0 1

J-=[_,An?du = [ Au*du

est égal a la capture + le transfert + la fuite

1

=J, WYL wdy. =

Noter que nous avons omis le facteur 2TTqui serait nécessaire pour obtenir une évaluation de tous
les neutrons qui rentrent dans la lame d’eau. On peut donc noter le fait qu’ici et dans la suite le
courant sortant, I'absorption, le flux neutronique et la source seraient a multiplier par 2L m

3. Approximation de la source de premieére collision.
Dans ce qui suit, nous allons remarquer que la source de premiere collision Sy peut étre approchée,
avec une assez bonne précision, par la somme de deux cosinus hyperbolique.
En partant de la définition de W, on a pour z > 0
2i(L—2z 2(L+z
Y (z,—w)+ Y (z, 1) = Au exp <— %) + Au exp <— M)

U

2%

Z Et

Y(z,—w)+ VY (z,1) = Au exp(—i)<e# +e #)=2Au exp(—%t)ch(#)

Donc
So(2) =2 [ Wz w)dy =2 [[(¥ (2 —1) + ¥ (z,1)) du
=242, f U exp (— —) h(zzt) du
En introduisant les 2 points z, et y, de la formule d’intégration de Gauss sur l'intervalle [0,1] on
peut donc approcher S,(z) par

1) So@ =A% |1y exp(=22) ch(ED) + iy exp (=25 en ()|

Numériquement, on observe que I'erreur commise est en moyenne de |'ordre de 1%.
Nous posons a présent

_4 L% %
Ey =32 ulexp( #1) 91= 7

4 _Lx 2t
E, = DZS H2 exp( #2) gz-ﬂz

de sorte que
(3.2)  So(2) =D [Eich(g12) + E,ch(g,2)].

Remargue 3.2 : Bilan neutronique.
En reprenant les calculs effectués en remarque 2.2, nous voyons que

[lLaufl Wdz=[ldufS (¥ (z—w+¥ (z0)dz
2Af duf u exp —g)ch(z—zt)dz

= Zfo (Eich(912) + E;ch(g;z))dz

Y B + Zshigon)
=—( —s —=s
Es gl gl 92 gz

La capture dans I’eau est donc
DZa
( Sh(glL) + —Sh(gzL)

etle transfert dans le groupe 1 est



(3.3) D( Zsh(g.l) + Zsh(g,L).
g1 g2

Le courant entrant est :

1 A
J-= [, AWPdp=73

(noter que la formule de Gauss a 2 points est exacte pour les polyndmes de degré 2.
La fuite est égale a

1 1
Je= [y n¥ (L wdu=A4 [, p* exp (—

2L%

A
" ) du =~ (uf exp(—2g,L) + 43 exp(—2g,L) ). m

4. Résolution de I'équation (1.1)

. ,z
On pose maintenant a = 31. Comme

SD—O = El Ch(gl.Z) + EZ Ch(gZ'Z)

on voit que ¢ est solution de I'équation :
(41) —¢" +a? @ =E, ch(g,.2) +E, ch(g,.2)
(42) ¢'(0)=0
Pour résoudre cette équation, on remarque tout d’abord que, pouri = 1,2
E;
0i(x) = 2= 7 ch(g;.2)
est solution de
(4.3) — @i +a® @; = E; ch(g;.2)
(4.4) ¢;(0)=0
La somme @4 + ¢, est donc une solution particuliére de (4.1) (4.2).

La solution générale est donc :
(4.5) ¢@(z) = Bch(a.z) + ¢,(z) + ¢,(2) =Bch(a.z) — F, ch(g;.z) — F, ch(g,.2)

. . E; .
oul'onaposé F;= nglaz pouri =1,2.
i

La condition (1.14) permet de fixer la valeur de B : nous n’expliciterons pas les calculs.

Remargue 4.1 : Bilan neutronique pour le groupe 1
Le flux transféré par la source de premiére collision est donné par (3.3).
Le courant sortant est

1 D
Jo =200 — 2¢'(L)

le courant rentrantestJ_ = a/,.

L’absorption est

L -y (B _h _ kB
Jo 210 dx=2 (a sh(a.L) - sh(g;.L) p sh(gz.L)) .

L’absorption se scinde en deux parties : la capture par I'eau (remplacer 2; par 2, ) et par le transfert
du groupe 1 au groupe 2 (remplacer 2} par 2;, ) m

5. Résolution de I’équation (1.2)
Posons maintenant

,2 b
b= |2 e =2
D D

I’équation (1.2) est équivalente a
(5.1) — y"+b%y =co.
Comme précédemment, on remarque que




—Cch(a.z) + G, ch(g,.z) + G, ch(g,.2)
est une solution particuliére de (5.1) si (noter qu’il faut que a # b et donc que 2, # 3))

_ ¢B
T a2-p2
cF.

G — 1
1T g3-p2
CF,
GZ — 2_p2
g;—b

La solution générale de (5.1)+(1.8) est donc

(5.2) w(z) = Hch(b.z) — C ch(a.z) + G; ch(g,.2) + G, ch(g,.2)

Il reste a choisir la constante H de telle sorte que la condition (5.5) soit vérifiée : comme
précédemment, nous n’expliciterons pas les calculs

Remarque 5.1 : Bilan neutronique pour le groupe 2.
Le terme transféré du groupe 1 au groupe 2, a savoir

P (gsh(a. L) —% sh(g;.L) — ;—zsh(gz.L))

est le terme source pour le groupe 2.
Le courant sortant est

1 D ,
P =100 - F0'W)
le courant rentrantestJ_ = a/,.
L'absorption est
fOL Zydx=25, ( sh(b.L) — —sh(a L) + sh(gl L)+ —sh(gz L))
L’absorption se scinde en deux parties : la capture par I eau (remplacer 2, par 2, ) et par le transfert

du groupe 2 au groupe 3 (remplacer 2, par 2,3 )
Pour le groupe 2 aussi, la source sera égale a I'absorption plus le courant net J,-/_. m

6. Résolution de I’équation (1.3)
Si nous posons

™

a= - et

on aura, en tenant compte de (5.2) :
(61) — ' + @ w = éy =¢Hch(b.x) —&C ch(a.x) + ¢ G, ch(g,.x) + ¢ G, ch(g,.x)
Pour résoudre cette équation on remarque que
Hch(b.x) — C ch(a.x) + G, ch(g;.x) + G,ch(g,.x)
est une solution particuliere de (6.1) si
(6> - b>)H=¢H
(> - a®>)C=¢C
(@ - g1 =¢G,
(@~ 93)G;=¢G,
On en déduit I'expression de la solution générale
w(x) = K ch(d.x) + Hch(b.x) — € ch(a.x) + G, ch(g;.x) + G, ch(g,.x)
la valeur de K étant fixée par la condition (1.5).
La encore, nous n’expliciterons pas les calculs.

7. Résultats chiffrés.




Pour obtenir des résultats chiffrés, il nous faut en premier lieu évaluer le coefficient de diffusion D.
Pour cela on pourrait appliquer des résultats classiques (cf. p.ex. Reuss, précis de neutronique, p.300) :

1 —_— —_— 2
D = avec 2. = 2, — cosO X, et (pourl'eaucosf ==).
3%, 3

Onadonc %, = 3+ %, —= 5, = S+ 5,=0,02+1,19=121cm™™,

Donc D peut étre pris égal a 1/3,63 = 0,275 cm. Toutefois, nous obtenons des résultats un peu
meilleurs avec D = 0,5 cm

Il va falloir ensuite estimer les valeurs de 2}, et 2,5.

On en déduiralesvaleursde 2} =2, + 2, etde 2, = 2,5 + 2.

On va ajuster au mieux les valeurs de X, et 2,5 par rapport a un calcul Monte-Carlo dans le
modérateur effectué avec les mémes conditions aux limites (o = 0,95 et 3 = 0,5).

Le meilleur choix semble étre 3, =0,75 cm™ et 3,53 =0,7 cm™.

Il permet d’obtenir les résultats représentés dans la figure ci-dessous, ou il faut préciser que, pour

n . . S
étre comparable au Monte-Carlo, nous représentons dans le groupe 1 non pas ¢ mais ¢ + EO
S

120
100
—4—phild
80
== phi2d
60 e phi3d
4= phi1MC
40 ¥ phi2MC
—@—phi3MC
20
O T T T T T 1
0 0.2 0.4 06 08 1 12

Fig7.1 Comparaison de notre modele avec les résultats Monte-Carlo pour L = 1cm.
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—@—phi3MC
20
O T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fig7.2 Comparaison de notre modele avec les résultats Monte-Carlo pour L = 1cm.



La valeur de A est choisie égale & 100 n/cm?/s, mais on pourrait multiplier tous les chiffres par 10"
pour obtenir des valeurs plus représentatives de ce qui se passe dans un réacteur expérimental.

Il apparait que, avec notre modele simplifié, nous commettons une erreur de I'ordre de 15% sur les
flux du groupe 2, et de 20% sur les flux du groupe 3. Toutefois, les ordres de grandeur y sont et les

tendances sont bonnes.
En effet, avec le méme jeu de parametres, mais en prenant L = 0,7cm, nous obtenons la Fig 7.2

8. Evaluation avec notre modeéle des facteurs p et f de Fermi.
On rappelle qu’Enrico Fermi a introduit la célébre formule des 4 facteurs :
ko= epfn
formule dans laquelle p désigne le facteur antitrappe, et f le facteur d’utilisation thermique.
En effectuant les calculs ci-dessus avec un albedo 3 = 0,5, nous obtenons les bilans suivants :

Récap 1st Gr.1l Gr2 Gr3
collision
source 33.333 33.144 31.638 25.285
transfert 33.144 31.638 25.285 0.000
capture 0.186 0.844 0.722 1.282
fuite 0.003 0.663 5.630 24.003
total 0.000 0.000 0.000 0.000

gui montrent que notre modele apparait plus comme un modeéle a 4 groupes (ou a 3 groupes et
demi). En effet, dans chacune des 4 colonnes, il y a un bilan équilibré entre source, capture, transfert
et fuite.

Ce tableau nous permet d’évaluer la capture totale (3,034), la fuite dans les groupes 0, 1 et 2 (6,296)
et la fuite dans le groupe 3 qui indique quels sont les neutrons utiles (ceux qui vont faire des fissions).
On peut donc facilement évaluer le produit p. f = 24,003/33,333 =0,720. (en MC p.f = 0,678)

On peut aussi évaluer le facteur d’utilisation thermique f = 1-3,034/33,333=0,909. (MC f = 0,902)

On en déduit donc le facteur antitrappe en faisant le ratio p. f sur f on trouve p = 0,792. (MC
p=0,752). L’écart entre le facteur anti-trappe p donné par notre modele et celui donné par la
méthode Monte-Carlo n’est donc que de 5%.

Notre modele nous permet d’étudier facilement la variation de f de p et de p. f en fonction de L.

Le tableau ci-dessous montre que f est décroissant avec L. A contrario, p est croissant, comme il se
doit avec L. Dans notre cas, I'optimum de modération est obtenu pour L=1,4 cm.

L==> 0,4 cm 0,5cm 0,6 cm 0,7 cm 0,8cm [09cm | 1,1cm
f 0.944 0.938 0.932 0.926 0.920 0.915 | 0.903
p 0.590 0.653 0.697 0.730 0.756 0.776 | 0.805
pf 0.557 0.612 0.650 0.676 0.696 0.710 | 0.727




