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we assume that water is at atmospheric pressure and that the temperature isT ≈ 370 ◦ K. Bubbles are vapor
bubbles. The method of homogenization is described in [1]. The main result of this work is that phase
change drastically changes the behaviour of medium-size bubbles.

2. Physics at the bubble scale

A very low perturbation of amplitudeΦα, α = l,v, wherel and v are for the liquid and the vapor,
respectively, is superposed to an equilibrium stateΦe

α, see relation (1). Momentum, energy and mass
balances, together with the equaiton of state of the vapor and the capillary equilibrium are given in [1]. The
surfaceΓ is assumed to be in thermodynamic equilibrium, and its temperatureTΓ is given by the Clausius–
Clapeyron relation (2). Changes from [1] are given by heat flux and the displacement conditions (3) and (4)
onΓ. The behaviour of the mixture is driven by Clausius–Clapeyron relation (2) which links the mechanical
behaviour to heat transfer.

3. Estimations

The parameters are given inTable 1. The bubble concentration isβ = O(1), the equilibrium pressure
is P e ≈ 105 Pa, the entropy of vaporization isLϕ = 4.2·105 J·kg−1 and the capillary tension isσ =
0.075 N·m−1. The dimensionless forms of the momentum, the energy and the mass balances, and of
the equation of state of the vapor and the capillary equilibrium are given in [1]. They introduce three
caracteristic bubbles sizes that are recalled in (5)–(7).

3.1. Heat flux condition onΓ

Introducing the heat layer thicknessltherm
α , α= l,v, yields to estimation (8) for the flux ratio. Clausius–

Clapeyron relation givesTΓ/Tv = O(1) and, from [1], we haveTl = O(TΓ). Therefore the flux ratio is
estimated as in (9). The dimensionless form of the heat flux condition (3) takes the form (10).

3.2. Bulk rigidity of the bubbly fluid

An estimation (11) of the vaporization–condensation flux is obtained from (10).H is a complex-valued
heat memory function that depends onω and that is due to the transient heat flow in the liquid. The
corresponding amplitudeθϕ of the relative vapor volume produced by vaporization–condensation takes the
form (12). The total relative vapor volume changeθv is the sum of the relative volume change−p0

v/γP
e
v in

absence of phase change plus the relative volume changeθϕ due to phase change. Assuming an adiabatic
process without loss of generality yields (13). When substitutingp0

v from (13) and the radius perturbation
r in (14) into the capillary equilibrium in (14) and denoting byθ = βθv the bulk deformation of the period,
we obtain the bulk rigidity in the form (15). This form simplifies to relations (16)–(18) for large, medium
and small bubbles, respectively. In the case of medium bubbles, the bulk rigidity is strongly decreased. In
the case of small bubbles, the bulk rigidity becomes negative.

3.3. Displacement condition onΓ

From (10), we obtain (19). For large or medium bubbles, we havep0
v =O(p0

l ) =O(K̃θ), and for small
bubbles we obtainp0

v = O(p0
c). Therefore, the dimensionless form of (4) is given by (20) for large and

medium bubbles and by (21) for small bubbles, respectively.

4. Macroscopic behaviour

By following a similar analysis to [1], we obtain the macroscopic equations for describing the
perturbation. Relations (22)–(24) are for large, medium and small bubbles, respectively.M ′, M andG
(given in [1]) are functions of the pulsation. Phase change and heat transfer effects are negligible in (22),
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whereas they are important in (23). Capillary effects are dominant in (24). However, for very small bubbles,
the Laplace relation for capillary equilibrium is questionable. Behaviour (23) is the richest one: (22) and
(24) can be obtained from (23) in the limit.

1. Introduction

Nous étudions la perturbation acoustique d’un liquide près du point d’ébullition, contenant des bulles
de vapeur de ce liquide à concentration finie. La présente note est une extension de l’analyse conduite
dans [1], où seuls étaient pris en compte les effets mécanique, thermique et capillaire. Nous introduisons
ici les effets du changement de phase. Le lecteur se reportera à [1] pour les détails concernant la
méthode et le comportement local, à l’échelle des bulles. À cette échelle et sans entacher la généralité
nous considérons le milieu comme périodique, de taille caractéristiquel. L’onde acoustique introduit
une deuxième longueur caractéristiqueL liée à la céléritéc, la pulsationω et la longueur d’ondeλ par
L= c

ω = λ
2π . Nous supposons ici une bonne séparation d’échellesl

L = ε� 1, et nous utilisons la méthode
des développements asymptotiques pour obtenir la description macroscopique équivalente [2]. Pour la
simplicité de la présentation, le liquide est de l’eau à pression atmosphérique et à températureT ≈ 370 ◦ K.

La méthode consiste à rendre adimensionnelle la description à l’échelle des hétérogénéités, à évaluer
les nombres sans dimension en fonction du paramètreε, puis à rechercher les grandeurs physiques
sous la forme de développements asymptotiques en puissance deε. Le comportement macroscopique
équivalent découle des conditions de compatibilité sur les termes des développements. On montre ici que le
changement de phase perturbe de façon très importante le comportement des bulles de taille « moyenne ».

2. Physique à l’échelle des bulles

Une perturbation acoustique de petite amplitude et de fréquence constante est superposée à un équilibre
initial. Le paramètre de la perturbation est supposé assez petit pour ne pas interférer avec le processus
d’homogénéisation. Toute quantitéΦ peut être mise sous la forme :

Φt
α = Φe

α + Φα exp(iωt), |Φα| � |Φe
α| (1)

où les exposantst et e signifient « total » et « équilibre » ;α = l désigne le liquide etα = v la vapeur.
Les bilans des quantités d’accélération, d’énergie et de masse, l’équation d’état de la vapeur et l’équilibre
capillaire sont donnés dans [1]. La surfaceΓ des bulles est ici encore supposée être à l’équilibre
thermodynamique, mais, en présence de changement de phase, sa températureTΓ est donnée par la relation
de Clausius–Clapeyron :

Tv = Tl = TΓ = pv
T e

Lϕρe
v

(2)

Lϕ est l’enthalpie de vaporisation. Le flux de chaleur est discontinu surΓ :

kl gradTl ·n= kv gradTv ·n−Lϕj ·n (3)

k est la conductivité,n est la normale unitaire extérieure de la bulle etj est le flux de masse de vaporisation–
condensation. Enfin la dernière relation concerne les déplacementsu surΓ :

iωuΓ ·n= iωul ·n−
j ·n
ρe

l

= iωuv ·n−
j ·n
ρe

v

(4)

La physique est pilotée par la relation de Clausius–Clapeyron qui couple la mécanique à la thermique.
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Milieu Liquide Vapeur

Densitéρe (kg·m−3) 103 1,2

Rigidité K (Pa) 2·109 1,4·105

Viscosité dynamiqueµ (Pa·s) 10−3 20·10−6

Viscosité cinématiqueν (m2·s−1) 10−6 15·10−6

Conductiviték (W· ◦K−1·m−1) 0,6 0,026

Capacité de chaleurCp (J· ◦K−1·kg−1) 4,18·103 103

Diffusivité d (m2·s−1) 1,4·10−7 2,1·10−5

Tableau 1.Constantes caractéristiques du fluide à bulles.

Table 1.Caracteristic parameters of bubbly fluids.

3. Estimations

Nous considérons un fluide à bulles de rayonR, à concentration finieβ = O(1), à la pression
atmosphériqueP e ≈ 105 Pa, près du point d’ébullitionT e ≈ 370 ◦ K, supposé initialement au repos.
Pour fixer les idées, nous utilisons les valeurs caractéristiques dutableau 1. L’enthalpie de vaporisation
estLϕ = 4,2·105 J·kg−1. La tension capillaire estσ = 0,075 N·m−1. Les formes adimensionnelles des
bilans de quantité d’accélération, d’énergie et de masse, de l’équation d’état de la vapeur et de l’équilibre
capillaire sont celles données dans [1]. Ces formes dépendent de la taille des couches visqueuselvisc et
thermiqueltherm, aveclvisc =O(ltherm) pour le liquide et/ou la vapeur. Trois cas sont mis en évidence :

– grandes bulles : les couches visqueuse et thermique sont petites par rapport àR. Le régime est
adiabatique :

lvisc =O(lvisc)�R (5)

– moyennes bulles : les couches visqueuse et thermique sont de l’ordre deR. Le régime thermique est
transitoire :

lvisc =O(lvisc) =O(R) (6)

– petites bulles : les couches visqueuse et thermique sont grandes par rapport àR. Le régime est
isotherme :

lvisc =O(lvisc)�R (7)

3.1. Condition de flux thermique surΓ

En introduisant l’épaisseur de couche thermiqueltherm
α =

√
dα/w, α = l,v, le rapport des flux de

chaleur surΓ peut être évalué par :(
|kl gradTl|
|kv gradTv|

)
Γ

=O

(
kll

therm
v

kvltherm
l

|Tl − TΓ|
Tv − TΓ

)
(8)

La relation de Clausius–Clapeyron donneTΓ/Tv = T eCpv/Lϕ= O(1). D’autre part [1], la thermique du
liquide est faiblement transitoire,Tl =O(TΓ). Finalement dans tous les cas, en accord avec Nakoriakov et
al. [3] : (

|kl gradTl|
|kv gradTv|

)
Γ

=O
(
ε−1
)

(9)

174



Acoustique d’un fluide au voisinage du point d’ébullition

On montre ainsi que le flux de chaleur est dominant dans le liquide. La conduction adimensionnelle de flux
surΓ s’écrit :

kl gradTl ·n= εkv gradTv ·n−Lϕj ·n (10)

où nous avons conservé les notations des grandeurs physiques.

3.2. Rigidité effective du fluide à bulles

Évaluons tout d’abord le flux de vaporisation–condensation. Nous obtenons à partir de (10) et de
l’équation de Fourier, et au premier ordre de grandeur noté par l’exposant 0

4πR2j ·n=O

(
Cω p

0
v

P e
Ωlρ

e
v(1−H)

)
, C =

ρe
lCplT

eP e

(ρe
vL

ϕ)2
≈ 600 (11)

C est un paramètre adimensionnel caractéristique de la mixture ;H est une mémoire thermique, fonction
complexe deω, qui caractérise le flux thermique hors-équilibre dans le liquide ;1 − H � 1 (régime
adiabatique),1 − H = O(1) et H � 1 (régime isotherme) respectivement pour les grandes, moyennes
et petites bulles. L’amplitudeθϕ de la variation relative de volume de vapeur produite par vaporisation–
condensation s’écrit :

θϕ =−j ·n 4πR2

iωρe
vΩv

=O

(
−1− β

β
C p

0
v

P e
(1−H)

)
(12)

L’amplitude totaleθv de la variation relative de volume est la somme de la variation relative de volume en
absence de changement de phase et de la variation relative due au changement de phase. En supposant un
comportement adiabatique du gaz, sans nuire à la généralité, il vient :

θv =O

(
− p0

v

γP e
v

+ θϕ

)
=O

(
− p0

v

γP e

(
P e

P e
v

+
1− β
β
Cγ(1−H)

))
(13)

La perturbation de la loi de Laplace s’écrit surΓ (cf. [1]) :

p0
l = p0

v +
2σr

R2
, r =

Rθv

3
(14)

oùp0
v est lié àθv par (13) etr est la variation du rayonR des bulles. Après substitution dep0

v etr dans (14)
et notantθ= βθv la variation de volume de la période, nous obtenons (15) oùK̃ est la rigidité volumique :

p0
l =−K̃θ, K̃ =O

(
γP e

β
(

P e

P e+2σ/R + γC 1−β
β (1−H)

) − 2σ

3βR

)
(15)

Trois comportements différents peuvent être distingués suivant les valeurs deH et deKc = 2σ
3R , compte

tenu deC ≈ 600 :
– grandes bulles :Kc est négligeable ainsi que le changement de phase :

K̃ =O

(
γP e

β

)
=O(P e) (16)

– moyennes bulles : le changement de phase domine :

K̃ =O

(
P e

(1− β)C(1−H)

)
� P e (17)

175



J.L. Auriault, C. Boutin

Le changement de phase fait chuter la rigidité. Dans le cas présent l’ordre de grandeur deK̃ est très
fortement réduit ;

– petites bulles : les effets capillaires sont prépondérants :

K̃ =O

(
− 2σ

3βR

)
< 0 (18)

La rigidité volumique est négative. La perturbation est instable.

3.3. Condition de déplacement surΓ

Partant à nouveau de l’estimation (11), il vient :

j ·n
ρe

lωul
=O

(
C ρ

e
v

ρe
l

R

ul

p0
v

P e
(1−H)

)
=O

(
ε−1 p

0
v

P e
(1−H)

)
(19)

Pour les grandes et moyennes bullesp0
v =O(p0

l ) =O(K̃θ), et pour les petites bullesp0
v =O(p0

c). Ainsi la
condition adimensionnelle de déplacement (4) s’écrit

– grandes ou moyennes bulles : la conduction thermique est importante :

iωuΓ ·n= iωul ·n− ε2 j ·n
ρe

l

= iωuv ·n− ε
j ·n
ρe

v

(20)

– petites bulles : le flux de vaporisation–condensation domine :

iωuΓ ·n= iωul ·n− ε
j ·n
ρe

l

= iωuv ·n−
j ·n
ρe

v

(21)

4. Comportement macroscopique

En utilisant les résultats introduits ci-dessus et l’analyse conduite dans [1], on obtient les équations
décrivant le comportement macroscopique de la perturbation. Celui-ci dépend fortement de la taille des
bulles. Trois types de comportements sont alors mis en évidence :

– grandes bulles : [
1 + β

(
1 +M ′

)]
∆P =−βρe

lω
2 P

γP e
(22)

Les effets de conduction thermique et de changement de phase sont négligeables.M ′, définie dans [1],
est une fonction réelle deω qui exprime le couplage inertiel entre liquide et bulle ;

– moyennes bulles : le changement de phase et les effets thermiques sont présents :

[1 + β(1 +M)]∆P = ρe
lω

2(
β

P e

[
−1 +G

(
1− 1

γ

)]
+

β

Lϕρe
v

[1−G] + (1− β)
ρe

lCplT
e

ρe2
v L

ϕ2
(1−H)

)
P (23)

M (couplage visco-inertiel) etG (non-équilibre thermique des bulles), définies dans [1], sont des
fonctions complexes deω.

– petites bulles : les effets capillaires sont prépondérants :

(1− β)Kc

β
∆P = ρe

lω
2 (24)

La rigidité volumique est négative. La perturbation ne se propage pas.

176



Acoustique d’un fluide au voisinage du point d’ébullition

Remarquons que l’étude a été conduite en supposant valide la loi de Laplace, qui est sujette à caution pour
les très petites bulles. Le comportement (23) pour les bulles moyennes est le plus riche, en ce sens que (22)
et (24) s’obtiennent à partir de (23) par passage à la limite.
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