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Résumé, La rhéclogie des matériawx hétérogénes en cours de prise est étudice par la méthode
d'hemogéneisation des milieux peériodiques. Ces maténaux sont considérés comme des
suspensions de bulles d'air en concentration fime dans un fluide viscoélashique pen
compressible. Le comporterment macroscopique est celu d'un milien viscoclastique
compressible. Les modules de cisaillement et de volume sont du méme ordre de grandeur
et directement proportionnels & celui du fAuide, A ces contributions lides au fluide, s’ajoute
la compressibilité effective du gaz hors équilibre thermique.

rhéologie / homogénéisation / matériau hétérogéne / matériau évolutif / prise /
viscoélasticité

Rheology af materials throughout setting: Theoretical approach

Abstract. The rheological beliavior of setting heterogeneous materials is studied from a theoretical
approach by means of the homogenization teclnigue of periodic medium. These materials
conisidered a5 suspensions of pas bubbles at finite concentration in a viscoelastic matrix
with low compressibility, present the macroscopic behavior of a compressible viscoelastic
medium, The shear and volume macroscopic moduli are of the same order of magriinde
and divectly proportional o that of the fluid. The effective compressibility of the gas
fout of thermal equilibrinm) is added to these ffuid contributions.

rhealogy / homogenization methed / heterogeneous material / evolutive material / setting /
viscoelasticity

Abridged English version
1. Introduction

This paper deals with the rheology of materials such as mortar, concrete, plaster, . . . during setting. The
passage from a fluid to a solid state involves important rheological changes. Moreover, the materials are
heterogeneous with solid particles, liquid and air bubbles trapped, and the heterogeneity size ranges from
a millimeter to a centimeter. From an industrial point of view, these rheological properties are essential to
control the manufacturing process (workability, pumping, . . .).

We determined the macroscopic behaviour of such materials by means of the homogenization method.
This constitutive law is used to analyse the measurements performed with the experimental device presented
in[1-3]



2. Homogenization theory

The macroscopic constitutive law of these heterogeneous media is deduced from a physical analysis at
the microscopic scale using the homogenization theory. This method is well adapted when the medium
presents a representative elementary volume (REV) and the scale separation between the REV size
and macroscopic length related to the wavelength, L = \/2x, is marked.L and! introduce the
small parameter = /L. For the experiments achieved [2], the value=ds about10~—2. The medium
is considered as a periodic arrangement of identical ¢&£[4].

The interbubble mixture, called hereafter matrix, is constituted by solid elastic particles and viscous fluid.
For simplicity, we assume that the matrix is a viscoelastic medium which evolves progressively with binder
hydration. This chemical process leads to material setting; it is sufficiently slow (about 6 hours) to allow
with short duration tests (about 25 ms), the identification of the instantaneous rheological behaviour at any
time. We apply the homogenization method to a suspension of air bulshtethé finite gas concentration
and1/K, its compressibility) in a viscoelastic matrix characterised by its complex viscoelastic shear
modulus M., and its compressibility / K,,,. The main physical features of this mixture are presented
hereafter.

To describe the mechanical evolution of the matrix, the non usual intermediate case between the bubble
fluid (M,, < K,) and the porous solifX, < M,,) is considered sd/,, = O(Ky).

Considering this high shear viscoelasticity, the viscoelastic stress and pressure are of the same order of
magnitude, and the displacements of each phase are of the same order of magnitude.

The macroscopic medium presents a high compressibility due to the gas bubbles. Under an isotropic
solicitation, the matrix volume remains the same at the first order. The volume decrease of the cell is
compensated by the gas volume variat{dfl, < K,,). This cinematik induces shear strain state in the
matrix.

In the gas, pressure variations are linked to density and temperature variations. The temperature
distribution is governed by the heat transfer between the gas and fluid phases. In the gas, the equilibrium is
not necessarily reached so we consider that the thickness of the thermal layer is of the same order than the
bubble size. The high contrast of thermal properties leads to isothermal conditions in the matrix.

At the interface, considering the usual values of the surface tension and the bublple sizenm), the
variations of the capillary pressure are low as compared to those of pressure.

The pressure gradient is balanced in the matrix by both inertial and viscoelastic forces.

3. Renormalized form of the problem

Using L as the reference length and the above physical analysis, the set of linearised equations (mass
and momentum balance, constitutive law, heat transfer equations and interface conditions) governing the
amplitude of small harmonic oscillations in gas and matrix can be written in the renormalised form
(equations (1)—(11)), whereis used to express the relative order of magnitude of each quantity (the term
el“t is omitted).

4. Macroscopic behaviour law

The different problems in the cefl are set through equalling the terms of same power. ¢f can be

observed that:

e the matrix is submitted to a macroscopic translation, and due to the high viscoelasticity, the gas bubble
follows the displacement of the surrounding matrix; this result is different from the case of bubbly
fluid with low viscosity where differential displacements between gas and matrix are observed [5];

e the temperature and the density of the gas phase are given (11)—(12); as the thermal equilibrium is
not reached, temperature and density variations are out of phdakes complex values) and their
distribution is not homogeneoug is a function ofy).



Equations (13), (18) and (19) define the macroscopic behaviour law. The tenf§@sp.s) of rank 2
(resp. 4) have real values and become scalar numbers in the case of isotropic macroscopic behaviour. The
compressibility modulus of the matrix does not appear since its volume variations are negligible.

5. Comments and conclusions

At the macroscopic scale we obtain the behaviour of a viscoelastic compressible medium. The shear and
volume moduli are of the same order of magnitude. The matrix only appears by its shear maflulus
and the macroscopic moduli (shear and volume) are proportional toby form tensorsy and 5. The
contribution of the gas appears in the effective compressitilityhe value of which is generally complex.

It can degenarate into real values (adiabatic or isothermic) according to frequency and bubble size. We
note that even under macroscopic putisbtropicstrain, it is theshearproperties of the interbubble matrix
which acts.

The behaviour law (equations (19) and (13)) corresponds to the interesting case where the viscoelastic
modulus),, is of the same order of magnitude than the gas compressibjlft,. Modifying the order of
magnitude of\/,,, and following the same approach, one can prove that:

e whenM,, < K,, (¢°)=—-KV, -U°I,

e WhenK,, > My, > K, (0°) = My[a.V, - U° +28..e,(U")];

e whenlM,, = O(K,,), the matrix compressibility must be taken into account and we obtain the classical

behaviour of a porous medium with viscoelastic skeleton.

As the shear behaviour of setting material strongly evolves, these various descriptions can be observed
as the material is passing from a fluid state to a solid state. An application of this work is presented in [2]
where this behaviour law is used to analyse the evolutions observed experimentally on materials throughout
setting. These results can also be applied to the study of ‘heavy’ foams rheology.

1. Introduction

Nous nous intéressons a la rhéologie de matériaux comme les bétons, mortiers en cours de prise. Ce
passage de I'état de fluide a celui de solide implique une forte évolution des caractéristiques rhéologiques
des matériaux. De plus, ces matériaux contenant des particules solides, du liquide et des bulles d’air
emprisonnées au moment du malaxage sont hétérogenes. Enfin, la taille des hétérogénéités varie du
millimétre au centimétre. D’un point de vue industriel, la connaissance de ces propriétés rhéologiques
est fondamentale pour leur mise en ceuvre (ouvrabilité, pompage, temps de décofffage,

Ce travail a été conduit suivant des approches théorique et expérimentale. Dans cette note, nous
présentons l'approche théorique qui utilise la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques
pour déterminer le comportement macroscopique de tels matériaux soumis a de petites sollicitations
harmoniques [1]. Nous présentons dans [2] et [3], le dispositif de mesures acoustiques et les expériences
réalisées qui valident la loi de comportement présentée ici, et permettent d’accéder aux parametres
rhéologiques du matériau et de suivre leurs évolutions en cours de prise.

2. Méthode d’homogénéisation des milieux périodiques

Le comportement macroscopique est déduit de considérations physiques a I'échelle microscopique et
de l'utilisation de la méthode d’homogénéisation [4]. Cette technique est bien adaptée aux milieux qui
présentent un volume élémentaire représentatif (VER) et pour lesquels la séparation d’échelle entre la taille
du VER et celle de la sollicitation est marquée.

Sous de grandes longueurs d’ondegsla longueur macroscopique = \/27 et la longueur micro-
scopiquel permettent d’'introduire le petit parametre= [/L. Dans le cas des expériences menées [2],



e~ 1073. Ces longueurs de référenteet! conduisent & introduire deux variables spatialety, reliées

pary = ¢ 'z. La méthode consiste a rechercher les grandeurs sous la forme de développements asympto-
tiqgues en puissance defonctions der ety : u(x,y) = uo(x,y) +eui (z,y) + - - - . Les dérivées spatiales

sont transformées e + ¢~ 19y. L'existence d’'un VER permet de modéliser le milieu comme un arran-
gement périodique de cellulésidentiques; les termas; sont donc périodiques en

3. Analyse physique

Pour les matériaux étudiés, la pate interbulle, ou matrice, se compose de particules solides élastiques et
de fluide visqueux, mélange que nous modélisons, en premiere approche, par un milieu viscoélastique
qui évolue progressivement au cours de la prise. En effet, la pate interbulle évolue avec les réactions
d’hydratation du liant qui générent des composés solides. Ce processus chimique qui conduit a la prise
du matériau est suffisamment lent (de I'ordre de 6 heures ou plus) pour que les mesures effectuées (d’'une
durée de 25 ms) donnent une caractérisation instantanée du comportement. D’'une mesure a la suivante
(séparées de 10 minutes), il est possible d'étudier I'évolution rhéologique.

Nous cherchons par homogénéisation le comportement équivalent d’'une suspension périodique de bulles
d'air de masse volumiqug; de compressibilitd / K, en concentration finie, noyées dans une matrice
viscoélastique de module complexe en cisaillem¥ht, de compressibilité élastique (ou viscoélastique)
1/Ky,, et de masse volumique, (les indicesg et m désignent respectivement le gaz et la matrice, et
I'exposante, la valeur a I'équilibre).

A I'état fluide initial, le matériau s’apparente & un fluide a bulles en concentratiol®(1) : forte
déformabilité de la matrice et forte compressibilité. Lorsque la prise est achevée, le comportement du
matériau se rapproche de celui d'un solide poreux (pores repartis dans une matrice tres faiblement
déformable). Le processus de solidification résulte de la rigidification de la matrice dont le module de
cisaillement évolue considérablement en cours de prise. Typiquement pour les fluides a bulles, le module
de cisaillement}M,, est trés faible comparée a la compressibilité inverse du iz < K,), alors que
dans les solides poreux, il est de 'ordreldg, = O(Ky) > K,.

Pour décrire la situation intermédiaire du matériau en cours de prise, nous retenons donc I'hypothése
M., = O(K,;) < Kn. En conséquence, le mélange présente des propriétés non classiques dont les
principales caractéristiques sont les suivantes.

(i) Comme M, = O(K,), les contraintes de cisaillement dans la matrice sont du méme ordre que la
pression dans le gaz. Il en résulte que les deux constituants sont animés d’'un méme mouvement
d’ensemble,, = O(u.,). Cette propriété se retrouve dans les solides poreux mais pas dans les fluides &
bulles pour lesquels, le faible niveau de contrainte visqueuse autorise les déplacements relatifs fluide—
gaz [5].

(i) La compressibilité inversdd du mélange est de I'ordre d&,/c. En effet, sous une pressiadn,
le systéme constitué de la matrice entourant les bulles d'air se déforme. Dans la matrice, la
pression engendre des déformations isotrapéeB/K,,), négligeables devant celles de distorsion
v = O(P/M,y,) puisqueM,, < K,,. L'ordre de grandeur de cette distorsion est aussi celui de la
variation relative de périmetre de cercles concentriques a la bulle. Ainsi l'interface matrice—bulle
(de rayonR) voit son rayon réduit d&(yR). Cette variation de rayon de l'interface se traduit
par une variation de volume de gaz qu’elle délimite @&~/3). La pression dans le gaz est
donc O(K,(2v/3)) = O(P(2K,/3Mw)) = O(P) puisqueM,, = O(K,). CommeK, < K,, et
¢=0(1), nous obtenons pour les variations relatives de volume macroscopiques et |dcH|AS =
O(c.AVy/Vy) > O((1 — ¢).AV /Vi) : cela signifie que la variation de volume est principalement
due ala phase gazeuse. La compressibilité d’'ensemble est pilot&e ptai/,, et ces deux parametres
étant du méme ordre, onld = O(K,/c). Cette estimation est classique pour les fluides a bulles en
concentration finie mais ne se retrouve pas dans les solides poreux (pour ldsguels/,,, donc
P, < PetK =0(Kn)).



(i) Dans le gaz, les variations de pression sont liées aux variations de densité et de température. Le
champ de température est régi par les échanges thermiques entre gaz et fluide. Pour le gaz, I'équilibre
thermique n’est pas nécessairement atteint et on considérera une épaisseur de la couche de diffusion
thermique du méme ordre que la taille des bulles. Par contre, les propriétés thermiques de la matrice
conduisent a de tres faibles variations de température, et elle reste en condition isotherme.

(iv) ATlinterface matrice gaz, en considérant les valeurs usuelles de la tension de guifetele la taille
des bulles R ~ 1 mm), les variations de pression capillaire sont faibles devant celles des pressions
acoustiques P, =20A(1/R) < P.

(v) Enfin en régime dynamique, le gradient de pression est équilibré par les forces inertielles et
viscoeélastiques. Du fait du contraste des masses volumigfies; o, les effets inertiels associés
a la matrice sont dominants.

Les hypothéses retenues permettent de décrire le comportement du matériau pendant la prise. Les limites
de validité du modéle et les extensions simples que 'on peut en faire sont discutées en conclusion et
permettent de considérer toute la phase de prise, de I'état fluide initial, et un état ou la matrice est fortement
rigidifiée.

4. Ecriture du probléme sous forme renormalisée

L'écriture renormalisée, usuelle en homogénéisation, est un raccourci commode qui permet, tout en
gardant les variables dimensionnées, d'intégrer dans les équations les ordres de grandeur des parameétre
et des nombres adimensionnels, exprimés en puissance®ideonformes a I'analyse physique. Cette
formalisation condensée est équivalente a la procédure plus habituelle, mais aussi plus fastidieuse, qui
consiste a traiter le probléeme sous forme adimensionnelle puis a revenir aux variables dimensionnées apres
résolution.

A partir de I'analyse physique présentée ci-dessus, les équations linéarisées de bilan, de comportement,
d’échange thermique et des conditions aux limites qui gouvernent 'amplitude des petites oscillations
harmoniques dans la matrice et dans la phase gazeuse sont renormalisées sous la forme suivante [1] (le
termee'“! est omis,L est choisie comme longueur de référence) :

e dans la matrice fluide :

Pm“!‘f_leV'um:O (1)
M,
=V (Pn) + TV(V Um) + M Ay, = —w?pl 2

e dans la phase gazeuse :

pg+p§V'Ug:0 (3)
Py _pg | Ty
P T @
—VP, = —wzepgug (5)
eV - (kgVTy) =iw(psCpeT — Py) (6)
e alinterface gaz-matrice :
Ug = Uy @)
Ty =0 (8

[PgI — P, I+ 2Mme(um)} n==ec20A (%) n (9)



Les équations (2)—(4), (7) restent inchangées par la renormalisation puisque, en accord avec I'analyse
physique, chacun des termes qu’elles contiennent sont du méme ordre. La renormalisation de (1), (5),
(9) découle directement des estimatigris= cO(p,), Km = O(¢™'Ky), et P. = O(¢P). Enfin, dans
I'équation (6) le terme? traduit que la couche de diffusion thermiqq%kg/(wpgq,g), est de l'ordre de
la taille des bulles i.eD(eL).

5. Loi de comportement macroscopique

Les problemes aux différents ordres sont obtenus en égalant les termes de méme puissafoe de
donne ici brievement les principales étapes de résolution.

Pression et déplacement

Dans la phase gazeuse, les termes dominants (equatloa 9, condwsent av, P0 =0 et donc
P = POz ) Dans la matrice, la résolution de (équation @)?) V, - ud, =0 et (equat|on (2)72)
M mA, - ud =0 montre que la matrice est soumise a une translation macroscapﬁgueuo (z)=U".
Pour le gaz (équation (35~ !) V, - ug = 0 montre que le gaz, a I'’échelle locale, apparait comme
incompressible. A partir de (équation (2f), le déplacement moyen d’une bulle de gaz est obtenu
(ud) =1/9, fﬂg udd = U° ou £, est le volume gazeux dans la périote Les bulles suivent le
déplacement de la matrice qui les entoure. Ce résultat differe de celui obtenu généralement pour les fluides
a bulles de faible viscosité ou il existe des déplacements relatifs entre fluide et gaz [5].

Température et masse volumique
La température dans le gaz se déduit de (équatios{%)(équation (6)¢°) qui conduisent a :

0 0 0
Wt p2 T T _ _ - P N _ kg
le Vy.(V (T6>>+T*‘_(l >P*‘ Ouwt_ing’png (10)

w; est la pulsation caractéristique pour laquelle I'épaisseur de la couche thermiqueRégBiguation

(10)) et (équation (8)°) définissent un probléme linéaire de conduction de chaleur avec une source liée
au champ de pressiaR’. La solution générale est obtenue a partir de la solution particujigres/w; )
correspondant & une source unitaire. Les variations de température et de masse volumique au premier ordre

(équation (4)¢°) sont :
0 [e={(1--— ’ 11
1 (% )/ ( ) (y ) p: (11)

o) e (- D]

L'équilibre thermique n’étant pas atteint les variations de température et de la masse volumique ne sont pas
en phase (la fonction g est & valeurs complexes) et leur distribution est non homggépeid dey).
Conservation de la masse

L'équation macroscopique est obtenue en associant les équations relatives a chaque phase (équation (1)
e~ 1), (équation (3)¢°) et les conditions aux limites (équation (Z)). On utilise alors (équation (11)) et la
propriété de périodicité locale pour obtenir :

po 1 1 c
0_ — _ N
Ve, U = e avec 7 [1 (1 >G} P (13)

ouG =1/0, [, gdf? et1/K est la compressibilit¢ macroscopique du milieu équivalents & w,
les bulles restent en condition isothermgetend vers 0, ek’ — Py /c. Pourw > wy, la conduction est



limitée a une couche mince en dehors de laquelle le gaz reste en condition quasi-adiabatiquet
K — v Pg /c. Pour des fréquences intermédiaires, il n'y a pas équilibre thermigiiepgend des valeurs
complexes. L'expression d& est donnée pour des bulles sphériques par [6].

Comportement macroscopique
Les déplacements locaux dans la matrice sont définis par les équations linéaires (équatioh),(2),
(équation (1)), (équation (9)¢Y).

Ve U +V, ul, =0 (14)
—Vy (PY) +2MuVy - (e (U%) +ey(ul)) =0 (15)
[P°T — POT +2My (e (U°) + ey (us,))].n=0 (16)

La solution est une combinaison linéaire de champs de déplacement induits par la partie isotrope et par
les composantes purement déviatoires de la déformation macroscopique :

wy, = Xij (Y)-€2i (U°) + X' (y) Vo - U° + u! (2)
PO = 2Myij (y)-e4i5 (U®) + 2Mp7’ (y)V, - U® + PO

Les fonctions réelles;; (y), 7’(y) et les champg;;(v) etx’(y) dépendent uniqguement de la géométrie
de la période?. Ce sont les champs solutions pour des déformations macroscopiques unitaires. Le module
de compressibilité / K,,, n’apparait pas car la variation de volume de la matrice est négligeable a cet ordre.
L'équation de bilan d’effort macroscopique est obtenue en combinant les équations relatives a chacun
des milieux (équation (2}), (équation (5)s") et les conditions aux limites (équation (9Y). En utilisant
la périodicité locale et (équation (17)), on obtient par intégration sur chaque constituant :

17

Vo (0%) = —w*(1 = c)p,U” (18)
(0%) = =PI + My [a.V, - U° +28..e,(U)] (19)

(0%) =1/02 [,0°d12 est le tenseur des contraintes macroscopiques. Les tensétesp.3) d’ordre 2
(resp. 4) obtenus a partir de y, 7’ et x’ sont a valeurs réelles et se réduisent a des scalaires pour un milieu
macroscopique isotrope. Les équations (13), (18) et (19) définissent le comportement macroscopique.

6. Commentaires et conclusions

On obtient a I'échelle macroscopique, un milieu viscoélastique compressible dont les modules de
cisaillement et de volume sont du méme ordre de grandeur. La matrice intervient uniguement par son
module de cisaillement/,, auquel sont proportionnels — par 'intermédiaire des tenseurs de farate
[ — les propriétés de viscoélasticité de cisaillement et de volume du mélange. La contribution du gaz
apparait dans la compressibilité effective a valeur généralement conipleXelle-ci peut dégénérer vers
une valeur réelle adiabatique ou isotherme selon la fréquence et la taille des bulles. On note que méme sous
un champ de déformation macroscopigueement isotropece sont les propriétéan cisaillementle la
matrice qui interviennent.

Le comportement (équations (19) et (13)) correspond au cas intéressant ou le module de viscoélasticité
M., est du méme ordre de grandeur gkig. En modifiant I'ordre de grandeur de,, et en reprenant la
démarche, on établit que :

e lorsqueM,, < K, (0°)=-KV,-U"T;

o lorsqueK,, > My, > Ky, (0°) = My [a.V, - U® +28..e,(U°)] ;

e lorsqueM,, = O(K,,), la compressibilité de la matrice doit étre prise en compte et on retrouve le

comportement classique d’'un milieu poreux a matrice viscoélastique.

Comme les propriétés en cisaillement d’'un matériau qui fait prise évoluent tres fortement, on peut
s’attendre a rencontrer ces différents types de comportement au cours du passage de I'état de fluide a celui



de solide. Une application est présentée [2], ou cette loi de comportement est utilisée et permet une analyse
trés cohérente des évolutions rhéologiques observées expérimentalement sur des matériaux en cours d
prise. Ces résultats peuvent aussi étre utilisés pour I'’étude de la rhéologie des mousses «lourdes ».
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