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$��� ����
	���� �� �����	��� 	������� �� �� 	 ������ �%���
� ��	�� &��
���������� �� ��'�� �(���������� �� ������) *� ���� ������ ���� ����
	�
���� 	� 	��� �� ������� 	� 	 ��	�� �� ����� +$+ ���������) *� ���� �	�
��� '� ������� 	 �����'��� '�� �	,�� 	� ����
������� ��������-����
��
������� �� 	� �����	�� ��
��������) *� 	 �����	� �.��������� &�	���
'��,� '� ���
� ��� �����	� �& 	 ���������	��
� ������� '�� ���� ���
'�	��� �� ��
��� �� ��� ��������	
��� ���������� �� �	
� �� �� ������
������ ����� 	�� ���������� �����) /��������� �� 	�	����	� �� 	 0���
���������� 	�� 	�� ������	� &�� ��� �����	� 	��� �	��� �� ����	����
	�� �������
 ��������	��) *� �	�����	�� '� ���' ��	� ��� ���������
���������� 	������� ������� ��� ���� �� ���������	� �	�	������ ��� ��
���&����� �	�	������ 	� '���) �����
��� '� ���' ��	� �����	���� ����
��� 	%�� 	������� �� ��� �	�� '	� 	� �� 	 �	���	� �.��������� &�	��'��,)
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/������ +$+ ��������� �� ��'	�	�� ������� ��� �& ��� ���������� �& ����
�� �	,��� �� �	�� ��
������ ��������) :�� ����	��� ��� :���� ��
�������
'����� �� ����� ��������� �� &��� �� !" ") ;�
���������� ��� 	 ����� 	��
��	�� �� 	 ����(� �& ���'��� ������ ���	��) <��� ���������� �� �� �	�� ���
�� ��� ������	�� �& ���������	� ������4 �� :�	��� ��������� 	���� &�� !=>
�& CO� ���������� �& '��� ?"> 	�� �����	��� �� ��� ���������	� ������ 	�� &��
@8> �& 3�	� ������ ���������� A�;�$� !""7B) ������ ���	�� �� ��� �����
�����	� ����� ������� �	���� �� ��� ��������� �& ��� �& ������ 	����	��� 	��
�� ����� �-���� A��� $	���	�� 6#?#B) *������ ���� ����
	����� 	�� �����	���
	������� �� �� 	 ������ �%���
� ��	�� &�� ���������� �� ��'�� �(���������� ��
������ ������� ����	��� �-���� 	�� ���� ����� �����&��� 	 ,�� �	���� &��
��
��������	� �������) :�� ����	��� ���	��� �����	���� 	�� ��������-����
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����� ��� ������ ���������� &�� ������ ��	���� 	�� ������ A:	���� !""#B)
���������3� 	�	����� ����� �� ��� ������ 
�	������ �& ����� ������� �
�� �&
��� ��&��� ������3�� ��� 	� �����
������ �� ������ 	�� .�	���� 	�� ������
���� 	�	���� ����� 	�� ��� �	,�� ���� 	���� A1	,��� !""8� ��� �� 	���� !""8B)
$�'�
��� 	��	� ��
������� �� ����� ������� �� ����� ���	��
��� �	�� AC	�3 �� 	����
!""7B) <��� �	��� 	��� 	� 	��&���� �(��	����� ��� ���� ����
	���� �������
�& ���������� �� 	 ��������	� �����) *� �	�����	�� '� �(������� �	,� ���� 	�
���� ��	� ��� 	 ������� �	,�� ��	� �� 	� �����	�� ��
��������� �� '���
����� �(��� 	�����	��� ���'��� ����������� �	
����� 	�� ��
������� �� ����
����
	����)

<�� �����	���� �	� 	���	�� ����� �� �(��	�� ��� ���' ��%����� �& ������ �&�
3���� ��
�������� ���� ���	���� D������ �	�	��(D �� D��������-���� �	�D
A1	%� 	�� E�	
���� 6##@	B) �
�������� �	����� 	� �& 	����� '��� ����������
'��� �����	��� ���� �	��� �� 	���	��� ��������-���� ��
�������� �	����� &���
! > �� ="> A��� C��'� !""6 	�� E	���	� �� 	�) 6## B) <�� ���	� ������ ��
��� ������ 
	��� �����	��� �� ��� ����
���������� �& ��� ��
������� ������� �� 	
����	��� ��
�������� ��	� ���
�� 	 '���� ���'��� ��� ��
������� 
	��	����
	�� ��� ;�� ������� F	���) $	���� 	�� ���	�& A6## B ������� ������ �� '���
���������� ������0� ��� ��� �& ������ �(���������� ������ �� 	 ��
�� ��
�� �&
��&��� A�����
��� 	�����	����� 	�� ������������� �� $	���� 	�� ���	�&�
6##=B) *�
������� �� ����'	��� ������ �� �� �����	���� �� ����
������� 	�� &�����
����3�� 	�� �����	�� ��	��� �& ������ ���� G���	�����) C	��� �� �����	�����
�& ���� ����� 	�� ������ ���� �	�	� ���� ���	�� ��	� ��� ������� �	�� ������ ��
&��� ����� ������ &�� ��������	
��� ��
�������� ��	� &�� ����� ,���� �& ��
����
�����) *� ���	� 	�� E�	�,� A!""#B� ��� �������	� ��
����� �	� ���	� 	�������
��� ���� ��	��� �& ��� ����� �%�� �& ����
���������� 	�� �����	����� ��� 	���
�� 	�� �� �� &����� �(����������
� �%���4 '��� ��� �	��	�� �& ����� 3���
�	�� ��	��	� ,��'����� �� �������� 	�� ����	����� ��� ��������	
��� ����
������� ��	����� ���� �� ����� ��� ��������� ��� ��� ���� �& ������ �	
��)
E����	����� &�� �����
���	� ������� ��������� ��� �(����������
� �%�� 	� 	
&���	����	� ��	��� &�� '��� ���������� 	�� 3��� ���	� �	,��� ��������	
���
��
�������� ����� ������	� �	��� �& ������ �(��� 
	���� �&  ">� ��������� '���
�����
	����� �� ��� ������� �����	����)

���
������� &�� 1	%� 	�� E�	
��� A6##@	��B ���	���� ��������	
��� ��
����
���� �� �����) �� �(	���� �� ��� ��%����� ���'��� �������	���� �& ������
�	
��� ��������� �� 	 ��' ���� 	� ������� �� 	� �(������ ����) *� ��� 	��
�& ��� ��' ����� &������� ��� ��������� 	� ��� ���� �& ���������� ����	���
��	�� ��	� ��� ��� �& ����	��	���� �	��� A�& �� �� ������	,��B '��� �� ������)
<���� ��
������� �������� �� ��� �	���&� ��� 	���������� �& ��� ������ 
	���
������ ��� &������ ��
�������� �& ��� ������ 
	��� 	����	� ���� �
�����
��� �����������) <���� �������� �� ��	� ����� �	� ������ �� �� '	�� �����
�����
	����� �& ����	�� �������� 	���� 	�� 	������� ������0��� ���	
�����
�& ������	������ ��� �%��� �& ������� ����������� ������ ���� �(���	������
	�� ������	��	���� ��������� �	� �& '��� ���� 	���� &�� ���� ������� ����
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���� �	���) :��	���� ���� �����	���� ��' ����� �� �(��	�	����� ��� 	� ���	
�
���	� 	�� ���	���	����	� �	������� ��	���� �� ���� ������� �	����	���� AE	���	�
	�� $�'	��� 6##@� C���	����� !""?� �� ��	0�/	���� 	�� ������� !""#B)

*� ���� �	��� '� �� �	, �� ��� ��	��	�� 	���������� �& ����
������� �������
�	
��� ��������� 	������� 	�� �& �����	�� �	��%�) *����	� �& ������� ��
������� �	����	���� '� &��� �� ��� �	�	�������� �& �������� ��	� �	,� ���
	������� ������� �� ��� ���������	� �����) �(������ �����	���� �������� �	��
��	� �.��������� ��������� 	�� �����&��� ������� ��� �����	���� ���'��� �����	�
���������� 	�� �����	� 	������� 	� '��� 	� ��� ������� �& ���, 	
������6 ��
�����������	� �������������) <� �	������ ����� �������� '� ��������� ��� �����
�%�� �& ����
���������� 	�� �����	���� �� ��� ��������-���� ��
������� ���
����� �� 	 �����	� �.��������� &�	��'��,) <�������	� 	�	����� �& ���������
	������� �� �����	� �.��������� 	�� 	 ����	��� ��
�������� 	�� 
��� �����
	�� 
��� ������� �� ������) $�������� �� 	�) A!""7B ����� ��� �����	� 	����
���� �& 	 ��' ��������� ��	� ����	��� ��� �������
��� �& 	���	�)! <����
�(���� ���� 	� �����	� 	������� ������� 	�� ���� ������ �� ������ �������
� ��
��� ��0� �& �����	���� 	� '��� 	� �� ��� ������ �& 	�����H ���, 	
������) �����
���
�������� 	�� E������ A!""#B �	,�� ��� ����3 ������� �& 	�	������ ����
������ 	������� ����� �����	���� �� 	 �����	� �.���������) <�� 	������ 3���
��������� ��� ���	��� �����	� 	������� ������ ��	� �� 	%���� �� ��� �(������
�& ���������) E����� ���� ����
� ��� �	( ����� ��� ��	� �� 	 ������	��0��
������ 3��� 	���� ��� 	�	������ ��������� &�� ��� �	�� ��
�� �& ������
��
�������� 	� �� ��� ����	��0�� ������)

<	,���� ��� ����3 ������� �& 	 �����'��� '�� �	� ��
��� �� ��' �����
�	����� �� ������ ��	0��� �� ����� �� ����� ��� ������ ���� �� 	 ��� ��%�����) <��
��������	���� �& ��� �����	� ��
������� ������ �� 	%���� �� ��� ����������
�& ����� 	�� ���
��� ����� ��	� ���������	� ������ ���
��� A	���� D����������
�����D �� ��� ���� �& ��� �	���B) <����&���� '� �(���� ��� �����	� �.������
���� ����� '��� 	 ��	� ������ �������� �� $�������� �� 	�) A!""7B) I� ���
�
��� �����	� ������������ �� ��� �����	� 	������� �& 	� ��������	
��� ����
������ 	������� �� 	 ���������	��
� ������� '�� ���� ��� '�	��� �� �	
� ��
�� ������ ������ ����� 	�� ���������� �����) I� 	����� ��	� ��� ����3��
�& ��� ��������	
��� ����������� 	�� �����	�� ��� �� ��� �	, �& ��&���	����
	���� ����)= <�� 3�	��	� ������ �� �	
���� �� 	������ �� �� ����	��� 	�
'���) C�	��� �& �����	����� '� ���	�� ��	� �� �	� �� �����	� �� ����� ����
����������� �� ����� �� &����� 	�������) �� ���	� A��� $�������� �� 	�)� !""7�
�� �������� 	�� E������� !""#B ��� ����� 	� ���� �� ���
�� 	�	����	���
�& ��� ������� ������� &	��� �� 0���) ;�
���������� '� ��3�� ��� ������� ��

6E�� :	��� A!""#B &�� ��� ���� �& ���, 	
������ �� ��� ������ �-���� ��
������� �������
�	��� �� 	� ������	� 	����	�)

!<��� �	���� �������� '��� $�������� �� 	�) A!"" B� ���
���� ��� ���������� &�� ��� �����	�
��������� ��	� �������� 	� ����
������� ������� �� 	 �����	� �.��������� &�	��'��, &�� ��� 3���
���� �� ��� �����	����)

=������� ���������	���� &�� ���� �����	���� A��	� �� ��� ���&���� 3� ��� ���������B '����
��� &��� ��� ���	� G���	����� �� ������ �����)
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��� ���� �����	� 	�� '��� ����0��� ���������� ����� 	 ������	� ��������
�	��� �� ����	���� 	�� �������
 ��������	��) I� ���' ��	� ��� �������
��� ���������� 	������� ������� ��� ���� �� ���������	� �	�	������ ��� ��
���&����� �	�	������ 	� '���) *� �	�����	�� ��� ������ ��� ���, 	
������ �	�	�
������ ��� ��	���� ��� ��
�� �& '�	��� '��� �� ��.����� &�� 	�������) :��	���� '�
	��� ���' ��	� '���� �����	���� �� ��������	
��� ����������� �-���� �	����
	%��� 	������� ������� �����	���� �� 3�	��	� ������� &������ ��) <�� �	����
������ �� ����,����� ��%����� &��� '�	� �� ���	���� �� �	���	� �.���������) �� 	
����.����� �� �������� ��	� ��� �(������ �& 	� ������ 
	��� �� ��� ��-����
�� �(��	�� ��� D������ �	�	��(D� 	� ��������� �� E	���	�� C�������� J E��&�
A6## B)

<�� ���	����� �& ��� �	��� �� 	� &����'�) E����� ! �������� ��� �����	�
������ 	�� �(��	��� ��� 	���������� ��	� '��� �� 
	��� &�� ��� '���� �	���)
C�	��� ���� ����� �� �� �� ���
�� �	,'	���� '� ��	�� �� ������ = �� ��
�����
��� ��� �����	� �.��������� &�	��'��, ��� ��� ��������-���� ��������� �	�
���� 	������) *� E����� @ '� 	�	����	��� ���
� ��� ����� ��&��� ��� ����
������ 	������� 	�� ����
� ��� �����	� 	������� ������ �� ��� ����	� 	�� �&
0��� ����������) I� ���
��� 	��� ���� �������
��� 	�	����� �	��� �� ������	�
�����������) I� ��3�� ����� ������� �� ������  '��� ��� ���� �����	� 	�� �&
	 ������� ������
� ������� �	��) E����� 8 �������)

� ��� �����

I� 	����� ��	� ��� �����'��� ����� ���,� 	�����) $�� ����� ������ �����
�	���� 	 ������������ �	��� r� 	�� 	 ����	��� ���� σ�dz�) $� ������� ������
����� C� 	�� ���������� ����� C�) <�� &������ �& '�	��� 	����	���� ���
����� �& �'� ���������) <�� ������������ ��� �� rAt−C�t−xC�t �'��� At ���
��
�� �& '�	��� 	�� x� ��� ���	��
� ���� �& ������) <�� ����	��� ��������
���� &��� ��� ����	��� 3�	��	� �������) <�� &������ �& '�	��� 	����	����
'����� �����&���4

dA = (rA− C� − xC�)dt+ σ�Adz�t &�� t < τ A6B

�� 	�� ���� τ � ��� ��������� 	� ��'�� ��� ��� x �& ��� ������ ���
��
�� �'������ �� 	 ��' ��������� y) <�� �����	� ��� �& ��� ��' ���������
�� β) <��� ��� �� �����
��	���) �����
��� ����� �(���� 	� �����	���� σ�
��	� �� ���,�� �� ��� ��� �& ���������� �� ������ ���
�� 	&��� ��� 	������� �&
��� ��' ���������) *������ '� 	����� ��	� ��� ����3�� �& ��� ��������	
���
����������� 	�� �����	�� ��� �� ��� �	, �& ��&���	���� 	���� ����) ;���
��	� y ���� �� ���� ��	� x ��	��� ��� ��� �& ��� ������ ���
�� �� �����'���
������ '��� ��� ��' ��������� 	�� ��� �����'��� ��
�� 	�����) I� ��3��
��� ��%����� ���'��� x 	�� y 	� ��� �	
���� �� ������ �-����) <�� &������
�& '�	��� 	����	���� 	&��� ��� 	������� �& ��� ��' ��������� ��4

dA = (rA− C� − yC�)dt− σ�yC�dz�t + σ�Adz�t &�� t ≥ τ A!B

@



<�� �����'��� ���&������ �
�� ���������� ��	�� 	�� ����������� �� ��� ��&��
���� �(����� ������� &������	�

E�

�� ∞

�

e−ρtU(C�t, C�t)dt

�
= E�

�� ∞

�

e−ρt (C
a
�C

b
�)
�−γ

1− γ
dt

�
A=B

<� &	����	�� ��� �������	����� ��� ������ Θ ��� ��� �& 	��������� ��	��� ��	� ���
��� ��� �& ���������� ��	�� 	�� �	��� �& 	������� (C, τ) ��� ��	�

E�

�� ∞

�

e−ρtU(C�t, C�t)dt

�
<∞ A@B

'���� ρ �� ��� ������� �������
� ������� &	���� γ �� ��� ����	�� ���	��
�
���, 	
������ �& ��� ��������� '��� γ �= 1 	�� γ > 0) <�� ��	�������� a 	�� b
	�� ������
��) I� ��3�� ��� �%���
� ��-���� �& ���, 	
������ A��� E���� 	��
E��� !"" B4

R = 1− (a+ b)(1− γ) A B

<�� �����	� �'������ ���� ������ �	(���0� ��� �����������	� ������� ������
�� ��� &������ �& '�	��� 	����	����� ��� �������	��
��� �����	��� 	�� ���
�����	� �������� A�) <�� 
	��� &������ �& ��� �����'��� �� 4

V (A�) = sup
�C,τ�

E�

�� τ

�

e−ρt (C
a
�tC

b
�t)

�−γ

1− γ
dt+ e−ρτW (Aτ − β)

�
A8B

'���� W �� ��� 
	��� 	&��� �	
��� 	������ ��� ��' ��������� 	�� τ �� ���
�����	� 	������� ����)

<��� �����	� 	� �� ���
�� �� �'� ��	���) :����� '� ���
� &�� ��� �����	�
���������� ��	�� �& ��� ���������	��
� 	���� 	&��� ��� 	������� �& ��� ��'
���������) <���� ����� �� �� ������ 	� 	������� ������ �� ��� 
	��� �& ��� ����
��	�) I� 3�� ��� �(�������� �& ��� 
	��� &������ '��� ���
���� ��� �����	��
�������� �� ������ ��� �.��������� �& ��� �����	� ����� '��� 	 ���������
	������� �����������) ;��� ��	� �� 	��� ���
���� 	 �����	�, &�� ��� ������
'��� ��� ��������� 	������� ������) E����� '� &�����	�� ��� ���� �& 	�
�����	� ���������� ��	� 	�� 	� �����	� ��
������� ���� ����� �� ���������
	�������)

� ��� ������� ���� ����� �������


I� 	����� �� ���� ������ ��	� ��� ��' ��������� �	� ���� 	������) <�� ���
�& 	��������� ��	�� ���	���� �� ��� ��� �& ���������� ��	�� ��� ��	� 4

Eτ

�� ∞

τ

e−ρ�t−τ� |U(C�t, C�t)| dt
�
<∞ A?B

<�� 
	��� &������ �& ��� ��������� �� 4

W (Aτ ) = sup
C

Eτ

�� ∞

τ

e−ρ�t−τ� (C
a
�tC

b
�t)

�−γ

1− γ
dt

�
A7B

 



<�� C����	� �.�	���� �	� �� '������ 4

W (At) = max
C�t,C�t

�
(Ca

�tC
b
�t)

�−γ

1− γ
dt+ e−ρdtEt(W (At�dt))

�
'��� t ≥ τ A#B

<�� 3��� ����� ��������� ����� ��� �����	� ���������� �& ������ 	�� ����
������ �����4@

C∗
�t =

�
(a+ b)

a
MB−b��−γ�

� �
a��−γ�−�

At A6"B

C∗
�t = BAt A66B

I� ���� ��	� ��� �����	� ����������� 	�� ���� ����	�� &�	����� �& ��� '�	���
��
�� '���4

B =
Ry ± (1− γ)

√
∆

Rσ��y
� [2R− b(1− γ)]

� 	��

∆ =

�
y

�
a+ b− 1

1− γ

���
−4
�
R

2
σ��y

�

�
2a+ b− 2

(1− γ)

���
b
R

2
σ�� − br +

bρ

1−R

�

<�� &�	�������� �������� ������� B > 0. ��������� �� ��� 
	��� �& γ ���	��
� ��
����� '� ������� ��� �� ��� ����� ���� �& ��� ����� ����� �.�	����) �����
��

M =
a

a+ b
B−R

�a
b

	
y +Rσ��y

�B

��a��−γ�−��

<�� �(����� �����	� '�	��� ���'�� �	�� ��4

Et(dAt/At)

dt
= r −Et

�
C∗
�

At

�
− yEt

�
C∗
�

At

�

= r −
�
M

a
(a+ b)B−b��−γ�

� �
a��−γ�−�

−By

;��� ��	� ���� �� 	 ���� �����( �(�������� ��	� ���	� A��� &�� ����	�� E����
	�� E��� !"" B ���� ���������� �(��������� �� �����& ������� 	%���� �� ���
���	���� �� ��� '�	��� 	����	���� �.�	����) <�� &����'��� ������� 	� ��
���	���� 	�	����	���4

∂(C�t/Kt)

∂σ��
=

�
∂(C�t/Kt)

∂M

∂M

∂B
+

∂(C�t/Kt)

∂B

����
M	M

�
∂B

∂∆

∂∆

∂σ��

> 0 &�� γ < 1
����������	�� &�� γ > 1

∂(C�t/Kt)

∂σ��
=

∂B

∂∆

∂∆

∂σ��

> 0 &�� γ < 1
< 0 &�� γ > 1

�� ����	�� �� ��� �����	���� �� ��� 3�	��	� ������� ����	��� ������ ���
�������� �� ���� ������ 	�� ���������� ���������� �& ��� �����������	� ��	��
����� �& ������������ A1/γB �� ���	��� ��	� �����) �����
��� ������ ����������

@E�� �������( �)

8



�� ������ ����� ����	��� '��� �����	���� σ� ����� �& ��� �����������	� ��	��
����� �& ������������ �� ���� ��	� �����) <���� ������� 	�� ��������� '��� ���
���	� ����� 	�� ������������ �%���4 ���� �����	���� ������ ��� ���	����
�.��
	���� �& ��� 3�	��	� ������� '��� �� ���� �����	��� 	� ����� �%�� A����
������ ����������B 	�� 	 ������������ �%�� A���� ������ ����������B)
<�� ������������ �%�� ���
	��� �& ��� �����������	� ��	������ �& ������������ ��
�	��� ������) �%��� �& σ�� �� C�t &�� γ > 1� �� �& σ�� �� ���� C�t 	�� C�t 	��
	�	����	��� ����������	��) :������ ���
����� 	 ������	� �����	���� �& �����
�%��� 	� �� &���� 	� ��� ��� �& 	������( A�B)

:��	���� ��� �(����� �(�������� �& ��� 
	��� &������ ��4

W (At) =W (At) =
MA�−R

t

(1− γ)
A6!B

*� �� �	�� �� ���' ��	� ��� �������� �� �	�	������ ��� ��	� ��� ������� &������
�� ��	
� �� (a + b)(1 − γ) − 1 < 0) <�� ��	��
���	���� �������� ��.����� ���
��
������ �& ��� 
	��� &������� �)�)

lim
t→∞

E�(W (At)) = 0

*� �� �	���3�� �& ��� ��&����� ������� �& '�	��� ���� ��� ���' K��� &	��L �� �(�
���	���� A��� E���� A6##8BB) �������� *�MH� ����	 �� W (Kt)� ���� ��.�����
��	�4

E(dA) = WAE(dA) +
1

2
WAAE(dA

�) < 0

⇔ M



r −
�
M

a
(a+ b)B−b��−γ�

� �
a��−γ�−�

− xB − R

2

	
σ��x

�B� + σ��


�

> 0,

I� 	����� ��	� ���� �������� �� &��3����)

� ��� ������� �������
 ����
� ���� 
� �����
��

�
�

����������� ��� 	�	����	� ���������� ����� �������	����� ��� ���	����� �&
��� �����) $�'�
��� ���
��� 	�	����	��� �� ���� �������� �� ��� ����	� 	�� ��
'��� ��� �������H� ������� �	�� �� �.�	� �� 0��� ) <��� �� '�� '� 	�����
0�������������� �� ���� ������) ;��� ��	� ��� �(��������� �& ��� �����	� ���
�������� �	�� 	�� �& ��� 
	��� &������ 	&��� ��� �'��� ��	� �	
� ���� ����
��
�� ��� ���
���� ������ ���	�� 
	��� ��� '� ��' ������ ρ = 0 �� ����� �(�����
�����) ;�
���������� 	������� ��	� ��� ������� ���� ��� ������� ��� &����� ��
��� 
��� ��	�����) <����&���� '� '��� ���� �� ������	� ����������� �� ��� ��(�
������ �� ���' ��	� ���������� 	 ������� &	��� ���� ��� �	��� ��� �	����
�& ��� �������)

 E�� ��(� ������)

?



/�	�� ��	� ��� �����'��� �	� �� ����� ���� 	� �����	� ���������� ��	�
	�� 	� �����	� ��������� 	������� ������) <��� ���� �� ��
�� �� ��� �	(�
���0	���� �& ��� �����������	� ������� &������ ������ �� ��� '�	��� 	����
�	���� �.�	����) ��� ��� ��' ��������� �	� ���� 	������� ��� �����'���
�����	��� &����'� ��� ���������� ��	� �������� �� �.�	����� A6"B 	�� A66B)
<����&���� ��� 
	��� &������ 	� ��� ���� �& 	������� �� ��
�� �� ��� &����'���

	��� �	����� 	�� ������ �	����� ��������� 4

V (Aτ ) =W (Aτ − β) A6=B

VA(Aτ ) =WA(Aτ − β) A6@B

'���� Aτ �� ��� ��
�� �& '�	��� &�� '��� �� �����	� �� 	����) *� ���������
���������� ��� �����	� �'������ ���� τ ) <�� 
	��� �	����� �������� A6=B
������ ��.����� ��	�� 	� ��� ���� �& ��� �'��� A�)� &�� 	 ��
�� Aτ �& '�	���B�
��� 
	��� ��&��� ��� �'��� �� �.�	� �� ��� 
	��� 	&��� ��� �'��� ��� �	�� ���
�����	� ����) <�� ������ �	����� �������� A6@B ������� ��� ���������� �& ���

	��� &������ 	����� ��� �'��� AV ��&��� ��� �'��� 	�� W 	&��� ��� �'���B)
*� ��	�	����� ��	� 	������� ���� &�� ��� �����	� ��
�� �& '�	���)

E��� �� �� 	�'	�� �������� &�� ��� �����'��� �� ����3������ �������� ���
	������� �& ��� ��' ���������� 	������ �������� �	� �� �� �	���3��� �	����
��	� &�� 	�� ��
�� �& '�	���� ��� 
	��� '��� ��� 	������� ����������� V 	����
�� ��	���� ��	� W�, ��� 
	��� '������ ��� 	� �����������4

W�(At) ≤ V (At) ∀t A6 B

<�� ���������H� �����	� �� 4

V (A�) = sup
C,τ

E�

�� τ

�

(Ca
�tC

b
�t)

�−γ

1− γ
dt+W (Aτ − β){τ<∞}

�
A68B

s.t. dA = (rA− C� − xC�)dt+ σ�Adz�t A6?B

<� ���
� ��� �����	� ��&��� ��� �'���� '� ��������� ��� �	����	� 
	��� �&
'�	��� '��� �	� �� �	���&� ��� ������ �	����� ��������) *�����	���� ���� 
	���
���'��� 0��� 	�� ��� ��
�� �& '�	��� 	� ��� �����	� �'������ ����� '� 	� ���
��� 
	��� �	����� �������� �� ��� ��� �����	� 	������� �	��)

��� ��� �����
�� ���� �� ������

<�� 3��� ����� �������� ������48

C∗
�t = a

�−b��−γ�
R

�
b

x

� b��−γ�
R

V
− �

R

A A67B

C∗
�t = a

a��−γ�
R

�
b

x

� �−a��−γ�
R

V
− �

R

A A6#B

8E�� 	������( C)

7



N���� 	 
	��	��� �	���� ��� C����	� �.�	���� ��	�� �� ��� &����'��� �(��������
&�� ��� �	����	� 
	��� �& '�	��� ��&��� ��� �'��� A��� �������( CB 4

VA(At) =




D�A

−�
t +D�A

D�
t� �� �

G�t�






R

A!"B

'��� D� =



 R

γ − 1a
a��−γ�

R

�
b

x

� b��−γ�
R



 1	
r − �

�σ
�
�R

 A!6B

	�� D
 = − 2r

Rσ��
A!!B

I� ���� G(t) = D�A
− r

�
�
Rσ��

t ��� ������ 
	��� �� �'���? ) D� �� 	 ����	�� '���
���� �� ����������7 ����� ��� ������ �	����� �������� A6@B) I� ���	�� 4

D� =
[M(a+ b)]

�
R

(Aτ − β)AD�
τ

− D�

AD���
τ

A!=B

*& ��� �����'��� ���� ��� �	
� ��� ����������� �� 	���� 	 ��' ����������
����� �� �� ������ 
	��� �� 	���� ��� ��' ���������� G(t) = 0� 	�� ��� 
	���
&������ ������ ��4#

W�(At) =






R
γ−�a

a��−γ�

R

	
b
x


 b��−γ�
R

	
r − �

�σ
�
�R



� �� �
D�






R

A�−R
t

(a+ b)(1− γ)
A!@B

⇔ W�(At) =
DR
�

(a+ b)

A�−R
t

(1− γ)

'���� W�(At) �� ��� 
	��� &������ �& ��� �����'��� '��� �� ����������� ��
�'���) �����
��� ��� &�	�������� �������� 	����	��� '��� ��� �����	� �� ���
	����� �& 	������� ����������� '�����4

D� > 0

/�	�� ��	� W�(At) 	���� �� ���	��� ��	� ��� ��&����� ������� �& ��� 	���� ��
	� ������ '��� ��� ��' ���������O �����&��� '� ���� �	
�4

W�(At) ≤W (At) A! B

?/�	�� ��	� ����� �����	����� �� �� �������� �� ���	� 	� ����
������� ��
�������) I����
��� �����'��� �� '	������ �� 	� �	,� 	�
	��	�� �& 	� ����������� �� ��
���� �����	� �� '�	�
�	����� '��� 	 3�	��	� ������) <����&���� ����� �(���� 	� ������ 
	��� �& ��� ��
�������
������ ��	� �� ,����� 	� ��� ���� �& ��
������� A��� ��(�� 	�� �����,� 6##@B) <��� ������

	��� ���������� 	� ����������� ��� �& ��
������� ��	� ���� �� �	,�� ���� 	����)

7E�� 	������( C)
#E�� 	������( C)

#



<��� �������� ������� ��	� ����� �(���� 	� �����	� �'������ �	��� ��	� ��� �� ���
	����� �& ���� �& �'������ �� ��� ��' ���������� ��� ����	� ��	���� '����
����� �� ������	���� �'��� &�� 	�� ������ ��
�� �& '�	��� 	����	����)

N���� ��� �(��������� &�� W�A A������� ����� �.�	���� A!@BB 	�� &�� WA

A������� ����� �.�	���� A6!BB� ��� �	����	� 
	��� VA(At) 	� �� ��'������4

VA(At) =





W�A(At)

�
R +

�
[WA(Aτ − β)]

�
R −W�A(Aτ )

�
R

� Aτ

At

�r

Rσ��

� �� �
	G�t�� �	�� ��� �� ��� ������ �� �'���






R

A!8B

<�� �	����	� 
	��� �& '�	��� ��%��� �����3	���� &��� ��� ��� ��	� 	� ��
����
�� �� ��� 	����� �& ���������	� �	���) <��� �� ��� �� ��� �(������ �&
	� ������ �� �'��� ��	� �����	��� 	� ������ 
	��� �	,�� ���� 	���� �� ���
�	����	� 
	��� �& '�	���) *� ��� 	����� �& ��� 	� ������� G(t) = 0 	�� ���
�	����	� 
	��� �& '�	��� ������ �� W�A(At). <��� ������ 
	��� �� ��� ��%�����
���'��� ��� �	����	� 
	��� 	&��� ��� �'��� A�	
��� �	�� �����	� ��� βB 	��
��� �	����	� 
	��� �� ��� 	����� �& ����������� �� �'���� ��������� �� ���
����	�� �� ��� �'���� ��	� �� ���	��� �� ��� �	��� ���'��� ��� ������ '�	���
At 	�� Aτ )

I� �	
� �'� 	��� 4

• *& γ < 1� '� �	
�4 W�A(At)
�
R < WA(At)

�
R < WA(At − β)

�
R ��	� �������

��	� G(t) > 0) <���� �� �� ������� �& �(������ �& VA �� ���� 	��) <��
�	����	� 
	��� �& '�	��� �� ��� ������ '��� 	� ����������� �� �'���
�� ���	��� ��	� ��� �	����	� 
	��� �& '�	��� �� 	� ������ '������ ����
�����������) *� ��	�� ��	� ���������� 	� �	� ���� �� ��	���� �� 	�
������ '��� ����������� �� 	���� 	 ��' ���������� ���	��� �� ���
���������� '��� ���
	��� �� 	� ������ �� '��� ��� ����������� ����
��� �(���)

• *& γ > 1� '� �	
� W�A(At)
�
R > WA(At)

�
R ) *� ���� 	��� ��� ���� �& G(t) ��

	��������)

� G(t) < 0) *� ��	�� ��	� ��� �	�� ��� �� ��� ������ �� 	���� 	
��' ��������� �� ��� �(�������� �& ��� �	����	� 
	��� �& '�	��� ��
���	��
�) <����&���� ���������� 	� �	� ������ �� ���	��� �� 	�
������ '��� 	� ����������� �� �'��� ���	��� �� ��� �������
���� '��� ���
	��� �� 	� ������ '������ ��� 	� �����������) *�
���� 	��� ��� �����'��� ���� ��� ��,� �� ���������� 	�� ��� ������
�� 	���� 	 ��' ��������� �� 	� ������
� �� ���� ��� ���������� ���
�	� �� ������ ��� ���������� �	�� ��	� �� �(����� �� ���' ����

6"



��� ��� ��������� �� 	������) <���� 	������� �� ���	���) $�'�
�
�� ��� 	 ���������� �	�� 	���� �	���� ���� &�� ��	�� 
	����

�& At� �	���� &�� At < (−D�/D�)
�/��−�r/Rσ��� ��� �(�������� �& V

�
R

A

������ ���	��
� 	�� ��� �����	� �� �� ������ ��3���) <����&����
G(t) < 0 	���� �� ���������)

� G(t) > 0) *� ������� ��	� '��� ������	���� VA� ��� &����'��� ��������
W�(At) ≤ V (At) ∀t 	� �� ������ �� �	���3�� A���� &�� γ > 1�
&�	�������� �������� ������� 2r/(σ��R) > 1B) <����&���� G(t) > 0
	���� �� ���������)

� G(t) = 0. *� ������� ���� ��	� V
�
R

A �� ������
� A��� �����	� �� ��3���B
	�� ��	� ��� �������� W�(At) ≤ V (At) ∀t �� �	���3��) *� �� ���
���� �������� ��	� '� 	� ������� �& γ > 1. *� ��
��
�� ��	� ���
���������� �� ��� 	%���� �� ��� �(������ �& 	� ������ �� 	����
	 ��' ���������) I� ������ A∗ ��� ����	� 
	��� �& At ��� ��	�
G(t) = 0)

<����&���� '� ���	�� ����� �.�	���� A!@B 	�� A!8B4

A∗ =
β

1− �M�a�b��
�
R

D�

A!?B

A∗ ���� �� ������
�� '��� ��.����� M(a + b) < DR
� ��	� �� ������� ��

�������� A! B) ��
������� ���� ��������� �	���� '��� ��� ��� �� �	� &��
	������� 	�� ����	��� '��� ��� �	
���� �� ������ �-���� A��� ������	�
����������� �� 	������( CB) <�� ������ ��� ��' ��������� ���	��� ��
��� ��� ���� ��� ��	���� ��� ���������)

��� ��
��� ��
�����
�

<�� ��
�� �& '�	��� Aτ �� ��� ��	�� 	� ��� ���� �� ��� 	�������� ��� 
	��� '���
��� �����	� ��������� �� �.�	� �� ��� 
	��� '��� ��� ��' ��������� ��� ���
��� β �� �	�� A���� �� ��� 
	��� �	����� ��������B4

V (Aτ ) =W (Aτ − β) A!7B

<���� '� �	
� 	�	�� �'� 	��� 4

• *& γ < 1� ��� ��������� Aτ �	� �� �	���&� 4

� Aτ

�

VA(A)dA =W (Aτ − β) A!#B

���� V (0) = 0 &�� γ < 1) ;��� ��	� VA �� �����& 	 &������ �& Aτ �������
D�) �.�	���� A!#B 	� �� ���
�� ������	���) E����	����� 	�� ���
�� �����
��� &����'��� 
	���� &�� ��� �	�	������4 σ� = 0.013O b = 0.25O a = 0.7O
γ = 0.5O x = 10O y = 0.25O r = 0.05O σ� = 0.5O β = 0.1) <�� 
	��� �& ���
�%���
� ��-���� �& ���, 	
������ �� R = 0.525)

66



:����� 6 ���'� ��� ����� 
	��� &�������4 V (A) ��&��� ��� �'���� W (A−β)
	&��� ��� �'���� 	�� W�(A) '������ ��� ������ �� �'���) <�� ��������� ��	�
�������� ��� �'��� �� Aτ = 0.82. ;��� ��	� 	� ��� ���� �& 	�������� yC� A'���
C� ������� 	&��� 	�������B �� ��	���� ��	� xC� A'��� C� ������� ��&���
	�������B) *� ������� ��	�� 	� ��	�� 	� ��� ���� �& 	�������� ��� ������� �%��
���� ��� ���
	�� �� ������ ����������)

<��, ���� 4 V (A)
E�	�� �	���� 4 W (A− β)
2	��� �	���� 4 W�(A)

:����� 6 4 <�� 
	��� &������� &�� γ < 1 A�������B

• *& γ > 1� '� �	
� ��	� Aτ = A∗ '��� A∗ ��
�� �� �.�	���� A!?B) <��
�����	�� �������� A6=B 	���'� �� ����
� ��� 
	��� �& ��� �����	� ��&���
��� �'��� 4

V (At) =
1

1−R

�
DR
� A

�−R
t + [M(a+ b)] (Aτ − β)�−R −DR

� A
�−R
τ

�
A="B

;��� ��	� ���� A∗ 	�� V (At) 	�� 	�	����	��� ��3��� '��� γ > 1) E����	�
����� �� ��	' ��� 
	��� &������� 	�� ���
�� ����� ��� &����'��� 
	���� &��
��� �	�	������ 4 σ� = 0.013O b = 0.25O a = 0.7O γ = 2O x = 10O y = 0.25O
r = 0.05O σ� = 0.1O β = 0.1) <�� 
	��� �& ��� �%���
� ��-���� �& ���,
	
������ �� R = 1.95.

6!



:����� ! ���'� ��� ����� 
	��� &�������4 V (A) ��&��� ��� �'���� W (A−β)
	&��� ��� �'���� 	�� W�(A) '������ ��� ������ �� �'���) <�� ��������� '���
�������� ��� �'��� �� A∗ = 0.265 A��� �.�	���� A!?BB) �����	�� �� '�	� �	�����
&�� γ < 1� ��� �	� ������ ��	� ��� ������� �%�� ���
	��� 	� ��� ���� �&
	�������)

<��, ���� 4 V (A)
E�	�� �	���� 4 W (A− β)
2	��� �	���� 4 W�(A)

:����� ! 4 <�� 
	��� &������� &�� γ > 1 A�������B

��� !���������� �������

I� ���
��� ���� 3����� �� 	������( A�B �� ���' ��� �%�� �& �	� �	�	���
����) �	�	������H 
	���� ���� �� ��	' ��� 
	��� &������� ���
������ 	�� ��'
��������� 	� �	������ �	�	������ &�� ��� �����	�����)

<�� ��
�� �& '�	��� &�� '��� �� �� �����	� �� �'��� �� 	 ����	���� &������
�& x 	�� 	� ����	���� &������ �& y) *� �� .���� �������
� ��	� ��� �	���� ���
�	�� �& 	�������� ��� ������ ��� �����'��� '����� �� 	���� 	�� �����&��� ���
��'�� ��� ��
�� �& '�	��� &�� '��� �� '����� �� 	����) �& ������ '� ���	��
��	� ��� ������ ��� 	������� ���� ��� ������ ��� ��������� '�	��� 	�� ��� �	���
��� 	�������)

2�� �� ������� ��� �%��� �& ���&����� �	�	������) �� &	� 	� �	�	������ a
A�� ���������� ����� C�B 	�� b A�� ������ ����� C�B

6" 	�� �������� '� ���	��

6";��� ��	� '� ���� ������� ��� ������� &�� 
	���� �& b ���'��� �.� 	�� �.� ��	��� b 	����
�� ���	��� ��	� a)

6=



��� &����'��� �������4 ��� ���� �������
� ��� ������� �& ��� ��������� �� ����
������ ���������� A�)�) ��� ������ aB� ��� �	��� ��� �����'��� '	��� �� ��
���
�������� �� 	������� 	�� ����� ��� ������ ��� �����	� 	������� ����������
��� ��� �%�� �& b ������� �� ��� 
	��� �& γ ���	��
� �� �����) <�� ���	��
�
���, 	
������ ��-���� γ �	� 	 �����( �%�� ��	��� �� ����	��0�� ���� ���
	������� '��� ������ �� ���, 	�� ��	� '��� ������ �� �����������	� ������������)
E����	����� ���' ��	� ��� ������ γ� ��� ��	���� ��� ��
�� �& '�	��� ��	� ��������
	�������)

2�� �� ��' ���� �� ��� �%�� �& �����	������) <�� ��
�� �& '�	��� &�� '���
�� �� �����	� �� �'��� �� ��� �������
� �� ��� �����	���� Aσ�B ���	��� �� ���
�-���� �& ���������� �� ������ ���
�� 	&��� ��� 	������� �& ��� ��' ����
������) *� �� 	� ����	���� &������ �& ��� ������������ �	�� �& 3�	��	� ������
ArB '���� �� �� 	 ����	���� &������ �& ��� �����	���� �� ��� 3�	��	� �������
Aσ�B) :����� ��� �	���� ��� ������������ ������ �� '�	���� ��� ���� �����	��
��� �����'��� �� �� ��
��� �	�� �& ��� '�	��� �� ��������� 	�������) E�����
σ� ������ ��� ���	���� �.��
	���� �& ��� '�	��� �	�� �& ������ Ar− �

�σ
�
�RB 	��

�� �� �� �������� ��	� �� 	%��� 	������� �� ��� �������� '	� ���	��� �� r)
<���� �%��� �& r 	�� σ� ���� 	���	� &�� γ < 1. :�� γ > 1 	������� ������
���������
� �� ����� �	�	������)

" ��� ������� �������
 ���� ���� �����
��
�

*� �� ��� �������� �� �� �� '��� ��� 	�	����	� ���������� �& ��� ������� �������
�	�� �� ��� �.�	� �� 0���) *������ ��� C����	� �.�	���� ��&��� ��� �'��� ��4

ρV = max
C�t,C�t

�
(Ca

�tC
b
�t)

�−γ

1− γ
+ VA(rA− C� − xC�) +

1

2
σ��A

�VAA

�
A=6B

�	(���0��� '�� ������ �� ���� C�t 	�� C�t ��	�� ��

ρV.V
�−R
R

A =
R

1− γ
a

a��−γ�
R

b

x

b��−γ�
R

+ rAV
�
R

A +
1

2
σ��A

�V
�−R
R

A VAA A=!B

E�� 	� �.�	���� 	� �� ������ �� ���
�� ����� ��� 
	��	��� �	��� ��������
�� 	������( C &�� ρ = 0) �� ���� C����	� �.�	���� 	���� �� ���
�� 	�	����	����
'� ���� �� 	 ������	� ����������) ���� ��������� '� 	�	�� 1���H� ����������
A��� 1���� 6##!B �	��� �� ��������
 ��������	�� 	�� ��������� ������� 	�
�������� �� �	��� 	�� I��� A!""@B)

"�� �
 �����#����� ���� �
����
 ������ �������


N���� �.�	���� A=!B� ��� �� ��3�� L4

L(V )(A) =
R

1− γ
a

a��−γ�
R

b

x

b��−γ�
R

+ rAV
�
R

A +
1

2
σ��A

�V
�−R
R

A VAA − ρV
�−r
R

A V.

6@



L �� 	� ����	���� �� 	 &������ ��	� �	�� &������� �� &�������� 	�� A ∈ [0, Aτ ])
�� ����� �� 1��� A6##!� 6##7B� ��� ���	�� �& L ������� 	�� ��� C� &��������
	�� ��� �	��� �� C�) <�� ��%������	� �.�	���� A=!B� ������� '��� ��� 
	���
�	����� 	�� ������ �	����� ���������� �.�	����� A6=B 	�� A6@B �������
����
	� �� 
��'�� 	� ��� ������� �& 3����� 	 C� &������ V ��� ��	�4

L(V )(A) = 0 A==B

V (Aτ ) = W (Aτ − β) A=@B

V ′(Aτ ) = W ′(Aτ − β). A= B

<�� ��������� ������ ������3�� ��� ������	� ������� A==B �� 	����(��	����
��� &������ V (A) �� ��	�� �& ��������	��)66 �� '� ������ �� ��� ��������

��������	��� ��� 	����(��	���� 	� �� '������ 	�4

�V (A, �) =
1

2
c�T�(A) +

N�

i	�

ciTi(A), A=8B

'���� A ∈ [0, Aτ ]� 	�� Ti(A) �� ��� �����	� i�� ��������
 ��������	� �& ���
3��� ,��� ��	� �� ��3��� �� ��� &����'��� �������� ���	��������4

T� = 1

T� = A

Tn�� = 2ATn(A)− Tn−�(A),

�� �� ��� ������������ ��������4

Tn(A) = cos(n arccosA).

I������ �� ���� '	�� ��� .�	���� �& ��� 	����(��	���� �� ��	�	����� �� ���
��������
 	����(��	���� ������� A��� 1���� 6##!B)

"�� !�����
� ��� ���$���
��

I� ���� �� ����� c = {c�, c�, c�, ..., cN} �� ��	� �V (A, c) ��	��� ���
�� ��� ��&�
&������	� �.�	���� A=!B) <� �� ����� '� 3��� ������ ��� ��������� A=@B 	�� A= B�
	�� ��3�� ��� ������	� &������4

RF (A, �) ≡ L(�V )(A)) A=?B

�.�	���� A=?B �� ��� ��
�	���� �& L(�V )(A) '��� ������ �� ��� 0��� �	���� 
	���)
<�� ��������� ������ 	������ ��� ��� �& ��-����� ����� 	 ��� c �� &���� ��	�
�	,�� RF (A, c) ��-������ ���� �� ��� 0��� &������) �.�	���� A=8B �	� ����
�� �� �������� ���� �.�	���� A=?B) ;��� ��	� '� �	
� N + 1 ��-����� ci �� ��

66C� I�������	�� �������� '� ,��' ��	� 	�� C� &������ 	� �� �������� 	����(��	��� ��
	 �	��� ���� �& ��������	� �����) E�� 	� N ������ �	���� �� ��� �.�	���� A=8B� '� 	�� ����

��	� V̂ �A, c� �� ��
������ �� V �A�)

6 



&����) <����&���� '� ����� N + 1 ����	���� 
	���� Ai ∈ [0, �Aτ ]� '���� �Aτ ��
	� 	�����	���� ����� 
	��� �& Aτ ) :�� �(	����� ��� ��������
�+	����2��	���
����	���� ������ 	� �� ����) <��� 	�� ��3��� 	� &����'�46!

Ai =
Aτ

2
(θi + 1), 	��

θi = cos

�
iπ

N

�
.

�������� ��� 	 ����	���� ������� ��� �����	� ������� �� ������ �� ��	� �&
���
��� 	 ��� �& N + 1 ��� ����	� �.�	�����4

RFi(Ai, �) = 0, i = 0, 1, ..., N. A=7B

C����	�� ���������� �)�) ��� 
	��� �	����� 	�� ������ �	����� ����������
���� ���� �� �� ���������) :�� ����	��� ��� �� ��	�� �� ���������� ��� 
	���
�	����� ��������) �������� 	� �����	� 
	��� �Aτ &�� A� �.�	���� A=8B 	��
�.�	���� A=@B ����� ��	�4

�V ( �Aτ )−W ( �Aτ − β) = 0. A=#B

<� ������ ��	� ��� �������� �	���3�� ��� 
	��� �	������ ��� �������� �& ���
��� A=7B �� ���� ����	�� �� �.�	���� A=#B) <�� ��������� ������ 	� �� ���
��
����	��
��� ��	����� '��� 	 ����� c� = (c�i )) E���3	���� '� ��� ;�'���H� ������4
ck�� = ck − (J�k)−�P (ck)� '���� J�k �� ��� 1	���	� �& RF (A, c) �
	��	��� 	�
��� �������
� ����� ck) :��	���� ��� �����	� �'������ ���� Aτ �� &���� �����
	 ��	�� 	�������� �� ����� �	���&� ��� ������ �	����� ��������) I� ���
� &��
��� ��������	� ������ ����� 	 
	��� �Aτ = Aτ �� &���� ��	� ���
��4

�V ′( �Aτ ) =W ′( �Aτ − β)

��� �����	�

*� ��� �����	����� '� 	�� ����� N = 10 	�� ��� �	������ �	�	������H 
	����
�������� �� ��� ���
���� ������ A'��� �� ����������B �(��� ��	� ρ = 0.0001)
E�� 	 ��	�� 
	��� 	���'� �� ���	�� ��� ������� '��� ����� ���	���� ����� ���
	��������� �& �������������)6= E����	����� 	�� ���
�� ����� �	�2	� ��&�'	��)
*� ��� &����'��� 3����� '� ���' ��� 
	��� &������� ��&��� 	�� 	&��� ��� �'���
	�� ��� �����	� �'������ ��
�� �& '�	��� Aτ 4

6!<�� +	����2��	���������	���� ������ 	�� ��3��� &�� −� ≤ θi ≤ �) <�� ������ Ai 	�� 	
����	� ��	��&���	���� �& θi ��� ��	� � ≤ Ai ≤ Aτ )

6=� ���� ��	����� 
	��� &�� ρ 	� �� &���� �� ��� �������
��� 	�	�����)
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 ��!����

����

γ < 1) <��� Aτ = 0.5049.

���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���

!��

!


!�

!�
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�

#���
� ������������������������������������������

�
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�
�
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!�
�
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�

�

←��"

 ��!����

����

γ > 1) <��� Aτ = 0.2653.

��� �����	�
�� �
�
���

:������ �� ��� 	������( � ���' ��� �������
��� �& ��� �����	� 	������� ������
�� ��� ����� �	�	������� ��	����� '��� ��� ���	� �	������) :����� ���� 	�	�����
���
�� �� �� &���� ��������� '��� ��	� ���
�� ����� ��� ������������� 	������
����) E����� ��� 3����� ���' ��	� ��� ���� ������� 	���� ��� ������� ���
��������� �� A�	���� ρB� ��� �	����� �� 	����� ��� ��' ���������� �� ����� �� ���
��� ����3�� ������)

6?



% !�
�����


*� ���� �	��� '� ������� 	 �����'��� '�� �	,�� 	� ����
������� ��������	
���
��
������� ����� �����	����) C��� 3�	��	� ������� 	�� ��� ��������	
���
��������� �-���� 	�� ����	���) *� 	 �����	� �.��������� &�	��'��,� '�
���
� ��� �����	� ������������ �� ��� �����	� 	������� �& 	� ��������-����
��������� 	������� �� 	 ���������	��
� ������� '�� ���� ��� '�	��� �� �	
� ��
�� ������ ������ ����� 	�� ���������� �����) <�� ����� 	� ���� �� ���
��
	�	����	��� �& ��� ������� ������� &	��� �� 0���) I� ��3�� ��� ������� �� ���
���� �����	� 	�� '��� ����0��� ���������� ����� 	 ������	� ��������) I�
���' ��	� ��� ��������� ���������� 	������� ������� ��� ���� �� ���������	�
�	�	������ ��� �� ���&����� �	�	������ 	� '���) *� �	�����	�� ��� ������
��� ���, 	
������ �	�	������ ��� ��	���� ��� ��
�� �& '�	��� '��� �� ��.�����
&�� 	�������) :��	���� '� 	��� ���' ��	� '���� �����	���� �� ��������	
���
����������� �-���� ���� ��� 	%�� 	������� ������� �����	���� �� 3�	��	�
������� &������ ��) <�� �	���� ������ �� ����,����� ��%����� &��� '�	� �� ���	����
�� �	���	� �.���������)
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�;�$ A!""7B� D�������	���� ��� ���&���	��� ��������.��� �� �	� �� 2����
�����D� ��	� ��������.�� �� �	� �� !""7)

���	�� 1)� 	�� E�	�,�� /) A!""#B� D<�� �(������� ���
�� ������ F	���� 	��
��� ������ �	�	��(D� ������ ������ =? A=B� !"6!4!"!")

C	�3� E) :	��� �)� :�������� �) 	�� 1	�� �) A!""7B� DI���������� �� �	� &��
������ E	
��� ��	����� �� /��������	� C��������D� ������ �������� =" A!B�
 "=4 68)

C��'�� �) A!""6B� K�	�,�� :	������ 	�� C	������ 	� 	 C	��� &�� ���	� ������
�������L� ������ ������ !#A6@B� 66#?46!"?)

C���	����� �)��) A!""?B� D2�� C	���P��� Q �H�-	��� ��������.��D� /�G��� ��
��������
�� �� �	 
�� ������.��� <��� R2F*� @#48)

�	���� <)� J I���� :) A!""@B)D *�
������� ����� �����	����4 	���	���� ���

	��� &������ '��� ��� C����	� �.�	���� 	���� �� ���
�� 	�	����	���)D 1����
�	� �& ������ ���	��� J ������� � !7 A?B� 6@=?46@86)

��	0�/	���� *) 	�� ������ 1) A!""#B� D������� ������ �-���� ��	������
������� $������������ 	�� ������� �� *���� ��%�����D� I��,��� �	��� EE/;)

��(��� �) 9)� 	�� �����,� /) E) A6##@B� D*�
������� ����� N����	����D�
�������� N��
������ �����)

:	��� �) A!""#B� D/��, �
������ 	�� I���������� �� �	� &�� ������ �-����
E������ �� /���	� ��	�������D� I��,��� �	���� �<$ S����� E'��0���	��)

$	������ 9) �)� 	�� ���	�&� +) �) A6##=B� D������ ������
	���� *�
�������4
�� ��������� ������� ��� :����� ��������TD� ������ ������ !6 A8B� ?6"4?68)

$	������ 9) �)� 	�� ���	�&� +) �) A6## B� D������ <	( ������� 	�� /�������
��	� ������
	���� *�
�������4 �
����� &��� �	��� �	�	D� 1����	� �& �����
��������  ? A!B� !"64!6?)

$	���	�� 1) �) A6#?#B� D*���
���	� ������� /	��� 	�� ��� ����	�� 	�� N���
��0	���� �& �������N���� ���	����D� <�� C��� 1����	� �& �������� 6" A6B�
==4 @)

$��������� 1)� ������� �)� 	�� E���	���	� E) A!"" B� D*���
������� *�
�������
�� +����	� �.���������D� I��,��� �	��� :/ " �6"� E���� E���� �& C�������)

$��������� 1)� �������� :) 	�� �������� �) A!""7B� D<�������� ��������
����� N����	���� �� +����	� �.���������D I��,��� �	���� N��
������ �& 2	��
�	���)

6#



1	%�� �) C)� 	�� E�	
���� /) ;) A6##@	B� D��������-���� *�
�������� 	��
����� �����D ������ 1����	�� 6 A!B� @=48 )

1	%�� �) C)� 	�� E�	
���� /) ;) A6##@�B� K<�� ��������-���� +	�) I�	�
���� �� ��	�TL� ������ ������ !! A6"B� 7"@476")

1	,�� �) A!""8B� D�	����	� ������ ���� ���	��� 	�� ���C���3�� �& ������
�-���� *�
�������� �� ��� /��������	� C�������� E����D� ������ ������ =@
A!B� 6?!467?)

1��� 9O2� A6##!B� D��������� ������� &�� E��
��� ������	�� +��'�� ������D�
1����	� �& ������ �������  7� @6"4@ !)

1��� 9)2� A6##7B� D;�����	� ������� �� �������D� <�� �*< �����)

��� � I)� �) C	�� 	�� 1	,�� �) A!""8B� D����,�� ��� *�����,�� S��	�0���0��
��� ���������-0������ I����	����D A����� 	�� ������� 	�������	� ����3�� �&
������ �-���� �� ���������	� ���������B� :��	� ������ A�� +���	�B �& 	 �����
����� �� ������ 	�� �<$�S����� E'��0���	��)

����������) 	�� E������� 9) A!""#B� D��	������ <�������� �������� �����
N����	����L� �	�������� ���	���� 
����� 6=� ����� "@� @#=4 !!)

E	���	�� �)$)� C��������� �)� 	�� E��&�� E)�) A6## B� K$�' $��� 	�� ������
F	���� �� ��������-���� *�
��������TL� ������ ������ !=A#B� ?="4?@=)

E	���	�� �)$)� 	�� $�'	���� /)C) A6##@B� K;���	� �	�,���� �	�,�� *����&��
����� 	�� ������ �-����L� ������ ������ !!A6"B4 7664767)

E���� I) <)� 6##8� K:�	�������� 	�� <�	��
���	���� ���������� &�� ������ �&
����&��������� '��� ;����(����� N������ �� ���������� <���L� �������
2�������  =46!=U6=6)

E���� I) <) 	�� V) E) E��� !"" � K�	� ��� ������ �� ������
� ��� ;	���	�
/������� �� E��&���&�	����TL� 1����	� �& ��
��������	� ������� 	�� �	��
	������� @#4 !U8?)

!"



( ����
��#

� )����
� ��� ������� ������� ����� �������


<�� C����	� �.�	���� �� '������ 	�4

W (At) = max
C�t,C�t

�
(Ca

�tC
b
�t)

�−γ

1− γ
dt+Et(W (At�dt))

�
'��� t ≥ τ

N���� *�MH� ����	� ���� �.�	���� ������4

max
C�t,C�t

�
(Ca

�tC
b
�t)

�−γ

1− γ
dt+WA(rA− C� − yC�)dt+

�
σ��
2
y�C�

� +
σ��
2
r�A�

�
WAAdt

�
= 0

A@"B
<�� 3��� ����� ��������� ������4

C∗
�t =

�
WA

C
−b��−γ�
�t

a

� �
a��−γ�−�

	�� C∗
�t =

yWA

bC
b��−γ�−�
�t C

a��−γ�
�t �σ��y

�WAA

I� ����� ��	� C∗
�t = B.A 	�� W (At) = W (At) =

MA�−R

��−γ� � '��� B 	�� M

����� ����	�� �� �� ���������� 	�� R = 1− (a+ b)(1− γ) ����� ��� �%���
�
��-���� �& ���, 	
������ A�.�	���� A B �� ��� ��(�B) <���4

WA =M(a+ b)A�a�b���−γ�−�

WAA =M(a+ b) [(a+ b)(1− γ)− 1]A�a�b���−γ�−�

C� ����	��� ��� ����������� �� ����� �����	� �(��������� ���� ��� �����	�
�.�	���� '� ���4

0 =
1

1− γ




�
WA(BA)−b��−γ�

a

� a��−γ�
a��−γ�−�

(BA)b��−γ�





+WA

�

rA−
�
WA(BA)−b��−γ�

a

� �
a��−γ�−�

− y(BA)

�

+WAA

�
σ��
2
y�(BA)� +

σ��
2
A�
�

!6



⇔M
�

a��−γ�−�B
−b��−γ�
a��−γ�−� =

�
a

a+ b

� �
�−a��−γ�

�
a(1− γ)

1− a(1− γ)

��
R

2


σ��y

�B� + σ��
�
− r + yB

�

�����
��� ����� ��� �(�������� �& C∗
�t '� 	� ���4

M
�

a��−γ�−�B
−b��−γ�
a��−γ�−� =

B

b
a

a��−γ�
a��−γ�−� (a+ b)

�
�−a��−γ�


y +Rσ��y

�B
�

$���4

�
1− γ

1− a(1− γ)

��
σ��y

�B� + σ��
� R
2
− r + yB

�
=

B

b


y +Rσ��y

�B
�

⇔ B�

�
R

2
σ��y

�

�
1− γ

[1− a(1− γ)]
−
2

b

��
+B

�
y

�
(1− γ)

1− a(1− γ)
−
1

b

��

+

�
ρ

1−R
− r +

R

2
σ��

��
1− γ

1− a(1− γ)

�
= 0

⇔ B�

�
R

2
σ��y

�

�
b− 2

[1− a(1− γ)]

1− γ

��
+B

�
y

�
b−

[1− a(1− γ)]

1− γ

��
+

�
b
R

2
σ�� − br +

bρ

1−R

�
= 0

⇔ B�

�
R

2
σ��y

�

�
2a+ b−

2

1− γ

��
+B

�
y

�
a+ b−

1

1− γ

��
+

�
b
R

2
σ�� − br +

bρ

1−R

�
= 0

∆ =

�
y

�
a+ b−

1

1− γ

���
−4
�
R

2
σ��y

�

�
2a+ b−

2

(1− γ)

���
b
R

2
σ�� − br +

bρ

1−R

�

<����&���4

B =
−y ((a+ b)(1− γ)− 1)± (1− γ)

√
∆

Rσ��y
� [(2a+ b) (1− γ)− 2]

=
−y ((a+ b)(1− γ)− 1)± (1− γ)

√
∆

Rσ��y
� [2 (a+ b) (1− γ)− 2− b(1− γ)]

=
Ry ± (1− γ)

√
∆

Rσ��y
� [2R− b(1− γ)]

W (At) = Bb��−γ�

�
B

b
a

a��−γ�
a��−γ�−� (a+ b)

�
�−a��−γ�


y +Rσ��y

�B
���a��−γ�−��

A�a�b���−γ�

(1− γ)

I� ������ ��� �(�������� �& ��� �%���
� ��-���� �& ���, 	
������ �� ���
�������� �.�	���� 	�� '� ���	�� A�.�	���� 6! �& ��� ��(�B4

!!



W (At) = Bb��−γ�

�
B

b
a

a��−γ�
a��−γ�−� (a+ b)

�
�−a��−γ�


y +Rσ��y

�B
���a��−γ�−��

A�−R

(1− γ)

�����
��� ���������� �(��������� 	� �� 	%���� �� �����	����) �%���
�& σ�� �� C�t �& γ > 1 �� �& σ�� �� ���� C�t 	�� C�t 	�� 	�	����	��� ����������	��)
<�� &����'��� 3����� ���
��� 	 ������	� �����	���� �& ����� �%��� �	��� ��
��� ��� �& �	�	������H 
	���� �������� �� ������ @)!)

:����� 4 �%�� �& σ�� �� C�t '��� γ > 1

:����� 4 �%��� �& �& σ�� �� ���� C�t 	�� C�t '��� γ < 1

:����� 4 �%��� �& σ�� �� ���� C�t 	�� C�t '��� γ > 1

!=



� )����
� ��� ������� ������� ������ �������


N���� *�MH� ����	� ��� 
	��� &������ ��&��� 	������� V (Aτ){t<τ} �	� �� �	���&�4

max
C�t,C�t

�
(Ca

�tC
b
�t)

�−γ

1− γ
dt+ VA(rA− C� − xC�)dt+

1

2
σ��A

�VAAdt

�
= 0 A@6B

<�� 3��� ����� ��������� �����4

aC
a��−γ�−�
�t C

b��−γ�
�t = VA

C
a��−γ�
�t bC

b��−γ�−�
�t = xVA

<����&���4

C∗
�t =

�
a�−b��−γ�(

b

x
)b��−γ�

� �
R

V
−�
R

A

C∗
�t = a

a��−γ�
R (

b

x
)
�−a��−γ�

R V
−�
R

A

/���	��� ���������� �� ��� �����	� �(�������� �� ��� C����	� �.�	����

	�� ����������� �� V
�−R
R

A ������4

R

1− γ
a

a��−γ�

R

�
b

x

� b��−γ�
R

+AV
�
R

A r +
1
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