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Stabilisation de la formule des traces tordue II :
intégrales orbitales et endoscopie sur un corps local
non-archimédien ; définitions et énoncés des résultats

J.-L. Waldspurger
23 janvier 2014

Introduction

Ceci est le deuxieme d’'une série d’articles, en collaboration avec C. Moeglin, visant
a établir la stabilisation de la formule des traces tordue. On y donne les définitions des
termes locaux intervenant dans la partie géométrique de cette formule, sous la restriction
que le corps local de base F' est supposé non-archimédien. On énonce les principaux
résultats concernant ces objets. Les deux plus importants, a savoir les théoremes 1.10
et 1.16, ainsi que quelques autres, ne seront pas démontrés ici mais seulement énoncés
comme assertions a prouver. Le théoreme 1.10 sera déduit dans l'article suivant des
résultats d’Arthur. La preuve du théoreme 1.16 nécessite un argument global, elle ne
sera donnée que beaucoup plus tard.

On utilise les notations introduites dans le premier article [I]. Considérons un triplet
(G, G, a) comme dans celui-ci. Le terme G est un groupe réductif connexe sur F, G
est un espace tordu sous G et a est un élément de H'(I'p; Z(G)), qui détermine un
caractere w de G(F'). Dans la premiere section, on commence par définir les objets
de base, a savoir, pour un espace de Levi M de G, les intégrales orbitales pondérées
J]\C;[(% w, f) et leurs avatars w-équivariants I]\C;[(% w, f). Pour cela, nous suivons bien sur
Arthur mais nous modifions un peu ses définitions. Expliquons cela en considérons le
cas G = G =80(7),a=1, M = M = GL(2) x SO(3). Nous ne changeons rien aux
définitions d’Arthur pour un élément v € M(F') qui est G-équisingulier, c’est-a-dire tel
que G, = M, (on note par exemple G, la composante neutre du centralisateur de -y
dans G). Le changement concerne les éléments non-équisinguliers, par exemple 1’élément
v = 1. Soit (B,T) une paire de Borel de G définie sur F', telle que M soit standard pour
cette paire. Notons g et t les algebres de Lie de G et T' et notons 3(7") 'ensemble des
racines de T dans g. On identifie t(F) & F?3 de sorte que X(7T') s’identifie & 'ensemble
{£a; 151 <i<j<3}U{xa;1 <i<3} de formes linéaires sur t(F), ol

o o, i(T1,29,T3) =T; — Tj;

o o (w1, 29, 23) = x; + 75

o o;(ry1, 9, x3) = m;.

Les racines dans M sont £ay o et £ag. Introduisons l'algebre de Lie ap; du centre
de M. Alors ay(F) = {H(x);x € F}, ou H(z) = (x,z,0). Les racines ci-dessus se
restreignent a ce sous-espace en 0, =43 ou £24, ou S(H(z)) = x. On pose

Ig(z) = [PHED — o= BHED| 1o (z) = |20H@) _ = 28(H@)|

Pour = # 0 mais assez voisin de 0, 1’élément exp(H(x)) € M(F) est G-équisingulier.
Pour f € C®(G(F)), I'intégrale orbitale pondérée J$ (exp(H(x)), f) est bien définie,
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ainsi que JE (exp(H (x)), f) = I¢(exp(H(x)), f). Arthur montre qu’il existe un réel £,
nécessairement unique, de sorte que, pour tout f, 'expression

Ti(exp(H(x)), f) + k§yls(x) I (exp(H (z)), f)

ait une limite quand z tend vers 0. Il définit J$;(1, f) comme étant cette limite. Pour
des raisons de compatibilité a I'induction, il nous semble préférable de ne pas privilégier
la racine indivisible 8 mais de répartir plutot le coefficient k§; sur les deux racines 3
et 2[. Pour cela, considérons I’ensemble des éléments de 3(7T) qui se restreignent en un
multiple entier de 25. Ce sont £aq 2, oy o et as. Clest le systeme de racines d'un
sous-groupe Gag = SO(4) x SO(3) de G qui contient M. On a de méme un nombre réel

k:AG/fﬁ . Considérons I'expression
Ga G2
Tiienp(H (@), ) + (K = k5" Valw) + k7 las(@) ) 1 (eap(H (@), ).

Elle a encore une limite quand  tend vers 0, qui est égale a la précédente, plus l{;]\Gj" log(12|p)I¢(1, f).
(’est cette limite que nous notons J§;(1, f).

On s’apercoit que le procédé admet diverses variantes. Par exemple, fixons un ra-
tionnel b > 0. On peut remplacer dans la formule ci-dessus l5(x) et lop(x) par lg(bx)
et lys(bz). 11 y a encore une limite, égale a la précédente plus k$log(|b|r)I%(1, f). On
la note J (1, B, f), B désignant la fonction constante sur %(7") de valeur b. Plus sub-
tilement, considérons la fonction B sur 3(T") définie par B(+w; ;) = 1, B(£a; ;) = 1,
B(£a;) = 1/2. Cette fonction est proportionnelle au carré de la longueur usuelle. Pour
a € X(T), 55 est encore une forme linéaire sur ¢(F'). Les restrictions de ces formes a
ay(F') sont encore 0, £/, £23. Considérons I'ensemble des « telles que la restriction
de % soit un multiple entier de 2. Il est formé de £ay 2, £y 2, a1, a2, az. Clest le
systeme de racines d'un groupe Gagp = SO(5) x SO(3). Ce n’est plus un sous-groupe
de G, mais il contient encore M. L’expression

TSienp(H (@), £) + (655 — K577 7)lp(@) + ki "o (@) ) 1(eap(H (x)), f)

a encore une limite quand z tend vers 0. On la note J§(1, B, f).

Ainsi, pour certaines fonctions B sur %(T'), on peut définir J§/(1, B, f), ainsi que son
avatar invariant I§;(1, B, f). La considération de ces diverses définitions est utile pour
notre propos. Expliquons pourquoi en revenant au cas général. Considérons une donnée
endoscopique G’ = (G’, G, 5) de (G, G, a). Soient 7 un élément semi-simple de G(F), ¢
un élément semi-simple de G’ (F), supposons que ces deux éléments se correspondent par
la correspondance endoscopique usuelle. Fixons des formes quasi-déployées G} et G de
G, et G. et des paires de Borel définies sur /' dans ces deux groupes, dont on note les
tores T;, et T!. On note X(7T}) et X(T]) les ensembles de racines de T, dans G et de
T! dans G¢". 11 y a un isomorphisme naturel t, ~ t.. Mais il n’identifie pas 3(77) & un
sous-ensemble de X(T}). Par contre, il existe une fonction BE : 3(T}) — Qs telle que

'ensemble {BGL@; a € X(T))} s'identifie & un sous-ensemble de X(7,). Soient M et M’

des espaces de Levi de G et G’ qui se correspondent, supposons n e M (F)etec M (F).
Soit enfin v € M (F) de partie semi-simple 7. ” Stabiliser” la distribution f IAG;I(% w, f)
revient a établir une relation entre celle-ci et d’autres distributions vivant sur des espaces
endoscopiques. Parmi ces dernieres, il y a en premiere approximation les distributions



U

= [A%, (8, f'), o1 & est un élément de M'(F) de partie semi-simple e. Il s’avere qu’il est
plus pertinent d’utiliser la distribution f’ Ig,(é, BY, ).

Dans la suite de la premiere section, on définit les avatars stables et endoscopiques
des intégrales orbitales pondérées w-équivariantes. Le théoreme 1.10, qui ne concerne
que le cas ou (G, é, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, affirme que les avatars
stables sont bel et bien stables. Le théoreme 1.16 affirme 1’égalité des intégrales orbi-
tales pondérées w-équivariantes avec leurs avatars endoscopiques, c’est-a-dire une égalité
1%(v,f) = Ig’g('y, f) avec des notations proches de celles d’Arthur. Encore une fois, ces
théoremes ne sont ici qu’énoncés comme des assertions a prouver.

Dans la deuxieme section, on développe pour nos intégrales la théorie des germes
de Shalika. On pourrait espérer que ceux-ci permettent de ramener les théoremes 1.10
et 1.16 aux mémes théoremes restreints aux distributions a support fortement régulier
dans G(F) (c’est-a-dire de prouver que, si ces théorémes sont vérifiés pour de telles
distributions, ils sont vrais pour toute distribution). Cet espoir est vain, pour autant que
je le sache, car on n’a pas assez de renseignements sur les germes. Ceux-ci permettent
toutefois de prouver que les théoremes, restreints aux distributions a support fortement
régulier dans é’(F ), entrainent les mémes théoremes pour les distributions a support
seulement G-équisingulier.

Dans la troisicme section, on étudie plus finement la définition des intégrales orbitales
pondérées w-équivariante. Par définition, une intégrale I]\Qj[('y, f) est limite de combinai-
sons linéaires d’intégrales I¢(ary, f), ot a € Ay (F) est en position générale et tend vers
1 et L est un espace de Levi contenant M. On change légerement de point de vue et on
étudie plutot le germe en 1 de la fonction a +— Iﬂqjj(a'y, f). On obtient un développement
de cette fonction en termes de fonctions assez élémentaires de a. C’est ce développement
qui, dans l'article suivant, nous permettra de ramener les théoremes 1.10 et 1.16 aux
mémes théoremes restreints aux distributions & support fortement régulier dans G/(F).

Dans la derniere section, on traite le cas non ramifié, ou on étudie seulement les
intégrales orbitales pondérées non w-équivariantes de la fonction caractéristique d’un
espace hyperspécial. Le principal résultat est que le lemme fondamental pondéré, qui est
connu grace a Ngo Bao Chau pour les distributions a support fortement régulier dans
G(F), est vérifié pour toute distribution. Cela utilise les résultats des sections 2 et 3.

Pour conclure cette introduction, il faut dire que cet article doit tout aux travaux
antérieurs d’Arthur sur ce sujet et que, si on ne le cite pas a chaque ligne, c’est seulement
pour ne pas lasser le lecteur.

1 Intégrales orbitales pondérées

1.1 Les hypotheses

Dans tout l'article, le corps de base F' est local, de caractéristique nulle et non-
archimédien. On note p la caractéristique résiduelle de F. On considere des triplets
(G, G, a) comme dans [I]. Le terme G est un groupe réductif connexe défini sur F', G est
un espace tordu sur G, a est un élément de H' (W, Z(G)) qui détermine un caractére
w de G(F). On suppose

o G(F)#0;

e I'automorphisme 6 de Z(G) est d’ordre fini;



e le caractere w est unitaire.

On aura a prouver des assertions concernant un tel triplet. On raisonne par récurrence
sur entier dim(Ggsc).

Pour démontrer une assertion concernant un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a tor-
sion intérieure, on suppose connues toutes les assertions concernant des triplets (G, G, a’)
quasi-déployés et a torsion intérieure tels que dim(G'so) < dim(Gsc).

Pour démontrer une assertion concernant un trlplet (G,G,a) qui n’est pas quasi-
déployé et a torsion intérieure, on suppose connues toutes les assertions concernant des
triplets (G, G’,a') quasi-déployés et & torsion intérieure tels que dim(G's,) < dim(Gsc).
On suppose connues toutes les assertions concernant des triplets (G, G’, ') quelconques
tels que dim(G'q) < dim(Gsc).

Beaucoup d’assertlons concernant un triplet (G, G, a) sont relatives a un espace de
Levi M de G. On supposera connues toutes les assertions concernant ce méme triplet
(G, G, a), relatives & un espace de Levi L € £L(M) tel que L # M.

1.2 Définition des intégrales pondérées d’apres Arthur

Soit (G, G,a) un triplet comme en 1.1. Soit M un espace de Levi de G. On doit
fixer une mesure sur A%. Pour ce faire, introduisons la paire de Borel épinglée £* =
(B*,T*,(E*)aca) de G, cf. [I] 1.2. Elle est munie d’une action o +— og- du groupe de
Galois I'r et d'un automorphisme 6*. Le groupe de Weyl W agit sur 7*. On fixe une
forme quadratique définie positive sur X,(7™) ® R, invariante par les actions de W et
de T'z et par *. En fixant P € P(M) et en 1dent1ﬁant &* & une paire de Borel épinglée

contenue dans P et dont le tore est contenu dans M, A = s’identifie a un sous-espace de

X.(T*) ® R. Par restriction, on obtient une forme quadrathue définie positive sur A%.

Elle ne dépend pas des choix. De cette forme se déduit la mesure cherchée. On fixe un
sous-groupe compact maximal spécial K de G(F') en bonne position relativement a M.
On fixe aussi une mesure de Haar sur G(F).

Introduisons la notion d’élément G-équisingulier de M. Soit v € M, notons 7 sa
partie semi-simple. On a

(1) les égalités M, = G, et M,, = G,, sont équivalentes.

Preuve. Ces égalités sont équivalentes aux inclusions G, C M, resp. G, C M. Ecri-
vons 7 = un, ol u est un élément unipotent de M,. On a les égalités G, = (G,), et
M, = (M,),. Si G, C M, on a G, C G, C M, donc G-, = M,. Inversement, supposons
M, = G,. Posons H = G, et L = M,. Alors L est un Levi de H et u est un élément
unipotent de L tel que H, C L. On veut en déduire que L = H. Mais soit Q) € P(L).
Si L # H, le radical unipotent Uy est non trivial. L’automorphisme ad, agit de fagon
unipotente sur ce radical, ce qui implique que son ensemble de points fixes dans Uy est
non trivial. Cet ensemble est inclus dans H,, ce qui contredit 'inclusion H, C L. U

On appelle élément G-équisingulier de M un élément ~ vérifiant les égalités (1).

Soit v € M(F). Fixons une mesure de Haar sur le groupe M, (F). Arthur définit dans
[A1] une distribution f = J% (v, w, f) sur C(G(F)). On va rappeler sa définition. Nous
la modifierons dans le paragraphe suivant, ¢’est pourquoi nous affecterons des exposants
Art a certains objets définis par Arthur. i

Si w n’est pas trivial sur M, (F), on pose JA%(%W, f) = 0 pour tout f. On suppose
désormais w trivial sur M, (F).



Premier cas : on suppose que 7y est é—équisingulier. Arthur définit pour tout g € G(F)
une (G, M)-famille (v5(g; A)) pepiiry (A est une variable dans iA% ). Comme de toute

(G, M)-famille, il s’en déduit une fonctlon v (g, A). On pose v%(g) = v%(g;()). La

fonction g — UM(g) est la fonction ”poids”. Pour f € C®°(G(F)), on pose

JC (3w, f) = DO ()2 /M o 2O 00 ) o

Cas général. On écrit v = un, ou n est la partie semi-simple de 7y et u est un unipotent
dans M, (F'). Notons ¥(A,;) 'ensemble des racines de A;; dans G (toutes les racines,
pas seulement les indivisibles). Notons Eind(AMn) I’ensemble des racines indivisibles de
Ay, dans G,. La restriction définit une application naturelle 8 — By de Yiqa(An;,)
dans ©(Ay;) U {0}. Pour tout 8 € Zinq(Anr, ), Arthur définit un réel pAm (8, u) et une
”coracine” f3 € A, Pour a € X(Ay), pour a € Ay (F) en position générale et pour
A € 1Ay ¢, posons

r A )5
e = I Je@)—afe) PO

BEXind (A]Wn )§ﬁ1&1:a

On définit ensuite une (G, M)-famille (r 2y, a; A)) bep(ir) Par

A” (v,a; \) H 7"4” (v,a;\/2)

a>p0

pour A € A}, ot a parcourt les éléments de 3(A ;) qui sont "positifs” pour P. On déduit

de cette (G, M)-famille une fonction TAG/M(

Pour f € C>°(G(F)), considérons la fonction

2 am > rEY(y,0) I (ay,w, f).

LeL(M)

7, a; ) et on pose rEA (v, a) = r&A (7, 43 0).

Pour a en position générale, elle est bien définie : on a Gy, = M,, = M, et les intégrales
orbitales pondérées Jg(a%w, f) sont définies d’apres le premier cas ci-dessus. Arthur
montre que la fonction (2) a une limite quand a tend vers 1 (Arthur traite le cas w = 1

mais sa preuve s’étend sans changement au cas général). Notons J]\(:f[’A”(% w, f) la limite
de la fonction (2). C’est l'intégrale orbitale pondérée telle que définie par Arthur. Notons
que, dans le cas ou M, = G, on retrouve celle donnée plus haut.

Remarque. On vérifie que JE’A”(%W, f) = 0 si w n’est pas trivial sur Zy(v; F)
tout entier.

On aura besoin d’un résultat un peu plus précis. On définit une distance d au voisinage
de 1 dans A,;(F) de la fagon suivante. On fixe une norme |.| sur I'algebre de Lie a;; (F).
On fixe des voisinages U de 1 dans A ;(F) et u de 0 dans a;(F) tels que I'exponentielle
soit bijective de u dans U. Pour a € U, on écrit a = exp(H), avec h € u, et on pose
d(a) = |H|. On a alors

(3) il existe r > 0 tel que, pour tout v € M(F), tout f € C®(G(F)), il existe C' > 0
de sorte que

5 e, )= 30 g ) e, )] < Cdlay

LeL(M)



pour tout a € A;(F) en position générale et assez proche de 1.

Preuve. Un examen attentif de la preuve d’Arthur montre qu’il suffit d’améliorer son
lemme 6.1 de [Al]. Reprenons les notations de ce lemme dans la situation simplifiée
qui nous concerne : I’ensemble de places S est réduit a un élément, on a Fg = F et
les v disparaissent. On consideére une famille d’éléments de 1'espace P+ (£2) dépendant
d’un parametre a parcourant un voisinage de 1 dans A (F). On note pla] = Gueapla)w
I’élément de cette famille paramétré par a. Le terme plal,, est un polynome sur F? & va-
leurs dans un espace V,, de dimension finie sur /', muni d’une norme ||.||. On suppose que
lapplication (a,z) — plal,(x) est la restriction (au voisinage de a = 1) d’un polynoéme
défini sur A (F) x F Pour z € F? on pose

Moial () = [ log(|Iplal(x)[])].

we

Arthur montre que, pour tout ¢ € C2(F?), I'application

a = Myja)(9) = /O (2)Apia)(7) dx
est continue. Pour obtenir (3), on doit montrer qu’il existe » > 0 et C' > 0 de sorte que

[ Apfa) (@) — App(@)] < Cd(a)".

On veut de plus que r ne dépende pas de ¢ et, si on fixe un entier D et que 'on impose
que tous les plal, sont de degré au plus D, que r ne dépende pas non plus de la famille
de polynomes. Il suffit pour cela de reprendre la fin de la preuve du lemme 6.1. On pose
p” = p[1]. En choisissant un parameétre auxiliaire €, Arthur montre que |App)(¢) — Apo (@)
est majoré par la somme de trois expressions (7.2), (7.3) et (7.4). La relation (7.1)
nous dit que le terme (7.3) est majoré par Cie™, ou C et r; vérifient les conditions
requises. Le terme (7.2) vérifie une majoration analogue pourvu que I'on ait inclusion
L'(p°, €) C I'(plal, 2¢). Rappelons que 2 est un ensemble fini, que ' est un sous-ensemble
compact de F'? et que I'(p[a], €) est la réunion sur les w € 2 des ensembles des x € T tels
que ||plalu(2)|| < €. Puisque les plal, sont polynomiaux en a, il existe C5 tel que

[lIplals (@)l = [lp5(@)ll| < Cad(a)

pour tout a voisin de 1, tout z € T et tout w € Q. L’inclusion T'(p°, €) C T'(p[a], 2¢) est
vérifiée pourvu que Cad(a) < e. Imposons plutot 2Cyd(a) < e. Le méme calcul montre
que 'on a l'inclusion en sens inverse I'(p[al, ¢/2) C T'(p"; €). Le terme (7.4) est de la forme

Cy / Aot () = Ao ()] .
—I'(pY€)

Sur le domaine d’intégration, on a ||pl(z)|| > € pour tout w et, d’apres l'inclusion ci-
dessus, on a aussi ||p[a],(z)|| > €/2. Ecrivons Q = {wy, ..., w,}. On peut écrire

Apla) () = Ao () = ) ( I1 Ilog(llp[alwi(af)ll)l>

k=1,...6 \i=1,...k—1

(Ilog(llp[alwi(fﬁ)ll)l—Ilog(llp[alwi(af)ll)l)( II Ilog(llp?ui(ﬂf)l|)l>-

]:k+177£
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On déduit des inégalités précédentes que |Ayq(x) — Apo(2)| est essentiellement borné par
la somme sur les w de

[log(e/2)]" 1~ |iog(||plalu(2)II) — Log(Ilp(x)I])]-

Le dernier terme est égal a la valeur absolue de

[Iplal ()|
[1p2 ()]

On peut écrire plal,(z) = pi(z) + g(a,z), ou g(a
est nul en ¢ = 1. On a une majoration ||¢(a,z)||
[p%(z)|| > €, on obtient

log(— o7~ )-

a,x) est un polyndéme en a et xr qui
< Cyd(a) pour tout z € T'. Puisque

Iplalu(@)] L
e = dlae

Renforgons la minoration imposée a € en supposant d(a)
2C5d(a) < € pour a proche de 1). Alors

1/2 < € (c’est plus fort que

Ifalo(@l] _ o
Sl 1=

Iplalu(@)]
s Cln @

pour une constante C5 convenable. Alors le terme (7.4) est essentiellement majoré par

)| < Csd(a)?

50519 log(e/2)["~ d(a) '/,
On fixe maintenant € = d(a)'/2. Le terme ci-dessus est majoré par
C6d(a)r2

pour tout réel 7y < 1/2 et pour une constante C convenable. Les majorations des termes
(7.2) et (7.3) deviennent de la forme Cyd(a)™/2. En prenant pour 7 I'inf de 7y et 7/2,
on a obtenu la majoration cherchée. [J

1.3 Propriétés des termes p™ (3, u)3

On suppose dans ce paragraphe et le suivant qu’il n’y a pas de torsion, c¢’est-a-dire
G = G. On consideére un Levi M de G et un élément unipotent u € M(F). Comme
on l'a rappelé, Arthur définit pour toute racine 8 € Yj,q(Ax) un réel pA(B,u) et
une coracine (. Fixons une paire de Borel (B,T) de G telle que M soit standard pour
cette paire. Fixons une extension finie F’ de F' telle que (B, T) soit définie sur F” et
que G soit déployé sur F’. Placons-nous sur le corps de base F'. Le tore Z(M)" est
alors I’analogue de Ay;. Pour tout 8 € ;,4(Z(M)°), on définit le réel pA™ (', u) et une
coracine ' € X, (Z(M)?)@zR. De l'inclusion Ay, € Z(M)° se déduisent des applications
de restriction

Sia(Z(M)?) = S(Ay)  XJ(Z(M)P) @R — Ay
B - By, H — Ha,



Remarquons qu’une racine indivisible de Z(M)° ne se restreint pas forcément en une
racine indivisible.

Pour 5 € Emdv(AM), on a l'égalité )

(1) PArt(ﬁ, U)B = Zn21 Zﬁ’;ﬁgM:nﬁ pArt(B/,u)B;lM.

Preuve. Soit P € P(M) et soit w un poids de Ay qui est dominant pour P (c’est la
notation d’Arthur ; il ne s’agit pas de notre caracteére w que nous oublions pour un temps).
Notons U l'orbite géométrique de u dans M. Arthur définit une fonction W, (a, ) sur
Ay X UUp, & valeurs dans un espace de dimension finie sur F'(cf. [A1] 3.8 ; on considere
ici le cas P = P, avec les notations de cette référence). Le groupe M agit sur cet espace et
la fonction est équivariante pour I'action de M par conjugaison sur UUp et cette action
sur I'espace d’arrivée. Arthur montre que cette fonction est polynomiale et n’est pas
identiquement nulle en a = 1 ([A1] corollaire 4.3). Elle est donc non nulle sur {1} x O,
ou O est un ouvert de Zariski de UUp, qui est dense et invariant par conjugaison par M.
En se plagant sur F’, on a de méme une fonction W/ (a/,7) sur Z(M)° x UUp, qui est
polynomiale et est non nulle sur {1} x @', ou O est un ouvert de Zariski de UUp, qui
est dense et invariant par conjugaison par M. Sa restriction a Ay, x UUp vérifie donc la
méme propriété. Or il résulte de la définition (3.8) de [A1] que, pour (a,7) € Ay xUUp,
on a I’égalité

Q(a)
WW a,m) = Wo{; a, T )
(0.7) = Wia.m) 55
ou ) V
Qa)= [  (Bla) - Bla) )y B>,
BESina(Anm),8>p0
Q'(a) = 1T (8'(a) — B'(a)" 1) Ew<w B>
B €Zina(Z(M)0),8">p0
Les propriétés des deux fonctions W, et W, entrainent que la fraction rationnelle g,((?)

n’a ni zéro, ni pole en a = 1. Remarquons que 'on peut récrire

Q= I I II ¢@-pg@ymem=r.

BEXina(Am),>p0nzl B8, =nf

Si B, = nfB, la fonction

n’a ni zéro, ni pole en a = 1. Posons

=TI )= s H=xe,

BEZina(An),8>p0

ou X (f3) est le membre de droite de (1). Alors g/((?) n’a ni zéro, ni pole en a = 1. Donc
Q(a)

o7 & la méme propriété. Cela équivaut a pA™ (5, u) < w, f >=< w, X(B) > pour tout
B. Cela étant vrai pour tout poids dominant w, cela entraine 1’égalité (1) cherchée. OJ
Soit L € L(M). On sait définir la classe de conjugaison (géométrique) induite de M
a L de la classe de conjugaison de u. Soit R = MU € PL(M). Alors I'intersection de
cette classe de conjugaison et de uli est Zariski-dense dans cet ensemble. Soit u' dans




cette classe. On peut définir des termes pA7 (5, u') et B e A; pour ' € Yina(Ar). On a
des applications de restriction

15} > 1573 " H — Hp -

Remarquons que la restriction d’une racine indivisible de A,; peut étre nulle ou divisible.
Pour 5 € Eind(AL), on a l'égalité .

(2) (B W) = ot Xpesmatanypr—np P (B W)L

Preuve. On fixe un sous-groupe parabolique P’ € P(L) et un poids w de Ay qui est
dominant pour P’. On fixe un sous-groupe parabolique P € P(M) contenu dans P’. On
définit comme ci-dessus des fonctions W, sur Ay, x UUp et W/ sur A, x U'Upr, ou U’
est l'orbite géométrique de u'. Comme plus haut, elles sont polynomiales et non nulles
sur {1} x O, respectivement sur {1} x O, o O est un ouvert de Zariski de UUp qui est
dense et invariant par conjugaison par M et O’ est un ouvert de Zariski de U'Up/, qui est
dense et invariant par conjugaison par L. Il résulte de la définition de v’ que ONQO’ # (.
Donc les deux fonctions sont toutes deux non nulles sur {1} x (O N O’). Pour a € Ay,
définissons Q)(a) comme ci-dessus et, pour a’ € Ay, posons

Q@)= [I @) - gy,
B'€Xina(AL),B > p0

Q(a")

Q’'(a’)

Le méme argument que plus haut montre que la fraction rationnelle sur Ay n’a ni
zéro, ni pole en a’ = 1. Remarquons que 'on peut supprimer de la définition de @ les 3
dont la restriction a Ay, est nulle : pour ceux-la, on a < w, f >= 0. Comme plus haut, si

[ se restreint en ng’, la fonction
Bla) — Ba)!
B(a) — B(a) !
n’a ni zéro, ni pole en @’ = 1. En notant Y (') la différence entre le membre de gauche

Q(d’)
Q'(a")

de (2) et celui de droite, on obtient alors que la fonction a la méme singularité en

a = 1 que la fonction

[T ) -y H)=re

B'€Xina(AL),8>p0

Donc ce produit n’a lui-méme ni zéro, ni pole en a’ = 1. Cela entraine Y (5’) = 0 pour
tout 4. O

1.4 Définition d’un nouveau terme p(3, u)

On conserve la situation du début du paragraphe précédent et on fixe une paire
de Borel (B,T) et une extension F’ comme alors. On va définir un élément p(5,u) €
X.(Z(M)%) ®z R, ou plus précisément p®(3,u), pour toute racine 3 € %(Z(M)°) et
non plus seulement pour les racines indivisibles. La définition se fait par récurrence
sur la dimension de Ggc. Soit 8 € 3X(Z(M)°). On introduit le sous-groupe Gg de G
engendré par M et les sous-groupes radiciels associés aux racines nf pour n € Z. Si
dim(Gssc) < dim(Gsc), le terme p® (B, u) relatif & G est déja défini et on pose
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p%(B,u) = p%(B,u). Supposons dim(Gg sc) = dim(Gsc). Dans ce cas, M est un Levi
maximal de G et (3 est une racine indivisible (une telle racine est unique au signe pres).
On pose

p%(B,u) = p* (B, uw)B = p(nB,u

n>1

avec la convention p“(n3,u) = 0 si n3 n’est pas une racine.
On redescend a la situation définie sur F' de la fagon suivante. On a encore des
applications de restriction

S(Z(M)) — S(Ay) X.(ZM)°)@zR — Ay
B/ —> ﬁ;‘M ’ H —> HAM ’

Pour 8 € 3(Ay), on pose

(1) 2B = Y B way

B3, =B

On a, avec la méme convention que ci-dessus,
(2) pour tout 8 € Xia(An),

P (B w)B = p(nBu)

n>1

Preuve. D’apres 1.3(1), le membre de gauche est

Z Z Art (ﬁ )ﬁ.AM :

n>1 6/€Eind(Z(M)0)76/AJM =np

D’apres (1) ci-dessus, le membre de droite est

Z Z pG(ﬁla U)AM'

n>1 BeS(Z(M)),8, =np

Les racines ' qui interviennent dans la deuxieéme expression sont exactement les mul-
tiples positifs de racines indivisibles intervenant dans la premiere. Cela nous ramene a
prouver l'analogue suivant de I'assertion (2) : pour 8’ € ¥;,4(Z(M)?), on a I'égalité

pArt Z 0 nﬁ

n>1

Introduisons le groupe G 3 comme plus haut. D’apres les définitions, le membre de droite
est Panalogue de pA™ (4, u)3" quand on remplace le groupe ambiant G par Gp. Mais,
p' étant indivisible, le groupe G est un Levi (c’est un Levi minimal parmi ceux qui
contiennent A). Il résulte de la définition d’Arthur ([A1l] paragraphe 3) que le terme
P2 u) " est le méme, que le groupe ambiant soit G ou Gp . Cela prouve (2). O

Pour 5 € ¥(Au), notons Gg le sous-groupe de G engendré par M et les sous-groupes
radiciels associés aux racines nf pour n € Z. On a

(3) (8, u) = p% (8, u).

Cela résulte comme (2) d'un dévissage facile.
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Soit L € L(M). Comme en 1.3(2), soit v’ un élément de l'orbite induite de M a L
par 'orbite de u. Pour tout 5" € £(Ay), on a I'égalité

4 )= D> B
BEX(Am),BL=p

Preuve. On note G le sous-groupe de G engendré par L et les sous-groupes radiciels
associés aux racines nf8’ pour n € Z. Pour € ¥(Ay), on définit G comme ci-dessus. Les
racines 3 € Y(Ays) qui se restreignent en (' sont exactement les racines 3 € X' (Ay)
qui se restreignent en 3’. Pour celles-ci, le groupe G est contenu dans Gg . La relation
(3) appliquée pour G et pour G entraine que p&(3,u) = p“#(B,u). Il en résulte que
le membre de droite de (4) ne change pas quand on remplace le groupe ambiant G' par
Gp. D’apres (3), il en est de méme du membre de gauche. Si dim(Gp sc¢) < dim(Gse),
on conclut en raisonnant par récurrence sur cette dimension. Reste le cas ou Gz = G.
Alors L est un Levi propre maximal et 8’ est une racine indivisible. Dans ce cas, on a
d’apres (2)

<5> pG(ﬁ’, u/) _ /)Art(ﬁ/, u/)B/ _ ZPG(nﬁ/7 u/>.
n>2
On applique 1.3(2) :
pArt(BI’ul)B/ _ Z Z pArt(B’u)BL'
m21 BEX;nq(Am),Br=mp’
En utilisant (2), c’est aussi
> 2 2B
m21 BeEXina(Am),Br=mp" k=1

La triple somme se simplifie : les racines k(5 intervenant ici sont exactement les éléments
de X(Ajs) qui se restreignent en un multiple positif de 4’. On obtient

> > B
n>1 BeX(An),BL=np’
Pour n > 2, on applique la relation (4) déja démontrée pour nf’. La somme ci-dessus
devient
(>, B+ 0.
BEX(Apm),BL=p" n>2

En glissant cette expression de p™* (', /)3 dans expression (5), on obtient (4). O

1.5 Modification de la définition des intégrales orbitales pondérées

On revient a la situation générale de 1.2 dont on reprend les notations. Si w n’est pas
trivial sur M, (F'), on pose encore JAC;’I(% w, f) = 0 pour tout f.

On suppose maintenant que w est trivial sur M, (F'). On ne change rien dans le cas ot
~ est G-6quisingulier. Dans le cas général, on définit pour tout a € Y (A;;) un élément
p(a,y) € Ay, ou plus précisément p(a, ), par la formule

po(an) = P (B, ) i
BEX(Am,).By=a
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Pour a € ¥(A,;), pour a € Ay (F) en position générale et pour A € iAMC, posons
TC'f(fya a; )\) = |OZ<CL) — &<a)*1‘;k,p(a,7)>.

On définit ensuite une (G, M)-famille (r5(v, a; A)) bep(ir) Par

rp(v,a;A) = ] ra(y,a:2/2)
a>p0

pour A € 1A%, Comme précédemment, on déduit de cette (G, M)-famille une fonction

r€(y,a; \) et on pose 1§ (v,a) =15 (v,a;0).
Pour f € C>(G(F )), considérons la fonction

W) am S rh(na) G aw, f).

LeL(nn)

Lemme. La fonction (1) a une limite quand a tend vers 1 parmi les éléments en position
générale de Ay (F).

Preuve. Notons ¢4 (a, f) et ¢(a, f) les fonctions définies par les formules (2) du
paragraphe 1.2 et (1) ci-dessus. On peut récrire

o (a, f) = D% (ary)'”? / w(9) £ (g™ a19) (™) g (v, 0, 9) dg,
M~ (F)\G(F)

ou

(") (rag) = Y i a)v(g).
LeL(M)
On reconnait cette expression : c’est la fonction associée comme toujours a la (G, M)-

famille produit (r A”(%a Mvp(g; A) pepiry ([A2] corollaire 6.5). On a une expression
analogue pour la fonctlon ©(a, f) :il suffit de supprimer les exposants Art. Soit (¢5(7, a; )\))]5673(]\;[)

la (G, M)-famille telle que (7, a; ) = cp(v, a; A)rd™ (v, a; A). D’apres [A2] lemme 6.3,
on a une égalité

(r)g(rag) = > dy(r.a) )% (v,a.9).

QEF (M)
ou - (7, a) est définie par [A2] 6.3. Un calcul habituel de descente des intégrales orbitales
ponderees conduit alors a I'expression

dah= Y dapian | (9) oI @) (P 0)E (7, 0,1 I

O=LUGeF(IT) My (F)\L(F)

Ou encore

@ = > dnaeta fs,)

Q=LUgeF (M)

Il suffit de voir que toutes les fonctions apparaissant ont une limite quand a tend vers
1. Clest le résultat d’Arthur pour les fonctions ¢“4"(a, f5 ). Soit P € P(M). Notons
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Yind(Aj;) Uensemble des racines indivisibles de Ay; dans G. Le terme r3(7,a; \) est
produit sur les racines a € ¥;,4(A;7) qui sont positives pour P des expressions

[Lla(0)" = aa) =377,

n>1
La singularité en a de cette expression est la méme que celle de
—11<A 1 plnoyy)>
a(a) = afa) :

Un calcul analogue vaut pour rért(fy, a; A). La somme -, p(na, ) y est remplacée par

> > (B, ) By

n2l BEX;na(Amy, );By=na

Il résulte de 1.4(2) que cette expression est égale a

2. > 2 kB

n21 BeX;nq (A, )iB=na k=1

Cette expression se simplifie : les racines k(5 y intervenant décrivent tous les éléments de
Y(Apg,) dont la restriction est un multiple positif de a. Elle est donc égale a

> > P (B, ) -

n21 BeX(Anm, )i By =na

D’apres nos définitions, cela est égal a Y _, p(na,y). Cela montre que les fonctions
ra(y,a;A) et 'r’g”(fy, a; \) ont méme singularité en a = 1, donc que le rapport cp(y,a; N)
est régulier en ce point. Le terme C/Q(’y, 1) est donc défini et il est facile de montrer que
c’Q(% a) tend vers c’Q(% 1) quand a tend vers 1. O

On définit J]\C:j[(%w, f) comme la limite de la fonction (1) quand a tend vers 1. De

nouveau, si v est G-équisingulier, on retrouve la définition simple donnée plus haut.

La preuve ci-dessus, plus précisément ’égalité (2), montre que la précision (3) du
paragraphe 1.2 vaut aussi pour nos intégrales orbitales pondérées. A savoir

(3) il existe > 0 tel que, pour tout v € M(F), tout f € C>(G(F)), il existe C' > 0
de sorte que ~ ] ]

TG (vw f) = > rh(v.a)J¢ (av,w, f)| < Cd(a)”
LeL(M)
pour tout a € A;(F) en position générale et assez proche de 1.

Rappelons que les données de v et d’'une mesure de Haar sur M, (F') définissent un
lément v € Dyeom (M(F),w) ® Mes(M(F))* : pour ¢ € C°(M(F)) et pour une mesure
de Haar dm sur M(F), on a IM(~, o @ dm) = IM(y,w, ), ot le membre de droite est
calculé a l'aide de la mesure dm et de celle fixée sur M, (F'). L’application qui, a 7 et
a une mesure de Haar sur M,(F), associe la forme linéaire f +— JZ(v,w, f) vérifie les
propriétés requises pour se factoriser puis s’étendre par linéarité en une application définie
SUr Dggom(M(F),w) ® Mes(M(F))*. Cest-a-dire que I'on peut définir une application
linéaire qui, &y € Dyeom(M,w)®@Mes(M(F))*, associe une forme linéaire f JE (v, f),
de sorte que si v provient comme ci-dessus d'un élément ~ et d’'une mesure de Haar sur
M, (F), on ait 1'égalité Jz\%('y, f)= JJ\GZ(%M, ).
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On aura besoin plus tard de la propriété suivante. Soit o € 3(A,;). Introduisons le
sous-groupe G, de G engendré par M et les sous-espaces radiciels associés aux racines
de la forme ka pour k € Z. Il est normalisé par M, c’est-a-dire que l'on a I’égalité
GaM = ]\;[Ga. On note éa cet espace tordu. Alors

(4) on a I'égalité p%(a,v) = p(a, 7).

Cela résulte de 1.4(3) et d'un dévissage des définitions.

1.6 Définition des intégrales orbitales pondérées w-équivariantes

On fixe toujours M, la mesure sur Ay et le sous-groupe compact K. Pour simpli-
fier, fixons des mesures de Haar sur G(F') et M(F). On définit comme d’habitude des
homomorphismes

HG:G<F) —).AG et HéiG(F) _>Aé
par
exp(< a*, Ha(g) >) = |z"(g)|p, resp exp(< 2™, He(g) >) = |2*(g)|r
pour tout z* € X*(G)'F, resp. z* € X*(G)'7Y. Le terme Hz(g) nest autre que la

projection naturelle de Hg(g) sur Ag. Notons Ag o I'image de 'application Hg. Clest
un réseau de 'espace Ag. Notons G(F)! le noyau de Hg et posons

Agp = GE)\G(F).

C’est un espace principal homogene sous Ag . On note

He: G(F) = Agp

Papplication naturelle. Introduisons espace C°°(G(F)) formé des fonctions f sur G(F)
telles que :

(i) il existe un sous-groupe ouvert compact K’ de G(F') tel que f soit biinvariante
par K’

(i) pour tout élément ¢ € C'® (.[lG ) (c’est-a-dire que ¢ est une fonction sur A@ 2
support fini), le produit f(¢ o Hg) appartient a C°(G/(F)).

Les définitions des intégrales orbitales ou des intégrales orbitales pondérées se généralisent
aux éléments de C°(G(F)). En effet, soient v € M(F) et f € C=(G(F)). La projec-
tion dans fl@ 7 de la classe de conjugaison de 7y est réduite a un point. Choisissons
s CSO(A@F) valant 1 en ce point. On pose JE (v, w, f) = J&(v,w, f(po Hg)). Cela

ne dépend pas du choix de ¢. On note Lo(G(F),w) le quotient de C°(G(F)) par le
sous-espace des éléments f tels que I%(y,w, f) = 0 pour tout v € G.qy(F).

A T'aide des caracteres pondérés, Arthur définit une application linéaire

(bM : CcOO<G<F)) — [ac<M(F)7w>'

(Arthur traite le cas olt w = 1, le cas général est similaire, cf. [W1] 6.4). Pour v € M(F),

pour une mesure fixée sur M, (F) et pour f € C=(G(F)), on définit 1% (y,w, f) par la
formule de récurrence

I (yw, f) =I5 w, )= > Th(y.w 1)

LeL(M),L#G
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Quand w = 1, Arthur montre que cette distribution f — I]\%(fy, f) est invariante par

conjugaison. Le cas général est similaire : la distribution f — I]\%(% w, f) est w-équivariante,

c’est-a-dire qu’elle se factorise en une application définie sur I(G(F'),w). Remarquons que
I’on a besoin de connaitre cette propriété par récurrence pour que la définition ci-dessus
ait un sens. Plus exactement, on a besoin de savoir par récurrence que cette distribution

s’étend en une application linéaire définie sur C22(G(F)) et que celle-ci se factorise en une
application linéaire définie sur I,.(G(F),w). Cela résulte des propriétés de application
¢;;- Par ailleurs, Arthur montre que la distribution f — IE(%w, f) est indépendante
du sous-groupe K choisi, lequel peut donc disparaitre des données.

Attention : cette distribution n’est pas, en général, supportée par la classe de conju-
gaison de 7. Elle n’appartient méme pas a Dgéom(é(F), w).

Encore une fois, on se débarrasse des mesures en définissant Ig(v,f) pour v €

Dyeom(M(F)) @ Mes(M(F))* et £ € C®(G(F)) ® Mes(G(F)), ou f € I(G(F)) ®
Mes(G(F)).

1.7 Propriétés des intégrales orbitales pondérées w-équivariantes

Soit toujours M un espace de Levi de G. Pour énoncer les quatre premitres propriétés,
il est plus commode de fixer des mesures de Haar sur M (F') et G(F), ainsi que sur les
groupes M, (F') qui apparaissent.

Soient v € M(F) et f € C®(G(F)). Pour ¢ € CEO(AQF), on a I'égalité

(1) I (v,w, fpo Hg)) = o Ha(MIG (v, w, f).

A fortiori, la distribution f I]\C;[(% w, f) est supportée par Uensemble des 7/ € G(F)

tels que Hg(v') = Ha(7).
On a aussi I'égalité

2)  IG(vw f)=limess Y rg(ra)f(ay,w, f),
LeL(M)

la limite étant prise au méme sens qu’en 1.2. Plus précisément

(3) il existe r > 0 tel que, pour tout v € M(F), tout f € C*(G(F)), il existe C' > 0
de sorte que ] ~ ]

IG(w, f) = Y rg(na)lf(ay,w, f)] < Cd(a)”
LeL(M)

pour tout a € Ay (F) en position générale et assez proche de 1.

Supposons que 7 est G-équisingulier. Alors 3

(4) il existe f" € C°(M(F')) et un voisinage de v dans M (F') tels que, pour 7" dans
ce voisinage, on ait ’égalité I]\%(y/,w, f)=1"", w, f).

Pour la cinquiéme propriété, il est plus simple de se débarrasser des mesures. Rappe-
lons que pour tout L € L(M), on dispose d’applications linéaires en dualité

I(L(F),w) ® Mes(L(F)) — I(M(F),w)® Mes(M(F))
f — fM
et B
D géom(M(F),w) @ Mes(M(F))*

Dyeom(L(F),w) ® Mes(L(F))*
~ L

_>
— ~E.
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Remarquons que si 7 est l'intégrale orbitale dans M (F) associée a un élément G-
équisingulier de M (F), 4" est I'intégrale orbitale dans L(F) associée au méme élément.

Remarque. Méme si on impose que w est trivial sur Z(G; F)?, w peut ne pas étre
trivial sur Z(M; F)? pour un espace de Levi M. Dans ce cas, les espaces I(M(F),w) et
D géom(M(F),w) sont nuls,

Pour deux éléments L, L' € P(M), on définit le réel dAG;I(E,E’ ) : il est nul sauf si
A% = Aﬁz D A%; si cette égalité est vérifiée, c’est le rapport entre la mesure sur le
premier espace et le produit des mesures sur les deux espaces du second membre.

Lemme. Soient L € L(M), v € Dyeom(M(F),w) @ Mes(M(F))* et f € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)). On a I'égalité

ISR 0 = > dS (L, L) (v, f7).

Lrec(nr)

Preuve. On peut fixer des mesures et supposer que - est I'intégrale orbitale associée
a un élément v € M (F). Supposons que v est G—eqmsmguher Alors la preuve de la
formule est essentiellement formelle & partir de la formule de descente des poids, cf. [A3]
preuve du théoreme 8.1. Traitons le cas général. Pour a € A;(F) en position générale,

posons
pla)= > r

ReL(D)

b”:ux

(v, @) IS (av, w, f).

Par une formule de descente, on a pour tout R I’égalité
rf(a) = Y dy(L Ry (v,a).
R'eL(M);R'CR
D’ou N = . . =
pla)= Y rii(va) D dE(L R)IG(ayw, f).
R'eL(M) ReL(L);R'CR

Fixons R’ et R. Puisque R, =G
élément. D’ou

ay, on peut utiliser la formule de I'énoncé pour cet

IG a'/%w f Z dG/ R I’ (a’/%wafi@w)'
L'eL(R)

> Y a@® Dk (arkeyw i),

L'eL(M) R'eLl (M)

Puis

ot (R, I') est la somme sur les R € £(L) tels que R’ C R des produits
d% (L, R)d%, (R, L).

Considérons I'ensemble A des couples d’espace de Levi (f/ R ) tels que McCR cL et
d%(L,L’) # 0. Considérons l’ensemble B des triplets (L', R/, R) tels que M C R' C L,
LCR, R CRet d%(i, R’)d%(é, L) # 0. Montrons que I'on a
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(5) Papplication (L', R, R) — (L', R') est une bijection de B sur A pour (L', R',R) €
B, on a l'égalité
d% (L, R)dS, (R, L) = d§

(
Soit (I/, R, R) € B. La non-nullité de d% (I~/ R'd% (R, L) équivaut aux relations

6) AR = AL @A

et
G _ 4R L
D’ou

AG = AR o AG — AR @ AR © AL — AR @ AL — AL @ AR o AL = AL @ AL

D’ou 'égalité ~ ) ~
(8) A% = Aﬁz ® Aiz
des termes extrémes, qui équivaut a la non-nullité de dJ\GZ(f” L). Cela prouve que (L', R') €
A. Inversement, soit (E’ R ) € A. On doit prouver qu’il existe exactement un espace de
Levi R tel que (L’ R',R) € B.1ly en a au plus un : il est déterminé par la relation (6).
Montrons que ce R existe. On le définit comme le commutant dans G du tore (A;NAg)°.
D’apres [I] 3.1(11), cet ensemble est un espace de Levi pourvu qu'il ne soit pas vide. Or
il n’est pas vide puisque sa définition implique qu'il contient L et R'. Ces deux inclusions
impliquent Az C Aj et Az C Ap. On a aussi par définition (A; N Az)° C Az On
obtient donc
(Afj N AR,)O C AR C A; N AR’

d’ou I'égalité (A; NAp )" = Ap puisque ce dernier ensemble est connexe. Cette égalité est
équivalente a Az = A; N Ap,. Par passage aux orthogonaux dans A4 ;, on obtient A% =
.Aiz +Af~4/. Mais ces deux derniers espaces sont en somme directe d’apres inclusion R’ C
L et d’aprés (8). Donc (6) est vérifié. On a montré ci-dessus que (6) et (7) impliquaient
(8). Le calcul est réversible : (6) et (8) impliquent (7). Puisque R vérifie (6) et (7), on
a (L', R',R) € B. La dernicre assertion de (5) s'obtient facilement en précisant le calcul
qui a conduit ci-dessus a 1'égalité (8). Cela prouve (5).

Cette propriété entraine que, pour L' et R’ intervenant dans l'expression de o(a)
ci-dessus, on a z(R', ') = d%(i, L). Alors

S AL Y el ey, fi):

L'ec(m) Recl' (M)

Pour tout L, la relation (2) nous dit que la somme en R’ tend vers [ ]f; (v, w, fir,,) quand
a tend vers 1. Donc, quand a tend vers 1, ¢(a) tend vers le membre de droite de ’égalité
de I’énoncé.

Fixons b € A;(F) en position générale et faisons tendre a vers b. Pour R € £(L),
on applique (4) : il existe f' € C®(R(F)) tel que [g(fy’,w,f) = I'(y/,w, ") pour tout
v € R(F ) assez proche de by. Le deuxiéme terme est une intégrale orbitale ordinaire.
En appliquant la formule de descente usuelle pour ces intégrales, on a

IR(afy,w, = [M(G%wa (f/)M,w)'
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La limite de cette expression quand a tend vers b est I (by,w, () ¥1.w)- Par définition de

Pinduction, cest IZ(byE, (f') 7.,). Ecrivons la distribution 4% comme une combinaison
linéaire d’intégrales orbitales associées a des éléments v; de 1'orbite induite de ~ :

[E(’Yiﬂ/f): Z cl-[i(%',wﬂ/})

i=1,....n

pour tout ¢ € C®(L(F)). Puisque b € A; (F), on a la méme égalité si 'on remplace ~L
par by et les ~; par by;. Donc

lima%b[g<a77 w, f) = Cz[i/(bfylu W, (f/>i,w>'

i=1,....n

Puisque b est en position générale, le membre de droite n’est autre que

Z CZIR(b’YZa W, f,)

i=1,...,n

En revenant a la définition de f’, on obtient

lima%b[g<a/yu w, f) = CZ[]g;;(bfYZu w, f)

i=1,...,n

On montrera plus loin que, pour tout ¢ = 1,...,n, on a I'égalité

) limaserF(y,a) = 18 (7, b).

Admettant cela, on obtient

l'Lma—>b§0 Z C; Z z]R’Yza b%,w f)
L. ReL(L)

1= 5N

En utilisant la relation (2), on voit que cette expression a une limite quand b tend vers
1. Plus précisément,

limp_1limg_pp(a) = Z cilf(%,w,f)-

i=1,....n

La limite de gauche est égale a lim,_,1p(a), puisque cette derniere limite existe. Par
définition, la somme de droite ci-dessus n’est autre que le membre de gauche de 1’égalité
de I’énoncé. Donc lim,_,1¢(a) est égale au membre de gauche de cette égalité. On a déja
prouvé qu’elle était égale au membre de droite. Cela conclut.

Il reste & prouver 1'égalité (9). On se ramene aisément a prouver que, pour Qe P(i)
et A € 1A%, on a I'égalité similaire

(10) limaprg (7, a5 A) = 15 (7:, b A).
Fixons P € P(M) avec P C Q. Le terme 75(7,a; A) est produit sur les o' € ¥(A;) qui

sont positifs pour P de
o (a) — o (a) T,
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Parce que A € iA3, ce terme vaut 1 si la restriction de o’ & Aj est nulle. Soit o de
restriction non nulle a A;. Alors cette restriction a appartient a 3(A;). Que o soit

positive pour P équivaut a ce que « soit positive pour (). D’autre part,
limg_p|a’(a) — o' (a) 7 p = |a(b) — a(b)HE.

Donc
) — A p(a 2
lzma—w?“()(%a; A) = H |a(b) — a(b) 1|; plesy)>/ :
a€X(Aj );a>q0
oll on a posé

plasy) = > pld, )

o/ €X(A )5

I —q
L

En comparant avec la définition de rg (v, b; A), on voit que (10) résulte de I'égalité

(11)  pla,y) = pla, 7i)
pour tout a € ¥(A;j). Ecrivons v = un comme en 1.2. Alors on peut supposer que

Vi = w;n, ou u; appartient a la classe de conjugaison dans L, induite par la classe de
conjugaison de u dans M, . Par définition,

play) = Y pP(B ),

BEX(AL, )8 =

pla,y) = Z Z (B u);.
(A )i

a'ex ’L:a B’EE(AM,]),ﬁ;Q:a’

On peut récrire

pla,y) = > PP = > P (B ui)g
(AL,):B

BES(Anry )i = pex = BES(An, )iB), =P

Mais alors I’égalité (11) résulte de 1.4(4). Cela acheve la démonstration. [J

On peut préciser la preuve ci-dessus : pour montrer que ¢(a) tend vers le membre
de droite de I’égalité de 1'énoncé, utilisons la relation (3) au lieu de (2). On obtient (en
notant y* la distribution induite de I'intégrale orbitale associée & 7) :

(12) existe 7 > 0 tel que, pour tout v € M(F) et tout f € C=(G(F)), il existe C' > 0
de sorte que o ~ ~

IS5 1) = Y ri(y,a) I (av,w, f)| < Cd(a)
RecL(L)

pour tout a € A;;(F) en position générale et assez proche de 1.

1.8 Variantes des termes p(f3,u)

On suppose dans ce paragraphe G = G et w = 1. On considére un Levi M de G et un
élément unipotent u € M (F'). On fixe une paire de Borel épinglée € = (B, T, (Ey)aecna)
de G définie sur F de sorte que M soit standard relativement & £. On introduit une
extension finie F’ de F' telle que &£ soit définie sur F’ et G soit déployé sur F’. On
introduit aussi 'action galoisienne quasi-déployée o +— og+ qui conserve &, cf. [I] 1.2.
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Notons 3(T") I'ensemble des racines de 7" dans G. On a fixé en 1.2 une forme quadratique
définie positive sur X,(T) ® R, d’ou, par dualité, une telle forme sur X*(7') ® R, que 'on
note (.,.).

On fixe une fonction B sur 3(7") a valeurs dans 'ensemble Q- des rationnels stric-
tement positifs. On lui impose les conditions suivantes :

e B(—p) = B(pB), B(og<(8)) = B(B) et B(wf) = B(B) pour tout € 3(T), tout
o €l'rettout weW;

e pour toute composante irréductible 3’ du systeme de racines ¥(7), ou bien B est

constante sur ¥/, ou bien la fonction g +— % est constante sur X',

On pose V* = X*(T)®R, V., = X.(T) ®R. Définissons les sous-ensembles (7, B) =
{B(B)'6;8 € 2(T)} de V* et X(T,B) = {B(8)B; € X(T)} de V,. On va voir que
S(T, B) est un systeme de racines dont (7T, B) est I'ensemble associé de coracines.
On note Z* annulateur dans V* de I'ensemble de coracines %(T) et Z, 'annulateur
dans V, de I’ensemble (7). Pour tout sous-systeme irréductible ¥’ de 3(T'), on note

V*(3), resp. Vi(Y'), le sous-espace de V*, resp. V,, engendré par ¥/, resp. par I’ensemble

correspondant Y de coracines. On a
V* = Z* @ (@Z’e]rrv*(zl))a Vk — Z* @ (@Z’EITTV;(ZV],))’

ou Irr est 'ensemble des composantes irréductibles. Notons Irr, 1’ensemble des compo-
santes sur lesquelles B est constante et notons Irr_ le complémentaire. Posons

V(B) = Z"® (Byen. VI(E)) ® (Dyenr Vi(Y)),

V(B)* =7Z,P (@E/elrr+‘/;<(2,)) D (@E/EIT’T—V*(Z,))'
Notons ¢3. l'identité de Z*. Pour ¥’ € Irry, notons (&, I’homothétie de V*(¥') de

rapport la valeur constante de B sur ¥'. Pour ¥’ € Irr_, notons 1%, : V*(X') — Vi(X)
la composée de 'isomorphisme déduit de la forme quadratique fixée (cet isomorphisme
envoie une racine 8 sur (8, 8)5/2) et de 'homothétie de rapport la valeur constante sur
¥ de la fonction 8 — 2B(8)(83,8)"!. On note «* : V* — V(B)* la somme directe de ¢%.
et des ¢§,. On note ¢, : Vi, — V(B), l'inverse du transposé de ¢*. On vérifie que ¢, envoie
(T, B) sur

(1) (l—lz’elrr+z/) U (UE’EITT’,Z/)a

tandis que ¢, envoie ¥(T, B) sur
(2) (l—lz’elrr+2,) U (UE’EITT,Z,)-

Il est clair que ’ensemble (1) est un ensemble de racines dont I’ensemble (2) est I’ensemble
associé de coracines.

Notons j : (T') — X(T, B) 'application 8 — B(S)~!. L’application composée t* o j
est la somme, composante par composante, soit de 'identité, soit de 1’échange 8 — f.
Il en résulte que, pour un sous-ensemble ¥g C 3(T'), Xy est un sous-systéme de racines,
resp. un sous-ensemble de Levi, de ¥(7") si et seulement si j(Xg) est un sous-systeme de
racines, resp. un sous-ensemble de Levi, de (7', B). Notons que j est équivariante pous
I’action de W et pour I'action galoisienne quasi-déployée.

On note X(Z(M)°, B) I'ensemble des restrictions non nulles & X,(Z(M)%) x R des
B(B")7'3 pour 8 € ¥(T), ou encore des 3’ pour ' € X(T, B). L’interprétation ci-dessus
montre que cet ensemble a beaucoup de propriétés communes avec celui des racines
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Y(Z(M)°). D’abord, pour € %(Z (M), B), on peut définir le groupe de Levi Mp (sur
F') tel que X.(Z(Mjp)°) @ R soit Pannulateur de 3 dans X, (Z(M)°) x R. On a aussi

(3) supposons que M soit maximal parmi les Levi propres de G'; alors il existe il
unique entier n > 1 et, au signe pres, un unique § € %(Z(M)°, B) tel que (Z(M)°, B) =
{£kB;k=1,...n};

(4) pour B € X(Z(M)° B), 'ensemble des 3 € X(T) tels que la restriction de
B(B")'B a X,.(Z(M)°) x R soit de la forme kS avec k € Z (y compris k = 0) est un
sous-systéme de racines de X(T') qui contient XM (T');

plus généralement

(5) soient fi, ..., 3, des éléments linéairement indépendants de X(Z(M)°, B); alors
I'ensemble des 8/ € 3(T) tels que la restriction de B(8')7!'f & X.(Z(M)") x R ap-
partienne au Z-module engendré par les f3; est un sous-systeme de racines de ¥(7") qui
contient =M (T).

Dans la situation (4), il existe & isomorphisme pres un unique groupe réductif connexe
défini et déployé sur F’ qui possede un tore maximal isomorphe & T" et dont le systeme de
racines est I’ensemble décrit de 5. On le note G 3. Il possede un groupe de Levi isomorphe
a M et on identifie ce sous-groupe a M. On note encore B la restriction de B a ’ensemble
de racines de G ; cette restriction vérifie les mémes conditions que la fonction de départ.

Attention. Le groupe G n’est pas, en général, un sous-groupe de G. Par exemple,
considérons G = SO(5), M = GL(1) x SO(3) et une fonction B proportionnelle au
carré de la longueur. L’ensemble X(Z(M)°, B) a deux éléments « et 2c.. On vérifie que

Goo = SO(3) x SO(3).

Soit w un élément unipotent de M(F"). Pour 8 € 3(Z(M)°, B), on définit un terme
p%(B,u, B) € X,(Z(M)°) @R par récurrence sur dim(Gsc). Si dim(Gss0) < dim(Gsc),
on suppose défini p“¢ (3, u, B) et on pose p©(B3,u, B) = p% (B, u, B). Si dim(Ggsc) =
dim(Gsc), on a G = G et on est dans la situation (3). On note 4’ 'unique élément de
Yind(Z(M)°) qui est de la forme ¢83 avec ¢ € Qsg. Les termes p%(kf3,u, B) pour k > 2
ont déja été définis et on pose

6)  p%(Bu.B) =D p%kB ) — (O p%(kB,u, B))

k>1 k>2

ott p%(kf',u) est le terme défini en 1.4.
On redescend maintenant a la situation définie sur F. On note (A, B) 'ensemble
des restrictions non nulles & ay; d’éléments de X(Z (M), B). On note cette restriction

f > Ba,,. Soit u un élément unipotent de M (F). Pour o € (A, B), on pose

pG(CY,U, B) = Z pG(ﬁauaB)AM'

BEX(Z(M)°,B);Ba,, =0

Pour a € (A, B), introduisons 'ensemble des §" € 3(T) tels que la restriction de
B(B)71p" & Ay est de la forme ka avec k € Z. Comme précédemment, c’est le systéme
de racines d'un groupe connexe G, et M s’identifie a un groupe de Levi de G,. On
peut munir ce groupe d’une structure sur F' de la fagon suivante. Tout d’abord, parce
que l'action galoisienne quasi-déployée (comme l'action naturelle) est triviale sur Ay,
la propriété d’invariance de B implique que le systeme de racines de G, est conservé
par cette action. On peut munir conformément le groupe G, d’une action galoisienne
o +— og: quasi-déployée sur F. On peut imposer que cette action coincide sur M avec
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I'action o + og+. On a une égalité og = ad,.()-1 0 0g- oll og est I'action naturelle,
cf. [1]1.2. Puisque M est un Levi standard, on a ug(c) € M et uz' est un cocycle a
valeurs dans M/Z(G) (muni de 'action quasi-déployée). 1l est clair que Z(G) C Z(G,),
donc ug se pousse en un cocycle a valeurs dans M/Z(G,). On voit alors que la formule
oG, = ad;gl(a) o 0g: munit G, d'une action galoisienne qui coincide sur M avec I'action
naturelle. En dévissant les définitions, on vérifie I’égalité

(7) pG<a7 u, B) = pGa (Oé, u, B)

Il y a une bijection entre les sous-ensembles d’éléments indivisibles Y;,4(Ans) et
Yina(Ap, B). A un élément o’ € ¥;,4(A)r), on associe 'unique élément « de ;,4( A, B)
tel que a = qa’ avec ¢ € Q. Pour o et « se correspondant ainsi, on a

(8) ZpG(no/,u) = ZpG(na,u, B).

n>1 n>1

Preuve. Le membre de gauche est la somme des p©(3',u)4,, pour 3 € S(Z(M)°) se
restreignant en un multiple positif de o/. Ou encore

Z ZPG(nﬁlau)AM'

B'€Tina(Z(M)°);By ,, EN>oa’ n=1

De méme, le membre de droite est

Z ZpG(nB,u, B)4,,-

6€Eind(Z(M)O7B);ﬁAJM GI\I>0C“ n=1

Il y a une bijection similaire & la précédente entre X;,4(Z(M)°) et Ziq(Z(M)°, B). Tl est
clair que si ' — [ par cette bijection, 8’ se restreint en un multiple positif de o' si et
seulement si 3 se restreint en un multiple positif de «. 11 suffit de fixer 5’ et § indivibles
et se correspondant et de prouver 1’égalité

> 0%mBu) = p%np,u, B).

n>1 n>1

On introduit le Levi M’ engendré par M et les espaces radiciels associés aux nf’ pour
n € Z. 1l résulte des définitions que les termes ci-dessus ne changent pas si 'on remplace
G par M’'. Cela nous ramene au cas ou M est propre maximal. Mais alors, la relation
cherchée résulte de la définition (6). OJ

Nos termes p%(a,u, B) vérifient une propriété analogue & 1.4(4). Précisément, dans
la situation de cette relation, pour o’ € X(Ay, B), on a 'égalité

(9) pG(O/v ', B) = EaeE(AM,B);aL:o/ pG(aa u, B)L-

Preuve. On introduit le groupe G, comme ci-dessus, relatif au Levi L. On voit
facilement, en utilisant la relation (7) ci-dessus que les deux membres de (9) ne changent
pas si 'on remplace G par G,. Cela nous ramene par récurrence au cas ou G, = G.
Dans ce cas, L est un Levi propre maximal et o’ € ¥;,4(Ar, B). Pour n > 2, on a déja
démontré la relation (9) relative a na/. La relation a démontrer est donc équivalente a

0 YL B =Y Y CaubL
n>1 n2>1 aeX(Ap,B);aL=nao’
On peut écrire le membre de droite comme

Z ZpG(na,u, B)r.

0€Xinq(An,B);ap€Ns ool n>1
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Notons ici ' 'élément de 3;,4(Az) qui correspond & . En utilisant (8), c’est égal a

S S s

BEXind(Anr);BrLEN> 0B n>1

Z Z pG(ﬁvu)L'

n>1 BeX (A );Br=np’

>_ 0w

n>1

Ou encore a
D’apres 1.4(4), c’est aussi

Toujours d’apres (8), c’est aussi le membre de gauche de (10). Cela prouve (9). O

A Taide des constructions ci-dessus, on peut définir des variantes J$ (u, B, f) et
I$ (u, B, f) des intégrales orbitales de 1.5 et 1.6. Nous ne donnons pas les preuves
nécessaires car elles sont identiques a celles que nous ferons dans le paragraphe suivant.
Un élément o € 3( Ay, B) est une forme linéaire sur ay, et n’appartient pas forcément
a X*(Ayr). Toutefois, il existe un entier n > 1 tel que na € X*(Ay). Pour a € Ay (F)
assez proche de 1, on peut définir a(a) de la fagon suivante. On choisit un entier n > 1
tel que na € X*(Ayy), on écrit a = exp(H) avec H € ap(F') proche de 0 et on pose
ala) = ea:p(("a)(H)) Pour un élément unipotent u € M(F'), pour a € Ay(F) en position
générale et proche de 1, pour P € P(M) et pour A € iAy;, posons

rp(u,a, By \) = H la(a) — afa)™! ;Avﬂc(ayu73)>/2.

O{GE(AA/I,B);O{>PO

La collection (rp(u,a,B;\))pep) est une (G, M)-famille dont on déduit un terme
r$,(u,a, B) comme en 1.5. Supposons fixé un sous-groupe compact spécial en bonne

position relativement a M. Pour f € C*(G(F)), la fonction

a Z ¥ (u,a, B)JS (au, f)

LeL(M)

a une limite quand a tend vers 1 parmi les éléments de A,/ (F') en position générale.
On note J§(u, B, f) cette limite. L’intégrale invariante I$;(u, B, f) s’en déduit comme
en 1.6. Ces termes vérifient des propriétés analogues aux termes J$;(u, f) et I$(u, f).
Plus canoniquement, on définit I (v, B, f) pour v € Dypnip(M(F))@ Mes(M(F))* et f €
I(G(F))®@Mes(G(F))*, olt Dypip(M(F')) est le sous-espace des éléments de D ggop, (M (F))
a support unipotent.

1.9 Variantes des intégrales orbitales pondérées dans le cas
quasi-déployé a torsion intérieure

On suppose dans ce paragraphe (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Rap-
pelons que 'on note Gy, Uensemble des éléments semi-simples de G. On appelle systeme
de fonctions B la donnée pour tout n € Gss( ) d’'une fonction B, sur le systeme de
racines de G, de sorte que les conditions (1) et (2) suivantes soient vérifiées.

(1) Pour tout 1 € G (F), B, vérifie les conditions de 1.8.
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Soient 1 € Gu(F) et € G tel que zo(z)™! € G, pour tout o € I'p. Posons
7 = ady(n). Alors 7/ € Gy(F) et ad, est un torseur intérieur de G, sur G, qui
permet d’identifier les systemes de racines de ces deux groupes, munis de leurs actions
quasi-déployées. On demande

(2) par cette identification, B,y s’identifie a B,

Fixons un tel systéme de fonctions. Soit M un espace de Levi de G. On fixe des
mesures de Haar sur tous les groupes intervenant. Pour v € M (F), on va définir
une distribution f — I%(W,B,f) sur C°(G(F)). Si v est G-équisingulier, on pose
I%(y, B, f) = I& (7, f). Passons au cas général. On écrit v = un, avec 1 € M, (F) et
u € M, (F). On note (A, B,) 'ensemble des restrictions non nulles a a; d’éléments
de X(Ay,, By). Pour o € (A, By), on pose

(3)  pla,y,B) = > P (B,u, By)u

BEX(Apy ,Bn)iBa,, =a

On définit comme a la fin de 1.8 une fonction a — «(a) sur un voisinage assez petit
de 1 dans Ay (F). Pour a en position générale et assez proche de 1, on définit ensuite
une (G, M)-famille (r5(v, a, By A)) pepir) Par

re(ha, BN = [ lala) —ala) PP

a€X(A,y,By);a>p0

On en déduit comme toujours un nombre r (7, a,B). On a
(4) la fonction

a Z %aB (G%B f)

LeL(hr)

a une limite quand a tend vers 1 parmi les éléments de Ay (F') en position générale.
Preuve. On introduit la (G, M)-famille (c5(7, a, B; A)) pep(ir) telle que rp(v, a, B; A) =
cp(7,a, B; \rp(v, a; \). Pour tout L € L(M), on a 1'égalité

rk(v.a,B) = Y cR(y.a,B)rk(y,a).

RecL(m)

La fonction que 1'on considere est donc

o > (raB) Y rh(ra)iC(ay, f).

ReL(N) LeL(R)

La relation 1.7(12) montre que, pour tout R, la somme intérieure a une limite quand a
tend vers 1. Il suffit de prouver que clt (7, a, B) a aussi une limite et il suffit encore de

prouver que, pour tout P € P(M), cp(% a, B; \) a une limite. D’apres les définitions, on

a
TP(%% )\) = H ‘5( ) ( ) 1‘;/\# n(B" u)>/2

B'exn (Arty)iBla,, > PO

~ a B. G u, By

BESCEN (A, Bn)iBay, > PO
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On peut récrire ces formules

/ n —n 081 (nB
rp(7, @A) = 11 [T 18 (@ — ' (a) " =1

G >1
5'€Zm731(141v1,,);5:4M >p0 "=

et
. n —n <A, Gn nB,u,Bn)>/2
rp(7,a, B A) = I1 [T18(a)" = Bla)y=n e =12,
5€EiZ(AN1n7Bn);5AM>P0nzl

Ces fonctions ont les mémes singularités en a = 1 que les fonctions

L1 <A sy PO (0B u)> /2
1T 18'(a) = B'(a) M=

G
5’€2¢nZ(AM,,);5:4M >p0

et
H ‘6(0,) — ﬁ<a>71|<)\,2n21 pE1 (nB,u,By)>/2
F .

e
BeX, L (Anmy,Bn)iBay, > PO

Il y a une bijection entre les ensembles d’éléments indivisibles EiGn”Zi(A M,) et EiGn”Zi(A My By)
a un élément 3’ € ZS{&(AMW), on associe 'unique élément indivisible 8 de X¢7(Ay, , B,)
qui soit de la forme ¢ avec ¢ € Q, ¢ > 0. Cette bijection préserve la positivité pour
P. Si B correspond & 3’ par la bijection ci-dessus, les fonctions |3'(a) — f5'(a)7!|F et

|8(a) — B(a)~tr ont méme singularité. De plus, d’apres 1.8(8), on a I'égalité

> pkBu) =Y p(kp,u, By).

k>1 k>1

On conclut que le rapport cs(7, a, B, A) est régulier en a = 1. [

On définit [A%(fy, B, f) comme la limite de la fonction (4).
En reprenant la preuve ci-dessus et en utilisant le lemme 1.7, on obtient 1’égalité

(5)  IS(.B.f)= Y R, 1LBISH" f),

ReL(M)

ot vE est la distribution induite par I'intégrale orbitale dans M associée & .

En utilisant davantage 1.7(12), on obtient aussi

(6) il existe 7 > 0 tel que, pour tout v € M(F) et tout f € C®(G(F)), il existe
C > 0 de sorte que

500 B = > rh(,a,B)IE (@, B, f)| < Cd(a)

LeL(M)

pour tout a € A;(F) en position générale et assez proche de 1.
Comme en 1.4, on se débarrasse des mesures en définissant IJ\%(’)/,B ,f) pour v €

Dysom(M(F)) @ Mes(M(F))* et £ € CX(G(F)) ® Mes(G(F)), ou f € I(G(F)) ®
Mes(G(F)).

Les distributions I]\C;[('y, B, f) ont les mémes propriétés (1), (2), (3) et (4) de 1.7. Elles
vérifient également le lemme 1.7 et le raffinement 1.7(12). La preuve est la méme, en
remplacant 'utilisation de 1.4(4) par celle de 1.8(9).
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Remarque. Si B, est la fonction constante de valeur 1 pour tout 7 € M,s(F), on a
évidemment ¢ (y, B, f) = IS (v, f).

En fait, ces deux distributions sont souvent égales, grace au lemme suivant. On rap-
pelle que 'on note p la caractéristique résiduelle de F.

Lemme. Supposons p différent de 2, 3 et 5 et supposons que, pour tout n € MSS(F),
les valeurs de la fonction B, soient premiéres a p. Alors on a I'égalité

19 (v, B,f) = I%(~,f)

pour tout vy € Dygom(M(F)) @ Mes(M(F))* et tout f € I(G(F)) @ Mes(G(F)).

Preuve. Il suffit de prouver que, pour tout v = un € M(F), tout P € P(M), tout
a € Ay (F) en position générale et pour tout A € i4y;, on a I'égalité

(7, a, B A) = 1p(7, a5 \)

pourvu que a soit assez proche de 1. On reprend la preuve de (4) ci-dessus. On y a utilisé
les trois propriétés suivantes :

(7) pour 8 € B (Ap,) et n > 1 tel que nff’ € £(Ayy, ), la fonction %
est réguliere et non nulle en a = 1;

(8) pour B € X(An,,By) et n > 1 tel que nf € X9 (A, B,), la fonction

% est réguliere et non nulle en a = 1;

(9) pour ' € ZZ%(AMW) et f=qpf € ZiGn”Zi(AMn,Bn) se correspondant, le fonction
% est réguliere et non nulle en a = 1.

Pour démontrer 1’égalité cherchée, il suffit de prouver que les valeurs en 1 de ces
fonctions sont égales a 1. Il suffit pour cela que les entiers n et les rationnels ¢ intervenant
soient premiers a p. En considérant tous les systemes de racines possibles, on vérifie qu'un
entier n intervenant dans (7) est forcément inférieur ou égal a 6. Il est donc premier a
p d’apres 'hypothese. Considérons un entier n intervenant dans (8). Introduisons un
sous-tore maximal 7™ de M, comme en 1.8. D’apres les définitions, il y a deux éléments
ay et ap de X (T*) de sorte que 3, resp. nj3, soit la restriction a Ay, de B, (a1)tay,
resp. B, (aa) tay. Les éléments a; et oy se restreignent a Ay, en des multiples n; 3’ et
n," d'un méme élément indivisible de £7(Ayy, ). On obtient

nny By (ay) ™! = naBy(as) .

Comme on vient de le dire, les entiers n; et ny, sont premiers a p. Par hypothese, les
valeurs B, (aq) et B,(as) aussi. Donc n est premier a p. Une preuve analogue montre
qu'un rationnel ¢ intervenant dans (9) est premier a p. [

1.10 Intégrales orbitales pondérées invariantes stables

On suppose ici que (G, C:? ,a) est quasi-déployé et a torsion intérieure. On fixe toujours
un espace de Levi M de G et on fixe un systeme de fonctions B comme en 1.9 . On
a défini I'espace D3, (M(F)) des distributions géométriques stables sur M (F'). Pour
d €D (M(F))® Mes(M(F))*, on va définir une forme linéaire f — 5%(8, B, f) sur

géom
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CX(G(F)) ® Mes(G(F)). Conformément a ce que l'on a dit en 1.1, la définition se fait
par récurrence sur dim(Ggc). Pour poser cette définition, il est nécessaire de connaitre
par récurrence certaines propriétés de cette forme linéaire.

La propriété difficile est

(1) la forme linéaire f — S (8, B, f) est stable, c’est-a-dire se factorise en une forme

linéaire sur ST(G(F)) @ Mes(G(F)).

Les autres propriétés sont formelles et faciles. Pour b € C¢° (AG F), ona

(2) S¢(8,B,f(bo Hz)) = 5% (9, B,f) pourvu que b vaille 1 sur 'image par Hg du
support de 4.

Pour simplifier, fixons des mesures de Haar sur tous les groupes intervenant. Considérons
des extensions compatibles

150, =G —G—=letGy—G

ou Cj est un tore central induit et o (N}’u est encore a torsion intérieure. Soit Ay un
caractere de Cy(F). On définit les espaces C23 (Gy(F)) et Dgeom, (G5(F)). 11 y a un
homomorphisme naturel

Dy (C(F))
vy

Dyeom, (Gy(F))

(3) i,

%
H
que I'on peut définir par la formule suivante. Pour 4 € Dyeom (Gy(F)) et f € Co, (Gy(F)),
on pose Ig (v, f) = Ig (7, f(bo ]:Iéu)) ol b est n'importe quel élément de CEO(A@bF)
valant 1 sur la projection du support de 4. Remarquons que f(bo lflé) est a support

compact dans Gy(F). La définition ci-dessus ne dépend pas du choix de b. Il est utile de
donner une autre définition. L’intégration définit un homomorphisme

C(Gy(F)) = O, (Gy(F))
f — f

Précisément, f(v') = fCh(F) F(Y )N (e)de pour tout v € Gy(F), ot f(7') = f(cy'). On
remarque que ’ensemble des ¢ pour lesquels fc(b o ]jléh) n’est pas nulle est compact. Il
en résulte que

(4)

f%wam@mzém@waﬂ@m@@

T, (3 £ 00 i) = 1o, (4 [

Cy(F)

— [ gl
Cy(F)
Autrement dit,

I, (v, f) = /C - I, (3, [ M(e)de.

L’homomorphisme (3) est surjectif (les intégrales orbitales qui engendrent I’espace d’ar-
rivée sont clairement dans I'image). Le groupe Cy(F) agit sur C°(Gy(F)) par (c, f) — f°.
On en déduit une action duale sur Dygom (G4 (F)) de sorte que Ie, (7 fo) = I, (7, f). On
vérifie en utilisant la deuxieme forme de la définition que le noyau de I’homomorphisme
(3) est engendré par les 4 — Ay (¢)4 pour 4 € Dygom(Gy(F)) et ¢ € Cy(F). Tl est peut-étre
moins clair que
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(5) D3tom, >\u<G“< )) est 'image de D%,

Preuve. Soient § € D, (Gy(F)) et f € c/\h<Gh< )) dont toutes les intégrales or-

géom

bitales régulieres stables sont nulles. On a I, (9, f) = I (5 f(bo Hg)) oft b est comme

ci-dessus. Il est clair que toutes les intégrales orbltales reguheres stables de f(bo Hg) sont
elles-aussi nulles. Donc /4 u<6 f(boHg)) =0, donc I (5 f) = 0 donc 8 est stable. Inver-

sement, soit & € Dgeom(éh( )) tel que & soit stable. Introdmsons le groupe dérivé Gy g, .
Le groupe C,(F) agit sur Gy ger (F)\Gy(F). En ajoutant & § un élément du noyau de I’ho-
momorphisme (3), on peut supposer que I'image du support de § dans Gh dor(F)\Gy(F)
est de la forme {xq,...,z,} ol, pour ¢ # j, x; et x; ne sont pas dans la méme orbite pour
I'action de Cy(F). L'intersection A = C,(F') N Gy ger(F') est finie. Quitte a moyenner sur
ce groupe, ce qui ne change pas d, on peut supposer 5 = Ay (c )6 pour ¢ € A. On va
montrer qu’alors, § est stable. Soit f € C2°(Gy(F)) dont toutes les intégrales orbitales
régulieres stables sont nulles. Introduisons sa moyenne fo sur le groupe A de sorte que
fo = N(e)7! fo pour ¢ € A. Ses intégrales orbitales régulieres stables sont nulles elles-
aussi. Fixons un supplémentaire s de ¢,(F') dans 3¢, (F') et un voisinage ouvert U de 0

(G4(F)) par I'homomorphisme (3).

géom

dans s. Posons U = exp(Y). Pour tout ¢ = 1,...,n, choisissons J; € éh(F) se projetant
sur z; et considérons I'application

pi: UxCy(F) x Gyaer(F) — Gy(F)
(u,¢c,9) = ucgd;.

Elle est continue et ouverte. En choisissant il assez petit, on peut supposer que p; se
quotiente en un isomorphisme de A\(U x C,(F') X Gy ger(F)) sur son image, ou A agit
sur U x Cy(F') X Gy 4er(F') via son plongement antidiagonal dans Cy(F') X Gy 4er(F'). On
peut aussi supposer que, pour ¢ # j, les images de p; et p; sont d’adhérences disjointes.
Fixons une fonction ¢ € C°(U) telle p(1) = 1. Définissons une fonction f; sur U X
Cy(F) x Gy ger(F) par '
filu, e, 9) = Ny(c) " o(u) fo(gy).-
A cause de la propriété de transformation de fy par A, f; se factorise par Papplication p;.
On peut donc définir une fonction f sur éh( ) qui est nulle hors de la reunion des images
des p; et qui vérifie f op; = f; pour tout i. Cette fonction appartient & (Gu( ). Les
intégrales orbitales régulieres stables de f sont nulles. En effet, cette condltlon se lit sur
les fibres de ’application ) )
GH(F) — Gh,der(F)\Gﬂ(F)'

Or, sur une telle fibre, f coincide a une translation pres avec un multiple de la restriction
de fo a une fibre au-dessus de 'un des z;. Par ailleurs, sur une telle fibre au-dessus de
I'un des z;, f com(:lde exactement avec fo En appliquant la définition, on en déduit
que I, (6, f) = IG(8, fy). Puisque & est stable, le premier membre de cette égalité
est nul, donc_aussi le deuxieme. Puisque I'on a pris soin de moyenner 5 on a aussi

I6(6 fo) = [G(5 £). Donc I€(8, f) = 0, ce qu’il fallait démontrer. OJ

Soient 1) € Gy.«s(F) et 1 son image dans G,(F). Les groupes Gy, et G, ont le méme
systeme de racines. On peut identifier la fonction B, a une fonction sur le systeme de
racines du premier groupe. Cela munit éh d'un systeme de fonctions que nous notons
encore B.

Soit M, l'espace de Levi de Gy associé & M. Pour § € D (M,(F)) et f €

geom
5, (Go(F)), posons ~
Sy (8, B.f) = S (8.B. f(bo H,)).
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oub e Cfo(fl@b’ ) vaut 1 sur la projection du support de 8. Cette définition est loisible

d’apres la propriété (2). Remarquons que le méme raisonnement conduisant a la deuxieme

définition de 'homomorphisme (3) conduit a une deuxieme forme de la définition ci-

dessus : i i

G G . cc
Su@.B.) = [ SPGB
Cy(F)
ot f est relié a f par (4). L'une des propriétés requises est :

(6) S (6 B, f) ne dépend que de 'image & de & dans Do, Ah(Z\;[u(F)).

En utlhsant (5) et (6), on peut définir SM“h )\u(é’ B, f) pour § € D2

géom,\y (MH (F)) et
f € CX,(G(F), par

See (8.8, 1) = SE(6, B, f)

ol & est n’importe quel élément de Dgeom(l\;[u(F )) d’'image d. La propriété (1) reste
vérifiée dans cette situation plus générale.

Considérons maintenant deux couples d’extensions
10— G —G—=letGy— G

150 —>G >G—=1letG,— G

et deux caracteres Ay et A, vérifiant les hypotheses précédentes. Introduisons le produit
fibré Gy, de Gy et G, au-dessus de G et le produit fibré Gub de Gh et G, au-dessus de G.
Supposons donné un caractere Ay, de Gy, (F') dont la restriction a Cy(F) x C,(F) soit
Ay XA !. Supposons donnée une fonction non nulle )‘hb sur an( ) qui se transforme
selon le caractere Ay, cf. [I] 2.5(i). On définit un isomorphisme

éﬁh(éu(F)) — O35, (Gy(F))
e = I

par f,(7) = S\M,(%, %) f3(75); ot 7y, est n'importe quel élément de GH(F) tel que (v, %) €
Gy (F). Par restriction a M puis dualité, on a aussi un isomorphisme de Dggom,x, (My(F))
sur Dgeom z, (M, (F')), qui se restreint en un isomorphisme entre espace de distributions
stables. Pour f, et f,, resp. d; et d,, se correspondant par ces isomorphismes, on veut
que

(7) SMh )\h(‘shvB fh) Mb )\b((sbaB fb)

Soient G’ = (G, G, s) une donnée endoscopique de (G, G) (on oublie a qui est trivial)
et un Levi de G” associé & M et & sa donnée endoscopique maximale M (cf. [I] 1.7). On
note encore M ce Levi. Soit € € G(F) un élément semi-simple. Alors il lui correspond un
élément semi-simple € G(F) (la preuve est la méme que celle du lemme 1.10 de [I)). Le
systeme de racines de G, est un sous-systeme de celui de GG,,. On le munit de la restriction
de la fonction B,. On obtient ainsi un systeme de fonctions sur G'(F') vérifiant encore
les hypotheses de 1.9. On note encore B ce systeme de fonctions. Dans la définition des
intégrales orbitales pondérées pour G intervient une mesure que l'on a déduite en 1.2
d’une forme quadratique sur X, (7*) @ R. Il convient de faire un choix analogue pour G’.
Si G’ n’est pas elliptique, ce choix n’importe pas. Si G’ est elliptique, on remarque que,
sur I, on peut identifier un tore maximal de G’ & T*. On choisit alors les mesures qui
se déduisent de la méme forme quadratique sur X, (7*) ® R. Soient § € D (M) et

géom
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f € SI(G’'). Fixons des données auxiliaires G, ..., A;. Alors § s’identifie a un élément de
D geom, (G1(F)) et f s’identifie & un élément de SI,(G1(F')). En vertu de (1) et (6), le

terme Sgll Al((5, B, f) est défini. En vertu de (7), il ne dépend pas du choix des données
auxiliaires. On pose i
SS(8,B,f) = S (8, B,f).

My ,M1

On rétablit maintenant les espaces de mesures pour donner des définitions plus cano-
niques. Considérons une paire de Borel épinglée & = (B, T, (Ea)aeA) de G. Comme on l'a
dit en [I] 1.4, on peut modifier 'action galoisienne de I'r sur G de sorte quelle préserve
cette paire et on peut introduire 1’élément 0 € GO tel que ady conserve cette paire. En
choisissant convenablement celle-ci, on peut supposer que M est un Levi standard et que
le L-espace “M est égal & (M x Wg)f. Pour s € Z(M)''7 /Z(G)'F, on a défini en [I] 3.3
la donnée endoscopique G’(s) qui vérifie les hypotheses ci-dessus. On pose

5 A { [Z(G'(s))TF : Z(G)'F]~Y,  si G/(s) est elliptique,

0, sinon.

Une définition plus générale sera donnée en 1.12. .
Apres tous ces préliminaires, on peut définir S%(d, B,f) pour & € D3t (M(F)) ®

Mes(M(F))" et f € C*(G(F)) ® Mes(G(F)) par 'égalité

(8) SA%(é’B?f) = []\C:j[(57Baf) - Z iM(é, (N}”(gs))Sl\(/;[/(s)(57 B7fG/(S))_
s€Z(M)YF JZ(G)'F is#£1

Tous les termes du membre de droite ont été définis grace aux hypotheses de récurrence.

On doit montrer que le terme ainsi défini vérifie lui-méme ces hypotheses. On va le
faire ci-dessous en ce qui concerne les propriétés formelles. La propriété (1) est évidemment
plus difficile. Formulons-la provisoirement sous la forme d’un théoreme a prouver.

Théoréme (4 prouver). Pour § € D5, (M(F)) ® Mes(M(F))*, la distribution f
S%(d, B, f) est stable.

Remarques. (i) Si M = G, on a simplement S&(d, B,f) = I4(8, f) et I'assertion du
théoreme est tautologique.

(ii) S’il n’y a pas du tout de torsion, c’est-a-dire si G = G, et si de plus B, est
constante de valeur 1 pour tout n € éss(F ), le théoréme a été prouvé par Arthur pour
les éléments & dont le support est formé d’éléments fortement G-réguliers ([A6] local
theorem 1(b)). Nous prouverons dans ’article suivant que le théoreme ci-dessus se déduit

de celui d’Arthur.

La vérification des propriétés formelles est fastidieuse mais il est peut-étre bon de la
faire tout-de-méme. Dans la suite, on ne fera plus de telles vérifications.

Vérifions (2). Soit G’ une donnée endoscopique relevante et elliptique de (G, Q).
Appliquons [I] 1.12 en se rappelant que le groupe Gy de ce paragraphe est égal a
G puisque (G, G, a) est quasi-déployé et sans torsion. On obtient un homomorphisme
NGC . G (F) — Ga(F) et une application N¢-C : G, (F) — Ga(F) compatible & cet
homomorphisme. Les applications Hg et Hg définies sur G(F) et G(F) se factorisent
par Gap(F) et Gap(F) et il y a bien siir une assertion analogue pour les applications He,
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et ﬁé,. Par ailleurs, il y a un isomorphisme Az =~ Az puisque G’ est elliptique. En
reprenant les définitions, on voit qu’il y a un diagramme commutatif

, NG'.G
w(F) = Ga(F)
Asr — Aar

ou ’homomorphisme horizontal du bas est la restriction de I'isomorphisme Az ~ Ag.
On en déduit qu’il y a un diagramme commutatif similaire

-, NG
~ab<F> —
He L He

Asr — Acr
ou la fleche horizontale du bas est compatible a ’lhomomorphisme du diagramme précédent.
En particulier, elle est injective. Soient &, f et b comme dans la relation (2). Pour
s € Z(M)'r /Z(G)'r, on vérifie que le transfert (f(bo Hg)) ') est égal & £ ) (bo H, ).
Pour s # 1, les hypotheses de récurrence assurent que

Sp D0, B.AS O (bo ey ,y)) = Sy (8, B,£F®),
D’apres 1.7(1), on a aussi
19(8, B,f(bo Hg)) = IS(8, B, f).

Il suffit d’appliquer la relation (8) a f et £(bo Hz) pour obtenir la relation (2).

Vérifions (6). Soient & et 5" deux éléments de Dgéom(Mu(F)) ayant méme image

S Y 3 o e é S

da~ns Dg’;omAh(Mu(F)). Soit f € €25, (G4(F)). On veut montrer que SMZ((s,B,f) =
SAGZZ (5/,B, f). On choisit f relié & f par (4). Montrons que

9) /C . 1%(5,3, FON()de = / 1%(5,3, £ (c)de.
b

Cy(F)

D’apres la description du noyau de I’'homomorphisme (3), 5 —4&' est une somme de termes
A¢ — M)y, avec & € Dyeom (My(F)) et ¢ € Cy(F). Alors (9) résulte de 'égalité

Coroo  der  1Care
pour 4 et ¢ comme ci-dessus. On peut supposer que < est une intégrale orbitale. La
relation 1.9(5) nous rameéne alors a prouver ’égalité ci-dessus pour le systeme de fonctions
B dont toutes les valeurs sont égales a 1. Dans ce cas, 1'égalité résulte de la méme égalité
pour les intégrales orbitales pondérées non invariantes (qui est triviale) et de la relation
o1, () = (o1,(f))° pour tout Ly € L(My). Cette propriété résulte immédiatement de la
définition de I’application ¢iu'

On a la suite exacte

1= Z(G) = Z(Gy) = Z(Cy) — 1
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Le groupe Z (éu)FF est connexe puisque Cjy est induit. La suite d’invariants
1= Z(G)'r — Z(Gy)'r — Z(Cy)'r — 1

est donc encore exacte. On a une suite analogue en remplacant G par M et G’u par Mu.
Puisque Z(Gy)'* se projette surjectivement sur Z(Cy)'7, on en déduit 1'égalité

Z(My)' = Z(M)'r Z(Gy)'r
Autrement dit, 'homomorphisme
Z(M)'r ) Z(G)'r — Z(My)"r | Z(Gy)'r

est surjectif. Il est aussi injectif, donc bijectif. Un élément s € Z(M N'r/Z(G)TF définit
donc a la fois une donnée endoscopique G'(s) de (G,G) et une donnée endoscopique
G{(s) de (Gy, Gy). On a une suite exacte

1= Cy— Gi(s) = G'(s) = 1

et une application compatible

Gi(s) = G'(s).

Par un calcul similaire a celui ci-dessus, on montre que i, (Gy, G 2(s)) = i (G, G'(s)).
On simplifie les calculs ultérieurs en remarquant que, pour la donnee G'(s), on peut
choisir des données auxiliaires G’(s)q, ..., A(s); telles que G'(s); = G'(s), G'(s)1 = G'(s),

C(s); = {1}. Pour le prouver, il suffit de montrer que

(10) G'(s) est isomorphe a LG’(s).

Remarque. A premiére vue, cela parait évident puisque G'(s) est égal au sous-groupe
G'(s) x Wi de G. Mais Daction de Wy sur G'(s) est ici la restriction de Paction sur G.
Elle n’est pas équivalente, en général, a ’action sur G’ (s) considéré comme L-groupe de
('(s). Plus exactement, elle ne conserve pas, en général, un épinglage de G'(s) (contre-

exemple : G = U(3), s tel que G'(s) = U(2) x U(1)).

Preuve de (10). Soit P le sous-groupe parabolique standard de Levi M. Alors PNG'(s)
est un sous-groupe parabolique de G (s), de Levi M, et il est conservé par 'action de Wg
(la restriction de celle sur G) On prend pour B'l unique Borel contenu dans PN (s)
qui a meme intersection avec M que B. On prend 7" =T. On prend pour épinglage
(EL)pei Ar(s) un epinglage quelconque contenant (E )acAn, Ol AM est le sous-ensemble
de A associé & M. L'action de Wy conserve B', T" et le sous-ensemble (E!,) acan- Elle
ne conserve pas, en general le complémentaire (E )ac i (s)—Anm - Mais il existe un unique
cocycle Xaa 1 Wrp — Z(M)/Z(G'(s)) tel que action w > ady,,w)we conserve cet

épinglage. On peut supposer que 'action de Wx sur G (s) considéré comme le L-groupe
de G'(s) est w = War(s) = ady, ,(w)yWg. Supposons prouvé que X,q se releve en un cocycle

X : We — Z(M). On définit alors une application

£(s): G'(s) = G'(s) x Wp — LG (s) = G'(s) % Wi
(2, w) = (ax(w) ™ w)

(les deux produits semi-directs sont relatifs aux deux actions de Wg). C’est un isomor-
phisme, ce qui prouve (10). Il reste a prouver I'assertion de relevement. On va en fait
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prouver que X,q se releve en un cocycle xq. : Wp — Z (Msc). Supposons que la condition
suivante soit satisfaite :

(11) pour toute racine o de T" dans G et pour tout w € Wy fixant «, action wg sur
I’espace radiciel associé a « soit l'identité.

Dans ce cas, on modifie I’ensemble (E ) e Ar(s)—am de la fagon suivante. On fixe un

ensemble de représentants A/ des orbites de Wy dans A/(s)—AM . On fixe arbitrairement
E' pour a € A’ Pour «a € A'( ) — AM quelconque, on écrit a = weay avec w € W
et a; € A} et on pose E/, (E’ ). L’hypothese (11) assure que cette définition
est loisible. L’épinglage obtenu est conservé par Wg. Notons que changer d’épinglage
ne change pas la classe du cocycle y.4. Donc cette classe est triviale. Cela entraine
que Yqq Se releve bien en un cocycle ys.. Revenons maintenant au cas général. L’action
galoisienne permute les composantes simples du groupe G ap et notre probleme se ramene
immédiatement au cas ol cette action est transitive, donc toutes les composantes simples
sont du méme type. L’action galoisienne se fait par automorphismes préservant une
paire de Borel épinglée. On sait qu’a une exception pres, '’hypothese (11) est satisfaite
(auquel cas le probleme est résolu), cf. [KS] 1.3. Décrivons l'exception. On considere
une tour d’extensions Fy/Fj/F, avec Fy/F| quadratique, et un groupe linéaire adjoint
GI,AD = PGL(2n+ 1,C) muni de 'action de I'p, pour laquelle un élément de I'p, — I'g,
agit par un automorphisme extérieur non trivial. Le groupe G ap est déduit de (A}’l, AD
par changement de base de F; a F. Dans ce cas, il y a des couples («a,w) vérifiant
les hypotheses de (11) tels que laction wg sur 'espace radiciel associé a a soit moins
Iidentité. En tout cas, la classe de x,q¢ est d’ordre au plus 2. Puisque G n'intervient
présentement que via Gap et G sc, on peut supposer que G est déduit par changement
de base d’un groupe G = GL(2n + 1,C) muni de I’action similaire a celle ci-dessus. Le
groupe G'(s) est alors aussi un produit de groupes GL(k, C) et son centre est connexe.
De cette connexité résulte que I’homorphisme

H'(Wp, Z(M)) = H' (W, Z(M)/Z(C'(s)))

est surjectif ([Lan] p. 719 (1)). Relevons Yqq en un cocycle y : Wy — Z(M). De I'homo-
morphisme

GL(2n+1,C) & GL(1,C) ~ Z(GL(2n + 1,C))

se déduit un homomorphisme
G8 7).

Posons Y. = (det o x) 1?1 Parce que Yqq est au plus d’ordre 2, ce cocycle y,. releve

encore la classe de x.q. Mais x,. prend ses valeurs dans Z (MSC). Cela acheve la preuve
de (10). O

Choisissons donc des données auxiliaires simples G'(s); = G'(s), G'(s); = G'(s),
C(s); = {1}, €(s)1, A(s);. La preuve ci-dessus montre qu’il y a vraiment un choix,
f (s)1 n’est pas canonique. Parce qu’on a du tordre I’action galoisienne par un cocycle a
valeurs dans Z (M ), on ne peut pas en général choisir A(s); égal a 1 sur la diagonale dans
M(F) x M(F). Le cocycle définit un caractere yp de M(F). En fixant un point base
v € M(F), on a une relation A(s)y(zv,27) = xr(2)A(s)1(v,7) pour tout = € M(F).
Quoi qu’il en soit, toute distribution & sur M(F), vu comme sous-groupe de G(F), est
le transfert d'une distribution 8(s) sur M(F), vu comme sous-groupe de G'(s)(F ).

Pour données auxiliaires de Gﬁ(s), on choisit Gi(s), = Gi(s), ?’h(s)l = /h( s),
Cy(s)1 = {1}. L’homomorphisme £(s); s’étend en un isomorphisme £(s);1 @ Gi(s) —
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LG;(S). Pour simplifier, abandonnons les indices 1 superflus. Notons D C G'(s)(F) xG(F)
et Dy C Gi(s)(F) x Gy(F') les ensembles de couples d’éléments réguliers se correspon-
dant. Le groupe Cy(F') se plonge diagonalement dans Gj(s)(F) x Gy(F). On voit que
I'action de ce groupe diagonal préserve D et que le quotient Dy, /diag(Cy(F')) s’identifie
par projection a D. Notons Ay(s) I'image réciproque de A(s) par cette projection. On
vérifie que c¢’est un facteur de transfert pour les données auxiliaires deﬁnles ci-dessus. Ce

sont ces données que 1’on utilise pour reahser eXphCltement les termes S S)(., ).

Pour ¢ € Cy(F), on a I'égalité (fc) ) — (FE)e : cela résulte de la définition du
facteur de transfert. Posons

O /C X FEON (¢)de.
b

Cette fonction appartient a g’%\h(éé(s)(F)) Alors

/ S]‘CZ(S)( ( ) (fc) ) (C)dc = S%(S)(Sa B, fé/h(s)),
Cy(F)

Si s # 1, on en déduit I'égalité

) [ sEO6.B e = [ 55
Cy(F)

Cy(F) My

(8'(s), B, () %)\ (c)de.

En effet, c’est 1’égalité (6) ou 'on remplace éh par éé(s) et f par fé/h(s) (puisque s # 1,
on peut appliquer (6) par hypothese de récurrence).
La relation (6) résulte de (9), (12) et des définitions.

Remarquons que 1'on peut définir [E”h’/\h ('?/,B, f) pour v € Dgéom,\h(Mu(F)) et f e
Cé’j\h(éh(F)), de méme que l'on a défini SJ‘(;IZN(’Y’B’JC)' La relation (9) afﬁ~rme que
cette définition est loisible. On a aussi défini ci-dessus un transfert entre C25 (G;(F)) et
Cg’jh(é”h(s;~F)). Avec ces définitions, Iégalité (8) se généralise & & € Dgéom,\h(MH(F)) et
fe C:S\h(Gh(F )). Considérons le cas particulier ot A, est le caractere trivial 1. Dans ce
cas, on a des isomorphismes Cg"l(éu(F)) ~ C=(G(F)), Dyéoma(My(F)) =~ Dyeom(M(F))
et DSt (My(F)) ~ D% (M(F)). Notons ici f, — f et vy > 7y ces isomorphismes.

géom,1 géom

Alors :
(13) soient 4y € Dgeom1(Mn(F)) et fy € Cﬁ(éh(F)); on a I'égalité

S5 (8B, ) = S5(8, B, f),

Cette assertion se ~décompose en deux :
(14) pour s € Z(M)'r /Z(G)'F, s # 1,

G’ (s)

S (B5(s), B, (£)50) = S5 (8(s), B, f9);

(15) pour 7, € Dgéom,l(Mﬂ(F))u

& -
IMZ,I(VH’B’fh) = I]\%(’Ya B, f)
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On vérifie sur la définition ci-dessus du transfert que ( fh)Gh = (f¢®)),. Donc (14)
est la méme assertion que (13) avec G remplacé par G’(s). On peut Padmettre par
récurrence. Pour (15), on peut supposer que = est une intégrale orbitale associée a un
élément v € M(F). La relation 1.9(5) nous raméne au cas oil le systéme de fonctions B a
toutes ses valeurs égales a 1. Fixons 4, € MH(F ) se projetant sur . On vérifie que -, est
Pimage par 'homomorphisme Dy (My(F)) — Dgéom1(My(F)) de I'intégrale orbitale
associée a . Donc

G Gy, .
L 1 (ves fo) = 1 (e, fo).

Chosissons f, € C(G,(F)) tel que
i) = / J5(y)de
Cy(F)
pour tout 7' € Gy(F). Alors
Gy /- Gy/.
rGaf) = [ 1% foyde
iz, (T fo) o i, (o 7

On fixe un sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement
a M. Il lui correspond un tel sous-groupe Ky de Gy(F') (par la bijection entre facettes
spéciales des immeubles de G et Gy). On utilise ces sous-groupes pour définir les intégrales
pondérées suivantes. On montre d’abord que

(16) /C . I (e e = TG (. 1),
L (F

Si M, = G, il suffit d’appliquer les définitions : pour z, € Gy(F) se projetant sur
x € G(F), on a

/ fe(a; Yyag)de = fa )
Cy(F)

G

et v (Iu) = v (). Pour v quelconque, on vérifie que pour ]5 € P(M), ay € Ay ()

se projetant en a € A;(F) et pour A € AG”’ ~ ‘Afmc’
L’égalité (16) se déduit alors pour ~y par passage a la limite a partlr du cas ou M, = G,,.
I faut ensuite montrer que pour tout L € £(M) avec L # G, on a

on a1 F (G @A) = 73 Gy a5 ).

n) [ I Gen e = 0. 01(9)

On a besoin pour cela de propriétés des applications ¢; et ¢ Lo qui sont essentiellement
formelles. A savoir que ‘bih(fuc) = ((bih(fu))c comme on I'a déja dit et que Qﬁzh(fu) et

o5 (f) sont reliées de la méme fagon que fh et f (& ceci pres qu’elles ne sont pas a support
compact mais appartiennent a des espaces C5% ; le passage a ces espaces ne pose pas de
probleme). Alors 'égalité (17) n’est autre que (15) ot 'on change G en L et f en ¢; (f).
On peut 'admettre par récurence. L’assertion (15) résulte de (16), (17) et des définitions.
Cela acheve la preuve de (13).

Il nous reste a prouver la relation (7). Considérons les extensions

1—>Cu><Cb—>Gh,b—>G—>1€téu,b—>é'
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ainsi que le caractere Ay X 1, de Cy(F) x Cy(F'), ot 1, est le caractere trivial de C,(F'). On
a de nouveau des isomorphismes C )\hXIb<G »(F)) = CF5, (Gy), D gegm rox1, (M (F)) =~
Dgégm,\h(Mh) Notons f;, € cAhXIb(Ghb( )) et &y, € D?! (M (F)) les éléments

auxquels s’identifient f; et d,. La relation (13) se généralise en

G
(18) S5\ o, (e B fus) = Sy | (85, B, fy).

Pour le prouver, on choisit 5h € Dgéom(Mh(F )) se projetant sur 7, par I'homomor-
phisme (3) et f, € C®(Gy(F)) reliée a f, par (4). Alors

géom, Ay X1,

S (8. B, fy) 2/ SZ\GZ“ (85, B, fo) \i(c)de
o Cy(py

On identifie f, & un élément de C, (éh ,(F)) et on choisit f,, € C(Gy,(F)) tel que cet

élément soit | O, (F) fh , dc’. On identifie &, & un élément de D (M, (F)) et on choisit

géom, 1,

dyp € Dgeom(Mh,b(F)) se projetant sur cet élément. Pour ¢ € Cy(F'), (13) implique que
. . & ”
SUGuBf) = [ S5 B Ji
: Cy(F) T
Donc

5% (5u,B,fh)=/ §Ga (5“,3 FEN(c) d de.
Mo Cy(F)xCy(F) Mo i

Mais 5h7b se projette sur dy) par (3) et fu,b est relié a f;, par (4). Le membre de droite

ci-dessus est donc égal a SMh X le( 5, B, fy), ce qui prouve (18).

On effectue la méme constructlon a partir de f» et §,. On obtient des éléments disons
Foi € O3, (Gip(F)) €t 8,5 € Dyt 1, r, (Mip(F)) et Iégalité

Gip oG
(19) SMh,bvthAb <6|7,h7 Ba fb,ﬂ) - SMZ,)\b (5b7 B7 fb)

La multiplication par ), définit un isomorphisme de CS ex1, (G (F)) sur C?ihxxb (G (F)).
(MW(F)) sur

Do, 1hx>\b<Mh,b<F))- Les éléments f,, et f,y, resp. 0y, et 0,4, se correspondent par ces
isomorphismes. En écrivant les définitions des membres de gauche de (18) et (19), on est
ramené au probleme suivant, ou les extensions ont disparu. On considére un caractere
A de G(F) et une fonction non nulle A sur G(F') se transformant selon A. On considere
6 € Dycom(M(F)) et f € C°(G(F)). On veut prouver

(20) S (A8, B, Af) = SE (8, B, f),
ot & — A est Panalogue de l'isomorphisme ci-dessus. Cette assertion se décompose en
deux: . i

(21) [A%()\é,B )\f) =J¢ (0,8, f);

s 1 G (s G'(s Y (s

(22) pour s € Z(M)'* |Z(C)* s # 1, S5 (A8)(s), B, Af)9™) = SE(8(s), B, 74,

Pour (21), on se ramene encore une f01s au cas ou le systeme de fonctions B a
toutes ses valeurs égales a 1. Dans ce cas, I'assertion similaire pour les intégrales or-
bitales pondérées non invariantes est immédiate. On doit encore utiliser une propriété
formelle des applications ¢;, a savoir que gZ)L()\ f) = AgbL( f). Pour (22), on utilise I'ho-
momorphisme G'(s)q(F) — Gu(F) et Papplication compatible G'(8)ap(F) — Gap(F).

Par restriction puis dualité, on obtient un isomorphisme de Dgeom Apx1,
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Grace a ces applications, A se restreint en un caractere de G'(s)(F) et A se restreint
en une fonction sur G'(s)(F). On vérifie que (Af)¢'®) = X(f¢'®) et, dualement, que
(A0)(s) = Ad(s). Alors (22) n'est autre que (20) oil l’on a remplacé G par G'(s) et f
par f¢'(). Par récurrence, on peut admettre (22). Cela acheve la preuve de (20) et la
vérification des propriétés formelles. [

Dans le cas ou le systeme de fonctions B a toutes ses valeurs égales a 1, on note
simplement S]%(é,f) = S]%(é, B,f).

Pour B quelconque, on a

(23) supposons que le support de § soit formé d’éléments de M(F) qui sont G-
équisinguliers ; alors on a I'égalité S¢ (8, B, f) = SG (9, f).

En effet, on a encore M, = ¢ ( )y pour tout element ~v du support et pour tout
s € Z(M)Fr. En raisonnant par récurrence, I'assertion résulte de la relation I¢ (6, B.f) =

IAG;I((S, f), laquelle résulte des définitions.

1.11 Définition d’un systeme de fonctions B¢

On revient au cas ol (G,G,a) est quelconque. Soit G’ = (G,G,5) une donnée
endoscopique de (G, G, a) On peut fixer une paire de Borel épinglée £ = (B T, (E ach)
de G de sorte que § = s6 avec s € T Introduisons ”les” paires de Borel épinglées & =
(B T, (Ey)aca) €t & = (B, T',(E.)aca’) de G et G'. Le choix de £ permet d’identifier
T aT/(1-6)(T), cf. [I] 1.5. On fixe e € Z(G) et on note ¢ son image dans Z(G'). Soit
e € G (F). On peut identifier (B',T") & une paire de Borel conservée par ad,. Alors e
s'écrit pe’, avec € T' et on releve p en un élément v € T. On utilise les notations de
[1] 1.6. En particulier, on note ¥(7") I'ensemble des racines de T dans G et 2% (T") celui
des racines de 7" dans G’. D’apres [W2] 3.3, 'ensemble X (T") est alors la réunion des
ensembles suivants

(a) les Nay, pour a € X(T) de type 1 tels que Na(v) =1 et Na(s) =1;

(b) les 2Na pour a € X(T') de type 2 tels que Na(v) =1 et Na(s) = 1

(c) les 2Na pour a € X(T') de type 2 tels que Na(v) = —1 et Na(s)

(d) les Na pour o € X(7T') de type 3 tels que Na(v) =1 et Na(s) = 1.

On définit une fonction BY sur cet ensemble de la facon suivante. Dans le cas (a),

BY(Na) = na (rappelons que n, est le plus petit entier n > 1 tel que 6"(a) = «).
Dans le cas (b), BS(QNQ) = 2n,. Dans le cas (c), BG(ZNa) = n,. Dans le cas (d),
BY(Na) = 2n,,.

Lemme. La fonction BE’v ne dépend pas des choix faits dans sa construction. Elle vérifie
les conditions de 1.8.

Preuve. La fonction B vérifie B (—3) = BY(3) pour tout # € X% (T"). Introduisons
les groupes de Weyl W de G’ et W& de G’ tous deux relatifs & T et le groupe de
Weyl W de G relatif a T. On a

(1) W C {w e W w(p) = p}.

En effet, puisque €’ commute a tout élément de G’, un élément = € G’ vérifie ad,(¢) =
€ si et seulement s'il vérifie ad, (1) = p.

(2) W g’identifie & un sous-groupe de Iensemble des w € W9 qui fixent I'image de

s dans T'/(1 — 0)(T).
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Le groupe W& s’identifie au groupe de Weyl de G relatif & 790, Un élément z € G
qui normalise ce tore normalise aussi 7. Il vérifie en outre 59( )s71 = z. Cela entraine
que son image w dans W est fixe par 6. On peut alors I'écrire & = tn, ou t € T et n est
fixe par 0. Alors on a D'égalité nsn=! = t~1s0(t), d’ot w(s) € s(1 — 0)(T). O

Il résulte de (1) et (2) que P'action sur 7" d’un élément de WS coincide avec celle
d’un élément de W? qui conserve I'image de v dans T/(1 — 0)(T) et celle de s dans
T/(1 — 6)(T). L’action d'un tel élément ne change ni le type d’une racine o € (7)), ni
le nombre n,, ni les valeurs Na(v) et Na(s). D’on égalité BS (w3) = BY(3) pour tout
B € NG (T") et tout w € WG,

On complete la paire de Borel (B'NG%, T") de G en une paire de Borel épinglée £/. On
introduit les actions galoisiennes quasi-déployées o + 0., resp. o+ 0., 0+ 0+, de
I'r sur G., resp. G/, G, relatives aux paires de Borel épineglées &l resp. €', £. En notant
o — 0w et o — o les actions naturelles sur G/ et G, ou G’ et G, on a des égalités
Ogre = adyy(5) ©0Gr, Ogrx = ady(s) 0 0Gr et 0 = ady(y) 0 0, ot u (o) € G, u'(0) € G’ et

u(o) € G. On introduit le cocycle z:T'p — Z(G) tel que ady(y) o oc(e) = z(o) e pour
tout 0 € I'r. On a

(3) o« (p) = z(0)p pour tout o € I'.

Comme on I'a dit dans la preuve de (1), u.(0) commute a p puisqu’il commute a e.
Donc 0. (pt) = ogr(p). Par définition de l'action galoisienne sur Z(G"), on a o (e) =
z(o)7te'. Puisque € € G'(F), on a o¢/(€) = €, cest-a-dire og/(pe’) = pe’. D’olt o (1) =
z(o)p. O

On a

(4) pour tout o € I'g, il existe w'(0) € W tel que 'on ait I'égalité o = w'(0)00 -
sur 7. ‘

En effet, O = ady (o) (o)1 © Oy« Puisque ces deux actions conservent 7", I’élément
u'(o)u/(o) ! normalise ce tore et définit I'élément w'(c) cherché.

Pour simplifier, on conserve la notation o — o5+ pour I'action galoisienne sur G. On
a

(5) pour tout o € I'p, il existe w(o) € W tel que l'on ait 1'égalité 0. = w(o) o og:
et que, sur T, w(o) o o~ conserve I'image de s dans T/Z(G)(1 — 6)(T).

Pour 0 € I'p, on releve 0 en uw € Wi et on choisit g, = (g(u),u) € G’ tel que ad,,

coincide avec . sur G. L’élément g(u) normalise T7%° donc aussi 7. On a s0(g(u))og-(s)~

a(u)g(u). Cela entraine que l'image w(o) de g(u) dans W est fixe par . On peut
éerire g(u) = tn avec t € T et n fixe par 6. Alors nog(s)n™! = a(u) 1t~ 1s0(t), doir
w(o) 0 og-(s) € sZ(G)(1 — 0)(T). L'assertion (5) en résulte. [J

Il résulte de (4) et (5) que, pour ¢ € ', 0. coincide sur 7" avec w'(o)w(o)og«. 11
résulte de (2), (3) et (5) que cette action conserve 'image de v dans T/Z(G)(1—6)(T) et
Pimage de s dans T/Z(G)(1 — 0)(T). Une telle action ne change ni le type d’une racine
a € X(T), ni le nombre n,, ni les valeurs Na(v) et Na(s). D’ou 'égalité BeG(one*(ﬁ)) =
B&(B) pour tout f € X¢(T') et tout o € T'p.

On a ainsi vérifié la premiere condition de 1.8. Vérifions la seconde. Posons ¥; =
DAL «(T") et notons 3, Pensemble associé de coracines. On considere ¥, resp. ¥y, comme
un sous-ensemble de X*(T] g-) @ R, resp. X.(T] 50) @ R, out T/ . est I'image réciproque

de T" dans G go. Posons b = B,
Yo ={a/bla);a € ¥},
={b(o)a; € ¥4},
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ol & est la coracine associée a a. On a

(6) 3y est un systeme de racines dont %y est I'ensemble associé de coracines.

En effet, posons n = ve € G. Si on oublie les actions galoisiennes qui ne comptent
pas pour ce que l'on veut prouver, on a construit en [W2] 3.5 un groupe H qui est un
groupe endoscopique de G, sc et tel que G gq et Hge sont en situation d’endoscopie
non standard (cf. [W2] 1.7). Alors ¥, est I'ensemble de racines de ce groupe H et Y, est
'ensemble de coracines associé¢ ([W2] 3.3(2)).

Remarque. La fonction BY a évidemment été définie pour que (6) soit vérifiée.

Il est facile de classifier les triplets (X;,3s,b) vérifiant la condition (6), cf. [W2]
1.7. 1l sont produits de triplets analogues tels que X; et Y5 sont irréductibles. Dans le
cas irréductible, a homothétie pres (c’est-a-dire quitte a multiplier b par un rationnel
strictement positif), les possibilités sont les suivantes :

- Y1 et X sont de meéme type et b est constante;

- Y1 est de type B, C,, Fy ou Gy, Yy est respectivement de type C,,, B,, I, ou G
et b est le carré de la fonction longueur.

Cela vérifie exactement la seconde condition de 1.8.

On doit montrer que la définition ne dépend pas des choix. On peut voir que changer
de choix revient a remplacer composer 'identification de 7" a T'/(1 — 0)(T') par l'action
d’un élément w de W remplacer v par un élément de w(v)Z(G)(1 — 0)(T) et s par un
dlément de w(s)Z(G)(1—0)(T). On laisse la vérification fastidieuse de ce fait au lecteur.
Il est clair qu’une telle modification laisse Bg’v inchangée. [

Pour tout € € G’,(F), on vient de définir une fonction B sur 'ensemble de racines
de GL. 1l résulte de la définition que ces fonctions vérifient la condition (2) de 1.9. Elles
se regroupent donc en un systéme de fonctions B sur G/ (F') au sens de ce paragraphe.

Soit G{ = (Gy, Gy, So) une donnée endoscopique équivalente a G'. Il y a alors un iso-
morphisme & : G/ — é”o défini sur F', unique modulo composition avec un automorphisme
intérieur (cf. [I] 1.5). Les définitions entrainent que cet isomorphisme est compatible aux
systemes de fonctions B¢ définis sur G'(F) et Gj(F).

1.12 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes et endosco-
pie
Soit (G, G, a) un triplet quelconque. Soient M un espace de Levi de G et M/ =

(M, M, ¢ ) une donnée endoscopique elliptique et relevante de M. Comme en 1] 3.2, on
réalise “ M comme espace de Levi standard de G et on impose que le cocycle ay; associé
A cette donnée prend ses valeurs dans Z(G) et que sa classe dans H'(Wy; Z(G)) est a.
Soit § € CZ(M)7?. On construit la donnée endoscopique G'(3) = (G'(3),G'(5), 5), cf.
[1] 3.3. On introduit le systeme de fonctions B¢ sur G'(s)(F).

Pour § € Dt (M') @ Mes(M'(F))* et f € C(G(F)) ® Mes(G(F)), on pose

géom
& . 5 Ay oG (3 e "5
199(M, 8,f) = 3 i (GG (3) S5 (8, BE £9'0)),
s€lZ(NNTF0 ) z(G)F 0

Expliquons cette formule. Le coefficient i, (G, G'(8)) généralise celui du paragraphe 1.10.
Il est nul si G’(§) n’est pas elliptique. Si G/(S) est elliptique, on pose

i (G, G'(3) = [Z(M)' = (Z(M)'" N Z(M))][Z(C'(3))F : (Z(G'(3))"7 N Z(G)]
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Pour définir les termes du membre de droite, on a besoin de choisir des mesures sur des
espaces analogues a A%, cf. 1.1. Pour cela, on a fixé une forme quadratique sur X, (77)®
R. On remarque que pour chaque groupe G'(S) intervenant ci-dessus, un tore maximal
T'(3) de ce groupe s’identifie sur F' & 7% /(1 — 6*)(T*). 11 s’en déduit un isomorphisme
X.(T'(3)) @R ~ (X, (T*)®R)? On choisit pour forme quadratique sur le premier espace
la restriction au second de la forme que I'on a fixée. Si (G, G, a) n’est pas quasi-déployé
et a torsion intérieure ou si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure et M’ # M,
tous les termes S Gl/(g)((‘i , Bé, £&'(5)) sont bien définis grace aux hypotheses de récurrence
posées en 1.1. Si (G, é’, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure et si M’ = M, un
seul terme ne l'est pas, & savoir le terme Sgi (8, B¢, f€) associé a § = 5 = 1. On le
remplace dans ce cas par S]%(é, BY f) qui est bien défini. On a dans ce cas la simple
égalité 175 (M, 8,f) = IS/(8,f).

L’application f — 1 %’E(M' .8, f) se factorise en une application définie sur I(G(F), w)®
Mes(G(F)).

Remarque. Conformément a [I] 3.3(2), en supposant M standard, on pourrait aussi
sommer sur A )

5 € CZ(ND)F (Z(G)"F (1 - )(Z(NT)TF)),

(ou plus canoniquement sur ¢ Z(M )FF /Z(G )FF a conjugaison pres par Z(M)FF) a condi-
tion de multiplier les coefficients par [det((1 — 0™ )4, /(4 +4c)]-

Donnons une autre définition du coefficient i, (G, G'(3)). On suppose G/(3) ellip-
tique. Parce que

Z(M)Fp,é _ Z(M)FF’é’OZ(G)FF’

et
Z(M'FO0 < Z(M)'F N T < Z(M)TF

on voit que 'homomorphisme naturel
(20" AT /(Z(G)'F NTP0) = Z(3)" /2(G) !
est un isomorphisme. D’autre part, on a un homomorphisme naturel
(ZAD' AT /(Z(G)'r 0 T) = Z(M)'* ) 2(G/(3)'r
On peut donc l'interpréter comme un homomorphisme
(1) ZODT0)Z(G) 0 — Z(W) [ Z(G(5)
Le groupe d’arrivée n’est autre que Z(Z\}[(;d)FF, ol Z\}[C’Ld est ’image de M’ dans @’(é)AD.

Donc ce groupe est connexe et 'homomorphisme (1) est surjectif. On a
(2) i;7,(G,G'(3)) est I'inverse du nombre d’éléments du noyau de (1).
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Preuve. On a un diagramme commutatif

1
!
1 1 A
L X3 I
1 — Z(G)r'rnT% — Z(M)'rnT° —  Z(M)'P)Z(G)rrY — 1
| J 3
1 -  Z(@G'G)' = zZM)r s Z(M)F)Z(GGB)T = 1
1 3 3
B C 1
} s
1 1

Les groupes A, B, C sont définis de sorte que les colonnes soient exactes. Par un raison-
nement d’algebre élémentaire, on en déduit une suite exacte

l1-A—-B—=>C—=1
On a Z(M)'r N T%0 = Z(N) N Z(M')'F et Z(G)'r N T = Z(G) N Z(G'(3))'F. Donc
iy (G, G'(3)) = |BI7HC] = |A] .
Mais A est le noyau de (1). O

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure (auquel cas on
note simplement ( = Q:) Fixons un systeme de fonctions B comme en 1.9. Comme
en 1.10, pour tout s € CZ(M)'"/Z(G)'F, ce systetme de fonctions en détermine un
sur G’(s)(F), que l'on note encore B. Pour § € D% (M') ® Mes(M'(F))* et f €

géom

CX(G(F)) ® Mes(G(F)), on pose

IS5, 8,B.E) = Y (G G(s)S5 (8, B £9C).

s€CZ(M)TF jZ(G)'F

Variante. Supposons G = G et a = 1. Fixons une fonction B comme en 1.8. Comme
dans la variante précédente, pour tout s € (Z(M)'r /Z(G)'F, cette fonction se restreint
en une fonction pour G'(s)(F'), a fortiori comme un systeme de fonctions comme en 1.9
(pour tout € € G'(s)ss(F), Be est la restriction de B au systeme de racines de G'(s),).

Pour § € Dyi,;,(M') @ Mes(M'(F))" et f € C2(G(F)) @ Mes(G(F)), on pose
;" (M, 8, B.f) = > i (G, G'(5))San (8, B, £S'®).
s€CZ(M)TF JZ(G)F

1.13 Action d’un groupe d’automorphismes

Les données sont les mémes que dans le paragraphe précédent. On a introduit en
[1] 3.2 le groupe d’automorphismes Aut(M,M’). Il agit sur D3, (M') ou D, (M') ®
Mes(M'(F))*. On note cette action (x,d) — x(4).
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Lemme. Soient z € Aut(M,M') et § € D (M) @ Mes(M'(F))*. Pour tout f €
I(G(F),w) ® Mes(G(F)), on a I'égalité

G.E / o G.E /
I95(M, 2(6), f) = 19°(M, 6, ).

Preuve. On réalise “M comme espace de Levi standard de “G. D’apres la définition de
1] 3.2, x est un élément de G tel que ad, (M) = M, ad,(M’) = M’ et ad,(C) € Z(M)C.
Montrons que 3

(1) ad,(0) € Z()°7C. ~

Rappelons que (m' = a(w)m'w(l) pour tout (m/,w) € M', ol a est & valeurs
dans Z(@). Ecrivons ad,(() = z(, avec z € Z(M). Pour (m/,w) € M', posons m" =
2~ m'w(z). Alors (m”,w) € M, donc (m” = a(w)m"w(C), ¢’est-a-dire

Cetm'w(z) = a(w)z ™ m'w(z)w(C).

Cela équivaut & ad,(O)m’ = a(w)m'w(ad,({)), ou encore & z(m' = a(w)m'w(z)w(C). En
comparant avec la premiere égalité de la preuve, on obtient w(z) = 2. D’ott (1),

D’autre part,  normalise M et la classe M est conservée par 'action galoisienne
et par 0 (parce que ad, normalise LM, cf. 1] 3.2). Il en résulte que la restriction de
ad, a Z (M ) conserve aussi ces actions. Alors I'application § x5z~ définit une bijec-
tion de CZ(M)'r /(Z(G)'F (1 — 0)(Z(M)'F)) sur lui-méme. Les données endoscopiques
G/(3) et G/(z5271) sont équivalentes, 'équivalence étant définie par x. Cette équivalence
échange les systemes de fonctions BY relatives aux deux groupes, ainsi qu’il résulte de
leur définition. L’équivalence définit un isomorphisme de SI(G'(s)) sur ST(G/(zsz™1)).
Cet isomorphisme envoie £&' & gur £f&' @) Par restriction & M’ puis par dualité, il
s'en déduit un automorphisme de D%, (M') qui n’est autre que celui introduit avant
I’énoncé. Il en résulte que

Sﬁ’/(xgx*l)(xéj BG’, fG’(m§x*1)) _ Sﬁt(g) ((5, Bé, fG’(§))

On a aussi évidemment 1'égalité i . (G, G’ (x5271)) = i, (G, G'(5)). L’énoncé résulte alors
du simple changement de variables § — sz~ dans la définition de Ig’g(M’ ,x(0),f). O

Corollaire. Soit § € D, (M') ® Mes(M'(F))*. Supposons que I'une des conditions
suivantes soit vérifiée :

(i) la projection de & sur le sous-espace des éléments de D3y,

(M) @ Mes(M'(F))
invariants par ’action de Aut(M,M') est nulle;

(i) le support de & ne coupe pas I'ensemble des 0 € M'(F) tels que NM'"M(§) €
N (XL (F)).

Alors on a I'égalité 1°(M', 8,£) = 0 pour tout £ € I(G(F)) ® Mes(G(F)).

Preuve. D’apres le lemme, on peut remplacer § par sa projection sur le sous-espace
des éléments de D (M') ® Mes(M'(F))* invariants par I'action de Aut(M,M). La
conclusion s’ensuit sous I'hypotheése (i). Par ailleurs, grace a [I] lemme 2.6, on voit que
(ii) entraine (i). O

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en 1.9. Les résultats ci-dessus valent aussi pour les distributions

G.E
[M (M, 6, B, f).
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Variante. Supposons G = G et a = 1. Fixons une fonction B comme en 1.8. Les
résultats ci-dessus valent aussi pour les distributions I]\Gf (M, 6, B, f).

1.14 Formules de descente

Les données sont les mémes qu’en 1.12. On va considérer trois situations dans les-
quelles on a des formules de descente pour les distributions introduites en 1.10 et 1.12.

(a) Soit R un groupe de Levi de M’ qui est relevant. Modulo certains choix, on
construit comme en [I] 3.4 un sous-espace de Levi R de M et une donnée endoscopique
elliptique et relevante R’ de R. On dispose d’un homomorphisme

I(M)® Mes(M'(F)) — I(R')® Mes(R'(F))
4 = PR’

et d’'un homomorphisme dual

Dgeom(R') @ Mes(R'(F))* —  Dgéom(M') @ Mes(M'(F))*
J — 51\/1’

qui préserve la stabilité.

(b) On suppose que (G, G, a) est quasi-déployé et & torsion intérieure et on fixe un
systeme de fonctions B comme en 1.9. Soit R un groupe de Levi de M. On a les mémes
homomorphismes que ci-dessus pour M’ = M et R’ = R.. On réalise R et M comme des
groupes de Levi standard de G. Posons dans ce cas la définition suivante. Soit L € £(R).
11 lui correspond un élément, L € E(R) Alors

Remarquons que U'hypothese A @ A7 = A entraine que le quotient (Z (]\2[ e N
Z(L)'r)/Z(G)'F est fini. Remarquons aussi que le terme [(Z(M)'*NZ(L) ') : Z(G)'r]™
peut s’interpréter comme l'inverse du nombre d’éléments du noyau de I’homomorphisme
naturel

Z(M)'" [ Z(G)'F — Z(R)"r /Z (L)'
(c) Soit R’ un groupe de Levi de M’ qui n’est pas relevant. L’espace D geom (R’) n'est

pas défini. Néanmoins, fixons des données supplémentaires M7, ...,A; pour M'. On a
alors un homomorphisme d’induction

Dycom, (R (F)) ® Mes(R'(F))* = Dyeomp, (Mi(F)) ® Mes(M'(F))*

|
Dyéom(M') @ Mes(M'(F))*
oM

Proposition. (i) Dans la situation (a), soient § € D3

seom(R) @ Mes(R'(F))* et f €
I(G(F),w) ® Mes(G(F)). On a Iégalité

ISEM M f) = > dS(M, LIS (R, 6,5;,).
LeL(R)
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(ii) Dans Ia situation (b), soient & € D% (R) ® Mes(R(F))* et f € I(G(F)) ®

Mes(G(F)). On a I'égalité
SS(6M, B.f) = > ¢%(M,L)SL(8, B, ;).

LeL(R)

géom

(iii) Dans la situation (c), soient 8 € Dygomr, (R (F))@Mes(R'(F))* et f € I(G(F),w)®
Mes(G(F)). On a I'égalité [A(;g(M’, oM ) =0.

Preuve. On choisit une paire de Borel épinglée £ = (B, T, (E4)aca) de G comme en [I]
1.5.Si (G, G, a) est quasi-déployé et & torsion intérieure et si M/ = M, la formule (i) n’est
autre que celle du lemme 1.7. On exclut ce cas. On peut supposer que R C M sont des
Levi standard de M. On écrit R/ = (R, R, 5) On peut supposer que M’ = (M’ M/, 5),
avec M’ = M'R/, cf. [I] 3.4. Rappelons la définition

(1) 195, 6™ f) = 3 i (G.G'(3)) g™ (8™, BE €0,
5eCZ(M)TF0 /Z(G)FF0

Pour chaque 5, on fixe des données auxiliaires G'(5)1, ..., A(3)1. On note A(5); le caractere
associé de C(3),(F') et M'(8); 'image réciproque de M" dans G’(5);. On peut remplacer
SS/IZ(S)(‘SMla f&'() par Sﬂ(j[,((i (8)1(5(5)1‘/1,(5)1, £G'(91), L’assertion (ii) se généralise au cas
ol les fonctions et dlstrlbutlons se transforment selon un caractere d’un tore central. La
preuve est formelle. On applique cette assertion par récurrence a chacun des termes du

second membre. On obtient

(2) 197, 6M . f) = 3 iy (G, G'(3))

5eCZ(M)TF0 ) 7z(G)F0

D Can (TG LEDSE, e, (66, BE (9O, )
LLerd G (R)
(Eg,1 est Pimage réciproque de L dans G'(5)1). Rappelons que I'on peut identifier £(R)
a un sous-ensemble de E(R) et de méme, pour tout s, LY@ (R') & un sous-ensemble de
LEG(R'). Soient § € CZ(M)'r9/Z(G)r0 et L] € EG’(S (R'). L'espace Ay est inclus
dans Ar qui s’identifie & Az puisque R’ est une donnée elliptique de (R, R.a). Un rai-
sonnement standard montre qu’il existe un unique L € E(R) de sorte que Ay s’identifie
a A;. Alors L, est égal & 'intersection de G'(3) avec L et aussi & la composante neutre
du commutant de § dans M. On introduit le groupe £/'(35) = LLR’. Alors (L., £/(3), 3)
n'est autre que la donnée endoscopique L/(3) de (L, L,a). Cette donnée est elliptique
par construction et est relevante puisqu’elle ”contient” R’ qui 'est par hypothese. Les

données L, ... obtenues par restriction de celles fixées pour G’(3) sont des données

auxiliaires pour L/(3). Enfin on a égalité (£¢')1);, = (fLw)i%vl. Tout cela montre que

I'on a i
L o 3 e S)1 "3 g "5
o o (8(3)1, BY, (£7OM), ) = S8, BY, (£,,)Y9).
s G S S
Il est clair que dR, ) (M’( )17L;1) = d )(M’ L’( ) (par exemple, AR/(S) AR,( ))

On vérifie que I’homomorphisme naturel

(Z(M)'r 0 Z(L'(3)77)/2(G'(3)' = (Z(M'(3))"F N Z(L5y)'™)/2(G'(3))""
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est bijectif (cf. la preuve de la relation (6) de 1.10). On en déduit que e E 3 (M'(3)y, f/g,l) =
eo O (I, L (3)). ) ) )

On est parti d'un couple (8, L%) et on lui a associé L € L(R). A fortiori, on peut
lui associer le couple (8, I~/) On voit que I'on obtient une bijection de notre ensemble de
couples (5, L}) sur celui des couples (8, L) pour lequel la donnée endoscopique L/(3) est
elliptique.

Utilisons les relations ci-dessus et regroupons les E’g qui interviennent dans la formule
(2) selon 'espace de Levi L que I'on vient de leur associer. On obtient

3) 2 e f = Y 3 i (G, G'(3))

LEL(R) 5eCZ(N)TF-0/7(G)TFOL/(5) elliptique

SOOI, £(3) 557 (8, B, (£;,,)¥ ).

,w

Fixons L € E(R) Pour chaque espace L/(3) apparaissant ci-dessus, les systémes de fonc-
tions B et BL sont les mémes, ce qui nous autorise a remplacer le premier par le second.
Un élément § € CZ(M)Fr?/Z(G)'r wintervient effectivement dans la formule ci-dessus
que si L'(3) est elliptique, G'(8) l'est aussi (d’aprés la définition de i, (G,G'(3))) et
AGE =AM @AY (@apres la définition de e, SO (N1, L'(5))). Les deux premieres
conditions plus les hypotheses que M’ et R’ sont elliptiques entrainent}es égalités
A%“’ = A%, AM AM AL ) AL L’égalité précédente devient .A = AY®AL. Plus
précisément les rapports de mesures sont les mémes, c’est-a-dire que dq,(g)(]\;[ ' L(8) =
dg(]\;[ , L). Inversement, si ce dernier nombre n’est pas nul et si L’(3) est elliptique, G/(3)
lest aussi. En effet, 1'espace Aﬁf“) contient AN et Aﬁ’,(g’ puisque M’ et L'(3) sont des
Levi de G'(3). Il contient donc leur somme, laquelle est A%, ce qui assure lellipticité.
On suppose désormais d%(M , IN/) # 0. En se rappelant la définition des différents

coefficients, on peut donc récrire la sous-somme de (3) indexée par L sous la forme

(4)  d§(M, L) > X(3)Sg (8, BE, (£, )V,

5€lZ(NN)TF0 /7 (G)T P91/ (5) elliptique

ol

X(3) = iy (G, G'G)(Z(M)F 0 Z(L'(3))7F) - Z(C'(3))7]
Les deux facteurs composant X () sont les inverses des nombres d’éléments des noyaux
des homomorphismes

2T/ Z(G) 0 — Z(M) | 2(G (3)"

et
Z(M)' ) Z(G(3)' — Z(R)'" ) Z(L(5) "

Ces deux homomorphismes étant surjectifs, X (5) est I'inverse du nombre d’éléments du
noyau de I’lhomomorphisme composé

m3) : 2D Z(G) 0 = Z(R) 2L (3)
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La donnée G’(3) a maintenant disparu et tous les termes ne dépendent que de la classe

s7 (L)FF Y. Rappelons que 1'hypothese AG A]\g D AER entraine dualement que I’homo-
morphisme

(Z(M)TP20 x Z(L)'r90) [diag-(Z(G)'™"0) = Z(R)"™"
est surjectif de noyau fini (diag_ est le plongement antidiagonal). Rappelons aussi que
Z(R)Fp,é _ Z(R)Fp,é,oz@)rp,é_
On en déduit que ’homomorphisme naturel.
pa s Z(M)'H0 ) Z(CY 0 — Z(R)'/Z(L)

est aussi surjectif de noyau fini. On peut récrire la formule (4) en sommant sur 'espace
d’arrivée de cet homomorphisme plutot que sur son espace de départ. On obtient

(5) (M, L) > |[Ker(pa) | X (5)55 (8, BE, (£7,,)¥' ).
el Z(R)TF 9/Z( Yr 0, ;L/(8) elliptique
On a I’égalité o
(6)  [Ker(p2)|X(5) =i (L, L'(5)).

En effet, 'homomorphisme p; () se factorise en
202G B Z(R) 0 2(L) 0 — Z(R)'JZ(L(3)"r

Ces deux homomorphismes étant surjectifs et X (3) étant I'inverse du nombre d’éléments
de leur composé, le produit |Ker(ps)| X (5) est 'inverse du nombre d’éléments du noyau
du second homomorphisme. C’est iz (L, L'(3)) par définition de ce terme.

Remplagons |Ker(py)| X (3) par iz (L, L'(3)) dans la formule (5). Cela nous permet de
supprimer la condition L/(§) elliptique puisque ce terme est nul si cette condition n’est
pas vérifiée. Alors (5) coincide avec le produit de d%(]\;[ , L) avec la formule qui définit

IE’E(R’,&fLw). Reportons ensuite (5) dans 1’égalité (3). On obtient
G.E / Yo7r TN 7LE
1SS M f) = > dS(M, LIS (R, 6,67 ,).
LeL(R)

C’est I'égalité du (i) de I’énoncé.

La preuve de (ii) est similaire, a ceci pres que 1'on raisonne par récurrence. On part
de I’égalité analogue a (1)

16(6M, B, f) = SS.(6M, B, f) + > iq(G,G(s)SS ) (M B, £9'0)).
s€Z(M)'F JZ(Q)TF s#1

Pour le terme associé a s # 1, on peut appliquer par récurrence la relation (ii) au terme
indexé par s. Pour le premier terme du membre de droite, on 'applique aussi mais,
puisqu’on ne sait pas encore qu’elle est vraie, on doit ajouter la différence X entre le

membre de gauche et celui de droite de 1'égalité du (ii). Le calcul se poursuit (c’en est
un cas particulier) et on obtient finalement

IS(8M B.f) =X+ Y dS(M,L)IL(s, B, £;).
LeL(R)
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Il reste a appliquer le lemme 1.7 (dont on a dit qu’il se généralisait aux distributions
relatives au systeme de fonctions B) pour conclure X = 0, ce que I'on voulait prouver.

La preuve de (iii) est plus délicate. Montrons d’abord que I'on peut imposer des
hypotheses supplémentaires aux données R’ et §. Du coté des groupes duaux, la situation
est la méme que dans le cas (i). On peut définir R comme la composante neutre du
commutant de Z (R’ )0 dans G. On a déja supposé M standard et, par un procédé
analogue, on peut supposer que R est lui-aussi standard. Les deux Levi M et R sont
invariants par ['z et par 6. On pose R' = M'N (R x Wg). On a encore M' = M'R'.
Deux cas sont possibles. Le premier est

(7) R ne correspond & aucun Levi de G.

Supposons au contraire que R corresponde a un Levi R de G. Dans ce cas, R s’étend
naturellement en un espace de Levi R de G et (R, R 5 ) est une donnée endoscopique
de (R, R, a). Alors ’hypothese que R’ n’est pas relevant signifie que cette donnée endo-
scopique n’est pas relevante. On dispose des applications

Notons R'(F)™, resp. R'(F)°*, ensemble des v € R'(F) tels que N-%(v) appartient
a Pimage de N%, resp. n’appartient pas a cette image. L’ensemble R’ (F) est union dis-
jointe de R'(F)™ et R'(F)°"*. Ces deux ensembles sont ouverts, fermés et invariants par
conjugaison stable. Parce que R’ n’est pas relevant, R'(F)™ ne contient aucun élément
elliptique et fortement R-régulier ([I] proposition 1.14). Par linéarite, on peut suppo-
ser que le support de d est formé d’éléments dont la partie semi-simple appartient a
une classe de conjugaison stable fixée. Supposons que cette classe soit contenue dans
R (F)™. Fixons € dans cette classe. Parce que e n’appartient pas & un sous-tore tordu
elliptique de R, linclusion Ap C Ap est stricte. On introduit le Levi S" de R’ tel
que Ag = ARQ. C’est un Levi propre. D’apres [I] lemme 5.12, il existe un élément
€ D3l )\I(S{(F)) ® Mes(S'(F))* tels que § = . Evidemment, le Levi S’ est encore
moins relevant que R’. En raisonnant par récurrence sur la dimension de R, on peut

/

supposer IE”S(M’, oM f) = 0. Mais IE”S(M’, oM f) = IE”S(M’, o™’ f) et la conclusion
cherchée s’ensuit. On est donc ramené au cas

(8) R correspond & un espace de Levi R de G et le support de § est contenu dans
Pensemble R'(F)** ci-dessus.

Partons de la formule (1) et introduisons pour chaque § des données auxiliaires
G'(3)1,...,A(5)1. On dispose de 'isomorphisme de transition

050 (M(F)) = O s), (M (5)1),
qui se restreint en un isomorphisme

o5 (RUE)) = CX), (R (9)1(F)).
Par dualité, on a aussi un isomorphisme

Ditom 3 (B1(F)) = Do ey, (B (8)1(F)).

géom,\1 ( géom,\(8)1
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Par cet isomorphisme, & s’identifie & un élément &(5); de Pespace d’arrivée. Alors 6™
s'identifie & (8(8);)™ ®)1. Avec cette définition, la formule (2) reste valable. Soient § et
E’ intervenant dans cette formule. La définition de L n’a plus de sens puisque R n’existe
plus. Mais on peut définir L € L(R) comme le commutant de Z(L’( 5)'r0 dans G.
CVest un Levi de G et il existe un sous- groupe parabolique Q € P(L) qui est invariant
par ' et 6. Si G était quasi-déployé, il correspondrait a L un espace de Levi de G.
Mais G n’est pas supposé quasi-déployé. On construit comme précédemment le triplet
L'(5) = (L'(8) = L, L'(5), 3). Tl est elliptique pour L au sens ot Z(L,)'70 = Z(L)F'r 00
On regroupe les termes de (2) selon le Levi L et on obtient une formule parallele & (3) :

G.E / . 5 Ay~
IZE v, M f) =) > i (G, G'(5))
L selz(V)'F9/7(G)TF 9.1/ (5) elliptique

G’ (3 L'(5 ~ G (5
R( e 3)S% Esii,w)l(é(S)l’ BE, (]9G00 ),
Ici L parcourt 'ensemble des éléments de E(}:%) qui vérifient la condition ci-dessus : il
existe () € P(L) qui est invariant par I'r et 6. Fixons L. On va montrer que la sous-
somme indexée par L dans I'expression ci-dessus est nulle. Si elle est non nulle, il y a un
§ pour lequel (f&'()1) f:(s), est non nulle. Cela entraine que L'(5) est relevant. A fortiori,

L correspond & un espace de Levi de G, ou plus exactement & une classe de conjugaison
de tels Levi. On peut donc fixer un espace de Levi L de G et supposer que L est le
groupe dual de L. Alors L'(5) est une donnée endoscopique elliptique de (L, L,a) et on

a 'égalité (fG/(g)l)D(g)l = (fz,, )L ()1, On peut aussi imposer que pour un §, le produit
des coefficients soit non nul. Cela impose que I’homomorphisme

(Z(M)"700 x Z(L)'0°) [diag_(Z(G)'™*°) = Z(R)"

est surjectif et de noyau fini. La condition d’ ellipticité imposée a L/(3) entraine que

Iespace A,L%',( ne dépend pas de 5. Le coefficient d (M ' I/(5)) n’en dépend pas non
plus. En notant d sa valeur constante, on obtient une formule parallele a (4)

> AX(E)SED" (6 B, (£;,)F M),

5€lZ(NNTF0 ) Z(G)T RO, (5) elliptique

ol X (5) est comme précédemment. Introduisons le groupe Z (R), image réciproque dans
Z(R) de (Z(R)/(Z(R) N T%))'r . L’ensemble

(2D 0 (Z(L)F (1= 0)(Z(R).))/ 2

est un sous-groupe fini de Z(M)'#?/7(G )FF % Tl nous suffit de trouver un sous-groupe Z
de ce groupe tel que, pour tout §, € (Z(M )FFﬁ/Z( )FF’G la sous-somme sur § € Z5; de
I’expression ci-dessus soit nulle. Fixons-donc un tel sous-groupe Z que nous préciserons
plus tard. Pour prouver la nullité ci-dessus, on ne perd pas grand’chose a supposer que
S0 = C, ce que nous ferons pour simplifier. On a

(9) pour § € Z(, les données endoscopiques L/(5) et L/(() sont équivalentes; si ces
données sont elliptiques, on a X (5) = X ().

Preuve. Soit z € Z (ou plus exactement un représentant dans G, les éléments de
Z étant des classes modulo Z(G)'r?). Ecrivons z = 7(1 — 6)(p), avec 7 € Z(L)F*
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et p e Z (R) L’automorphisme ad, conserve L puisque p € Rc L. Ona I’égalité
2¢ = prlp~". Donc ad, envoie L’(TC) sur L'(2C). Puisque 7 € Z(L),on a L'(r¢) = L'({)
donc ad,, envoie L/(C) sur L'(2C). Puisque p € Z(R)., ad, conserve R’. Donc ad, envoie
L (C) sur £'(2¢). Autrement dit p définit une equlvalence entre les données L’ () et
L/(=0).

Les calculs conduisant a I’égalité (6) restent valables : ils se placent entierement dans
les groupes duaux et dans ces groupes, la situation n’a pas changé. Cette égalité montre
que X (8) ne dépend que de la classe d’équivalence de la donnée L/(§). D’ou I'assertion
(9).

Si I/(¢) n'est pas elliptique, la sous-somme sur § € Z¢ est nulle. De méme, si L/(()
n’est pas relevant, les fonctions (fLw)L/(g)1 sont nulles. Supposons L/ (5) elliptique et
relevant. Grace a (9), 'assertion a prouver se réduit a

(10) SR o (80, BE (£,)F ) =0

z€EZ

Fixons z € Z. On va calculer S¥¢9" (8(2()1, BE, (fiw)il(zé)l). Pour cela, on a

R (20)1,M(=C1
besoin de fixer une décomposition z = 7(1—0)(p ) comme dans la preuve de (9). On a deux
données auxiliaires pour M’ : les données M’(¢)1,... et les données M'(2()y,... D’oll une

fonction de recollement Az)M définie sur le prodult fibré de M'(C); (F ) et M’ (20)1(F)
au-dessus de M'(F). On note un tel produit fibré M'(C)1(F) X (P M'(2(),(F). Par
restriction, cette fonction définit un isomorphisme

(M 2 O35, (RO (F)) = O gy (RO (F)).

On en déduit un isomorphisme dual
(D (REOWF) = DY o (R(OW(F)).

Par construction, on a 8(¢); = 1(2)M*(8(20)).

L’action galoisienne sur L'(C) est héritée de celle sur G/(C). L'intersection de (B,T)
avec L/ (5) est une paire de Borel de ce groupe, invariante pour cette action et pour
laquelle R’ est standard. On peut compléter cette paire en une paire de Borel épinglée
invariante par I'r. On effectue la méme construction pour L (zf ). 11 est loisible de sup-
poser que la restriction de 'épinglage de ce groupe a R’ comcide avec celle de I épinglage
de L'(¢). Ecrivons z = 7(1 — 6)(p) comme dans la preuve de (9). L’automorphisme ad,
transporte la paire de Borel de L/({) sur celle de L'(z¢). Quitte & multiplier p par un
élément de Z (f%) 700 , ce qui ne change pas (1 — é)(p) on peut supposer que ad, trans-
porte aussi les eplnglages Alors ad, est équivariant pour les actions ga10151ennes On
peut identifier les groupes L'() et L’ (zC ), ainsi que les espaces L'(C) et L'(2¢). Comme
en [I] 2.6, les données auxiliaires L'(2()y,... pour L/(2() se transportent en des données
auxiliaires pour L/ (C ). Clest-a-dire que, via les isomorphismes précédents, on considere
L/(2¢); comme une extension de L/(¢) et I/(2(); comme un espace au-dessus de L'(C).
On complete ces données par le plongement

£ "% £(20) X L (20,

et par le facteur de transfert A(z {)1. Il y a une fonction de recollement A(z, p)" définie
sur L'(C)(F) x o Lz 0)1(F) qui fait passer des données choisies pour L'({) a ces
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nouvelles données. Comme ci-dessus, il s’en déduit un isomorphisme
Wz p) s D (RN (F)) = Dgzom,A@(R/(cn(F)).

Le transfert comute au recollement donc celui-ci envoie (f; ) )1 sur (fiw)i/@l. 0

envoie 8(=C)y sur o(z, p) " (8(:0)1) = 1(z: p)"" 0 (1)) <<<>> On a done
(A1) SREE e, BG0N B (7,70 =

Sgégi)\(é)l@(z, p)L,* o (L(Z)M,*)_l((;(f)l)’ Bi, (fiw)i/(é)l)-
e A0 (R'(C) (F)) Il est de

la forme @ +— X, ot A, , est une certaine fonction continue sur R'(¢),(F) que nous
allons calculer. On simplifie les notations en supprimant autant que possible 5 et z des
notations. On pose A=A, - On conserve les indices 1 pour les termes associés aux
données en ¢ et on les convertit en indices 2 pour ceux associés aux données en z(.
Par exemple, on note A; et Ay les termes notés précedemment A(C )1 et A(2();. Soit
;€ R!(F). Notons 7’ sa projection dans R'(F) et choisissons 7, € R)(F) se projetant
sur r’. Par définition

Le composé (¢(2)M)™! o u(z, p)¥ est un automorphisme de C>

A(ry) = MM () IR ().
Fixons | € L(F) semi-simple et assez régulier et I' € L'(F) de sorte que leurs classes
de conjugaison stable se correspondent. C’est possible puisqu’on a supposé L' relevant.

Fixons des éléments I} € L' (F) et I}, € L} (F) se projetant sur I’. Notons (a1, as) 'élément
de L) (F) xpry Ly(F') tel que (r],75) = (a1l}, asly). On a I'égalité

NE(r,rh) = A(a, as) NE (14, 1) = No(an, az) Ao (T, DAL (15, )7

On introduit m € M(F), m, € M!(F) et m/, € M}(F) vérifiant des conditions analogues

t (b1,02) € M{(F) Xy My(F) tel que (r],75) = (bym), bomj). On a une relation
analogue & celle ci-dessus. On se rappelle que A;(m}, m)A;(I5, 1)~ = A;(mb,m; 15, 1)
pour ¢ = 1,2. On obtient

(12) S\(Ti) = M (b1, ba) N (ar, az) A (i, ms 1, 1) Ao (i, ms 1y, 1) 7

On calcule les facteurs de transfert ci-dessus en utilisant les définitions de [I} 2.2.
Pour rendre les calculs plus clairs, on modifie les notations de cette référence : on y avait
deux séries d’objets, la deuxieme étant soulignée (T', T, etc...) ; on affecte maintenant la
premiere série d’un exposant M et la deuxieme série d’un exposant L; d’autre part, on
conserve les indices 1 pour le facteur A; et on les transforme en indices 2 pour le facteur
A,. On fixe des diagrammes (m/, BM', 7™M BM TM m) et (I', BY, TV, B*, T" 1) et on
utilise ces diagrammes pour calculer les deux facteurs. De méme, on utilise les mémes
a-data et y-data. On suppose que ces y-data sont triviales sur les orbites galoisiennes
asymétriques. Montrons que les facteurs A;; sont les mémes pour les deux facteurs.
Considérons par exemple les facteurs Ay (I',1) et Apro(l',1). Ce sont des produits sur
les orbites pour I'action de I'r dans Z(TL)res,md. Le Levi L détermine un sous-ensemble
SH(TE) vesing © X(T)resing- Les contributions de ce sous-ensemble aux deux facteurs
sont les mémes par définition. Pour a5 € S(TF),esing — X (TF )res ind, 'orbite galoi-
sienne de ;.5 est asymétrique (un sous-groupe parabolique Pe P(L) invariant par I'p
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détermine une partition de X(T),cqing — 2Y(TF)esina €n deux ensembles opposés in-
variants par I'r). Puisqu’on a supposé les yx-data triviales sur les orbites asymétriques,
la contribution de X(T%),cs.ind — S5 (TY)res.ina €st égale & 1. Cela démontre 'assertion.
Donc

(13) Al(mlla m; lllv Z)AZ(méa m; léa l)_l = Al,imp(mlla m; llla Z)AZ,imp(méa m; léa l)_l-

Le tore U = (TM x TL)/diag_(Z(Gsc)) qui intervient dans les définitions est le méme
pour les deux facteurs. Le cocycle V' a valeurs dans ce tore est aussi le méme. Les termes
A valeurs dans U sont ¢ = (Csc, Csc) pour le facteur Ay, et 2§ = (2scCse, 2seCse) pour le
facteur A ;,p,, Ol On a écrit C ¢ 0. Les tores Sy et Sy sont différents. Introduisons le tore
TM produit fibré de TM, TM et TM au-dessus de T™' et le tore analogue T4. Notons
312 le produit fibré de 31 et 3, au-dessus de Z(G). Posons Sio = (T4 x TL) /diag_(312).
Il y a des homomorphismes naturels d’oubli d'une série de variables

Sl2

v D1 N\ P2
Sl 52

Posons v = (u!, ud?, € M. définissons de méme v, notons vy, limage de

(4 (1)) dans Sp,. Alors pi(v12) = v; pour i = 1,2. De plus, le couple (V, v12) définit

vi)

un élément de H'(T'p; U g S12). Pour i = 1,2, on a donc (V,v;) = p;(V, v12) en notant

encore selon notre habitude p; : HY(T'p; U g Si2) = HY(Tp; U =y S;) 'homomorphisme
déduit fonctoriellement du p; précédent. Par une propriété de compatibilité, on obtient

~

Aot 1) = 4 < Vo) (1), Q) =7, sti =1,
1,4mp ERA) < (‘/7 1/12), (ﬁz(%),zC) >*1’ sidi=2,

ot p; : H (W S L U) — H (Wp; Sio 1 U) est dual de p;. Donc
(14) Al,imp(mlla m, llla Z)AZ,imp(méa ms; l/27 l)_l =< (Vva V12)7 (‘7127 Z) >,

ott Vip = ﬁl(f/l) pQ(VQ) Le tore dual ‘3: est le quotient de TM x TM x TM par le
groupe {(t1,t,t) € TM", ;titat = 1} plongé par (t,t9,1) (&1(t1), & (t2), t). Le tore Syy
est le sous-tore de €M x L x T, formé des (tY ¥ t,.) tels que j(ts) = tM(tX)~" (les
notations sont adaptees de [I] 2.2; il faut aussi mettre sur ce tore une action galoisienne
définie comme dans ce paragraphe). Notons 1711‘24 , f/lg et \712786 les trois composantes de
Via. X 3
Calculons Vi5(w) pour w € Wg. Il convient de choisir (g(w),w) € G'(¢) tel que
adg(w) oWG = We g et (g:(w),w) € G’ (2€) tel que ad, () QWG = Wey(,¢)- Puisque §'(C) =
@’(C JR', on peut certainement supposer que (g(w),w) appartient a R’. On pose plutot
g(w) = r(w) € R. Puisque G'(¢) et G/(2¢) ont en commun le Levi standard M’ on peut
supposer que leurs actions galoisiennes coincident sur ce Levi. Donc g, (w) = m’ (w)r(w),
avec m/(w) € Z(M'). Puisque ce groupe est produit de Z(M")° et de Z(G'(2()) et que
'on peut modifier g.(w) par un ¢lément de ce dernier groupe, on peut méme supposer
m'(w) € Z(M')°. On pose & (r(w),w) = (Gi(w),w), &(m/(w)r(w),w) = (G(w), w). On
a Vi(w) = (¢ (w)™h G(w), tre  (w) Hre o(w)) (ici encore, on affecte d’un indice 1, resp.
2, le terme provenant des données en 5 , Tesp. zgt ). Dans les termes t7. ;(w) interviennent
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des termes n(wpr(w)) et Fprr(w). Ce sont les mémes pour i = 1,2 et ils disparaissent
dans le quotient ci-dessus. De méme, les termes r(w) disparaissent. Donc

(15)  trea(w) e p(w) = e g (W) e (Wrn g (w))m' (w) ™
() Wre ) (W) e g (W)

Considérons les termes 7. ¢ (W) et figr ) (Wre g (w)). En remplagant dans leurs
définitions G’ (5) par L' (5) et en utilisant la paire de Borel épinglée de ce groupe que
I'on a fixée plus haut, on obtient des termes 7. 1) (w) et iy (wre 1@ (w)). Montrons
que : A

(16) il existe x € T tel que

~

'f’TL,G'(é) (w)ﬁG,@ (WTL,G'(é) (w)) = zwpe <x>7172TL,L’(§) (w)”y(f) (WTL,L/(@ (w))

pour tout w € Wp.

On supprime les ¢ le temps de cette preuve. Si L’ était standard dans G, les termes
pour G’ et L' seraient égaux et l'assertion serait claire. En tout cas, on a 1’égalité
wre g (w) = wre (w) par définition. Notons simplement w(w) = wrr g(w) et 1 = Ny,
La section de Springer n est relative a la paire de Borel épinglée fixée £ de G'. No-
tons (B’,T’) la paire de Borel sous-jacente & &£. On rappelle que B’ = BN G’ et
7" = T%°. Fixons un sous-groupe parabolique P’ € Pé/(ﬁ’ ) invariant par I'r. Notons
Bé le sous-groupe de Borel de G contenu dans P’ et dont D'intersection avec I/ coincide
avec celle de B'. On peut compléter la paire (Bé, T ) en une paire de Borel épinglée éé

conservée par I'r, de sorte que sa restriction a L’ soit la paire de Borel épinglée de L.
De cette paire se déduit une autre section de Springer pour G’ dont 7y est la restriction
pulsque I est standard pour cette paire. Soit gug € G “p tel que ad, , envoie & sur

é'ﬁ Cest un élément de Gy, '+~ D’apres [K] lemme 1.6, on peut le relever en un élément

g € G'FF Cet élément normalise 7" donc définit un élément v € WY Par transport

de structure, on a n;,(w(w)) = gi(u " w(w)u)g~t. Pour uj,uy € W, on a l'égalité

n(uiug) = t(uy, ug)n(uq)n(uz) (cf. [LS] lemme 2.1.A) ou

t(uy, ug) = H a(—1).

a>0,u7 ! (a)<0,u; tult (a)>0
Ici les e parcourent les racines de T’ dans (7 et la positivité est relative a B’. On calcule
(v w(w)u) = tu™ ww)u)i(u ) w(w), w)ilw(w))n(u),
A(u™) = t(ut u)n(u) "t
d’ol
v ww)u) = tu™ ww)u)t(e™, u)u " (tH(w(w), w)n(u) " a(w(w))n(u).

On calcule

tu ™ w(w)u)t(u™" u) = 1T a(—1).

a>0,u(a)<0,u~w(w)~lu(a)<0

Mais ce produit est vide. En effet @ > 0 équivaut a u(a) >; 0 ot >4 est l'ordre
défini par Bj. Par définition de ce Borel, les conditions u(a) < 0 et u(a) >4 0 inter-

disent & u(a) d’étre dans L'. Pour les racines hors de ce Levi, w(w) conserve l'ordre
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>4 Done w(w) Mu(a) >4 0 puis v 'w(w) tu(a) > 0. Cela démontre I'assertion. Donc

tlu™ w(w)u)t(u=t u) = 1. On en déduit
i (w(w)) = tww),u)z™ i (w(w))z,

ot z = gn(u)~!. Cet élément x appartient & TS’C ~ TSLC' Puisque ¢ est fixe par I'p, u 'est
aussi. Puisque la section de Springer est équivariante par ', nn(u) est fixe par I'r, donc
x aussi. Alors n(w(w))z = w(x) o we (x)n(w(w)) = wye (x)n(w(w)). D’ou

i (w(w)) = tw(w), vz wre (2)i(w(w)).

Les termes 77z o (w) et 77z (w) sont des produits sur les racines . En fait, 7pr 1/ (w)
est exactement égal a la contribution a 7rr ¢/(w) des racines dans L'. Comme on l'a
remarqué, les racines hors de ce Levi appartiennent a des orbites asymétriques pour
lesquelles les y-data sont triviales. Pour un couple (O, —0) de telles orbites, on peut
supposer que O est formé d’éléments positifs pour 'ordre >4. On voit alors que

P qr(w)ipe p(w) ™ = H a(-1).

= —1
« hors de L’,a>0,a>ﬁ0,wTL (a)<0

Puisque wrz = w(w)we et que Paction we préserve B, la condition wy(a) < 0
équivaut & w(w) " (a) < 0. Pour a hors de I/, w(w) préserve l'ordre >;. La condi-
tion a >4 0 équivaut & w(w)~*(a) >4 0. Le produit ci-dessus est donc sur I'ensemble des
a hors de L/ tels que a > 0, w(w) (@) < 0 et w(w) (a) >; 0. Mais alors, la condition
« hors de L/ devient superflue car les deux dernieres relations interdisent a a d’étre
dans ce Levi. En remplagant la condition w(w)~*(a) >4 0 par la condition équivalente

u'w(w)(a) > 0, on obtient I’égalité
Pro e (W)ig p(w) ™ = tHw(w), u).

En rassemblant ces calculs, on obtient (16).

Remarque. On n’a pas pris soin du sens des indices sc. L’élément x construit ap-
partient a CA?'SC On n’aura besoin que de son image naturelle dans Gse.

On effectue les mémes constructions pour les données relatives a z¢. Cela nous fournit
deux éléments 1 et x2. On a évidemment I'égalité ir. 1 (w) = "A;TL,L'(ZE) (w). OnAa ajNusté
p de sorte que ad, transporte la paire de Borel épinglée de L'(¢) sur celle de L'(2(¢). 1l
en résulte que

ﬁL'(zé) (WTL,L/(zf) (w)) = /Jﬁy(f) (WTL,LI(@ (w)p™!

A ce point, la formule (15) se récrit

tTLJ(w)fltTLQ(w) = Twrt (1’)717%/(5) (WTL,Lf(é) (w))m%w)flpﬁy(f) (WTL,L/(@ (w))~p7t,
ot x = mz,". Utilisons encore que ad, : L'(C) — L'(2¢) est équivariante pour les
actions galoisiennes. On a WG = ad, ) © wg et Wr(,6) = adyy (wyr(w) © Wg. De plus

p € Z(R) donc commute a r(w). Alors I'égalité wy, ¢ o ad, = ad, o wy, entraine que

i/ (w)we(p) € Z(L/(C)). Done cet élément commute & ey (Wre g (w)). Alors
tTL,l(w)_ltTL,2<w) = TWrL (x)_lﬁy(g”) (WTL,LI(C”) (w))wg(p)wg(p)_l
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m'(w)_lpﬁy(é) (WTL,L/(@ (w))~'p™

= wwrs(2) o (@Wre e (W) we(p)iy @ (Wre 1 (W) welp) m/ (w) ™
= zwre (z) " wre(p)we(p) ~'m/ (w) 7,

puisque ad; o wg = wrr. On obtient

L@ @Wre, 1 (W)

Vis(w) = (G(w) ™ Go(w), 2wre (2) " wre (p)we(p) ~m! (w) ™).

On a effectué les calculs dans le tore TL X T L x TE. En fait V12(w) appartient au tore
‘3:12 qui est un quotient du précédent. En particulier, pulsque m'(w) € Z (M ") C 709,
on peut multiplier Pexpression précédente par (1, & (m!(w))~!, m/(w)) qui appartient au
noyau de la projection. On obtient finalement

V() = (G (w) ™", G(w), zwre (@) " wre (p)wa(p) ™).
oit Gy(w) = Ex(m’(w)) " Ga(w). Notons que &y(r(w), w) = (Gh(w), w).

On calcule de méme les composantes V12 (w) et Vigse(w). Le calcul est beaucoup
plus simple pour V12 (w) puisque le groupe M’ est le méme pour les deux données et est
standard. La conjugaison par p n’intervient plus. On obtient

Vi (w) = (Gu(w) ™, G(w), 1),

‘712,sc<w> = xileL <x>wG (psc)wTL (psc>717

ol, comme toujours, ps. est un élément de G sc qui a méme image que p dans G Ap- A ce
point, on voit que I’on peut supprimer les x des formules ci-dessus en multipliant (‘712, z)
par le cobord de I'élément (1 1) e Sia.

Introduisons le tore T 15 quotient de TM X TM par ™ plongé par 51 X §2 Notons
Sz le sous-groupe des (1M t5 t,.) € Tf‘g X L x TE tels que j(tse) = tM(tX)". On a
un diagramme commutatif

Sur = TE
{ ) {
S, WU

La fleche 1 — 6 du haut est (tM thts) — (1 — 0)(ts) L. Le tore TH s’envoie naturel-
lement dans Tm donc =ML genvoie naturellement dans Syy. Cest la fleche verticale de
gauche. La fleche verticale de droite est tg. — (1,ts). On vérifie que tous ces homomor-
phismes sont équivariants pour les actions galoisiennes. De ce diagramme se déduisent
des homomorphismes duaux

HTrU S Sp)  x  HY (Wp S = 0)
1 T
Hl(FF,T(II:iL)_GEML) X H1<WF,2ML1_—>6T£)
ou bien sur, Yz, est le tore dual de YL Puisque z € Z(M)FFv et puisque I'image de

ce groupe dans G 4p est connexe, on peut SUpposer zy. € Z(MSC)FF’Q0 C (TSJ‘C”)FF’O. Donc
I’élément (2., 1) appartient a U7, Or ce groupe est le noyau de l’accouplement avec
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HY Tp; U = S12) ([KS], lemme A3B). Dans la formule (14), on peut donc remplacer le
terme z par (1, z,.). Pour w € Wg, posons

Xpfp(w) = (Gw) ™ Gw)) € T, Xip(w) = Vi(w) € T

XMLvsc(w) = ‘712,30(,1‘0) E Tsc ~ Tslé

les deux derniers termes étant débarrassés des x comme on 'a dit ci-dessus. On note
Xarp(w) = (XM, (w), XEp(w), Xarp.se(w)). Clest un élément de 3y, On vérifie que le
couple (Xyrz, 2s¢) est un cocycle et définit donc un élément de H'(Wp; S uL Y TSLC) Le
cocycle (Vig, (1, z,)) est Pimage de cet élément par la fleche de droite du diagramme ci-
dessus. Notons v, 'image naturelle de v, dans ;7. L’image par la fleche de gauche
de (V,v12) est (VT_Ll,ad’ vy ). Par compatibilité des produits, (12) se récrit

Al,imp<m/17 m, l/17 Z)A2,imp<ml27 m; ll27 l>71 =< <V1:L1,ad’ VML)7 (XML7 Zsc) >

Le tore TY dual de TAf‘g est le produit fibré de TV et T au-dessus de TM'. Alors ¥y,
est le quotient de T} x 7.5 par I'image antidiagonale de 315 (ce groupe est un sous-

groupe de 75 et il s’envoie naturellement dans 774). On note abusivement ce quotient
(TYM x T5)/diag_(312). On a introduit des éléments 7 € R\ (F), vy, € Ry(F) et v’ €

R'(F). Supposons-les assez réguliers. On note leurs commutants T, TF et TF et on
introduit leur produit fibré 7% au-dessus de de T (I'exposant R est ici formel, il n’y a
pas de groupe R). On introduit les tores

Sure = (Tiy x T x Ti5) [{(z", 27, 25) € (312)%; 2M 2120 = 13,
Sur = (Tiy x Tf3)/diag—(312),
Sre = (Tf x Tiz)/diag—(312),
avec les mémes abus d’écriture que ci-dessus. Il y a des homomorphismes

ZMR X ZRL Z]ML

(17) p v

ZMRL

Celui de gauche est (tM 1), (u®f, t¥) — (tM, tRu t7), celui de droite est (¢t t")
(tM 1,¢). On en déduit aisément un diagramme d’homomorphismes duaux

H'(Tp; T = Yumr) X H' (W3 S = T2
I o
(18) HY(Tp; T = Sarne) X H (Wi Sy, = T3)
4 +

(H(Tp; Sarr) x H T TS Sar)) x (HY (Wi Syr) x H' (Wes Spr = TE))

Le tore Xypp dual de Xy est le groupe des ($M, ¢7, t7 ¢MB 4BLYy ¢ TM 5 TR 5 1L x

T x T, tels que j(tMB) = tM(tR)~L et j(¢BL) = tR(¢£)~! muni d’une action galoisienne
convenable. Pour w € Wy, posons

Xyipo(w) = X3, (w) € TA1]\247 Xiipn(w) = (Gi(w) ™ Gy(w)) € TAl@a
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Xirre(w) = Xip(w) € 745, XJ\%?L se(w) =1, X]\}ZI]/%L,SC<U}> = Xurse(w) € T
On note Xygrr(w) I'élément (X%RL(w)aXﬁRL(w)aXJ%/[RL(U’)aXﬂ%gL,sc(w)aXﬁ%L,sc(w))
de 2MRL. On vérifie que le couple (Xyrr, 2sc) €st un cocycle et définit un élément

de HY(Wp; S MEL g TSLC) Le cocycle (Xyrr, zse) en est I'image par la fleche de droite
supérieure du diagramme ci-dessus. Par compatibilité des produits, on en déduit

Al,imp<m/17 m, l/17 Z)A2,imp<m/27 m; ll27 l>71 =< (ijLlﬂdu VMRL>7 (XMRL7 zsc) >7

olt v rry, est Vimage de vy, dans Ypsgr. Notons py, 5 Uimage naturelle de ((p, pd?), (uf, pdt)=1)
dans ¥y, et vgr I'image naturelle de ((uft, pult), (vf)™1) dans Xgz. On vérifie que vy pr
est 'image de (py,p, Vrr) par la fleche de gauche de (17). On vérifie aussi que p,,p €

e = HY(Tp; Zarr) et que (Vle,adaVRL) définit un élément de H'(T'p; T =y YRre))-
Donc (V! Vare) est Vimage de (py g, (Vor' . p Vr2)) Par la fleche de gauche inférieure

de (18). Par compatibilité des produits,
(19) Al,imp(mlla m; lllv Z)Aliﬂw(m;’ m; lé? l)il =< HpyR; XmR >

< (VT_Ll,adayRL)a (XRL, Zse) >,

ou (Xyr, Xgrr) est 'image de Xy gy par 'homomorphisme dual de celui de gauche de
(17).

Pour w € W, Xyp(w) est I'image de (X3 z (w), X {5y (w), X375, . (w)) dans S ME.
Notons M/, le groupe dual du produit fibré M! x,; Mj. On a l'inclusion naturelle
diagonale Z(M!,) — Spz. On voit que Xyp est I'image par cette inclusion du co-
cycle w — (G(w)™Y, ¢G(w)) € Z(M,). On se rappelle que & (r(w),w) = ((i(w),w),
E(r(w), w) = (¢(w), w). Alors le cocycle précédent est 'inverse du cocycle qui définit le
caractere AM | cf. [T] 2.5. En reprenant la preuve du lemme [I] 2.5, on calcule

(20) < Wprps Xarr >= A (by, by).

Notons L’12 le groupe dual du produit fibré L} x 1, Ly. On se rappelle que le recollement
est ici relatif non pas aux homomorphismes 51 et 52, mais aux homomorphismes 51 et
& o ad,. On a & o ad,(r(w),w) = (& (pwe(p) ™) (w), w). Le caractere AL est donc
défini par le cocycle w — (Cy(w), & (we(p)p )¢ (w)™) € Z(L},). Ce groupe s'envoie
naturellement dans $p;. Notons D le cocycle de Wg a valeurs dans SR qui est I'image
de I'inverse du précédent. Introduisons le tore J>RL formé des (tR th tse) € TR xTL x Tsc
tels que j(ts.) = t(t¥)~!, muni d’une action galoisienne similaire & celle sur Ypy. Il y
a un homomorphisme naturel YVrr — Spr. On se rappelle que p € Z (R) Donc, pour
w € Wp, we(p)p~* appartient a Z(R) N T%° c TF . Posons

YI?L(w) = wa(p)p™" € TRlv YI%L(U)) = wri(p)p™' € TLu Yri,se = We(pse)wre (pse) ' € Tsm
puis Yz (w) = (VA (w), Y (w), Yar.se(w)) € Ygo. Il y a un homomorphisme naturel
P VYrr — Brr. Pour w € Wr, Xpr(w) est 'image de (X pp (w), X pp (w), XﬁLRL7SC(w))
dans 3 gy . On vérifie que Xpy, est le produit de D et de p(Yry). Plus précisement le cocycle
(Xre, Zsc) est le produit de (D, 1) et de (p(Yrr), 2sc). Le produit < (V! . vge), (D, 1) >

se CalculeAcomme on a calculé < py,p, Xy >. Il vaut )\L(al, az)~1. Notons Ygry, le tore
dual de Ygr et p : Yrr, — YVgr 'homomorphisme dual de p. Par compatibilité des
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produits, le second produit est égal a < (VT_Llad,yRL), (Yrr, 2s¢) > ot yrr = p(VrL).

D’ou

< (VT_L{adayRL)a (XRL, 2sc) >= )\L(al,(h)_l < (VT_L{adayRL)v (Yre, 2se) >
Revenons & Iégalité (12) ot on rétablit les indices z et p de A, utilisons (19), (20) et
I’égalité précédente. On obtient

(21) 5‘Z,p(rll) =< (Vo

T ad’yRL)7 (YRL7 Zsc) > .

)

On se rappelle qu’au cours de la démonstration, on a du ajuster p de sorte que ad,
envoie 1'épinglage fixé de L'(() sur celui de L'(2¢). Pour cela, on a multiplié p par un
élément de Z(R) NT?°. On peut maintenant oublier cette modification, car la formule

(21) y est insensible. En effet, si on multiplie p par p/ € Z (R) NT%0 cela ne change que
Yrr, qui est multiplié par le cocycle Yy, défini par

Vi (w) = (we(p)(0) " wre (o) (0) 7 walpe)wre (ple) ™).

Or le couple (Y};,1) est le cobord de 'élément (o, p',1) € Vgr, donc disparait par
passage aux groupes de cohomologie.

Considérons I'ensemble des couples (z,p) € Z x Z(R), tels que z(1 — 0)(p)~! €
A (ﬁ)FF . C’est un groupe qui se projette sur Z. Fixons-en un sous-ensemble fini Z tel
que la projection Z — Z soit surjective et que ses fibres aient toutes le méme nombre
d’éléments. La formule (21) est valable pour tout (z, p) € Z. La formule (10) & prouver
est équivalente a

L' (261 pe L oje \E(O1 _
( Z;z SR’(Zﬁ)l,A(zé)l(‘s(Zol’ B, (fr.) ) =0,
zZ,p)EZ

ou encore

I1 suffit pour cela de prouver que

Yz o)t o ((2)M)THE(COh) =0

(z:p)EZ

et il suffit encore de prouver

22 ¥ A0 =0
(z:p)E2Z

pour tout 7} dans un voisinage du support de §(¢); dans R'({)1(F).

A

Supposons que 'on soit dans le cas (7), c’est-a-dire que R ne corresponde pas & un
Levi de GG. On choisit

Z = (Z(M)T0 0 (Z(L)F (1 = 0) o m(Z(Ry)TF))) ) Z(G)F 0.

Notons Z, Pensemble des (z, p) € Z x w(Z(Ry.)"") tels que 2(1—0)(p) ' € Z(IA/)FFA Ap-
pliquons les calculs précédents & un couple (z, p) € Z,. On peut supposer p,. € Z(Re)'F
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et p = m(pse). Le terme (1, p, pot) appartient & Ygr. On peut remplacer (Y, zs) par
son produit avec le cobord associé cet élément. Ce produit n’est autre que (1,7s.),
Ol Toe = Zge(l — 0)(pse)™ € TETF. On a éerit 2z = 7(1 — 0)(p). On voit que 7y a
méme image que 7 dans G ap. Donc 7,, € Z (ﬁSC)FF . Notons encore 7, son image dans

Z (L)' /Z(Lse) 70 et notons u* I'image de VT_Ll,ad dans H'(T'g, Lag). On obtient que

S\Z,p est la fonction constante de valeur < u”, 7,, >, ot il s’agit du produit sur
HY T p; Lag) X Z(Lge) "/ Z (L) .
L’homomorphisme
Z(Gse)'™ | Z2(Gse) ™ = Z(Le)' /Z(Lee) T

est surjectif. Choisissons v € Z(@SC)FF/Z(GSC)FF’O qui s’envoie sur 7,.. Notons u I'image
de v’ dans Hl(FF, Gap). Alors la valeur de S\W est aussi égale a < u,v >, ou il s’agit
du produit sur

H Tp;Gap) X Z(Gse) 7/ Z(Gge) .

Pour construire Vi, cf. [I] 2.2, on a fixé une paire de Borel épinglée £ de G et on a énoncé
I'égalité dVyr = dug dans H*(T'r; Z(Gsc)). Lapplication o +— ug(0).q est un cocycle
a valeurs dans G 4p dont la classe de cohomologie ne dépend pas de £. Notons-la ug.
Parce que 'application HY(T'r; Gap) — H*(Tr; Z(Gsc)) est injective, 1'égalité rappelée
ci-dessus montre que u = ug. Par 'accouplement ci-dessus, ug définit un caractere de
Z(Gsc)'r. Notons Ann(ug) C Z(Gge)'F le noyau de ce caractére et v, l'image de
v dans le quotient Z(Gge)" /Ann(ug). On a effectué divers choix pour construire cet
élément. Mais le résultat de notre calcul montre que celui-ci ne dépend pas de ces choix.
On a donc une application

§0 — Z(GSC)FF/Ann(uG)
(Zap) = Vz,p-

C’est un homomorphisme a valeurs dans un groupe fini. Notons J son image. Fixons un
sous-ensemble Z, de ’ensemble de départ se projetant bijectivement sur J. Fixons aussi
un sous-ensemble Z, se projetant bijectivement sur Z. Notons Z ’ensemble des produits
(21, p1)(22, p2), pour (z1,p1) € Z; et (22, p2) € Z,5. On vérifie que les deux projections

Z

4 p
Z J

sont surjectives et toutes leurs fibres ont méme nombre d’éléments. La somme (22) est
donc proportionnelle a
Y <uv>.

veJ

Pour démontrer la relation (22), il suffit de prouver que J # {1}. On utilise le lemme 2.1
de [A4] : puisque R ne correspond pas & un Levi de G, Pimage dans Z(Gge)'F /Ann(ug)
du groupe Z(Gge)'F N Z(Ry) 70 nest pas réduite a Uidentité (Arthur énonce ce lemme
apres passage a une forme quasi-déployée, mais c¢’est équivalent a notre assertion). Il nous
suffit de prouver que, pour tout v € Z(Gse)'" N Z(Ry)'70, on peut trouver (z,p) € Z,
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et effectuer les divers choix nécessaires de sorte que v soit 1’élément associé ci-dessus a
(z,p). Rappelons les deux égalités

Z(Ree)'70 = Z(Rye) FO0(1 = B)(Z(Rye)'+0),

Z(R )I‘F,é,OZZ(M )I‘F,é,OZ([A/ )Fp,é,O.
Un élément v € Z(GSC)FF N Z(R )TP0 peut done s'éerire v = (77,) " z,e(1 — 0)(p2l),

Sc
avec 7., € Z(L, )FF’GO, Zse € Z(M )FF’GO et pse € Z(Ry)'0. Posons z = 7(zs). On
a Zge = Tee(l — 9)(,03c), ol Tge = TLU € Z(LSC)FF Donc (z,p) € Z,. On peut choisir
les éléments pg. et 2z pour effectuer nos calculs. L’élément 7,. apparaissant plus haut
est celui que 'on vient de définir et on peut ensuite choisir v comme relevement dans
Z(Gse)'r de image de 7, dans Z(L.)'F /Z (L) 70, Cela prouve Dassertion et achéve
de prouver l'assertion (iii) de la proposition dans le cas ou R ne correspond pas a un
Levi de G.
Supposons maintenant que I'on soit dans le cas (8), c’est-a-dire que R corresponde a
un Levi de GG donc aussi a un espace de Levi R de G et que le support de é soit contenu
dans I'ensemble noté R'(F)°* en (8). On prend Z maximal, ¢’est-a-dire

Z = (2D 0 (Z(L) (1= 0)(Z(R).))/2(G)"

et on note Z, I'ensemble des (z,p) € Z x Z(R), tels que z(1 — 0)(p)~* € Z(L)'*. Soit
(z,p) un élément de cet ensemble. On peut supposer que R est inclus dans M et L. Le
triplet R’ = (R, R/, () est une donnée endoscopique elliptique de R mais elle n’est pas
relevante. Fixons un élément assez régulier ry € R(F). Bien qu’il ne corresponde & aucun
élément de R} (F), on peut lui associer une partie des données que 1'on a associées a [ ou

 le tore T/ (commutant de Rru) le tore TR’ /(1 = 0)(T) (ou ici 6 = ad,,), un

element 1/ﬁ € TR et son image u dans T, une cochaine VTR Posons

Ve = (T < T < TE) {27, 2, 2) € Z(G)%; 27 2 24 = 1}

(par abus d’écriture, on ne distingue pas un élément de Z(G) de ses images naturelles
dans différents quotients);

YR = (T x T}) /diag (Z(G)),

V= (TF % T diag-(Z(G)).

Leurs tores duaux se décrivent de facon similaire aux précédents, par exemple VR et
le groupe des (t%, tf/ th i fhy ¢ TR x TﬁR' x T8 x T, tels que j(tf#) = tR/(tfl)*l,

?7sc ) Vsc

j(t8) = ¥ (t*)~". On a un diagramme similaire a (18) :

Hl(FF§ TaLd 1;>0 yRL) X Hl(WF§ ;)A}RL 1;0 TSLC)
{ ) )

HY(Tp; TY = Yrir) X H'(Wp; j}RﬁL = Tch)
T !

HOCp; Vig) x H (T T Vo) % HY (Wi Vg) x HY(Wis Ve, = TE)
Pour w € Wg, posons

Yrsr (w) = (wa(p)p "t wap)pt wre(p)p ™, 1, wa(pse)wre (pse) ™) € Ve
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Le couple (Ygsr, 2sc) définit un élément de H'(Wp; JA/Rﬁ i TL) qui s’envoie sur (Yzz, 2s.)
par I’homomorphisme en haut a droite du diagramme ci-dessus. Notons ygy;, 'image de
(nf,1, (1)) dans Ygyr. Alors (VJTLl’ad,yRﬁL) est I'image de (VEL{ad,yRL) par I’homo-
morphisme en haut a gauche du diagramme. Par compatibilité des produits,

< (Vle,ad,yRL), (YrL, 25e) >=< (Vle’adayRﬁL)a (Yrir, 2sc) >

Notons ygy I'image de (u®, (#f")™") dans Vgy et yyr, celle de (uff, (v*)~") dans Yy, Pour
w € Wg, posons

Yig(w) = (wa(p)p™" s wa(p)p™" 1) € iy,
}/ﬁL(w) = (wG(p)p_lv wrL (p)p_lawG’(psc)wTL (psc)_l) € j}tiL-

Le cocycle (V7' . yrer) est I'image de la paire de cocycles (ygs, (Vi 4 y22)) par la fléche

en bas a gauche du diagramme. La paire (Yry, (Yir, 2sc)) est I'image de (Ypyr, 2sc) par la
fleche en bas a droite. Par compatibilité des produits, on obtient

(23) < (quLl’adayRﬁL)a (Yryr, 2sc) >=< ynrs, Yrs >< (VT]{ad7yuL), (Yir, zsc) > .

Montrons que
(24) < <VT_L1,ad’ yﬁL)7 (Y&Lu zsc) >=1.

Posons Uy ;, = (IESC x Tk)/diag_(Z(Gsc)) et Xy, = (T x T*)/diag_(Z(G)). Notons
gy, Vimage de (4%, p*) dans &;z. 11y a un homomorphisme naturel

1-0

(25)  H'(Tp; Uy S X)) — H'(Tp T S ).

Le couple ((VTR, V'), x;1) définit un élément du premier groupe qui s’envoie sur I'élément

(Vi g ysr) du second. Le tore Xyp, est formé des (tf,t ytse) € TﬁR x T* x T, tels que
J(tse) = tff(t")~" tandis que UﬁL = (TﬁR x T /diag(Z(Gsc)). Pour w € Wy, on pose

XtiL(w) = (wG(p)p_la WrL (p)p_lawG’(psc)wTL (psc)_l) S )E'tiL-

Alors (X;r, (1, zs¢)) définit un élément de H'(W; ?QL Ly UﬁL). C’est 'image de (Y1, 2sc)
par ’homomorphisme dual de (25). D’ou 'égalité

< (Vle,ad, yﬁL)u (mLu zsc) >=< ((VTR7 VTL ) xﬁL)7 (XﬁL7 (17 zsc)) > .

Le triplet (p, p,1) appartient a XﬁL. On peut multiplier (Xyz, (1, 2.)) par le cobord de
cet élément. On obtient un cocycle qui est I'image par 'homomorphisme naturel

UﬁFLF = HO(WF; UﬁL) — Hl(WF; /YA'ﬁL 1—>_0 UﬁL)
de Pélément ug;, = ((1 = 0)(pse) ™", 2se(1 — 8)(pse) ™) de UﬁFLF Donc
< ((VTR,VTL> wyr,), (Xan, (1, 250)) >=< (VTR,VTL) ugp, >

On sait que U;;F ¥ est contenu dans le noyau de l'accouplement intervenant ici. On va
montrer que uy;, appartient a ce sous-groupe, ce qui prouvera (24). On écrit

Uyr, = (zs_c17 1)(7—307 Tsc)
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Ol Tye = 25e(1 — é)(psc)_l. On a supposé z,. € Z(MSC)FFvévo, a fortiori .. € Z(RSC)F“O.
Le couple (zs, 1) (ou plutét son image dans Uy;,) appartient donc a UﬁFLF 0. L’élément T,
a méme image que 7 dans Gap, cf. (9) pour la définition de 7. D’apres la définition de
Uyr, (qui est un quotient par Z(Ggc)), on peut aussi bien remplacer 7, par un élément
quelconque de G sc qui a méme image que 7 dans Gap. Puisque 7 € Z(L)'7, on peut
supposer Ts. € Z (L) 70, Mais alors (Tse, Tse) € UﬁFLF’O. Cela acheve la preuve de (24).
Introduisons le groupe Ry quasi-déployé et dual de RG’O, c’est-a-dire I'analogue du

groupe Gy de [I] 1.12 quand on remplace G par R. Les tores TF et TﬁR/ se réalisent
1

~

naturellement comme sous-tores de Ry. Pour p € Z(R),, le cocycle w — wg(p)p~" est
a valeurs dans Z(R,) et définit un caractere de Ro(F), cf. [I] 1.13, que I'on note ici .
Ce caractere se factorise par Rgq(F) et est alors trivial sur N¥(R,,(F')). Par un calcul
déja fait plusieurs fois, on a

< yrg Yae >= X, (1" (1) ).
Notons (Roa(F)/NE(Ra(F)))Y le groupe dual du groupe fini Ry q5(F) /N7 (Ra(F)). On

obtient un homomorphisme

Zy = (Row(F)/N"(Ra(F)))"

@0 G e .

Notons J son image. Comme dans la preuve du cas ou (7) est vérifiée, on peut définir Z
de sorte que la somme (22) soit proportionnelle a

> x(u (™).

xXE€J

Il reste & montrer que cette somme est nulle sous 'hypothese de (22).

Comme en [I] 1.13, on déduit de x € (Roup(F)/N®(Ru(F)))Y une application x sur
Ro.a(F) qui vaut 1 sur I'image de Ray(F) par N et qui vérifie Y(z7) = y(z)x(7y) pour
tous © € Ry () et v € Ry up(F). En reprenant les constructions, on vérifie que l'on a
Pégalité NF-R(p') = ,LLR(,uf)*lNR(rﬁ). Donc

X () ™) = R(NTR ().

Reportons-nous aux hypotheses de (22) et (8) : on peut supposer que 7" appartient a
I'ensemble R'(F)°“ défini en (8). D’apres sa définition, on a

> LNTRE) = 0.

XE(Ro,ab (F)/NF(Rap (F)))Y

Pour achever de prouver (22), il suffit de prouver que J = (Ryu(F)/NT(Ru(F)))Y,
autrement dit que 'homomorphisme (26) est surjectif. Puisque (R (F)/N®(Rap(F)))Y
est I'image par p — x, de Z(R)./(Z(R) N T%%)Z(R)"r, il suffit de prouver que 1’homo-
morphisme

A

Zy, — Z(R)./(Z(R)NT")Z(R)'r
(z:0) = p(Z(R)NT")Z(R)"
est surjectif. On a les relations

~

(1=0)(Z(R).) € Z(R)" = Z(G) Z(R)™"°(1 = 6)(Z(R)")
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= Z(G)' Z(M)"0Z(L)M00(1 - 6)(Z(R)T) € Z(M)™Z(L)F (1 — 8)(Z(R)Y).

Soit p € Z(R).. Ecrivons (1—6)(p) = 2771 (1—0)((p/) "), avec z € Z(M)"?, 7 € Z(L)T,
o€ Z(R)Y. Alors 2 = 7(1 — 0)(pp') appartient & Z, (2, pp') appartient & Z, et I'image
par ’homomorphisme ci-dessus est p(Z(R) N T%%)Z(R)"r. Cela achéve enfin la preuve.
UJ

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en 1.9. On a des assertions analogues a (i) et (iii) pour les intégrales
Ig’g(M’ oM B, f). En fait, sur notre corps F' non-archimédien, les hypotheses de (iii)
ne sont jamais vérifiées car, dans la situation quasi-déployée et a torsion intérieure, un
groupe de Levi R’ de M’ est toujours relevant.

Variante. Supposons G = G et a = 1. Fixons une fonction B comme en 1.8. On a
des assertions analogues a (i) et (iii) pour les intégrales IJ\Gf(M’ oM B f ), en supposant
oM A support unipotent (puisque I'on n’a défini ces termes que sous cette hypothese).

1.15 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes endoscopiques
Soient (G, G, a) un triplet quelconque et M un espace de Levi de G.
Lemme. Pour tout M’ € £(M,a), soit dyy € D2, (M) @ Mes(M'(F))*. Supposons

géom
Z transfert(dy) = 0.

M’cE(M ,a)

Alors )
S M) 0
M’ eE(M ,a)

pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)).

Preuve. Par linéarité, on peut fixer une classe de conjugaison géométrique semi-
simple O dans G(F) et supposer que, pour tout M’, dyy appartient a D (Ogp) &
Mes(M'(F))*, ott O, est la réunion des classes de conjugaison géométriques dans M'(F)
correspondant & une classe dans ONM (F). D’apres [I] proposition 5.7, il suffit de prouver
la conclusion de I'énoncé quand la famille (5M’)M'eg(1\7[,a) appartient a l'un des sous-
espaces décrits par chacune des conditions (3), (4), (5) de cette référence. Dans le cas
(3), lassertion résulte du (iii) de la proposition 1.14. Dans le cas (4), elle résulte du
corollaire 1.13. Dans le cas (5), elle résulte du (i) de la proposition 1.14. [J

Soit 4 € Dysom(M(F),w) @ Mes(M(F))*. Grace & la proposition 5.7 de [I], il existe
une famille (8m/)npeg(ii ) aVec dmr € Dig,,, (M) @ Mes(M'(F))* pour tout M, de
sorte que

v = Z transfert(dm).

M'e&(M ,a)

Pour f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), on pose

& X
ISS(y ) = > IUH(M S, f).
M'cE(M ,a)
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Cette définition est loisible puisque le lemme ci-dessus nous dit que le membre de droite
ne dépend pas de la famille (dnr)npcg(ir.a) Choisie.

Soit R un espace de Levi de M et soit 4 € Dygom(R(F),w) ® Mes(R(F))*. Alors on
a I'égalité

(1) IS = > AL DIE (v, £y
LeL(R)

Preuve. Par linéarité, on peut supposer qu’il existe R’ € (R, a) et § € D;ZOm(R’ ) ®
Mes(R'(F))* tels que - soit le transfert de 8. Ecrivons R’ = (R, R’,§). De M se déduit
une donnée endoscopique M’ = (M', M, §). Quitte a multiplier § par un élément de
A (R)FF 79, on peut supposer M’ elliptique. Par compatibilité du transfert a 'induction,

~M est le transfert de oM. Par définition, on a alors
G.E/ M _ 1GE 7 oM/
On applique la proposition 1.14(i) :
195y 8y = N dG(M, L)L (R, 6,57 ).
LeL(R)

Toujours par définition, on a pour tout L I'égalité

g(Rl7 g, ff,,w) = Igg(’)/’ fi,w)'

thx

1

=

L’égalité (1) s’ensuit. O 3
Variante. Supposons que (G, G, a) soit quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons
un systeme de fonctions B comme en 1.9. Pour v € Dysop(M(F)) ® Mes(M(F))* et

f e I(G(F)) ® Mes(G(F)), on définit I]%g('y, B, f) de la méme fagon que ci-dessus. Ce
terme vérifie I'analogue de la relation (1).

Variante. Supposons G = G et a = 1. Soit B une fonction comme en 1.8. Pour
Y € Dynip(M(F)) @ Mes(M(F))* et £ € I(G(F)) ® Mes(G(F)), on définit IS¢ (v, B, f)

de la méme fagon que ci-dessus. Ce terme vérifie 'analogue de la relation (1).

1.16 Le théoreme principal
Soient (G, G, a) un triplet quelconque et M un espace de Levi de G.

Théoréme (& prouver). (i) Soient v € Dgeom(M(F),w) @ Mes(M(F))* et f €
I(G(F),w) ® Mes(G(F)). Alors on a Iégalité

> .
I35 (7, ) = I (7. 1)
(ii) Supposons que (G, G, a) soit quasi-déployé et & torsion intérieure. Fixons un
systeme de fonctions B comme en 1.9.. Soient v € Dgyeom(M(F)) @ Mes(M(F))* et
f e I(G(F)) ® Mes(G(F)). Alors on a Iégalité

G.E e
I75(y, B,f) = []\%(7, B, f)
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Remarque. Quand G est quasi-déployé, G = G, a = 1 et B est le systéme de
fonctions constant de valeur 1, le (ii) a été prouvé par Arthur pour -« a support fortement
G-régulier. Nous prouverons dans l'article suivant que ’assertion (ii) dans notre situation
un peu plus générale se déduit du résultat d’Arthur.

2 Germes de Shalika

2.1 Germes de Shalika ordinaires

Soit (G, G, a) un triplet quelconque comme en 1.1. Soit 7 € Gy (F). Fixons un en-
semble de représentants {u;;1,...,n} des classes de conjugaison par Zg(n; F)) dans l'en-
semble des éléments unipotents u € G, (F') tels que w est trivial sur Zg(nu; F'). On fixe
des mesures sur tous les groupes intervenant. La théorie des germes de Shalika nous
dit que, pour tout i = 1,...,n, il existe un unique germe g;(.,w) de fonction définie au
voisinage de 7 dans G(F), de sorte que, pour tout f € C®°(G(F)) et tout v € G(F), on
ait I'égalité ~ ~

[G</77 W, f) = Z g2</77 W)[G@Uia W, f)
i=1,....,n
pourvu que 7y soit assez proche de 7.

Comme on vient de le dire, ces germes sont définis au voisinage de 7 dans G(F), mais
leurs restrictions & G..,(F) sont d'un intérét particulier. On sait que les restrictions des
gi(.,w) & Greg(F) sont homogenes, c’est-a-dire qu'il existe d; € N tel que

#i(exp(X)n,w)

pour tout X € g, 4(F) assez proche de 0 et tout A € F* de valuation positive ou
nulle. On sait aussi que les restrictions de ces germes a Greg( ) séparent les orbites u,.
C'est-a-dire que 1'on peut trouver des familles (7;)i—1...., formées d’éléments de Gey(F)
aussi proches de 7 que I'on veut, de sorte que la matrice (gZ (75, w))i,j=1,..n soit inversible.
On peut raffiner ce résultat : ﬁxons un sous-ensemble V ouvert et dense dans Greg(F);
alors on peut imposer aux ; d’appartenir a V.

Reformulons les définitions de facon plus abstraite. Soit O une classe de conjugaison
(par G(F)) semi-simple. Considérons I'ensemble U(O) des voisinages ouverts et fermés
U de O qui sont invariants par conjugaison et tels que, pour tout v € G (F), v appartient
A U si et seulement si la partie semi-simple vss appartient a U. Pour un tel voisinage U,
on note D yeom (U, w) le sous-espace des éléments de Dyeom(G(F),w) & support dans U.
Pour une propriété dépendant d’un élément v € Dgégm(é(F ),w) nous dirons qu’elle est
vérifiée 7 pour 4 assez proche de O si et seulement s'il existe U € U (O) tel que la pro-
priété soit vérifiée pour v € Dgé0m<U ,w). Soit E' un espace vectoriel sur C. Considérons
Pensemble des couples (U, g), ot U € U(O) et g : Dgeom(f]) ® Mes(G(F))* — E est
une application linéaire. Disons que deux couples (U g) et (U',¢') sont équivalents si et
seulement s'il existe U” € U(O), avec U” c U N U, tel que les restrictions de g et ¢
2 Dyeom(U") ® Mes(G(F))* coincident. Une classe d’équivalence sera appelée un germe
d’application linéaire sur Dyeom(G(F)) @ Mes(G(F))* au voisinage de O, & valeurs dans

gi(exp(N2X)n,w) =
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E. Un tel germe sera noté simplement g et sera considéré comme une application linéaire
D geom(G(F))® Mes(G(F))* — E, dont la valeur n’est bien définie que pour des éléments
de Dysom(G(F)) ® Mes(G(F))* assez proches de O.

On peut reformuler la définition des germes de Shalika en disant qu’il existe un
unique germe d’application linéaire go sur Dyeom(G(F)) @ Mes(G(F))* au voisinage de
O, a valeurs dans D yeom (O, w) @ Mes(G(F))*, de sorte que, pour tout f € I(G(F),w)®
Mes(G(F)) et tout 4 € Dyeom(G(F),w) @ Mes(G(F))*, on ait 1'égalité

1%(v,£) = I%(go(7), f)

pourvu que v soit assez proche de O. La propriété de séparation des orbites se traduit
de la facon suivante. Soit V un sous-ensemble ouvert et dense dans Greg( ), invariant
par conjugaison par G(F'). Alors

(1) pour tout T € Dy (O,w) @ Mes(G(F))*, il existe ¥ € Dygom(G(F),w) ®
Mes(G(F))*, a support dans V et aussi proche que I'on veut de O, de sorte que go(v) =
T.

2.2 Germes de Shalika et stabilité

Dans le paragraphe précédent, on a défini la notion de germe d’application linéaire
SUr D géom (G(F),w) ® Mes(G(F))* au voisinage de O, & valeurs dans un espace vectoriel
complexe F, quand O était une classe de conjugaison semi-simple par G(F). La définition
se généralise au cas ot O est une réunion finie de telles classes. Dans ce cas, décomposons
O en union finie U;—;,_,O; de classes de conjugaison. Pour tout 7 = 1, ..., n considérons
le germe de Shalika g, relatif & ;. On peut fixer pour tout 7 un voisinage U; € U(O;)
de sorte que go, soit défini sur Dgyeom (Us, w) ® Mes(G(F))*. On peut supposer les U
deux a deux disjoints. Posons U= Ui=1,..., nUZ Alors go = @i=1,..ng0, est une application
linéaire a valeurs dans D yeom (O, w) ® Mes(G(F))*, définie sur
_____ Dgeom(Ul w) @ Mes(G(F))" = Dyeom (U, w) @ Mes(G(F))*.

Le germe de cette application est uniquement défini.

Supposons maintenant (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure. Soit O C G(F)
une classe de conjugaison stable semi-simple. Pour étudier les distributions stables, il
convient d’adapter les définitions en remplagant I’ensemble de VOlsmages U(O) par son
sous-ensemble U*(O) des U qui vérifient la condition : pour v,~' € Greg( ) stablement
conjugués, v appartient & U si et seulement si v/ € U. Cela ne crée pas de difficultés

car tout élément de U(O) contient un voisinage vérifiant cette condition ([I] 4.6). On
dispose du germe g ci-dessus.Fixons un sous-ensemble V C Greg( ), ouvert et dense et
invariant par conjugaison stable.

Lemme. Pourd € Dgiom(é’(F))@Mes(G(F)) go(0) appartient a D3¢, (O)@Mes(G(F))*

pourvu que § soit assez proche de O. Pour tout T € D3 (O) @ Mes(G(F))*, il existe
d e D (G(F)) ® Mes(G(F))*, a support dans V et aussi proche que 'on veut de O,

géom

de sorte que go(d) = T.

Preuve. On oublie les espaces de mesures. L’espace Dy¢om(O) est le dual de [ (é (£)0,1005
cf. [1] 5.1, tandis que D5, (O) est le dual de son quotient ST(G(F))o j0e- On peut donc

géom
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fixer une base (7;)i=1,.., de Dyeom(O), un entier s € {0, ...,n} et une famille (f;)i=1,. .,

d’éléments de I(G(F)) de sorte que
- (74)i=1,. s est une base de D;gom
de D;gom(O) dans D yeom(O); )
- I'image de (f;)iz1,..n» dans I(G(F))o,ec est une base de cet espace et I'image de

(fi)izst1,..n est une base du noyau de la projection I(G(F))o.i0c = SI(G(F))o.10c;
. 1, sii=j

- G . P ’ ’

(T i) { 0, sii#j.

Pour ¢ = s+1, ..., n, la condition que I'image de f; appartient au noyau de la projection

dans SI(G(F))o.ee signifie que S¢(8, f;) = 0 pour tout & € Dt (G(F)) assez proche

géom

(O) et (Ti)izs+1,..n est une base d'un supplémentaire

de O. Fixons un voisinage U € U*(O) de sorte que
- go soit défini sur D geom (U) ; )
- pour tout i = s+ 1,...,n, on ait S(4d, f;) = 0 pour tout & € Dt (U) (cet ensemble

géom

étant bien str D% (G(F)) N Dysom (T)) ;

géom
- pour tout ¢ = 1, ..., n, on ait 'égalité

(1) I, ) = I%(go(¥), 1)

pour ¥ € Dyeom(U).

Soient & € D;égm((jz et i =s+1,..,n. Ona I94, fi) = S, fi) = 0. L’égalité
ci-dessus nous dit que 19(go(6), f;) = 0. La composante de go(8) sur 'élément de base
T; est donc nulle. C’est la condition pour que go(d) appartienne a D;gom((’)), ce qui
prouve la premiere assertion de 1’énoncé.

La famille (f;)i=1,...s est linéairement indépendante du noyau de la projection [ (é (F)) —

SI(G(F))o.0c- Cela entraine que 'on peut trouver une famille (9;);=1,. s d’éléments de
Dst

géomweg(f]) de sorte que la matrice (S%(8;, fi))ij=1,...s soit inversible. On peut remplacer

les §; par des éléments assez proches et & support dans V. En prenant des combinai-
sons linéaires convenablgs de ces éléments, on obtient une nouvelle famille (9;);=1, s
d’éléments de D% (U), a supports dans V', de sorte que, pour i,j =1, ..., s,

géom,reg

1, sii=j

S0 £3) :{ 0, sii#j.

D’apres ce qui précede, cette égalité vaut méme pour i = 1,...,s et j = 1,...,n. Appli-
quons la relation (1) pour v = §;. On obtient que

_ ]_’ sly = .7
I%(g0(8:). ;) :{ 0 widty

pour j = 1,....,n. Donc gn(d;) = 7;. Cela démontre la seconde assertion. [J
De nouveau, les définitions et résultats se généralisent au cas ou O est une réunion
finie de classes de conjugaison stable semi-simples.

2.3 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes

Soit M un espace de Levi de G. On note D M (F),w) le sous-espace des

dléments de Dygom(M(F),w) dont le support est formé d’éléments de M(F) qui sont

géom,éféqui (

66



é—équis}nguliers. Soit © ¢ M (F) une classe de conjugaison semi-simple par M(F'). On
note O% C G(F) I'unique classe de conjugaison par G(F) qui contient O.

géom,éféqui<M<F>7 w)®
Mes(M(F))* au voisinage de O, a valeurs dans D ysom(O%,w) @ Mes(G(F))*, de sorte

que pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) et tout vy € Dgéom,éféqui(M(F),w) ®
Mes(M(F))*, on ait I'égalité

IG(y.0) = Y I¢(gr (7). f)
LeL(M)

Proposition. Il existe un unique germe d’application linéaire gg osurD

pourvu que «y soit assez proche de O.

C’est une reformulation de [A3] 2.5 (voir aussi [Al] proposition 9.1). En fait, ces
germes se définissent aussi bien sans imposer a -y la restriction d’équisingularité de son
support. Mais nous ne les utiliserons que pour les 7 indiqués et il est plus simple de se
limiter des le début a de tels éléments.

En particulier, si M = G, le germe gg o est le germe de Shalika ordinaire noté go
dans les paragraphes précédents. On a une7propriété supplémentaire : i

(1) supposons que O soit formé d’éléments G-équisinguliers de M (F) ; alors g]C\fL 0=20
si G # M.

C’est [A1] remarque page 270.

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en 1.9. Il y a une proposition similaire a la précédente, ot I'on
remplace les intégrales orbitales If(’y, f) par leurs variantes [ G(’y, B f). Cette variante

se déduit de la proposition précédente en utilisant 1.9(5). On note g o O(’y, B) les germes
dans cette situation. 7

Variante. Supposons G = G et a = 1. Fixons une fonction B comme en 1.8.
Supposons O = {1}. On a défini les intégrales orbitales I{;(v, B,f) pour v & sup-
port unipotent. On les définit aussi pour « a support G-équisingulier par la simple
égalité I (v, B,f) = I (v,f). Alors ces intégrales vérifient une proposition similaire &
la précédente. On note g]\L/Lump(’y, B) les germes dans cette situation.

Comme précédemment, les définitions et résultats se généralisent au cas ou O est une
réunion finie de classes de conjugaison semi-simples.

2.4 Définition des germes stables

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On fixe un systeme de

fonctions B comme en 1.9. Soit M un espace de Levi de G. On note Dsiom G_eqm(M(F))

l'intersection de D;ZOM(M(F)) et de Dgeom,Gfequi(M( ). Soit @ € M(F) une classe de
conjugaison stable d’éléments semi-simples dans M(F). On note O% C G(F) 'unique
classe de conjugaison stable dans G/(F) contenant O. On va définir un germe d’appli-
(M(F))® Mes(M(F))* au voisinage de O, a

valeurs dans Dgéom(Oé) ® Mes(G(F))*. La proposition ci-dessous affirme qu’il prend en

cation linéaire S gAG;L o(B) sur Dszom Gqui
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fait ses valeurs dans D (O%) @ Mes(G(F))*. Comme toujours, on admet cette pro-

géom N
priété par récurrence pour les triplets (G', G',a’) quasi-déployés et a torsion intérieure
tels que dim(G's) < dim(Ggc). On peut alors poser, pour § € D . (M(F)®

géom,G—équi
Mes(M(F))",

(1) 895 o(8,B) =g% ,(6.B)— 3 ix1(G,G'(s))trans fert(Sgns & (8, B)).

s€Z(M)TF JZ(Q)TF;s#£1

On s’est dispensé du formalisme nécessaire pour attacher des germes a des données G'(s)

plut6t qu’a des espaces G'(s). Modulo cet oubli, tous les termes S gﬁ/g)((s , B) sont définis
par récurrence et sont des distributions stables pour G’(s). Remarquons que le support
de la distribution & est formé d’éléments G'(s)-équisinguliers : si v € M(F), le systeme
de racines de G'(s), est contenu dans celui de G, donc dans celui de M, si v est G-
équisingulier.

Proposition (a4 prouver). Pour tout § € D* (M(F)) ® Mes(M(F))* assez

géom,G— équi
proche de O, le terme SgM 0(5 B) appartient a D &)@ Mes(G(F))*.

geom(

Par récurence, la relation 2.3(1) et la définition (1) ci-dessus entrainent
(2) si O est formée d’éléments G-équisinguliers de M(F),

3 0 siM #G
G _ . ’ . ~ )
S95i1,0(B) = { g% (B)=g¥ . siM=C.

2.5 Intégrales orbitales pondérées invariantes stables
On conserve les hypotheses du paragraphe précédent.

Proposition. (i) Pour tout f € I(G(F))®@Mes(G(F)) et tout § € D;iomc tqui M(F))®
Mes(M(F))*, on a I'égalité

53(6787:[') :[G(Sg%7@(573)787f)+ Z Sg(SgJ\L}[7(Q(67B)7B7f>
LeL(M),L#£G
pourvu que & soit assez proche de O.

(ii) Supposons que Sg]% (8, B) appartienne a Dy, (09 @ Mes(G(F))*. La formule

géom
ci-dessus devient

SG8,B,f) = Y S9(Sgk (8, B), B.f)
LeL(M)

pourvu que § soit assez proche de O.

Preuve. Pour simplifier les notations, on oublie les espaces de mesures. On note X
la différence entre SJ‘%(& B, f) et le membre de droite de I’égalité du (i) de ’énoncé. On
utilise la formule de définition

(1) IG(8,B.f) = SG(8,B.) + > i (G G ()52 (8, B, £G'®)).

s€Z(M)TF | Z(G)F;s#1
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On développe le membre de gauche par la proposition 2.3. On écrit le premier terme du
membre de droite comme X plus le membre de droite de la formule du (i) de I’énoncé.
On développe les autres termes en utilisant la formule du (ii) de I’énoncé, que 1'on peut
utiliser par récurrence. Toutes ces formules sont des sommes sur des ensembles d’espaces
de Levi. Rappelons que, pour s € Z(M N'r/Z(G)'F, un espace de Levi L, € LG (M)
détermine un espace de Levi Lde G par la formule A; = Az,. On a tacitement réalisé
EM comme un sous-groupe de Levi standard de “G. En posant L, = i; x Wp C LG,
le triplet (L., L', s) est égal & la donnée endoscopique L/(s) de (L,L). On isole dans
chaque formule I'espace de Levi maximal. Ainsi, pourvu que § soit assez proche de O,
1¢(8, B,f) est la somme de

(2) 19(g%, (8, B), 1)

et de

(3) Eﬂeﬁ( L;AG[S<QM @<6vB>7vi)'

Le membre de droite de (1) est égal a la somme de X, de

gMO

(4) 1989 (8, B).f) + > ix(G,G'(5))SC O (Sgpn & (8, B), £5°C)),

s€Z(M)TF ) Z(G)F;s#£1

. jad jad G/ s s , s
(5) > i(G,G'(5)) > Sp ) (Soara (8, B), B,fS'®),
seZ(M)'F [Z(G)'F LerG () (W)L 4G (s)
étant entendu que, si s =1, SS (SS) (Son A (8, B), B,f¢() = Sg(S AE/I (6,B),B,f).

On veut prouver que X = 0. Il suffit pour cela de prouver que (2) est égal a (4) et
que (3) est égal a (5). Par définition du transfert, on peut remplacer dans (4) les termes
SG'() (SgG ) (8, B), B,f¢'®)) par IG(transfert(SgG ) (6, B)),f). Alors 'égalité de (2)
et (4) résulte de la définition (1) de 2.4.

Dans (5), on regroupant les couples (s, L) selon 'espace de Levi L associé et 1'image
de s dans Z(M)'r /Z(L)'F (le triplet L'(s) ne dépend que de cette image). L’expression
(5) devient

> > > ix(G.G'(t))

LeL(M),L#G seZ(M)'F /Z(L)'F L/ (s) elliptique tesZ(L)'F /Z(G)TF

St (Sono (8. B), B, fS0).
Soient s et ¢ intervenant dans cette formule. On vérifie ’égalité
i (G, G'(1) = iy (L, L'(5))if) (G, G'(1))
La non nullité du terme de droite implique que L/(s) est elliptique. L’expression (5)
devient o
(6) > > in(L ()
LeL (i), LAG seZ (N r /Z(L)T
> i10(G, G (1)) Sg U (Sonta (8, B), B,£S®).

tesZ(L)'F /Z(G)TF

69



Considérons la contribution de L = M (qui n’intervient que si M + é’) C’est simplement

S (G G0)SS O (Son (8, B), B,1S D),

teZ(M)Y'F ) Z(G)FF

avec la méme convention que plus haut si ¢ = 1. Par définition de Sf;[(SgAA:f[O(é, B), B, f),
ceci n’est autre que Ig(SggO(é, B), B, f). Considérons maintenant la contribution & (6)
d'un L # M. Par définition, la somme intérieure en ¢ n’est autre que IEG’g(L’( ) SgL © o(0,B),B,f),

ou encore Ié’g(transfert(Sgll\‘/;(g((s B)), B,f). Parce que L # M, nos hypothéses de
récurrence nous autorisent a appliquer le theoreme 1.16. I nous d1t que le terme ci-
dessus est aussi égal a [ G(t'rcms fe'r’t(SgM (6 B)), B, f). L’expression (6) devient

Z Z i (L, L' (s))IE (transfert(SgL (8, B)), B, ).

LeL(M),L#£G s€Z(M)TF /Z(L)'F

En utilisant la définition (1) de 2.4 avec G remplacé par L, la somme intérieure en s

. G/ L ‘ N ‘ . 5 2 ‘
devient 7 (gM,o<6’B)’B’f) et (6) est égal a (3). Cela démontre le (i) de I’énoncé. Le
(ii) est immédiat.

O

2.6 Développement en germes d’intégrales orbitales pondérées
w-équivariantes endoscopiques

On revient au cas général. Soient~]\;[ un espace de Levi de G et O une classe de
conjugaison stable semi-simple dans M (F).

géom,éféqui<M<F>7 w)®
Mes(M(F))* au voisinage de O, a valeurs dans D¢, (O, w) @ Mes(G(F))*, de sorte

que, pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) et tout v € Dgéoméféqm(M(F),w) ®
Mes(M(F))*, on a I’égalité

18508 = Y 195 (E (). )

LeL(M)

Proposition. Il existe un unique germe d’application linéaire gAGJ‘SO sur D

pourvu que =y soit assez proche de O.

Avant de démontrer cette proposition, posons une définition. Soit M/ = (M’, M, ()
une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M ,ay) et soit 0 € M (F). Notons
€ la partie semi-simple de 0. Il correspond a € une classe de conjugaison par M (F)
dans M (F). On dit que § est G-6quisingulier si cette classe est formée d’éléments G-
équisinguliers. On a

(1) sid est G- équisingulier, ¢ est G (5)-équisingulier pour tout 5 € (Z(M)'r? ) Z(G)Fr .

En effet, soit n € M (F) dans la classe de conjugaison correspondant & e. On sait
décrire les systemes de racines de G,,, M,, G'(5). et M/, cf. [W2] 3.3. Les systemes de
racines de G, et G'(8)., resp. M, et M! ne sont pas égaux en général, mais sont en
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bijection, les deux bijections étant compatibles. Il en résulte que, si G, = M,,, on a aussi
G'(3).=M!. O

On note D** (M) le sous-espace des éléments de D,
géom,G— equz

(M) dont le support

géom

est formé d’éléments G-équisinguliers.

Preuve de la proposition. Comme toujours, oublions les espaces de mesures. Suppo-
sons d’abord que (G, G, a) n’est pas quasi-déployé et a torsion intérieure. Considérons
d’abord une donnée endoscopique elliptique et relevante M/ = (M’, M’ () de (M, M, ay;).
II correspond a O une réunion O,y de classes de conjugaison stable semi-simple dans

M'(F). On définit un germe d’application linéaire § gAG;I"SO(M’ ,0) sur D;’;m é_éqm,( "

au voisinage de Oy, a valeurs dans Dgéom(Oé, w), par la formule
LA s G'(3 g
(2) gMO(M’ 5) = > i (G, G’(s))transfert(SgM,(,o)M(5’BG)).
sez (V)T r0 ) Z(G) F 0

Les hypotheses de récurrence assurent que, pour tout $, la proposition 2.4 est vérifiée
pour G/(5). Donc les termes 591?4'(2 (6, BY) sont bien définis et sont stables. Avec cette

M’
définition, montrons que 'on a ’égalité

(3) JGf M, 5.f)= ) IG‘S gALjO (M, 8), f)

LeL(hr)

pourvu que 0 soit assez proche de O,.
La preuve est similaire a celle de la proposition précédente. Faisons-la rapidement.
On a par définition

1S5(M',6,£) = 3 (G, G1(3)SS5.9) (5, B £5'6)),
$elZ(M)TF9 )7 (G F0
En utilisant la proposition 2.5, on obtient
~ . X S~ G'(5 L. ¢ ¢ (3
g5 (M, 6.f) = > in(GGE) D Sp (Sono,, (8, BY), B £49)
5eCZ(N)TF0 )2 (G)TF Liecd® )

pouvu que § soit assez proche de Oy, On regroupe les couples (3, I~/§) selon I'espace de
Levi L de G déterminé par 'égalité A; = A;,. On obtient

G.E ! o
aran - Y >
LeL(M) 3e¢z(M)TF0 /7(L)TF-0 L/(5) elliptique
G'(t 3 g g "5
3 (GG (0)SE ) (Sam's (8, BY), BE, £9'C).
tesz(L)TF0 ) Z(G)TF0
On a encore 1'égalité

i (G G' (1) = iy (L, L' (3))ip 5 (G, G'(2))

et I'expression ci-dessus se transforme en

(4)  I12°ref= Y 3 i (L, L'(3))

LeL(n) seCzZ(M)TF: 9/z(L)FF b
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> i1 (G, G'(D)S S (Soe s (6, BY), BE £€'9)),

fesz(L)r0)z(G)Fro

La somme intérieure en £ n’est autre que [g’g(L’( ) SQL/(S) [ (8, BY), f), ou encore

[ (transfert(SgL (&) 0., (9, B), £).
En utilisant la définition (2), (4) devient I'égalité (3).
Soit maintenant v € D yeom (M (F),w) assez proche de O. On peut écrire

(5) v = Z transfert(dm),

M'e&(M ,a)

avec des dny € Dy, (M), cf. [I] proposition 5.7. On peut supposer que, pour tout M’
et tout élément ¢ du support dyy, il existe un élément v du support de « de sorte que
sa partie semi-simple n appartienne a la classe de conjugaison dans M (F ) associée a la
partie semi-simple € de 8. Un tel ¢ est G-équisingulier et proche de OM' g ~ est assez

proche de O. Cela étant, on pose

6)  ggoM= D gy o).

M/€E(M a)

Pour que cette définition soit loisible, il faut montrer que :
(7) ce terme ne dépend pas de la décomposition (5) choisie.
Fixons cette décomposition. Par définition, on a

0E 0
ISS(y ) = > IUH(M S f).
M'cE(M ,a)

En utilisant (3), on obtient

G.E GS £
[M (77f): Z Z [ Q@OM/75M’)7f)

M/€&(M,a) LeL(M)

Z ]G’E g]l\}fo ) f)

LeL(M)

En raisonnant par récurrence, on peut supposer que, pour L # G, le germe gl\Lfo('y)
ne dépend pas de la décomposition (5). L'unique terme restant, a savoir le terme7pour
L = G, n’en dépend donc pas non plus. Cela démontre Passertion (7) et en méme temps
I’égalité de 1’énoncé.

Supposons maintenant que (G, é, a) soit quasi-déployé et a torsion intérieure. Dans
le raisonnement précédent, I'unique probléeme qui se pose est qu’on ne connait pas la sta-
bilité de I'un des germes que I'on manipule. Il s’agit du germe S gf;[v@. Mais il n’intervient
que dans S¢(Sgy; 0(9), f¢). Il suffit de remplacer cette expression par [G<Sg]€[0(5), f)
et la démonstration s’applique. [ 7

Supposons que O soit formé d’éléments G-équisinguliers de M (F). Alors, pour M/ =
(M', M',¢) € £&(M,a), 'ensemble O, est formé d’éléments G-équisinguliers. Les définitions
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(2) et (6) et la relation 2.4(2) entrainent alors que gg%('y) = 0 au voisinage de O si

M # G, tandis que, si M = G, on a D’égalité
ggé(v) = Y transfert(gg o, (8cr)),
G'c&(Ga)

avec les notations de (5) adaptées au cas M = G. Pour G/ apparaissant ci-dessus et pour
f € CX(G(F)), on a les égalités
I%(transfert(9§ o, (8c)), ) = S (98 0., (0c), fE') = S (0, )
= Ié(transfert(éc;/), f)= IG(ggo(transfert((iG/), 1),

pourvu que -y soit assez proche de O. Donc

t'r’ansfe'r’t(gg,/@@ (6c)) = gg,o(transfe'r’t((sg/)).

La formule plus haut devient . .
(8) si O est formé d’éléments G-équisinguliers de M (F),

Ge _ 0, si M # G,
fito = 9it.0° -

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en 1.9. Il y a une pl"OpOSlthIl similaire a celle ci-dessus concernant

les distributions [ G‘S('y, B, f). On note g O(’y, B) les germes correspondants.
Variante. Supposons G = G, a = 1 et @ = {1}. Fixons une fonction B comme en 1.8.

Ilyaune proposition similaire a celle ci-dessus concernant les distributions I A(f[’g('y, B.f).
On note gM ump('y, B) les germes correspondants.

2.7 Une égalité de germes

On conserve les mémes données que dans le paragraphe précédent.

G.E

Proposition (a4 prouver). Sous les hypothéses ci-dessus, on a I’égalité gAG:J o= 9o

2.8 Relation entre la proposition 2.7 et le théoréeme 1.16

On conserve les mémes données. Toutes nos assertions sont tautologiques dans le cas
M = G, on suppose donc ici M # G. Soient v € Dgeomgfeqm(M(F) w) ® Mes(M(F))*

et f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)). Supposons 7 assez proche de O. Considérons les
développements des propositions 2.3(ii) et 2.6(ii) et faisons leur différence. Soit L €
L(M). Si L #* G nos hypotheses de récurrence permettent d’appliquer la proposition ci-

dessus : on a g% 7o Si L # M, ces hypotheses permettent d’appliquer le théoréme

: - gM(’)
1.16 : on a I¢(v,f) = ILGg('y ,f) pour tout 4’. On obtient

(1) IS0 — I (7. 8) = 15 (g (7). £) — 1S5 (g (7). £)
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(g o (1) = 9575 (7) )

Soit D un sous-ensemble de D M(F),w) ® Mes(M(F))* vérifiant la pro-
priété suivante

(2) pour tout T € Dyeom(O,w) ® Mes(M(F))*, il existe v € D aussi proche que 'on
veut de O, de sorte que gMO('y) =T

géom,G— equz(

Exemple. L’ensemble D = D ;. & reg(M(F) w) @ Mes(M(F))* des éléments de

D géom(M(F),w) ® Mes(M(F))* & support fortement G-régulier vérifie cette propriété
d’apres 2.1(1).

Lemme. Supposons que 'on ait I'égalité I]\C:j[('y, f) = IJ\C:;Y[”S(')/, f) pour tout v € D et pour
tout f € I(G(F),w)® Mes(G(F)). Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) on a I'égalité Ig('y, f) = Ig’g('y, f) pour tout v € Dyeom(O,w) @ Mes(M(F))* et
tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) ;
(ii) on a I'égalité g%o(v) = g](‘z’so("/) pour tout vy € D assez proche de O.

Preuve. L’hypothese implique que, pour v € D | le membre de gauche de (1) est nul
donc aussi celui de droite. Si (i) est vérifié, la premlere différence de ce membre de droite
est nulle. La deuxieme l'est donc aussi, d’ou la conclusion de (ii). En sens inverse, (ii)
implique de la méme facon 1’égalité

. Ger i
1S3 (), £) = 15 (g (), )
pour tout f et tout v € D. En utilisant (2), cela entraine
€ G.E
[]\%(77 f) = [M <T7 f)

pour tout T € Dyeom (O, w) @ Mes(M(F))*. C’est l'assertion (i). O

De nouveau, il y a des variantes dans les deux situations suivantes : (G, G, a) est
quasi-déployé et a torsion intérieure et on fixe un systeme de fonctions B comme en 1.9;
ouG =G, a=1 et on fixe une fonction B comme en 1.8.

2.9 Relation entre la proposition 2.4 et le théoreme 1.10.

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On suppose donné un
systeme de fonctions B comme en 1.9. Soit M un espace de Levi de G et O une classe
de conjugaison stable semi-simple dans M (F7). Toutes nos assertions sont tautologiques
dans le cas M = G, on suppose donc ici M # G. Soient § € DseomG 6qm(M(F)) ®

Mes(M(F))* et f € I(G(F))®Mes(G(F)). On suppose que 'image de f dans SIT(G(F))®
Mes(G(F)) est nulle, autrement dit que les intégrales orbitales stables fortement régulieres
de f sont nulles. Considérons le développement de la proposition 2.5(i). Pour L € L(M)

tel que L # M et L # G, les hypotheses de récurrence impliquent que S g]\% o(0,B)

est stable et que la forme linéaire f' — Sg((s', B, f’) est stable pour tout &' stable. Par

ailleurs, pour L = M, on a simplement Sgg’o(é,B) = g%o(é) et ce terme est stable

d’apres le lemme 2.2. En vertu de 'hypothese sur f, le développement se réduit a

(1) SG(8.B.f) = S§ (g3 (), B.£) + 1°(Sg5, (8, B), B.1).
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Soit D** un sous-ensemble de D;ZOm o eqm(M (F))®@Mes(M(F))* vérifiant la propriété
suivante

(2) pour tout T € D;ZOm((’)) ® Mes(M(F))*, il existe § € D** aussi proche que 1'on

veut de O, de sorte que gMO((S) =T.

st st Y * /12
Exemple. L’ensemble D** = D eom’é_reg(M(F),w) ® Mes(M(F))* des éléments de

D;éOm(Z\;[ (F),w) ® Mes(M(F))* a support fortement G-régulier vérifie cette propriété
d’apres le lemme 2.2.

Lemme. Supposons que la distribution f' — SJ‘%(& B, f") soit stable pour tout § € D*.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Ia distribution f' — S¢ (0, B, f') est stable pour tout 6 € D5,

(ii) SgM (9, B) est stable pour tout § € D* assez proche de O.

(O)@Mes(M(F)) ;

La preuve est similaire a celle du lemme précédent.

2.10 Premieres conséquences
Soient (G, G, a) un triplet quelconque et M un espace de Levi de G.

Proposition. (i) Soit O une classe de conjugaison semi-simple dans M (F) formée
d’éléments G-équisinguliers. Supposons que I'on ait 1'égalité IE”S(')/, f) = IA%(')/, f) pour
tout ¥ € Do cioyeg(M(F),w) @ Mes(M(F))* et tout £ € C2(G(F)) ® Mes(G(F)).
Alors cette égalité est vérifiée pour tout f et tout v € Dyeom (O, w) @ Mes(M(F))*.

(ii) Supposons (G, G, a) quasi- déployé et a torsion intérieure. Soit O une classe de
conjugaison stable semi-simple dans M (F') formée d’éléments G-équisinguliers. Suppo-
sons que la distribution

f— 54 (6,f)
soit stable pour tout § € D;’;m é—reg(M(F)) ® Mes(M(F))*. Alors elle est stable pour
tout & € D3, (0) ® Mes(M(F))*.
Preuve. Pour (i), on applique le lemme 2.8 en prenant D = Dgéoméfmg(]\;[(F), w) ®

Mes(M(F))*. Grace a 2.3(1) et 2.6(8), la condition (ii) de ce lemme est vérifiée. Donc
aussi la condition (i) de ce lemme, qui n’est autre que la conclusion de I’énoncé. Pour le
(i), on applique le lemme 2.9 en prenant D' = D5t (M(F),w)® Mes(M(F))*.

géom,G—reg
Grace au lemme 2.2 et & 2.4(2), la condition (ii) de ce lemme est vérifiée. Donc aussi la

condition (i) de ce lemme, qui n’est autre que la conclusion de I’énoncé. [

2.11 Une formule d’induction

Soient (G, G, a) un triplet quelconque, M un espace de Levi de G et R un espace de
Levi de M. On rappelle qu’il y a un homomorphisme d’induction

Dyeom(R(F),w) @ Mes(R(F))" — Dgéom(M(F), w) ® Mes(M(F))*
Y — M
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Soit O une classe de conjugaison semi-simple par R(F’) dans R(F). On note OM la classe
engendrée dans M (F').

Lemme. Soit v € Dyeom(R(F),w) ® Mes(R(F))*. On suppose que les éléments du
support de v sont G-équisinguliers. Si ~ est assez voisin de O, on a I'égalité

Remarque. Pour tout L tel que dé (]\Zf I~/) # 0, les éléments du support de -« sont

L- équisinguliers. Cela résulte de I'assertion suivante. Soit 7 € R( ). Supposons que 7
soit G-équisingulier en tant qu’élément de M(F) (c’est-a-dire M, = G,). Alors n est
L-équisingulier. Puisque dJ‘Gd(M , L) # 0, les tores Ay, et Aj engendrent Agz. Un élément
de M N L commute & Ay et Aj, donc a Ap, donc appartient a R.Dou MNL=R.Un
élément de M N L agissant par multiplication & gauche conserve M N L, donc aussi R,
donc appartient a R. D’ou M N L = R. Puisque L, C G;, = M,,ona L, C MNL=R,
d’ou I'égalité cherchée L, = R,,.

Preuve. Soit f € CSO(G(F)) ® Mes(G(F')). On utilise le lemme 1.7 :
IGEY ) = >0 dGML LI (1,1, ).
LieL(R)
On développe en germes les deux membres. A gauche, on obtient
(1) S I8 pn (M) ).
L'eL(M)
A droite, on obtient

SToden Ly Y ILl(gRO('y),fiw).

Li€L(R) Lo€eL(R),LocCin

Conaderons I’ensemble A des couples d’espace de Levi (Ll, Lz) tels que R C Lg - L1 et
d¢ (M Ll) # 0. Considérons I'ensemble B des triplets (Ll, Lo, L/) tels que RC Ly C Ly,

McCL,LycL et dg(M,Lg)d%(L’,Ll) # 0. On a prouvé en 1.7(5) que 'application
(Ly, Ly, I) — (Ly, L) etait une bijection de B sur A et que, pour (Ly, Ly, L') € B, on
avait 1’égalité i i i
df (M, Ly)d§ (L', Ly) = d%(M, Ly).
En utilisant cela, la somme ci-dessus se récrit
Z Z d}Lfgl(Maf/Q) Z d€2(f/af/l)]g;(g}gfo(’)/)afihw)
L'eL(M) LaeL(R), Lo/ LieL(Ls)

Par le lemme 1.7, la derniére somme en L; devient Ig/((ggfo('y))y, f). L’expression de-

2) S IG(xE#), D),

L'eL(M)

vient
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ou

7 ir, o~ = L 7!
Xg = >, dE(M, Ly)(gz, ()"
izEﬁ(é),EzCi/
Les deux _expressions (1) et (2) sont égales. L’assertion du lemme est que XAC:jI('y) =
gM o (vM). En raisonnant par récurrence, on peut supposer que cela est vrai si 1'on

remplace G par L' # G. Par différence entre (1) et (2), on obtient

19(9%, i (Y") = X (), £) = 0.

e T4 Tias (G G b
On en déduit I'égalité cherchée X (v) = 9irom (v*). O

2.12 Une formule d’induction, cas endoscopique

On conserve les mémes données, a ceci pres que O est maintenant une classe de
conjugaison stable semi-simple dans R(F).

Lemme. Soit v € Dgeom(R(F) w) ® Mes(R(F'))*. On suppose que les éléments du
support de v sont G-équisinguliers. Si ~ est assez voisin de O, on a I'égalité

§ L = 3 AL )G ()

LeL(R)

La preuve est la méme que la précédente, en utilisant la relation 1.15 (1) en lieu et
place du lemme 1.7.

2.13 Une formule d’induction, cas stable

On suppose (G, G, a) qusasi-déployé et a torsion intérieure. On fixe un systéme de
fonctions B comme en 1.9. Soient M un espace de Levi de G, R un espace de Levi de M
et O une classe de conjugaison stable semi-simple dans R( )

Lemme. 501t d € D%t (R(F),w) ® Mes(R(F))*. On suppose que les éléments du

géom

support de 8™ sont G-équisinguliers. Si 8 est assez voisin de O, on a I’égalité

S9% ou(8™) = D" €G(M, L)(Sgk ,(8))°.

LeL(R)

La preuve est la méme qu’en 2.11, en utilisant la proposition 1.14(ii).
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3 Développements des intégrales orbitales pondérées
invariantes

3.1 Des espaces associés au couple (é, M )

On considere un triplet (G, G, a) général. Soit M un ensemble de Levi de G. Considérons
I'ensemble des ensembles {a;;i = 1,...,n} formés d’éléments linéairement indépendants
de X(Ay;) et de nombre d’éléments maximal, c’est-a-dire tels que n = ay; — as (on
considere ici les racines comme des éléments de a},). On dit que deux tels ensembles
sont équivalents s’ils engendrent le méme Z-module dans a,. On note J E I’ensemble

des classes d’équivalence. Pour J € J ]\G/[, on note R; de Z module engendré par les «;
pour n’importe quel élément {a;;i=1,....,n} € J.

Identifions la paire de Borel de G a une paire (B*, T*) pour laquelle M est standard.
Soit J € J, E On considere 'ensemble des racines 8 € X(7™) qui se restreignent a Ay,
en un élément de R;. C’est le systeme de racines associé a un sous-groupe de GG, que 1’'on
note G ;. Il contient M. On vérifie qu’il est défini sur F' et invariant par ad, pour tout
v € M(F) (parce que ad,, induit 1'identité sur A,;). Alors 'ensemble G'; = Gy M est un
sous-espace tordu de G. On introduit aussi un sous-espace U de 'espace des germes au
point 1 de fonctions définies presque partout sur Ay (F'). Cest le sous-espace engendré
linéairement par les germes de fonctions

a H log(Jai(a) — az(a) ™ |F)

i=1,....,n

pour les ensembles {«;;i = 1,...,n} appartenant a J. Si M =G, jg possede un unique
élément (. Alors Uy est la droite formée des germes de fonctions constantes.

Attention. Les fonctions ci-dessus ne sont pas linéairement indépendantes en général.
Donnons un contre-exemple. On prend G = G = SO(5) et pour M = M un tore déployé
maximal. On peut identifier ay,(F) & F? de sorte qu'un ensemble de racines positives
soit formé des quatre applications linéaires

P
x,Yy = Yy
@)= (@t By =

(a+20)(2y) = oty

Il y a six ensembles formés de deux racines positives linéairement indépendantes. Cing
d’entre eux sont équivalents, le dernier, a savoir {«, a+23}, formant une classe d’équivalence
a lui seul (si on ne tient compte que des racines positives). Prenons pour J la classe des
cinq premiers. En identifiant les germes de fonctions sur A;;(F') au point 1 a des germes
de fonctions sur ay;(F) au point 0, I'espace U; contient en particulier les germes des
fonctions
log(lx — ylr)log(ly|r)

log(|x +y|r)log(|z|F)
log(|z — y|r)log(|z|r)
log(|z + ylr)log(lylr)
(on suppose que la caractéristique résiduelle est impaire, sinon il faudrait multiplier
toutes les racines par 2). Mais la somme des deux premieres fonctions et des opposées

(z,y) —
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des deux dernieres est nulle. En effet, elle s’écrit

(log(lz — ylr) —log(|z + ylr))(log(ly|F) — log(|x|F)).

Si x et y ont méme valeur absolue, le deuxieme facteur est nul. Si z et y ont des valeurs
absolues différentes, alors  + y et x — y ont des valeurs absolues égales au sup de celles
de z et de y. Alors le premier facteur est nul.

On a néanmoins la propriété ci-dessous. Pour I’énoncer, on doit d’abord poser une
définition. Appelons domaine admissible dans A ;(F) I'intersection d'un voisinage ouvert
assez petit de 1 avec I'ensemble des éléments a qui vérifient la condition |a(a) — 1|p >
cd(a) pour tout a € X(Ay;), o ¢ > 0 est un réel fixé. Pour un germe de fonction u
définie presque partout dans un voisinage de 1 dans A (F'), disons que le germe u est
équivalent a 0 s’il existe » > 0 et, pour tout domaine admissible, un réel C' > 0 tel que
lu(a)] < Cd(a)" pour tout a dans le domaine et assez proche de 1. On dit que deux
germes sont équivalents si leur différence est équivalente a 0. On note ~ cette relation
d’équivalence. Cette définition dépend de 'espace ambiant G (puisqu’elle dépend de
'ensemble ¥(A,7)), mais on espere que cela ne créera pas de difficulté. Notons que

(1) si u est un germe équivalent a 0 et si {a;;4 = 1,...,n} est un ensemble fini
d’éléments de X(A;), le germe

a— u(a) | H log|ai(a) — ai(a) g

est lui-aussi équivalent a 0.

On a

(2) soit u € 377 iiry 2o e sz Uss supposons u équivalent a 0; alors u = 0.

Preuve. Comme plus haut,lvgn peut descendre via l’exponentielle le germe u en un
germe de fonction sur a;(F) au voisinage de 0. Pour L € L(M), J € Jheta={a;i=
1,...,n} € J, on note u, la fonction définie presque partout sur ay (F) par

ua(H) = [T log(|20:(H)|r).

i=1,...,n

Alors u est combinaison linéaire de telles fonctions. Soit H € a g (F') en position générale.
Fixons une uniformisante wr de F. Pour k € Z et a € 3(A;;), on a

log(|2a(wpH)|r) = —klog(q) + log(|2a(H)|r),

otl ¢ est le nombre d’éléments du corps résiduel. Il en résulte que u(wh H) est un polynome
en k. Les éléments wh.H, pour k > 0, restent dans un domaine admissible. Puisque u est
équivalent & 0, on a donc limy_ssou(wwhH) = 0. Mais un polynéme en k qui tend vers 0
quand k tend vers l'infini est nul. Donc u(wh%H) = 0 pour tout k. En particulier, pour
k=0, u(H)=0.Léément H étant quelconque dans un ouvert dense, on a v = 0. [J

On a i

(3) supposons M #* G: soient J € J E et u € Uy ; supposons que u soit équivalent a
une constante ; alors u = 0 et cette constante est nulle.

Preuve. Notons c cette constante. Rappelons que C s’identifie a I’espace Uy associé a
I’élément vide de jjéf. On peut donc appliquer (2) & u—c¢, d’ott u—c = 0. On descend les
fonctions en des fonctions sur a;(F) et on utilise les notations de la preuve de (2). On
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éerit u = ) o) Calla, avec des coefficients complexes c¢,. Fixons un point H en position
générale. Pour o = {ay;i = 1,...,n}, = {Bii = 1,...,n} € J, les a;(H) se déduisent
des 5;(H) par une matrice a coefficients entiers. Donc

supi—1,. o(|oi(H)|p) < supizi,. o(|5:(H)|r).

On peut échanger les roles de o et 5. Donc les deux sup sont égaux. Quitte a multiplier
H par une puissance convenable de wp, on peut supposer que ces sup valent 1. Mais
alors u,(H) = 0 pour tout « € J. Donc u(H) = 0. L’égalité u — ¢ = 0 entraine ¢ = 0,
puis v = 0. [J i

L’ensemble J J‘(j contient un unique élément J tel que R; contienne X(A,;) tout entier.
C’est celui qui contient tout ensemble {a;;i = 1,...,n} formant une base de X(Ay;) pour

un certain ordre. On dit que cet élément J est I’élément maximal de 7, ]\g/[
Soit J € \75. Ona ZéJ(AM) C ZG(AM). L’ensemble j]\(;" s’identifie au sous-ensemble

des J' € J, E qui contiennent une famille formée d’éléments de $¢7(A;), ou encore, ce
qui revient au méme, dont tous les éléments sont des familles formées d’éléments de

ZGJ(AM). Pour J' € jEJ, Pespace Uy ne dépend pas de Pespace ambiant G ou G . Cas

particulier : J s’identifie a 1’élément maximal de J g" .

Notons AnnJ\GZ I’annulateur de I’lhomomorphisme d’induction
Dgeom(M(F),w) @ Mes(M(F))* = Dyeom(G(F),w) ® Mes(G(F))*.

G

Lemme. Pour tout J € j@ on a l'inclusion Ann]\q/ C AnnM.

M’

Preuve. On fixe des mesures sur chaque groupe. Il est équivalent de prouver que
I'image de I’application

est contenue dans celle de ’application 'r’es%’ . On fixe un espace de Levi minimal My ¢ M

et un espace parabolique Py € P(MO) de sorte que M soit standard. D’apres [1] lemme

4.3, Vimage de res¢, est formée des ¢ € I(M(F),w) qui vérifient la condition suivante :

- pour deux espaces de Levi R, R' € LM (M) et pour w € W (M) tel que w(R) = R,
la fonction ¢z , est 'image de ¢ , par I'isomorphisme I(R(F),w) — I(R(F),w) déduit
de w.

En appliquant la méme caractérisation pour G, l'assertion résulte simplement de
Pinclusion WS (M,) € WY (Mj). Pour prouver celle-ci, identifions la paire de Borel de
G A une paire (B*, T*) telle que B* C Py, T* C M,. Notons WY le groupe de Weyl de T*
et Normye (M) I'ensemble des éléments de W& qui conservent M. La paire de Borel
détermine un automorphisme 6 de W% et 'action galoisienne quasi-déployée sur cette
paire détermine une action de I'p sur W, Alors WG(MO) est isomorphe au sous-groupe
des invariants par I'r et 6 dans le quotient (Normyye(My)/W™M0). L’assertion a prouver
résulte alors des faits que WS’ est un sous-groupe de W (parce que le systeme de
racines de G; est un sous-systeme de celui de GG) et que cette inclusion est équivariante
pour les actions de 6 et de I'p. [J
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3.2 Un développement des intégrales pondérées w-équivariantes

Soient (G, G, a) un triplet quelconque, M un espace de Levi de G et O une classe
de conjugaison semi-simple dans M(F). On pose Ann$ = Ann]\% N (Dyeom (O, w) &
Mes(M(F))*.

Proposition. Pour tout J € \75, il existe une unique app]ication linéaire p§ : Dyéom (O, w)®
Mes(M(F))* — Uy @ (Dgeom(O,w) @ Mes(M(F))*)/Ann& de sorte que les propriétés
suivantes soient vérifiées. )

J

(i) L’application ,OJG est la composée de p? et de la projection

U ®(Dgeom (O, w)®Mes(M(F))*)/Anng" — Uy ®(Dgeom (O, w)®Mes(M(F))*)/Anng;

(ii) Pour tout v € Dgyeom(O,w) @ Mes(M(F))* et pour tout f € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), le germe en 1 de la fonction

a s 1% (av, 1),

qui est définie pour tout a € Ay (F') en position générale, est équivalent a

Z Z [G pJ v, a va)

Lec(M) JejL

Remarques. (1) Le terme p§(7) définit un germe de fonction sur A,;(F) a valeurs
dans (D geom (O, w)®@Mes(M(F))*)/AnnS. On anoté p5 (v, a) la valeur en a de ce germe.

(2) La proposition équivaut a dire que le germe de la fonction a — 91(\;4 olay) est
équivalent a

Z (v, ).

G
Jedyg

Preuve de I'unicité. On raisonne par récurrence sur la dimension de G. Pour L €
L(M), L #* G et J € jz\Lw I'application p% est déja déterminée. Pour J € jG non maxi-
mal, 'application p§ est uniquement déterminée par la condition (i). Il reste & déterminer
p5 pour 'unique élément maximal de T ¢ Pour ce J, fixons une base (uk)k=1,...m de Uy.
On peut écrire pf (’y, a) = Zk:L...,m ug(a)y, avec des éléments v, € Dgegm(o,w) ®
Mes(M(F))*. L’égalité du (ii) détermine a équivalence pres le germe de la fonction
1905 (7, a)%, f) pour tout f, c’est-a-dire de la fonction

S u(@) 9, 1),

k=1,...m

D’apres 3.1(3), cela détermine les distributions v, ce qui est équivalent & déterminer les
distributions ~y, modulo Anng,.

Preuve de l'existence. Par linéarité, on peut se limiter a prouver 'existence des germes
ps(7v,a) quand ~ est l'intégrale orbitale associée a un élément v dont la partie semi-
simple appartient a O. Montrons qu’alors, pour tout f, le germe en 1 de la fonction
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a — Ig(a'y, f) est équivalent a celui de la fonction qui a a associe

3) Y (=1 ik (v,0) IS (v, 6).

LeL (M)

Comme on le rappellera ci-dessous, les termes r (fy, a) sont des combinaisons linéaires
de produits de termes log(|a(a) — a( )7 F) pour a € X(Ay;). En utilisant les relations
1.7(12) et 3.1(1), on voit que la fonction (3) ci-dessus est équivalente a

S (=nmieirk (v,a) S By, a) I8 (v, £),

LeL(b) ReL(L)

ou encore a i i
Yty a)If(ay, ),
ReL(M)
ou ) )
th(y,a)= > (=) %k (v, a)rf(y,a).
LecR(nr)
Pour en déduire I'assertion ci-dessus, il suffit de prouver que
2 0, siR#M
4 tf = L7l
@ ty(na) {L si = 0T,

Définissons la (G, M)-famille (r5(7, a; A)) pep(ar) PAr
rp(v. @ N) = rp(y,a5 =) = rp(y,a0) 7

La premiere égalité entraine que 7'- (fy, a) = (—1)“M‘“Lr (7, a). Donc, par une formule

usuelle, tM(% a) est la fonction associée a la famille produit (r; (v, a; A\)rp(7, a3 A)) pepn)-
Or celle-ci est une famille de fonctions constantes de valeur 1, d’ou 'égalité (4).
La famille (rp(y,a;N)) pep(iny est d'une forme particuliere qui permet le calcul des

fonctions % (v, a). Précisément, pour toute base a = {a;;i = 1,...,n} de A]% formée

d’éléments de SL(Ay), notons m(a;~) le volume du quotient de AL par le Z-module
engendré par les p(«;,y) (cf. 1.5), avec la convention m(a,y) = 0 si l un de ces éléments
est nul. Notons aussi sgn(a,y) le produit des signes des nombres réels < «;, p(ay,y) >
(avec la méme convention). Et notons u, la fonction sur Ay, (F') définie par

II tog(ei(a) = ci(a) ")

i=1,....n

Dans le cas particulier o L = M, auquel cas a est 'ensemble vide, on admet par
convention que les trois termes que 'on vient de définir valent 1. Alors le lemme 7.1 de
[A5] entraine Iégalité

rk (v, Zm v)sgn(a, v)ua(a),
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ou on somme sur les ensembles o décrits ci-dessus. L’ensemble de ces ensembles n’est
autre que la réunion des J € J AL4 Pour tout J € J, ]g, posons

(5) = m(a,7)sgn(a, 7)uala)y.

acd

C’est un élément de U; @ Dgyeom (O, w) ® Mes(M(F'))*. Alors la somme (3) devient

SN Gk, a)t 1),

LeL (M) Jejjf:{

Puisque la somme (3) est, a équivalence pres, le germe de ¢ ¢ (a7, f), on a obtenu l'as-

sertion (ii) de I'énoncé. L'assertion (i) est immédiate d’apres la définition de p§ (7, a) et
1.5(4). O

On a i

(6) si M =G, p§ est Didentité, modulo I'isomorphisme Uy ~ C.

C’est immédiat sur la définition (5).

3.3 Développement des intégrales orbitales pondérées invariantes
et fonction B

On suppose G = G et a = 1. On fixe une fonction B comme en 1.8. Soit M un Levi
de GG. On dispose alors de I'ensemble ¥( Ay, B). On peut reprendre les définitions de 3.1
en remplagant partout 'ensemble ¥ (A ;) par cet ensemble ¥( Ay, B). En particulier, on
note J3(B) l'analogue de J, E Toutes les propriétés énoncées en 3.1 restent vraies avec
ces définitions modifiées. La seule différence est que, pour J € J(B), le groupe G ; n’est
plus en général un sous-groupe de G (les groupes G, de 1.8 en sont des cas particuliers).
Cela ne crée pas de perturbations. De méme, I’analogue de la proposition 3.2 reste vraie,
avec la méme preuve. Enoncons-la, avec des notations évidentes.

Proposition. Pour tout J € JG(B), il existe une unique application linéaire p§ :
Dunip(M(F)) @ Mes(M(F))* = Uy ® (Dunip(M(F)) @ Mes(M(F))*)/AnnS,,, de sorte
que les propriétés suivantes soient vérifiées.

(i) L’application p§ est la composée de p?

7 et de la projection

Us@(Dunip(M (F))©Mes(M(F))*) [ Annigl, — Us@(Dunip(M(F))@Mes(M(F))) /Ann

unip unip*

(ii) Pour tout vy € Dypip(M(F))@Mes(M(F))* et pour tout f € I(G(F))@Mes(G(F)),
le germe en 1 de la fonction
a > Ifj(ay, ),

qui est définie pour tout a € Ay (F') en position générale, est équivalent a

Z Z [G pJ v, a vi)

LeL(M) Je g5 (B)
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3.4 Développement des intégrales orbitales pondérées invariantes
et systeme de fonctions B

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On fixe un systeme de
fonctions B comme en 1.9. Soient M un espace de Levi de G et O une classe de conju-
gaison semi-simple dans M(F). Pour 5 € O, on a défini ensemble X(Ay, B,) en 1.9.
Il ne dépend pas du choix de 7, on le note plutot 3(A,;, Bo). De nouveau, on peut re-
prendre les définitions de 3.1 en remplacant partout ’ensemble 3(A,;) par cet ensemble
Y(Apn, Bo). En particulier, on note jg(BO) I'analogue de J, J‘(j Remarquons que cet
ensemble peut étre vide. En effet, puisque X(Ay;, Bo) est par définition I’ensemble des
restrictions d’éléments de £ (Ay,, , By), il n’existe pas de sous-ensemble linairement
indépendant et de rang aj; — ag si 'ensemble EG"(AMW) est trop petit.

Il y a une différence cruciale avec la situation de 3.1 : pour J € J E(BO), on ne
peut plus définir le groupe G; car, pour n € O, la fonction B, n’est définie que sur un
sous-ensemble de ’ensemble de racines de GG. L’assertion (i) de la proposition 3.2 n’a pas
d’analogue dans notre situation. On peut toutefois définir une application

05 : Dyeom(0) @ Mes(M(F))* = Uy @ (Dyiom(O) © Mes(M(F))") /Anng

de la facon suivante. Par linéarité, il suffit de la définir sur une intégrale orbitale ~ associée
a un élément v dont la partie semi-simple appartient a @. On reprend la définition 3.2(5),
en y remplacant I'ensemble ¥(A,;) par 3(An, Bo). Clest-a-dire qu’avec des notations
adaptées, on pose

(1) pJ (v,a Zm ;7 Bo)sgn(a, v, Bo)ua(a)y.

acd

Plus exactement, p?('y,a) est 'image de ce terme modulo Ann$. Remarquons que, si

M =G, ona pg("/, a) = ~. La partie "existence” de la proposition 3.2 reste valable, ce
qui conduit a I’énoncé suivant.

Proposition. Pour tout 4 € Dysm(0) @ Mes(M(F))* et pour tout f € I(G(F)) ®
Mes(G(F)), le germe en 1 de la fonction
a Ig(a’y, f),

qui est définie pour tout a € Ay (F') en position générale, est équivalent a

Z Z pJ '77 ) 7B>f)

LeL(M) JGJL (Bo)

Remarques. (2) On peut remplacer O par une réunion finie U;—; _,,O; de classes
de conjugaison semi-simples, pour peu que I'ensemble (A, Bp,) ne dépende pas de 1.
C’est le cas si O est une classe de conjugaison stable.

(3) Supposons que le systeme de fonctions B soit le systeme ”trivial”, ¢’est-a-dire que
la fonction B, soit constante de valeur 1 pour tout 1 € G (F). Les ensembles X(Ay,) et
Y(Apr, Bo) ne coincident pas pour autant car, par définition, ce dernier est ’ensemble
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des éléments du premier qui sont restrictions d’éléments de £ (A, ) pour n € O. On a
toutefois une injection J E(B@) cJ E Il résulte des définitions que, pour J € J, E(B@),
les deux définitions possibles de p$ coincident, tandis que, pour J € J. ]\g/[ -J AG/I(BO), le

terme p? défini en 3.2 est nul.

3.5 Termes d’un développement stable

On conserve la méme situation que dans le paragraphe précédent. L’ensemble O est
maintenant une classe de conjugaison stable semi-simple dans M (F). On note Ann]\GZ’St,
resp. Ann$* | Vintersection de Ann% et de Djéom(M(F)) ®@Mes(M(F))*, resp. de Anng
et de DL, (O) @ Mes(M(F))*.

Soit s € Z(M)'r/Z(G)'r. Comme on l'a dit en 1.10, il se déduit du systeme de
fonctions B un tel systeme sur G'(s; F') que 1'on note encore B. Il résulte des définitions
que X (Ay, Bo) C X% (A, Bo). Supposons G/(s) elliptique. Alors agr(s) = ag et de
cette inclusion se déduit une inclusion jj\g ©)(Bo) C \?E(BO) Si~J € jg “)(Bp), la
preuve du lemme 3.1 s’applique : on a l'inclusion Anng ) Ann@. On voit aussi que
espace U est unique, sa définition ne dépendant pas de l'espace ambiant G' ou G'(s).

Soit J € J ]\G/[(B@). Dans le paragraphe précédent, on a défini une application p§ sur
Dygeom(O) @ Mes(M(F))*. Notons pS,, sa restriction & DS, (O) ® Mes(M(F))*. On
définit une application

oy D% (O) & Mes(M(F))* — Uy ® (Dyéom(O) ® Mes(M(F))*)/Anng

géom
ou plus précisément cr? par la formule de récurrence
. R &
(1) 0F =psa - > iy (G.G'(s)ay .
S€Z(NTF JZ(G) Fis#1,7€75 ) (Bo)

G'(s)

ol
Plus exactement, les o, "’ prennent leurs valeurs dans

Uy @ (Dygeom(O) @ Mes(M(F))*)/Anng )
mais, grace a ce que l'on a dit ci-dessus, on les pousse en des applications a valeurs dans

U ® (Dyeom(O) @ Mes(M(F))*)/AnnG,
Proposition (a prouver). Pour tout J € jE(B@), 0§ prend ses valeurs dans

Uy ® (D2, (0) ® Mes(M(F))*)/AnnS:*.

géom
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3.6 Quelques formalités

On considere un triplet (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure, un systeme de
fonctions B comme en 1.9, un espace de Levi M de G et une classe de conjugaison stable
semi-simple O dans M (F'). Considérons des extensions compatibles

10— G 5G=1etGy— G

ou Cy est un tore central induit et Gh est encore a torsion intérieure. On fixe un ca-
ractere Ay de Cy(F). On note Mh I’image réciproque de M dans Gh On fixe une classe de
conjugaison stable semi-simple Oy dans M;(F') se projetant sur O. Le systeme de fonc-
tions B se releve a Gy(F'). L’application a +— « o ¢ est une bijection de X(Ay, Bp) sur

Y(An,, Bo,). Via cette bijection, les ensembles jE(B@) et jj\gs(BOu) s’identifient. Pour

un élément J de cet ensemble, on a un espace U; de germes de fonctions sur A/ (F') et un
autre, notons-le Uy ;, de germes de fonctions sur Ay, (F). Il est clair que U, 5 est formé
des composés u o ¢ pour u € Uj;. On peut ainsi identifier ces deux espaces. Rappelons
que 'on dispose d’'un homomorphisme

Dgeom(My(F)) = Dyeoma, (My(F)),

cf. 1.10 (3). Fixons une mesure de Haar sur Cy(F'), qui permet d’identifier Mes(M;(F))
a Mes(M(F')). On vérifie sur sa définition que I’application p?“ se quotiente en un

. G i i i .
homomorphisme p Jh}\u de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

G, .
Dyéom(O3) @ Mes(My(F))* ™ Uy @ (Dyiom(O;) ® Mes(My(F))*)/Anng’
+ +
Gy
Paxy G,

Dyéomn, (0) @ Mes(M(F))* =" Uy @ (Dyeomr, (O) ® Mes(M(F))*)/Anng’y,

avec une définition naturelle du dernier annulateur. On voit que l'application 'O%\n ne
dépend pas des choix de O, et de la mesure sur Cy(F). Par des calculs analogues a

ceux de la preuve de 1.10, on montre que ’application af“ se quotiente de méme en une
application

G

: (0) ® Mes(M(F))* = Uy ® (Dgéomr,(0) @ Mes(M(F))*)/Anng,. .

st
9, Ap Dgeom Ay

Considérons d’autres extensions
150 —>5G —>G—1let Gy, — G

un caractere X, de C,(F') et une classe de conjugaison stable O, vérifiant des conditions
similaires. On renvoie a [II] 1.10 pour les notations utilisées ci-dessous. Supposons donnée
un caractere Ay, du produit fibré Gy, (F) dont la restriction a C; (F7) X Cy(F') soit Ay x AL
Supposons donné une fonction non nulle )‘h , sur le produit fibré Gh »(F) qui se transforme
selon le caractere Ayp. A l'aide de cette fonction, on peut identifier comme en [II] 1.10
tous les espaces intervenant ci-dessus relatifs aux données indexées par f avec les espaces
analogues relatlfs aux donnees indexées par b. On vérifie comme en [II] 1.10 que les

applications p J )\ et o 7 )\ s’identifient a p J/\ et o 7 )\b
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On peut aussi remplacer O par une réunion finie de classes de conjugaison stable
semi-simples, pourvu qu’elles vérifient la condition de la remarque 3.4(2)

Comme application, considérons un triplet (G, G, a), un espace de Levi M de G, une
classe de conjugaison stable semi-simple @ dans M (F), une donnée endoscoplque M =
(M', M, () de (M, M, a) qui est elliptique et relevante et un élément § € Z(M )FF’G/Z( )FF’
On pose simplement G’ = G/(8), G’ = G'(5) etc... On suppose G’ elliptique. On note
@’ la réunion finie des classes de conjugaison stable semi-simples dans M’(F) qui corres-
pondent a O.

On considere plus précisément les trois cas suivants : i

(1) (G,G,a) est quelconque, on munit G'(F) du systeme de fonctions B que I'on
note simplement B;

(2) (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure; on suppose donné un systeme
de fonctions B sur G(F), dont on déduit un tel systeme sur G'(F) que I'on note encore
B;

(3) G = G et a = 1: on suppose O = {1}; on suppose donnée une fonction B sur
G(F) comme en 1.8, dont on déduit une telle fonction sur G'(F') que l'on note encore B.

Fixons des données auxiliaires G, ..., Ay pour G'. Pour J € J E;(BO/), on définit
comme ci-dessus les applications

pf;\l : Dysomr, (O') @ Mes(M'(F))* = Uy ® (Dgeomn, (O') ® Mes(M'(F))*) /Anng';h

et

é/

054t Do (0) ® Mes(M'(F))* = Uy @ (Dyéomn, (O) © Mes(M'(F))*) /AnnG ..

géom,\1

Quand on fait varier les données auxiliaires, ces application se recollent en ces applications
P§" : Dyiom (M, O') @ Mes(M'(F))* = Uy ® (Dgsom(M', O') @ Mes(M'(F))*)/AnnS,
et

Dgzom(l\/[', O @ Mes(M'(F))* — Uy @ (Dyeom (M, 0') @ Mes(M’(F))*)/Anng’//.
On a adapté les notations de facon évidente.

Plagons-nous sous les hypotheses de (2) et supposons de plus que M’ est la donnée
"maximale” M. Dans ce cas, Dyeom (M, O') s'identifie & D¢, (O'). On vérifie en repre-
nant les définitions que p§" s’identifie & p?. Cette propriété se propage formellement :
0% s’identifie & 0. La formule (1) du paragraphe 3.5 se récrit

(4) a? = Drst — Z iy (G, é"(s))transfert(a?/(s)).

S€Z(N)TF /2(G) Fs5s£1,7€75 ) (Bo)

(M)®Mes(M(F))* sur D%, (M(F))®

Le transfert est ici 'isomorphisme naturel de D= com

Mes(M(F))*.

Dans le cas (3), on a mieux. On a O = {1} et on peut choisir pour relevement
l'orbite O] = {1}. Parce C} est induit, I’application M](F) — M'(F') est surjective. On
en déduit aisément que les homomorphismes naturels

géom

Dunip,x (M{(F)) = Dunip(M{(F)) = Dunip(M'(F))
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sont des isomorphismes. On en déduit un isomorphisme D,,;,(M') =~ Dy (M'(F)).
Ainsi, les applications pS;/ et 05;/ s'identifient a des homomorphismes

PS5+ Dunip(M'(F)) @ Mes(M'(F))* = Uy @ (Dunip(M'(F)) @ Mes(M'(F))*)/Anng,

unip

et

7 Dinip(M'(F)) @ Mes(M'(F))* = Uy @ (Dunip(M'(F)) ® Mes(M'(F))") [ Anng, .

En reprenant les définitions, on voit que p?/ s’identifie a p?. Cette propriété se propage :
G/

0§’ sidentifie & 0§
3.7 Développement des intégrales orbitales pondérées stables

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On fixe un systeme de fonc-
tions B comme en 1.9. Soient M un espace de Levi de G et O une classe de conjugaison
stable semi-simple dans M (F).

Proposition. (i) Pour tout § € D% (0) ® Mes(M(F))* et pour tout f € I(G(F)) ®

géom

Mes(G(F)), le germe en 1 de la fonction
a Sg(aé, f),
qui est définie pour tout a € Ay (F') en position générale, est équivalent a

19(05(8,a)% £)

JETE (Bo)
+ > > 8%(ok(8,a)", B, 1).
LeL(M),L#G JeJL (Bo)
11 upposons veriiiee la proposition 9.0. Ors 1e daeveloppement precedent premn a
ii) S ‘rifiée 1 ition 3.5. Alors le dével t précédent dl

forme
>. > 8

LeL(M) JeTL (Bo)

Y

(ch(8,0)", B, ¥).

Preuve. Notons qu’en vertu de 3. 5(2) et de nos hypotheses de récurrence, les termes
oL (8, )L sont stables si L # G’ Les termes de la formule du (i) ont donc un sens. Evi-
demment, si les termes 0§ (4, a) sont stables eux-aussi, on peut remplacer les intégrales
orbitales figurant dans cette formule par des intégrales orbitales stables. Donc (ii) résulte
immédiatement de (i).

On part de la définition

(1) S(ad.£) = I§(ad, f) - S (GG ()SE Y (a6, 19).

s€Z(M)TF | Z(G)F;s#1

La proposition 3.4 nous fournit le développement du premier terme : I]\C:j[(a(‘i, f) est

équivalent a
@ > Y IE(he.a) B,

LeL(M) JeJJ@(B@)
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Pour tout s € Z(M)F /Z(G)'F, avec s # 1, on peut développer le terme S ( 5, £G'()
par la proposition que I’on cherche a prouver, appliquée a G’(s). On passe sur les forma-
lités permettant d’appliquer cette proposition a une telle donnée plutot qu’a un espace
G'(s). On obtient que la somme du membre de droite de (1) est équivalente &

S ig@as) Y

s€Z(M)TF /Z(G)TF s#1 L1ecG’ () (NI)
G/(s L'(s (s
Z Sp o D(8,a) ), B EE).
JeT (Bo)

La notation L/(s) est la méme que dans la preuve de 2.5. Comme dans la preuve de la
proposition 2.5, on regroupe les couples (s, L) intervenant selon I'espace de Levi L qu’ils
déterminent par I'égalité A; = A;,. L'expression précédente devient

2 2 2

LeL(M) seZ(M)TF /Z(L)TF L/ (s) elliptique JGJAL;(s)(BO)

Z . (é«’ é,(t))SL/(it))( L'(s) (8, a)L (s) B, £G'®) ).
tesZ(L)'F /Z(G)TF 1

Comme en 2.5, on a l'égalité

et I'expression devient

(3) >

LeL(M) seZ(M)'F /z(L)'F JejL ) (Bp)

g
=
e
vb\”
=

M

2. i (G G/ (1) SEY (0% O(8,)¥ ), B, D),

tesZ(L)'F JZ(Q)TF t#£1

Fixons L, s et J et étudions la somme interieure en t. Supposons d’abord L + G et
L # M. On sait par récurrence que les termes a (6 a)¥' ) sont stables. Si s # 1, la

somme n’est autre que IEGE(L’( ), (8, a)L/(S), B, f) ou encore &

G.E L'(s (s
17" (transfert(o; ( )(6,a)L( )), B, f).
Le transfert commute a 'induction. Donc
transfert(oc” (8, a)¥' ) = (transfert(c™ (8, a))).

Puisque L #* M, on peut appliquer le théoreme 1.16 et I'expression ci-dessus devient
IG((transfert(aJ (S)(é a)))L,£). Si s =1, la somme en ¢ n’est pas tout-a-fait

GE/y L'(s) (s
I79(L(s),0,"(8,0)"™, B, 1)
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car il manque le terme ¢t = 1. On a L'(s) = L puisque s = 1. Le terme manquant est par
définition SG<U L(§,a)L, B, ) . On obtient que la contribution de L & I'expression (3) est

> ig(LL(s) Y. IS(transfert(cy ¥ (8,a))", B,f)

SGZ(M)FF/Z([:)FF JEJL (5)( O)
— SS(o%(8,a)", B, ).
JeJE (Bo)
On peut récrire la premiere somme sous la forme
2 2 iy (L, L' (9)) I (trans fert(o; ) (6,a))%, B, £).
JETE(Bo) sez()FF /2(1) P 7egE ) (Bo)

Or i
> i (L, L' (s))transfert(c” ®(8,a)) = p%(8, a)

€2 F JZ(E)FTeTE ) (Bo)
d’apres la définition 3.5(1). Donc la contribution de L & l'expression (3) se réduit &

(4) 3 (fg(pE(a,a) B,f) — S¢(c%(8,a) ,B,f)).

JEJE(BO)

Supposons maintenant L = G. La somme en t est vide si s = 1 et est réduite au terme
t=ssis# 1. Onadans ce cas ig, (G G'(s)) = 1. La contribution de G s’écrit plus
simplement

S g@Es) Y SO 6,090, B,rS),

s€EZ(M)'F /Z(G)'F s#1 7€7%' 9 (Bo)

Les intégrales stables n’étant plus pondérées, on n’a plus besoin de faire appel au
théoreme 1.16 pour obtenir les égalités

SGI(S)(J?I(S)(& a)G’(s)’ B, fG’(s)) _ Ié(transfert(af/(s)(é, a)G’(s))’ B, f)
= [G((t'r’cmsfe'r’t( (6 a)))é, B, f).
La contribution de G devient

> ig(G.G'(s) > IS((transfert(o5 ¥ (8,a)))¢, B,f).

s€Z(M)'F /Z(G)TF s#1 JejG &) (Bo)

On la récrit comme ci-dessus

> > i (G, G (s)IC ((transfert(c$ (8, a)))%, B, f).

IeTG(Bo) se2(N)F 2 s1,0€7S ) (Bo)
On a
Z i(G,G'(s ))transfert( 8)(5 a)) = JC‘((; a) — 05;(5,@)

s€Z(NN)'F /2(C) FTeT S ) (Bo)
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d’apres la définition 3.5(1). La contribution de G & I'expression (3) est donc

(5) > (190656, B.6) - 19(65(6.0)%, B. 1))

JETE (Bo)

Considérons enfin Pespace L = M. La somme en s disparait de Pexpression (3). La
somme en J se réduit au terme J = . Les termes 03?(d,a) sont tous égaux & 4. La

contribution de M & Iexpression (3) se réduit & la somme en ¢, qui est alors
(6)  I(0y"(8,a), B,f) — S5 (0y"(8,a), B.f)

par définition de ce dernier terme.
Le membre de droite de (1) est équivalent a la différence entre (2) et la somme de
(4), (5) et (6). On voit que c’est I'expression du (i) de I’énoncé. Cela acheve la preuve. [J

3.8 Termes d’un développement endoscopique

Soient (G, G, a) un triplet quelconque, M un espace de Levi de G, O une classe de
conjugaison stable semi-simple dans M (F) et M/ = (M’, M’,¢) une donnée endosco-
pique de (M, M ,a), elliptique et relevante. On note @’ la réunion finie des classes de
conjugaison stable semi-simples dans M’ (F) qui correspondent a O. Rappelons que I'on
a un homomorphisme ¢ : Ay — Ay dont se déduit un isomorphisme € : a;; — ap.

Soit § € CZ(M)'r/Z(G)'r9. Posons simplement G/ = G/(3). On dispose de 'en-
semble X9(A ;) de racines, que I'on peut voir comme des formes linéaires sur a,;, et on
a défini I'espace ¥ (A, BG,) de formes linéaires sur ay;. Montrons que

(1) on a Bo & € X¢(Ay;) pour tout 3 € B¢ (A, BS).

On fixe € € O’ et on applique la construction de la fonction BY faite en 1.11. Pour
simplifier, on pose B = BG On suppose que les paires de Borel (B,T) et (B',T")
sont telles que M et M’ soient standard. L’isomorphisme ¢ ci-dessus se déduit d'un
isomorphisme ¢ : ¢ ~ ¢. Un élément B € X% (Ayp, B) est la restriction & ayy d'un
élément 3 € NC(T', B). Alors B o £ est la restriction & ay de 8’ o £ L’élément B’
est de la forme o//B(a’), ot o € X%(T"). On a rappelé en 1.11 la description de
cet ensemble, que 'on a décomposé en cas (a) a (d). Dans le cas (a), on a o/ = Na,
o0& = (Na)oé = ngQpes, Ol (ye, est la restriction de o a t’. Puisque B(a/) = ng,
on obtient ' 0 & = 5. Dans le cas (b), on a o’ = 2Na, o 0 £ = 2n,a,¢5. Puisque
B(a') = 2n,, on a encore 3/ 0 £ = 5. Dans le cas (¢), on a encore o 0§ = 2n,0.s.
Cette fois, B(a/) = ng, d’ou ' 0 £ = 2a,..5. Mais « est de type 2 donc n,, est pair et
Iélément & = o + 0™/2(a) est de type 3. On a @pes = 25, donc B’ 0 & = @ys. Dans le
cas (d), on a o’ = Na, d'o = nyag.es et B(a/) = 2n,, d’ou ' 0 & = es/2. Mais a est de
type 3 et il existe une racine a de type 2 telle que a = a + 0"/2(a). On a Qs = 20,
d’ot /0 & = q,,,. Ainsi B’ o € est toujours la restriction a t? d’un élément de X¢(T). 11
s'ensuit que 3o & est la restriction & ay; d'un tel élément. Donc B0 & € X¢(Ay;). O

Supposons G’ elliptique. L’application 3 ++ Bo¢ définit une injection X (A, BG) —
Y% (A;). Il sen déduit une injection J¢ (BS) — jj\g, que nous noterons simplement
J" — J. Considérons deux tels éléments J' et J tels que J' — J. Pour v/ € Uy, la
fonction u' o & appartient a Uy, d’ou une injection Uj; — U;. L’application de transfert

DL (MO @ Mes(M'(F))* = Dyeom(O) ® Mes(M(F))*

géom
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commute a l'induction. On en déduit qu’elle se factorise en une application

(D, (M, O @ Mes(M'(F))*)/Anngl/’St — (Dyéom(0) & Mes(M(F))*)/Anng.

géom

On I'appelle encore transfert.
Soit J € J, ]\g/[ On va définir une application
pSEMY) 2 DL (MY, 0') @ Mes(M(F))* = Uy @ (Dyeom(O) ® Mes(M(F))*)/Anng.

géom

Soit & € D5, (M', 0" )@ Mes(M'(F))*. On peut considérer la valeur pf’g(M’, d) comme
un germe d’application de Ay (F) dans (Dyeom(O) @ Mes(M(F))*)/Ann@ dont on note
p5¢(M, 8, a) la valeur en un point a € A, (F) en position générale et proche de 1. On
pose ]
M= Y (@A)
5€lZ(N)F P )7 (G)TF 0
Z transfert(aﬁl(g) (6,¢(a))).

edE e
7€ s (BE)IT
Notons que la somme en J' est vide ou réduite & un seul élément. Les considérations
. ;. G.E N TI! N
ui précédent montrent que M) prend ses valeurs dans 'espace indiqué. D’apres
J

nos hypotheses de récurrence, les termes 02,(5)(5,5 (a)) sont stables et on peut bien
les transférer, sauf dans le cas ou (G,é,a) est quasi-déployé et a torsion intérieure
et ot M’ = M. Dans ce cas, le terme correspondant a 5 = 1 pose probleme. On le
remplace simplement par 0§ (8, a). Par définition de ce dernier terme, on a dans ce cas

p5%(M,8,a) = p5(8,a).

Proposition (a prouver). Pour tout J € jg, tout & € Dt (M, O')®@ Mes(M'(F))*

géom
et tout a € Ay (F') en position générale et proche de 1, on a I'égalité

p5E(M',8,a) = p§ (trans fert(8), ).

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonction B. Il s’en déduit un tel systeme sur les espaces endoscopiques G'(s) inter-
venant. FEn utilisant ces systemes a la fois sur G et sur ses espaces endoscopiques, on

définit la variante ,oJé’g(M’) pour J € jE(B@).
Variante. Supposons G = G, a=1¢et O = {1}. Fixons une fonction B comme en
1.8. On définit de méme la variante p§°(M’) pour J € JG(B).

3.9 Développement des intégrales orbitales pondérées endosco-
piques

Les données sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

Proposition. Pour tout § € D% (M',0') @ Mes(M'(F))* et tout f € I(G(F),w) ®

géom

Mes(G(F)), le germe en 1 de la fonction

a s 195 (M, €(a)3.£),
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qui est définie pour tout a € Ay (F) en position générale, est équivalent a

Z ZIGS LSM/(sa)f, )

LeL(M) Jejj@

Preuve. Supposons d’abord (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure et M/ = M.
On vérifie qu’aucun terme ne change si on supprime les exposants £. L’assertion est alors
le (ii) de la proposition 3.2. On exclut ce cas.

Posons pour simplifier a’ = £(a). On a 1'égalité

I65(M, '8, £) = 3 i (G, G'(3)) Sy ('8, BE £9°®))
selZ(NN)TF0 ) z(G)F 0
Calculons le germe en 1 de cette expression, a équivalence pres. D’apres nos hypotheses

de récurrence, la proposition 3.7 est démontrée pour tous les termes intervenant ici. En
I'utilisant, on obtient

) i G.CE) Y
5eCZ(M)T P9/ 2(G)F 0 LLecd' @ ()
Z SG;_’(S)( ot (8)(5’a/)L’§’ BG”fG’(é))'
J’EJE,(S)(Bg,) ’
On regroupe les (8, f/g) selon l'espace de Levi L déterminé par A; = AL% . Comme dans

les démonstrations précédentes, L} devient L'(3). On obtient

2 2. 2.

LeL(M) 3elZ (M) F Q/Z( VWFs 0 ,L/(8) elliptique J’ejL (S)(BG )

. = Ay oG/ () L8 L'(3) pG ¢G'(f
> iy (G, G(D)SE (05,8, ®, BY £ D),
tesz(L)'F0)z(G)TF0
On peut décomposer la somme en J' en une somme en les J € J 1\% et une somme en les
J'" tels que J' — J. D’autre part, on a encore

i (G, G'(1) = iy (L, L'(3))ip (G, G'(D)),
et 'expression devient

S > (L LG Y

LeL(M) jegk selz(8)TF 0 /z(L)"r? 7egH O (BS) I

G 3 )
Y. GG ESEE a0,
i€sZ(L)F0 )7 (G)LF:0

La somme en  n’est autre que IS’E(L’( ), 0% &(8,a )Y £), ou encore

G.E L' (5 "5
I; (trans fert(oc%® (8, a )V, £).
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On a I’égalité

L

transfert(cr?//(g) (8, )Yy = (transfert(cr?//(g) (6, a/)))
L’expression devient

> 2 > i@ @)
Lec(h) jegL selz(N)Tr0 )z (L) 0

Z [g’g((transfert(a?,/(g)(5, a')))L ).

Jegk®

L (BS,), T

Il suffit d’appliquer la définition de 3.8 pour obtenir transformer cette expression en celle
de I’énoncé. [

Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonction B. On a une proposition analogue. La formule de 1’énoncé prend la forme

>y IGS (M, 68,a)", B, ).

Le£(d1) JegL (Bo)

Variante. Supposons G = G, a = 1 et © = {1}. Fixons une fonction B comme en
1.8. On a une proposition analogue. La formule de ’énoncé prend la forme

D> Iy (M, 8,0)", B, f).

LeL(M) Je gk (B)

3.10 Termes p; et induction

Soient (G, G, a) un triplet quelconque, M un espace de Levi de G, R un espace de
Levi de M et O une classe de conjugaison semi-simple dans R(F). On note OM la classe
de conjugaison dans M (F') qui contient O. On rappelle 'homomorphisme d’induction

Dyéom(0) @ Mes(R(F))* = Dyeom(OM) ® Mes(M(F))*
0% — M

Rappelons que J. E est ’ensemble des classes d’équivalence d’ensembles o« = {a, ..., v, }

oll les ; sont des éléments linéairement indépendants de $%(Ay;) et ot n = ay; — ag.
Deux ensembles sont équivalents s’ils engendrent le méme Z-module. Soit L € L(R) tel
que ] ~ ]

(1) A =AY @ AL
Alors de Vinjection Ay — A se déduit une application injective % (Az) — X9 (Ay).
Il s’en déduit une injection Jz L_, T ¢ par laquelle on identifie le premier ensemble a un
sous-ensemble du second. A un élément J € J. é sont associés deux espaces Uy, I'un de
germes de fonctions sur Az(F'), Vautre de germes de fonctions sur A,;(F). Ce dernier
est 'ensemble des restrictions des éléments du premier.
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Lemme. Soient J € jj\%, v € Dyeom(O) ® Mes(R(F))* et a € Ay (F) en position
générale et assez proche de 1. On a I’égalité

p?(’YM?a) = Z d%(Mv i)p§(77a)M'
LeL(R),JeTk

Preuve. On fixe des mesures de Haar sur tous les groupes intervenant. Par linéarité,
on peut supposer que 7y est une intégrale orbitale associée a un €lément un € R(F), ou
n € R(F) est semi-simple et u € R,(F) est unipotent. Alors v est une combinaison

linéaire i
} : M
Ck[ (Uj777 w, )
=Lk

d’intégrales orbitales associées a des éléments v;n, ot v; € M, (F') appartient a l'orbite
induite de celle de u. On pose 7v; = IM(v;n,w,.). En appliquant la définition 3.2(5), on

obtient o
2 5™ a) = D > mla,vm)sgn(e, vin)uala)y;.

j=1,...,k a€&J

Considérons a = {ay, ..., } € J. Pour tout i = 1,...,n, fixons une ”coracine” &; que
nous normalisons par la condition < a4, &; >= 1 (sic!). Notons m le volume du quotient
de A% par le Z-module engendré par ces ¢&;, pour i = 1,...,n. Le terme p%(qy, v;n) défini
en 1.5 est proportionnel a &;. Il résulte des définitions que

(3) m(ga 0377)59”(&7 UJT/) =m H < Oy, P(auvﬂl) >
i=1,....,n
Pour tout ¢, appliquons la relation 1.7(11) :

plai, vin) = p(Bi, vn) -
BiGEG(AR)ﬂi,M:ai

Notons .J;, 'ensemble des ensembles § = {6, ..., f,} d’éléments de ZG(AR) tels que
B; i1 = ai pour tout 7 (en numérotant convenablement les éléments de cet ensemble). On
obtient

m(a, vjn)sgn(a, v;n) = Z m H < ay, p(Bi,un) > .

éel’g i=1,...,n

Pour chaque ensemble 8 = {1, ..., 8.} € l'g, définissons 'espace de Levi Eé de sorte que
Af’ﬁ soit l'intersection des annulateurs des 3; dans Ap. Alors 8 appartient a une unique

L - -
classe Jg € J, Ré' Il résulte des définitions que la relation (1) est vérifiée pour L = Lg et

. . Lg . . . . 5
que la classe Jg s’envoie sur J par 'injection J. » CJ AG/I On introduit des coracines [3;
comme ci-dessus. On a

< O‘iap(ﬁiaun) >=< ai)Bi >< Blap(ﬁzaun) >,
d’ou

m(ga 1)377)59”(&7 UJT/) = Z mm,ﬁ H < /Blap(ﬁlaun) >,

BeJs, i=1,..n
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ou

m’é: <05i76i>

i=1,....,n

Le produit mm/ﬁ est le volume du quotient de A% par le Z-module engendré par les BZ i
pour ¢ = 1,...,n. Un calcul simple montre que

mm'é = dg(M, ﬂﬁ)mﬁ,
L .
ou mg est le volume du quotient de .ARé par le Z-module engendré par les ;. D’ou

m(a, v;n)sgn(a, v;n) = Z d MLg mg H < By, p(Bi, un) >

Bey, i=1,..,n

Par une égalité similaire & (3), cette expression devient

m(a, vyn)sgn(a, vin) = > dG (M, Lg)m(B,un)sgn(B, un).

D’autre part, on a uy(a) = ug(a) pour tout g € J,,. L'égalité (2) devient

@ Z Cj Z Z dG z (@7 u)‘ggn(ﬁv U)UQ(G,)"/]»

Jj=1,....k aeJﬁei’

=) dE(M, Lg)m(B,u)sgn(B, uyus(a)y™".
a€J geJl,
Pour un espace de Levi L vérifiant (1), on vérifie que la réunion sur les a € J des 8 € i'g
tels que ﬂﬁ — L est vide si J ¢ j}%. Sinon, c’est 'ensemble des § € J, ou J est vu comme
un élément de j}%' D’ou

P57 ey = Y G, L)Y m(B,uw)sgn(B, uyus(a)y™.

LeL(R),JeTk BeJ
Par une égalité similaire & (2), on a pour tout L intervenant ci-dessus

phi(v.a) =" m(Bu)sgn(B, u)us(a)y.

peJ

L’égalité précédente devient

pS(yMa)y = Y dZ(M, L)p(v,a)™.
Lec(R),JeTk
Cela prouve le lemme. [] )
Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure et fixons un

systeme de fonctions B comme en 1.9. On dispose de I’ensemble J E(BO ). Les construc-
tions s’adaptent pour cet ensemble et on a un lemme similaire.
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3.11 Termes o; et induction

Soient (G, G, a) un triplet quasi-déployé et a torsion intérieure, B un systeme de
fonctions comme en 1.9, M un espace de Levi de G, R un espace de Levi de M et O une
classe de conjugaison stable semi-simple dans R( ). On note OM 1a classe de conjugaison
stable dans M (F") qui contient O.

Lemme. Soient J € jﬂg;[(BOM) de D (O)®Mes(R(F))* et a € Ay(F) en position

géom

générale et assez proche de 1. On a I’égalité
05(0"a)= Y G Lo (s.a)".
LeL(R),Jng

En utilisant le lemme précédent, la démonstration est similaire & celle du (ii) de la
proposition 1.14.

3.12 Termes pf’g(l\/{’,é,a) et induction

Soient (G, G, a) un triplet quelconque, M un espace de Levi de G, M/ = (M, M’, ()
une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M, a) et R’ un groupe de Levi
de M’ qui est relevant. On construit comme en [I] 3.4 un espace de Levi R de M qui lui
correspond et une donnée endoscopique R’ de (R, R, a) qui est elliptique et relevante.
Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans R(F ). On note O la réunion
des classes de conjugaison stable dans R'(F) qui correspondent & O.

Lemme. Soient J € jg, 0 € Dyeom(R',0') @ Mes(R'(F))* et a € Ay (F) en position
générale et proche de 1. On a I'égalité

PTEML M ) = Y dG (L L)ph (R, 6,0)Y.
LeL(R),JeTk

La démonstration est similaire a celle du (i) de la proposition 1.14.
Variante. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme
de fonctions B comme en 1.9. On a un lemme similaire en remplagant ’ensemble 7 E

par jE(BOM).
4 Le cas non ramifié

4.1 Intégrales orbitales pondérées de la fonction caractéristique
d’un espace hyperspécial

Dans toute cette section, on suppose (G, G, a) non ramifié et p grand. Précisément, on

impose les hypotheses (1) a (4) de [I] 6.1 ainsi que 'hypothese (Hyp) de cette référence.

Le groupe G(F') est muni d’une mesure canonique pour laquelle mes(K) = 1 pour tout
sous-groupe compact hyperspécial K de G(F') (rappelons que deux tels sous-groupes sont

97



conjugués par le groupe G 4p(F'))). On munit G(F') de cette mesure et on se débarrasse
ainsi des espaces de mesures intervenant dans les sections précédentes. On fera de méme
pour les autres groupes non ramifiés qui interviendront.

On fixe un sous-espace hyperspécial K de G(F ), on note K le sous-groupe hy-
perspécial de G(F) associé. On note 1 la fonction caractéristique de K. Soit M un
espace de Levi de G tel que M soit en bonne position relativement a K. On définit une

forme linéaire r%(., K) sur Dysom(M(F),w) par

pour tout v € Dyeom (M (F),w).

Soit Q = LUq € F(M). On a I'égalité (1z)gw =15z, o KL = KN L(F). En parti-
culier, cette fonction ne dépend que de L. La formule habituelle de descente des intégrales
orbitales donne donc la formule suivante. Soient L € L(M) et v € Dyeom (M (F),w). On
a I'égalité o

(1) R K) = Y dG(L Dk (v, KY).

L'eL(M)

4.2 L’avatar stable

On suppose ici (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Pour tout espace de

Levi M de G, nous allons définir une forme linéaire s%( K) sur Dgiom(M (F)). Comme

les intégrales orbitales pondérées, elle dépend de la mesure sur A§, fixée en 1.2. La
définition se faisant par récurrence, on doit commencer par quelques formalités.

Notre forme linéaire vérifiera la propriété

(1) SJ‘GZ(., K) ne dépend que de la classe de conjugaison de K par Gp(F).

Remarquons que deux sous-groupes hyperspéciaux de G(F) sont toujours conjugués
par G 4p(F) mais ce n’est pas le cas pour deux sous-espaces hyperspéciaux de G (F). Pour
deux tels sous-espaces K’ et K", on a seulement : il existe g € Gp(F) et z € Z(G; F)
de sorte que K” = z ad,(K").

Notre forme linéaire vérifiera aussi la propriété

(2) 3%(5, K) = 0 si le support de & ne coupe pas K.

Considérons des extensions compatibles

150, -G =-G—=1letG, — G

ou (7 est un tore central induit, G; est non ramifié et él est a torsion intérieure. Soit
A, un caractére non ramifié de Cy(F). On fixe un espace hyperspécial K; de Gy(F) se
projetant sur K.Ona AJ\Gjl ~ A§, et on choisit pour mesure sur le premier espace l'image
par cet isomorphisme de la mesure fixée sur le second. On suppose définie la forme linéaire

ql( Ky) sur D% (M,(F)), vérifiant la propriété (2). On définit une forme linéaire

géom
le (., Ky) sur Do, )\1<M1<F>> de la fagon suivante. Soit § € D, Al(Ml(F’)). On

ch0131t un élément & € D;éom(Ml(F)) qui s’envoie sur § par I'application 1.10(3). On
pose

sG (5,;%1):/ $C(8°, Ri)ha(e) ™ de.
1,71 Cl( ) 1
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La propriété (2) assure que cette intégrale est a support compact. .

On note comme toujours M la donnée endoscopique "maximale” de (M, M). Soit
s € Z(M)'r/Z(G)'F, avec s # 1. On en déduit une donnée endoscopique G'(s) =
(G'(5),G'(s), s) de (G, G), qui est non ramifiée. Supposons-la elliptique. Alors A%(s) ~
A§; et on choisit pour mesure sur le premier espace I'image par cet isomorphisme de la

. o N L -
mesure fixée sur le second. On va définir une forme linéaire SM(S)(., K) sur Dit,.(M).

On associe & I'espace K un espace hyperspécial K’(s) de G’(s), dont la classe de conju-
gaison par G'(s)ap(F') est uniquement déterminée, cf. [I] 6.2. On choisit des données
auxiliaires G, (s), G} (s), Cy(s), &(s) non ramifices (cf. [I] 6.3). On choisit un sous-espace
hyperspécial K/ (s) de G’ (s) se projetant sur K'(s). On note A(s) le facteur de trans-
fert associé a ce sous-espace, cf. [I] 6.3. Soit § € D%, (M). Par ce choix de facteur de

géom N
(M;(s)). Puisqu’on

transfert, cette distribution s’identifie a un élément 8,(s) € D3, 5,
a supposé s # 1, on peut supposer par récurrence que la forme linéaire sf/l,(( (., K!(s))

est bien définie. Un calcul formel utilisant par récurrence la propriété (1) montre que le
terme o ~
S (@1(). Ki(s))

ne dépend pas des choix de données auxiliaires. On le note SM (6 K), ce qui définit la
forme linéaire 31(\;/[( )(., K).

On a défini au paragraphe précédent la forme linéaire r¢ (., K) sur Dyeom(M(F)),
sous ’hypothese que M était en bonne position relativement a K. Montrons que :

(3) sa restriction a D;éOm(Z\;[ (F)) ne dépend que de la classe de conjugaison de K par
Gap(F). 3 )

Soit g € Gap(F'), posons K’ = ad,(K), K’ = ad,(K) et supposons que M est encore
en bonne position relativement a K’. On peut fixer deux sous-tores maximaux 7" et 7" de
M, définis sur F' et maximalement déployés, de sorte que K, resp. K’, soit le fixateur d'un
point hyperspécial dans 'appartement de 'immeuble de G associé a T', resp. T”. Les tores
T et T" sont conjugués par M (F'). On peut donc fixer m € M(F') tel que ad,,,(T) =T".
Posons K" = ad,,,-1(K"). Alors K et K" sont les fixateurs de points hyperspéciaux dans
I’appartement de I'immeuble de G associé a T'. On sait que deux tels points se déduisent
I'un de l'autre par I'action d’un élément du normalisateur de 7" dans Gap(F'). Puisque
de plus, le normalisateur de 7" dans K se projette surjectivement sur le groupe de Weyl
de T', nos deux points se déduisent en fait 'un de l'autre par I'action d’un élément de
Toa(F). Soit donc t € Toq(F') tel que K" = ad,(K). Alors ad,.(K) = K', donc ady-1,,,
conserve K, donc g “'mt € K,4. Dans notre situation a torsion intérieure, cela entraine
que ady-1, conserve K. Donce K' = ad,y(K). Cela montre qu'il existe © € M,q(F) tel
que K’ = / = adm(K ). Par simple transport de structure, on a 1'égalité

8 (v, K) =15 (ad,(v), K")

pour tout 4 € Dygom(M(F)). Mais 'action par conjugaison de M,q(F) se restreint en
'identité sur les distributions stables. Donc

r@ (8, K) =S (8, K)

pour tout § € D%, (M(F)). Cela prouve (3). O

Grace a (3), on peut étendre la définition de la restriction de T‘]\G;I(

au cas ou M n’est plus supposé en bonne position relativement a K : on choisit g €

géom

K) & Dyt (M(F))

géom
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Gap(F) tel que M soit en bonne position relativement a ad,(K) ; pour & € D% (M(F)),
on pose 7% (8, K) = AGZ(&,adg(f()). L’assertion (3) assure que cela ne dépend pas du
choix de g. . }

On peut maintenant définir notre forme linéaire s% ( K). Pour § € Dt (M(F)),

géom
on pose

géom

S€Z(N)TF JZ(G)TF 51

La vérification des propriétés (1) et (2) est immédiate par récurrence, et grace a (3).

Notons une autre propriété formelle de notre forme linéaire. Le groupe Z(G; F) agit
par multiplication sur G(F), donc aussi sur C°(M (F)) (précisément f*(y) = f(zv)) puis
SUr Dysom (M(F)), en conservant 'espace des distributions stables. Pour z € Z(G; F) et
d € D5 (M(F)), on a légalité

géom

s%(0°, K) = s¢,(8, 2K).

4.3 L’avatar endoscopique

On revient au cas ou (G, G, a) est quelconque (mais non ramifié comme dans toute
la section). Soient M un Levi de G et M/ = (M, M, {) une donnée endoscopique
elliptique et non ramifiée de M. Pour § € CZ(M)'r 79 /Z(G)Tr? on dispose de la donnée
endoscopique G/(3) = (G'(8),G'(3),5) de (G, G, a), qui est non ramifiée. Supposons-la
elliptique. Alors A%,(g) a A% et on choisit pour mesure sur le premier espace 'image
par cet isomorphisme de la mesure fixée sur le second. On définit une forme linéaire

sﬁ,(g)(., K) sur D3 (M) de la méme fagon qu'au paragraphe précédent. Clest-a-dire
que I'on choisit des données auxiliaires non ramifiées G (3), G'(3), Cy(s), §1( ). O

fixe un sous-espace hyperspécial K!(3) de G'(3; F) se projetant sur un espace K'(3) de
G'(3; F) associé & K. On utilise le facteur de transfert associé & cet espace. Ainsi, un
élément &' € DL (M) s’identifie & un élément §7(5) € D5 (M!(3; F)). On pose

géom géom,\1(8)

G'(3 - o et~
sw (8, K) = sy, (81(3). K1(3)).
Cela ne dépend pas des choix de données auxiliaires.
Cela étant, on définit une forme linéaire TAGZ’g(M’ . K) sur D% (M) par I'égalité

géom

(1) S5 8L R) = 3 i (G G(3)sS (8, K).

5eZ(M)T R0 ) 7(C) 0

4.4 Le lemme fondamental pondéré

Théoréme. Soit M un espace de Levi de G en bonne position relativement & K. Soit
M’ une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée de M. Pour §' € D;éom(M’), on
a l'égalité

MY R) =

];z(t'r’ansfe'r’t((s’) K).
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Supposons le support de & formé d’éléments semi-simples fortement G-réguliers.
Dans ce cas, 'assertion est le lemme fondamental pondéré sous sa forme usuelle. Elle est
maintenant prouvée d’apres [W3] théoreme 3.8. Ce théoreme était conditionnel, mais les
conditions imposées sont levées par les résultats de Ngo Bao Chau et ceux de Chaudouard
et Laumon, bien que ces derniers ne soient pas encore publiés en toute généralité. La
suite de la section est consacrée a la suppression de I'hypothese faite ci-dessus sur le
support de &'. On suppose fixés M et M’ comme dans 1’énoncé.

4.5 Développement en germes

Soit O ¢ M (F') une réunion finie de classes de conjugaison semi-simples. La propo-
sition 2.3 définit des germes 91%4,0 pour tout L € L£(M). D’apres [Al], proposition 9.1,
les intégrales pondérées non w-équivariantes vérifient le méme développement que leurs
versions w-équivariantes, avec les mémes germes. En particulier, on a

1) SHE) =Y Sek(), k)
LeL(M)

pour tout v € Dgegm(M(F), w) assez proche de C.

Supposons (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure. Soit @ C M (F) une réunion
finie de classes de conjugaison stable. Supposons que @ soit formée d’éléments G-équisinguliers.
Montrons que 'on a 1’égalité

(2) 558, K) =593 ,(0), K)

géom

pour tout § € D, (M(F)) assez proche de ©. Remarquons que, d’aprés le lemme 2.2,

g;\‘g 0(6) est stable, le membre de droite ci-dessus est donc défini.
Preuve. On utilise la définition 4. 2(4). En raisonnant par récurrence, on peut supposer

que, pour s € Z(M)'7/Z(G)TF, s # 1, on a égalité
G s G'(s %
V6, K) = su (931,0(8), K)

pourvu que & soit assez proche de O. L’hypothese faite sur O et la relation 2.3(1)
entrainent que le développement (1) se simplifie en

r%((s, K) = r%(gg’o(d), K).

Mais alors le membre de droite de la relation 4.2(4) pour I’élément § coincide avec la
9 ,(8), K). O

Revenons au cas général, soit O une classe de conjugaison stable d’éléments semi-
simples dans M'(F). 11 lui correspond une classe de conjugaison par M (F) dans M (F).
Supposons que cette classe soit formée d’éléments G-équisinguliers. Alors

(3) lassertion du théoréme 4.4 est vérifiée pour tout &' € D, (M') N D yeom(O').

géom

méme expression relative a I'élément g2 o(0), donc avec s G

Preuve. Le lemme 2.2 assure que l'on peut trouver &, € D (M), aussi
geomG reg
proche que l'on veut de O, de sorte que gM,((s;eg) = ¢'. En fait, en reprenant les

démonstrations, on voit que 'on peut supposer le support de 6;69 en position générale,
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en particulier é—régulier. Considérons la définition 4.3(1). Notons que I'hypothese sur O’
entraine que, pour tout § y intervenant, O est formé d’éléments G'(3)-équisinguliers. La
relation (2) ci-dessus entraine alors 1'égalité

rOE(ML 8 K) = 1S5 (M, 8, K).

M reg’
Comme en l'a dit en 4.4, le théoreme est déja connu pour 6;69. Le membre de droite ci-
dessus est donc égal a r¢ (trans fert(d,,,), K). En appliquant (1), qui se simplifie grace

N T N o : .G (M ! %
a I'hypothese sur O, c’est aussi r7 (gy; (transfert(d,.,)), K). On a vu en 2.6 que

gg(transfe'r’t(&eg)) = transfert(gay (8.,,)),

reg
d’on i
g%(transfert(é;eg)) = transfert(d').

On obtient T%S(M', 8 K) = T%(transfert(é'), K), comme on le voulait. [J

4.6 Un espace de germes sous hypotheses sur p

On a défini en 3.1 un espace de germes U; pour tout J € jj\g;[. On pose

vi=%Y Y ueavtt= Y Y .

LeL(an) jegt LeL(M),L#M jegk
Rappelons que, pour J = (), on a Uy = C. Donc UAC;’} =C+ Ug’+.

Lemme. Supposons p # 2,3,5. Alors les espaces C et UE’JF sont en somme directe.

Remarque. L’hypothese faite sur p en 5.1 entraine p # 2,3,5. Mais cette derniere
condition est suffisante ici.

Preuve. On descend les fonctions a 'algebre de Lie a,;(F') comme en 3.1 et on utilise
les notations de ce paragraphe. Soit

u = E Callg
«

une combinaison linéaire de fonctions u,, ot a = {ay;i = 1,...,n} décrit les ensembles
formés d’éléments linéairement indépendants de (A ;). Supposons u = 0. On doit alors
prouver que ¢y = 0 (rappelons que uy est la fonction constante de valeur 1). On raisonne
par récurrence sur a;; — a. L’assertion est triviale si ce nombre est nul, autrement dit
si M = G, puisqu’alors u se réduit & cyug. Supposons a a7 — a@ > 0, fixons un élément
P € P(M) et notons Ap Pensemble de racines simples associé. Fixons 8 € Ap. 11 lui
est associé un espace de Levi L, maximal parmi les espaces de Levi propres de G, de
sorte que Az N L= Ap—{B}. Notons u” la sous-somme de u, ot on ne conserve que les
a={a;i=1,..,n} tels que o; € LL(A;) pour tout i. Elle contient le terme constant
coup et appartient a U AL4 On va prouver que v’ = 0. L’hypothése de récurrence permettra
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alors de conclure que ¢y = 0. Puisque u” est invariante par translations par aj(F), il
suffit de prouver qu’elle est nulle sur aﬁz(F). Fixons un élément H de cet espace, ainsi
qu'un élément Hy de a;(F) tel que B(Hg) = 1. Soit k € Z, posons H = wh Hs + HE.
Soit a € ¥(A;7). On peut écrire o = Eﬁ,eA ng ', avec des coefficients entiers ng.
Ainsi qu’on I'a déja dit, on voit en considérant tous les systemes de racines possibles
que ces entiers appartiennent a l’ensemble {0,+1,...,+6}. L’hypothese sur p entraine
que |ng|r = 1 pour tout 5’ € Ap. Si a € YE(Ay), on ang =0et a(H) = a(H). Si
ad LA i), ona ng # 0. Considérons H- comme fixé et k comme variable, on a alors
\(H)|r = |ngB(wh-Hp)|r si k est assez négatif, donc |a(H)|r = —klog(q) si k est assez
négatif. On en déduit que, pour tout ensemble a = {a;;i = 1,...,n}, le terme u,(H) est
un monome en k pour k assez négatif, dont le degré est nul si et seulement si tous les o
appartiennent a X*(Ay). Dans ce dernier cas, on a simplement u, (H) = uq(H"). Ainsi
u(H) est un polynéme en k pour k assez négatif, dont le terme constant est u*(H Ly,
Puisque u = 0, le polynome est identiquement nul. Cela entraine u”(H L ) =0. On a déja
dit que cela permettait de conclure. [ i

Le lemme permet de définir le terme constant d’un élément de UAC;*} : ¢’est sa projection
sur le sous-espace C.

4.7 Développement des fonctions r%(.,K) et 5%(.,[()

La proposition 3.2 définit des applications linéaires pg; pour tout J € J 1\(4; On a
(1) pour tout 4 € Dygom(M(F),w), le germe en 1 de la fonction

a— r%(a'y,f()

est équivalent a

Z Z pJ 77 7f()

LeL(i) Jegk

Il suffit de reprendre la preuve de 3.2. La seule propriété que 1’on utilisait des intégrales
orbitales w-équivariantes était la relation 1.7(12). Une relation analogue vaut pour notre

fonction r]\Gd( K) grace a 4.1(1).
Vu comme fonction de a, chaque terme r

déduit )
(2) pour tout v € Dyeom (M (F'),w), le germe en 1 de la fonction

é(p (v,a)t, K) appartient a U;. On en

a r%(a'y,l?)

est équivalent a un élément de U ¢ dont le terme Constant est égal a r ('y, K ).
Rappelons que, d’apres 3.1(2), cet élément de US 1 est uniquement déterminé.
Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure.
(3) pour tout § € D, (M(F)), le germe en 1 de la fonction

géom

G
a— s (ad, K)
est équivalent a un élément de U ¢ dont le terme constant est égal & s¢ (6 K).
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Cela résulte par récurrence de la définition 3.2(4), de (2) ci-dessus et de la propriété

évidente suivante : pour s € Z(M)'F /Z(G)'F, on a I'inclusion UM( C UJ\C:/T}'
On note & : A (F) — Ay, (F) P'homomorphisme naturel. On a
(4) pour tout 6/ e D3t (M), le germe en 1 de la fonction

a s 15 (M, £(0)8 )

est équivalent a un élément de U ¢ dont le terme constant est égal A TAGZ’g(M’ 0 K).

Preuve. Soit § € CZ(M)'7/Z(G)'F9 Soit v/ € UAC; ) et o/ un germe de fonctions
défini presque partout au voisinage de 1 dans Ay (F). Notons u, resp. v, le germe de
fonctions a — u'(£(a)), resp. a — v'(£(a)), défini presque partout sur A,;(F) au voisinage
de 1. On a i

(5) u appartient a UJ\% et a méme terme constant que u';

(6) si v’ est équivalent a v, alors v est équivalent a u.

La preuve de (6) est immédiate. Prouvons (5). Par linéarité, il suffit de prouver cette

assertion quand v’ appartient & un ensemble de générateurs de Ug/(g). On peut donc fixer
des éléments linéairement indépendants o, ..., o/, de X% )(A,) et supposer que u’ est

la fonction
[T tog(lai(a’) — ai(a’)|r).

i=1,..n
Identifions [es paires de Borel épinglées de G et G'(§) a des paires de Borel épinglées de ces
groupes pour lesquelles M et M’ sont standard. On note T" et T” les tores de ces paires et
0 I’automorphisme habituel qui conserve la paire de Borel épinglée de GG. On rappelle que,
pour 3 € %(T), on note ng le plus petit entier k& > 1 tel que 6%(3) = 3. Notre hypothese
que p est grand implique que tous les entiers ng sont premiers a p. L’homomorphisme §
ci-dessus est la restriction d’'un homomorphisme encore noté £ : T'— T ~ T /(1 —6)(T).
Pour tout ¢ = 1, ..., n, choisissons g € 3(7") dont la restriction a A; soit of. D’apres la
description déja utilisée plusieurs fois du systeme de racines de G'(§), il y a une racine
B; € (T de sorte que 3] o€ coincide sur T% avec ng,3; ou 2ns, 3; (en notation additive).
Notons «; la restriction de f; a A,;. Alors af(£(a)) = a;(a)™ pour tout a € Ay (F),
avec m; = ng, ou m; = 2ng,. En tout cas, m; est un entier premier a p. Mais alors
|al(&(a)) — al(é(a)) 7 |F coincide avec |a;(a) — a;(a)™!|F pour a assez voisin de 1. Le
germe de u coincide donc avec celui de

arr [] log(lei(a) = ci(a)|r).

i=1,....,n

Les racines (o)1, sont encore linéairement indépendantes. D’apres les définitions, la
fonction ci-dessus appartient a UAC:;. Cela prouve la premiere assertion de (5). Si n > 0,
les termes constants de u et de w sont nuls. Sin = 0, il est clair que u = u’. Cela acheve
de prouver (5).

Revenons a la preuve de (4). On utilise la définition 4.3(1). Pour tout § € (Z(M)'r? ) Z(G)Fr 9,
les assertions (3), (5) et (6) impliquent que la fonction

a— son(€(a)d, K)

', K). On sommant

est équivalent a un élément de Ug dont le terme constant est sﬁ,@é ,
ces résultats sur §, on obtient (4). OJ
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4.8 Preuve du théoréeme 3.4

Pour a € Ay (F) en position générale, I'élément &(a)d’ est combinaison linéaire
d’éléments vérifiant les hypotheses de 4.5(3) . Donc

PO @8 K) =1 trans fert(€@d), K).

On a l'égalité transfert(£(a)d’) = atransfert(d’). D’apres les assertions 4.7(2) et (4), les
deux membres ci-dessus sont équivalents a des élément de UA% dont les termes constants
sont respectivement T]C;[’g(M/,(S/, K) et r%(transfert(&),[%). Ces éléments de Ug sont
forcément les mémes d’apres 3.1(2). Donc leurs termes constants sont égaux. Cela prouve
le théoreme.
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