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Résumé. Nous étudions expérimentalement et numériquement les propriétés de synchronisation de deux modes
laser, couplés de façon cohérente par rétro-injection optique. L’intensité du couplage étant fixée, nous observons
trois régimes de synchronisation, en fonction du désaccord de fréquence initial entre les modes. Lorsque le désaccord
est suffisamment faible, la phase du battement entre les deux modes est fixe. A l’opposé, pour des désaccords très
élevés, la phase relative dérive. Outre ces deux cas familiers, nous identifions une situation intermédiaire, dans
laquelle la phase relative oscille tout en restant bornée. L’accrochage des fréquences est donc préservé, même en
absence d’accrochage de phase.

Abstract. We study, experimentally and numerically, the synchronization properties of two laser modes. In order
to stabilize the frequency difference, we introduce a coherent coupling by optical feedback. For a given coupling
strength, we observe three synchronization regimes, depending on the detuning between the uncoupled modes.
For a sufficiently weak detuning, the beat-note phase is fixed. Conversely, for strong detuning, the two modes
oscillate almost independently. Besides these familiar behaviors, we identify an intermediate situation, where the
relative phase fluctuates but remains bounded, and frequency locking is preserved, in spite of the absence of phase
locking.

1 Introduction

La tendance des oscillateurs couplés à se verrouiller sur une fréquence commune est observée dans
un grand nombre de systèmes, comme les oscillateurs biologiques, les réactions chimiques, les oscillateurs
électriques, les lasers, etc [1]. Quand l’amplitude des oscillations est constante, l’évolution de la phase
relative Φ entre les oscillateurs obéit généralement à l’équation d’Adler :

Φ̇

2π
= ∆ν − fA sinΦ, (1)

où ∆ν est le désaccord entre leur fréquences propres, et fA l’intensité du couplage (ramenée à une
fréquence).

L’éq. 1 montre que le comportement de deux oscillateurs couplés est déterminé par le rapport ∆ν/fA.
Si |∆ν/fA| ≤ 1, l’éq. 1 admet une solution stationnaire stable, ce qui signifie que les phases des deux
oscillateurs se verrouillent. Au contraire, si |∆ν| est supérieur à fA, les deux oscillateurs ne parviennent pas
à se synchroniser, et leur phase relative crôıt indéfiniment. Ce comportement simple est bien vérifié, par
exemple, par un laser de classe A injécté optiquement, dans les limites de couplage et désaccord faibles [2].
D’autre part, des analyses théoriques [3,4] ont montré que, pour des lasers de classe B couplés, l’amplitude
des oscillations ne peut plus être évacuée du problème. Il en résulte une dynamique plus complexe, et, en
particulier, un régime intermédiaire entre l’accrochage de phase et le décrochage pur et simple apparâıt,
pour certaines valeurs des paramètres. Dans ce régime, la phase relative n’est pas stationnaire, mais
elle reste bornée. Cela implique que les oscillateurs ont la même fréquence moyenne ; c’est pourquoi
nous parlons d’accrochage de fréquence sans accrochage de phase. Ce régime de synchronisation n’est
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(a) Schéma du montage expérimental (b) Schéma des fréquences

Figure 1. (a) Schéma du montage expérimental. DFL : laser bifréquence émettant sur deux modes de polarisation,
de fréquence νx et νy respectivement. Bragg cell : modulateur acousto-optique. PR : lame quart d’onde. M :
miroir. P : polariseur à 45◦. L’intensité I(t) = |Ex + Ey|2 est détectée sur une photodiode rapide. (b) Schéma des
fréquences mises en jeu par l’expérience.

pas spécifique aux lasers, ayant été prédit également pour des oscillateur de van der Pol couplés [5].
Cependant, à notre connaissance, aucune observation expérimentale d’un tel comportement n’avait été
décrite jusqu’à présent.

Nous avons réalisé une expérience permettant d’observer l’accrochage de fréquence sans accrochage
de phase [7]. Nous avons mesuré la phase relative entre deux modes laser couplés par rétroaction optique
et trouvé que, pour ∆ν > fA, elle demeure bornée ; la plage de synchronisation s’étend ainsi au-delà de
fA, même s’il s’agit d’une synchronisation ≪ imparfaite ≫. Expérimentalement, nous nous sommes placés
dans le cas fA . fR, où fR est la fréquence des oscillations de relaxation, caractéristique des lasers de
classe B [2]. Dans ce cas, les modes laser sont très sensibles aux perturbations externes, et par conséquent
on observe la synchronisation pour des taux de couplage extrêmement faibles (la puissance réinjectée
d’un mode vers l’autre vaut environ 10−5 en valeur relative).

2 Montage expérimental

Nous utilisons un laser bifréquence Nd :YAG pompé par diode à 808 nm, et émettant à 1064 nm. Le
laser oscille simultanément sur deux états propres Ex et Ey, de polarisation rectiligne suivant x̂ et ŷ, et de
fréquence νx et νy. Deux lames quart d’onde, placées à l’intérieur de la cavité laser, permettent d’ajuster
finement le désaccord ∆ν0 = νy − νx entre 0 et 1 GHz (moitié de l’intervalle spectral libre de la cavité).
Le battement à la fréquence ∆ν0 est beaucoup plus stable que les fréquences individuelles νx et νy, grâce
au fait que les fluctuations de longueur de la cavité sont identiques pour les deux modes propres [8]. Ce
fait a une grande importance pour l’expérience, nous permettant de contrôler ∆ν0 à quelques kHz près.
Dans toutes les expériences, nous réglons ∆ν0 = 200 MHz. Les deux modes sont couplés optiquement
par une cavité de réinjection, qui contient un modulateur acousto-optique (Bragg cell), une lame quart
d’onde et un miroir [9] (Fig. 1). Le modulateur acousto-optique décale les deux fréquences optiques d’une
quantité fAO ; ensuite, le double passage par la lame quart d’onde transforme la polarisation x̂ en ŷ et
réciproquement. Enfin, le faisceau émis est réinjecté dans la cavité laser après un deuxième passage par
le modulateur acousto-optique. Au bilan, deux champs sont renvoyés dans la cavité : un champ polarisé
suivant x̂, oscillant à la fréquence νy +2fAO, et un champ polarisé suivant y, de fréquence νx+2fAO. En
choisissant fAO autour de 100 MHz nous obtenons une réinjection quasi-résonante dans l’état propre Ey,
comme l’illustre la Fig. 1 (b). Au contraire, Ex n’est pas affecté par la réinjection, car le décalage entre
νx et νy+2fAO est trop important. Pour la même raison, les aller-retours multiples dans la cavité externe

n’ont pas d’effet sur la dynamique. Nous obtenons un signal proportionnel au battement I = |Ex + Ey|2
en envoyant le faisceau émis sur une photodiode rapide, derrière un polariseur à 45◦.
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3 Modèle

Nous écrivons un système d’équations de type Lang-Kobayashi [10] pour les deux champs optiques
couplés et les inversions de population associées nx,y :

dEx
dt

= [−Γx + κ (nx + βny)]
Ex
2

+ 2iπνxEx, (2)

dEy
dt

= [−Γy + κ (ny + βnx)]
Ey
2

+ 2iπνyEy + γeEx(t− τ)e4ifAOt+iΨ , (3)

dnx,y
dt

= γ||Px,y −
[
γ|| + ζ

(
|Ex,y|2 + β |Ey,x|2

)]
nx,y. (4)

Les populations nx,y sont alimentées par les termes de pompage Px,y et relaxent avec un taux γ|| ; de plus,
elles sont dépeuplées par l’émission stimulée, qui est prise en compte par les termes proportionnels aux
intensités des champs. Les champs intracavité relaxent avec des taux Γx,y et sont alimentés par des termes
d’émission stimulée ; l’équation pour Ey inclut aussi le terme de couplage cohérent dû à la réinjection du
champ Ex. La constante de couplage γe englobe la réflectivité du miroir de la cavité externe, l’efficacité de
diffraction du modulateur acousto-optique, le recouvrement spatial entre le mode de cavité et le faisceau
réinjecté, et toutes les pertes optiques résiduelles ; τ and Ψ sont respectivement le retard et le déphasage
associés à l’aller-retour dans la cavité externe. κ et ζ quantifient les couplages entre populations et champs.
Le modèle prend également en compte la saturation croisée des populations via le coefficient β.

On peut simplifier les équations en considérant que les taux de pompage et les pertes sont identiques
pour les deux modes, ce qui donne Γx = Γy = γ et Px = Py = P . On peut également poser le retard égal
à zero. En effet, l’échelle de temps qui caractérise la dynamique du laser est fixée par la fréquence des
oscillations de relaxation fR. Dans nos conditions expérimentales τ = 5.1 ns, alors que 1/fR = 14 µs ; la
réinjection peut donc être considérée comme instantanée. Nous introduisons les variables suivantes :

Ex = Ēx

√
γ||

ζ
e2iπνxte−iψ, (5)

Ey = Ēy

√
γ||

ζ
e2iπ(νx−2fAO)t, (6)

nx,y =
γ

κ
Nx,y, (7)

∆ν =
νy − νx − 2fAO

γ
, (8)

et écrivons les champs comme Ēx,y =
√
Ix,y e

iφx,y . φx étant constante, nous obtenons le système

1

γ

dIx
dt

= [Nx + βNy − 1] Ix, (9)

1

γ

dIy
dt

= [Ny + βNx − 1] Iy + 4πfA
√
IxIy cosΦ, (10)

1

γ

1

2π

dΦ

dt
= ∆ν − fA

√
Ix
Iy

sinΦ, (11)

1

γ

dNx,y
dt

= ǫ [r − (1 + Ix,y + βIy,x)Nx,y] , (12)

où nous avons introduit la fréquence d’Adler fA = γe
2πγ , le taux de pompage normalisé r = kP

γ , le pa-

ramètre ǫ =
γ||
γ , et φy = Φ. La formulation (9-12) est plus proche des expériences, car nous pouvons

mesurer les intensités des champs ainsi que leur phase relative. Elle est aussi plus “lisible” ; en particu-
lier, nous observons que la phase entre les champs est régie par une équation (éq. 11) de type Adler.
La différence avec l’équation d’Adler standard est que le terme en sinΦ dépend du rapport entre les
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amplitudes des champs. Dans la pratique, cependant, les équations (9-12) se prêtent mal à l’intégration
numérique. D’une part, le terme en

√
Iy au dénominateur de l’éq. (11) est délicat à manier quand Iy

devient petit ; d’autre part, les échelles de temps sont très différentes (ǫ = 1.9 10−5). En outre, la limite
ǫ → 0 est singulière, c.à.d. qu’elle conduit à des solutions non physiques. Tous ces problèmes peuvent
être éliminés en utilisant des variables normalisés, et l’échelle de temps adéquate [2]. Nous introduisons la
variable sans dimensions s = ΩRt, où ΩR =

√
γ||γ [r(1 + β)− 1] est la fréquence angulaire des oscillations

de relaxation. Les équations (4−3) deviennent

dex
ds

=
(mx + βmy)

1 + β

ex
2

(13)

dey
ds

=
(my + βmx)

1 + β

ey
2

+ i2π∆′ey +
γe
ΩR

ex (14)

dmx,y

ds
= 1−

(
|ex,y|2 + β|ey,x|2

)
− ǫ′mx,y

[
1 + (η − 1)(|ex,y|2 + β|ey,x|2)

]
(15)

avec ex,y = Ēx,y/
√
r (1 + β)− 1, Nx,y = 1

1+β

(
1 + ΩR

γ mx,y

)
, η = r (1 + β), ǫ′ = γ||/ΩR, et ∆′ =

(νy − νx − 2fAO)/ΩR.
Les équations précédentes sont intégrées en utilisant une méthode Runge-Kutta d’ordre 4 à pas adap-

tatif. Les valeurs des paramètres utilisées dans les calculs numériques sont données Tab. 1. Tous ces
paramètres ont été mesurés expérimentalement [8].

Table1. Paramètres utilisés dans les simulations.

Paramètre valeur

Durée de vie de la population 1/γ|| 230 µs
Durée de vie des photons 1/γ 4.32 ns
Fréquence angulaire des oscillations de relaxation ΩR 4.49 · 105 rad.s−1

Saturation croisée β 0.6
Taux de pompage η 1.2
Constante de couplage γe 3.59 · 105 rad.s−1

4 Résultats numériques et expérimentaux

Nous construisons un diagramme de bifurcation en intégrant numériquement les équations d’évolution
et en traçant les extrema locaux XΦ de la phase Φ en fonction de ∆ν (Fig. 2). Lorsque ∆ν ∈ [0, fA], Φ est
constante, ce qui signifie que la fréquence du mode propre Ey cöıncide avec νx+2fAO, ou, dit autrement,
que le battement entre les modes est verrouillé sur la fréquence imposée par la source RF qui commande
le modulateur acousto-optique. Au delà de fA nous observons un comportement différent par rapport au
cas standard : la phase reste bornée jusqu’à la valeur fB de ∆ν (à l’exception de deux régions étroites
autour de fR et fA). Cela implique que la fréquence moyenne du battement cöıncide avec la fréquence
RF externe ; dans la région fA < ∆ν < fB on a donc accrochage de fréquence sans accrochage de phase.
Les deux oscillateurs décrochent complètement seulement lorsque ∆ν > fB . Notons que, la fonction Φ(t)
étant limitée par définition dans l’interval [−π;π], le décrochage de la phase se présente comme une série
temporelle en dents de scie, avec des sauts brusques lorsque Φ(t) atteint la valeur de π. Par conséquent,
les valeurs −π et π sont des extrema locaux dans la série temporelle lorsque la phase dérive, et leur
présence dans le diagramme de bifurcation indique que la phase n’est plus bornée.

Afin de comparer les prédictions du modèle à l’expérience, nous faisons battre les modes Ex et Ey sur
une photodiode rapide derrière un polariseur à 45◦. Lorsque Ey est verrouillé sur la fréquence réinjectée
νx+ 200 MHz, le signal de battement I(t) présente une oscillation à 200 MHz accrochée en phase à la
deuxième harmonique du signal RF qui pilote le modulateur acousto-optique. Il est donc suffisant de
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Figure 2. Diagramme de bifurcations numérique de la phase Φ en fonction de ∆ν. Trois régimes différents
apparaissent : ∆ν < fA, accrochage de phase ; fA < ∆ν < fB , accrochage de fréquence sans accrochage de phase ;
∆ν > fB , dérive de phase.

mesurer la phase du signal de battement par rapport à la deuxième harmonique du signal RF, pour
obtenir la phase du champ Ey relative au champ injecté. En utilisant un oscilloscope numérique rapide
(40 GS/s), nous pouvons obtenir des histogrammes de la phase Φ. Une mesure de Φ est obtenue comme la
valeur moyenne de Φ sur 100 périodes, c-à-d sur une durée de 500 ns ; chaque histogramme contient 5000
mesures de la phase. Les données brutes sont présentées en Fig. 3 (g,h,i), ainsi que les histogrammes
(d,e,f) obtenus à partir des séries temporelles calculées numériquement (a,b,c).

Figure 3. Series temporelles numériques de la variable Φ pour (a)∆ν = 0.3fA (phase accrochée), (b)∆ν = 1.33fA
(phase bornée), et (c) ∆ν = 3.2fA > fB (phase decrochée). Histogrammes numériques des valeurs de Φ dans les
cas accroché(d), borné (e), et decroché (f). (g,h,i) Histogrammes expérimentaux correspondants.

Pour ∆ν = 0.3 fA (Fig. 3g), dans la plage d’accrochage de phase, on obtient une distribution de phase
relativement étroite, dont la largeur est cohérente avec une mesure indépendante de la dérive différentielle
de fréquence des deux modes (0.4 kHz/s). Cette variation résiduelle est vraisemblablement due à des
fluctuations de la pompe ainsi qu’à des dérives mécaniques. Evidemment, l’histogramme correspondant
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à la série temporelle (a), obtenue numériquement, serait une distribution delta de Dirac ; afin de prendre
en compte les bruits expérimentaux, nous l’avons convolué avec une distribution gaussienne de déviation
standard appropriée (∼ π/12). Les Figs 3e et 3h montrent les histogrammes calculés et mesurés pour
∆ν = 1.33 fA, dans la région de phase bornée. L’histogramme expérimental est plus large que celui de
la Fig. 3g, mais montre que la phase relative reste piégée en une région bornée de l’intervalle [−π, π],
confirmant ainsi qu’il y a synchronisation même au delà de fA. Il est à noter que, sans prendre en
compte le bruit, la série temporelle de Fig. 3b produit un histogramme qui a deux maxima séparés. En
convoluant cet histogramme avec la distribution gaussienne déduite auparavant, on obtient un bon accord
avec les données expérimentaux. Enfin, pour ∆ν = 3.2 fA, le décrochage de la phase relative produit un
histogramme plat (Figs 3c, 3f et 3i).

5 Conclusions

En conclusion, nous avons montré expérimentalement qu’il existe une plage de synchronisation pour
des désaccords supérieurs à fA, la limite établie par l’approximation d’Adler. Lorsque le désaccord est
compris entre fA et fB , l’accrochage de phase n’est plus possible, néanmoins les fréquences moyennes
restent accrochées. Ces résultats sont retrouvés par un modèle théorique. A présent, nous sommes en train
d’étendre cet étude aux lasers à semiconducteur [11], ainsi qu’au cas d’un couplage retardé [12]. Enfin,
on peut aussi se demander si la dynamique ici étudiée joue un rôle dans les gyrolasers à état solide [13].
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