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NOTION DE F,-REGULATEURS
D’UN NOMBRE ALGEBRIQUE
CONJECTURES p-ADIQUES

par

Georges GRAS

Résumé. — Soit K/Q une extension Galoisienne finie de degré n, de groupe de
Galois G, et soit n € K*. Pour tout p premier assez grand (en particulier étranger
a n, Disc(K), et n), nous définissons, par utilisation du théoréme de Frobenius
sur les déterminants de groupes, la famille (Ag(n) € Fp) o des Fp-régulateurs de
71, indexée par les caractéres Q, -irréductibles 6 de G.

A chaque AY(n) est associée une représentation linéaire £7 ~ § Vy (out Vp est
la représentation de caractére 0, 0 < § < ¢(1), avec ¢ |6 absolument irréductible)
caractérisant (Théoréme [3.I3) les propriétés de AY(n) dont sa nullité (équivalente
ad>0).

Lorsque n € Q% et 6 = 1, All,(n) est le p-quotient de Fermat de 7. Lorsque n
est une “unité de Minkowski” (pour K réel), chaque Af,(n)7 0 # 1, donne le résidu
modulo p du #-régulateur Rz7 dans la décomposition Regy , = pnl Heﬂ(RZ)“’(l)
du régulateur p-adique classique Reg , du corps K.

Nous suggérons, a partir d’'une propriété générale des déterminants de groupes
et de Dexistence de la représentation £°, que pour 6 de degré quelconque la “proba-
bilite” de nullité de AY(n) avec £ ~ §Vp est en 35(21;, ou f est le degré résiduel
de p dans le corps des valeurs des caractéres ¢ | 0 et que la “probabilité” de nullité
de plusieurs Ag (n) est égale au produit des probabilités respectives.

Nous conjecturons alors que pl_”RegKJ,, qui mesure 'ordre du p-groupe de
torsion en p-ramification Abélienne au-dessus de K, est une unité p-adique sauf
peut-étre pour un ensemble infini de nombres premiers p de densité nulle. Pour
cet ensemble de p dits “4 décomposition minimale” (i.e., un unique Ag (n) est nul
avec § = f = 1 qui exprime que £ est de F,-dimension minimale ¢(1)), il reste
possible, n étant alors une “puissance p-iéme locale partielle” en p, de justifier et
de proposer une conjecture plus forte aboutissant a la méme conclusion. D’autres
aspects conjecturaux liés a la conjecture ABC sont discutés (Section 7).

Nous précisons et vérifions ces propriétés par des études numériques portant sur
des corps cubiques et quintiques cycliques et sur un corps non Abélien (groupe Ds),
et publions les programmes “PARI” correspondants.

Classification mathématique par sujets (2000). — Primary 11F85; 11C20;11R27; 11505;
Secondary 11R37; 11R29.

Mots clefs. — déterminant de groupe, caractéres, régulateur p-adique, rang p-adique, conjec-
ture de Leopoldt, quotient de Fermat, p-ramification Abélienne.
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Abstract. — Let K/Q be a finite Galois extension of degree n, of Galois group G,
and let n € K*. For all large enough prime p (in particular prime to n, Disc(K),
and 7n), we define, by use of the Frobenius theorem on group determinants, the
family (Af(n) € Fp) o of Fp-regulators of n, indexed by the Q, -irreducible char-
acters 0 of G. At each Af(n) is associated a linear representation £ ~ §Vj
(where Vj is the representation of caracter 0, 0 < § < ¢(1), with ¢ |6 absolutely
irreducible) characterising (Theorem [3I3) the properties of A%(n) including its
nullity (equivalent to ¢ > 0).

When n € Q% and 6 = 1, Al(n) is the p-Fermat quotient of . When 7 is
a “Minkowski unit” (for K real), each AY(n), § # 1, gives the residue modulo p
of the f-regulator RY, in the decomposition Regy , =p" ! HQ#I(RZ)“"(I) of the
classical p-adic regulator Regy , of the field K.

We suggest, starting from a general property of group determinants and the
existence of the representation £, that for 0 of any degree the “probability” of
nullity of Af,(n) with £ ~ § Vy is about :5(21;7 where f is the residue degree of p
in the field of values of the characters ¢ |6 and that the “probability” of nullity of
several Ag(n) is equal to the product of the respective probabilities.

We conjecture that plfnRegKJ)7 which measures the order of the p-torsion
group in Abelian p-ramification over K, is a p-adic unit except perhaps for an
infinite set of prime numbers of zero density. For this set of p said “with minimal
splitting” (i.e. a single Ag(n) is zero with § = f = 1 which expresses that £9 is
of minimal Fp-dimension (1)), it remains possible, 7 being then a “partial local
pth power” at p, to justify and to propose a stronger conjecture leading to the
same conclusion. Some other conjectural aspects related to the ABC conjecture
are discussed (Section 7).

We precise and verify these properties through numerical studies on particular
cyclic cubic and quintic fields and a non-Abelian field (group Ds), and we publish
the corresponding “PARI” programs.

1. Introduction

Soit K un corps de nombres de degré n > 1; quitte & travailler dans sa cloture
Galoisienne, on peut toujours supposer que l'extension K/Q est Galoisienne de
groupe de Galois G.

On considére alors n € K*. On désigne par F' le groupe engendré par n et ses
conjugués. On utilise la notation exponentielle pour la conjuguaison de n par
o € G (loi de module & gauche) qui se traduit donc par I'écriture (n?)" =: (")
pour tout 0,7 € G.

Nous supposerons toujours que le nombre premier p considéré est assez grand, ce
qui fait que I'on peut supposer p impair, non diviseur de n, non ramifié dans K/Q,
et étranger a 7. Par exemple, dans le cas ot 1 est une unité dont les conjugués
engendrent un sous-groupe d’indice fini dans le groupe des unités de K (unité de
Minkowski), on peut supposer que p ne divise pas cet indice.

Pour toute place v|p on désigne par p, 'idéal premier associé a v et, par abus,
par v la valuation p,-adique normalisée associée. Si n), est le degré résiduel com-
mun des places v | p dans K/Q, les groupes multiplicatifs des corps résiduels sont
d’ordres p™ — 1 et on a la congruence n?"*~! =1 (mod p,) pour tout v|p ; donc,
comme par hypothése on a [],, |, py = (p), il vient "=l =1 (mod p) et :
P =14 pay(n), ap(n) € K, v(ay(n)) >0, Yulp,
ce qui conduit par Galois & la relation :
ap(n’) = ap(n)? (mod p), Vo € G,

et aux propriétés “logarithmiques” suivantes (n,7' € K*, A € Z) :

ap(nn) = ap(n) + o (') (mod p) & ap(n®) = Aay(n) (mod p).
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Désignons par Z (resp. Z K7(p)) I’anneau des entiers (resp. des p-entiers) de K ;
pour K = Q, on obtient Z (resp. Z(p)). Précisons une fois pour toutes que
dans Z (), toute congruence de la forme 3 = 0 (mod p) est globale et doit se
lire comme ci-dessus f =0 (mod [], | ppv) (p non ramifié) ; elle implique que si
B =731 A;e; est écrit sur une Zp)-base (€i)i=1,..n de ZK (p), alorsona A; =0
(mod p) pour i =1,...,n.

2. Régulateurs, x-régulateurs, et [ -régulateurs de

2.1. Logarithme p-adique — Régulateurs p-adiques. — Soit p un nombre
premier fixé vérifiant les hypothéses posées dans I'Introduction. On suppose que
K est considéré une fois pour toutes comme un sous-corps de C,. Ainsi tout
“plongement” de K dans C, n’est autre qu'un Q-automorphisme o € G.

Soit p un idéal premier de K au-dessus de p et soit D son groupe de décomposition ;
on fixe un systéme exact de plongements o, € G représentant G/D. Alors les
places v | p sont associées aux (G : D) idéaux premiers distincts p, := p?* dont le

groupe de décomposition est D, = g,0Doo, .

On considére le Q,-espace vectoriel IF K,, de dimension n, ot K, = 0,(K) Q, est
v|p

le complété en v de K ; comme K/Q est Galoisienne, K,/ Qp est indépendante

de v|p mais la notation K, rappelle que cette extension locale est munie du

plongement o, : K — C,,.

Le logarithme p-adique log : K* — KQ, C C, est défini sur I'ensemble des

l+pzx, x € Zk (p) par la série usuelle :

log(l1+px) = ; (—1)tt @ =pz (mod p?).

Dans le cas du nombre n € K*, on utilise la relation fonctionnelle :

1 L. 1
log(n) = ———log(n™"™") = —=——log(1 + pay(n)) = —pay(n) (mod p*).

Cette fonction log, vue modulo p”¥, N > 2, est représentée par des éléments de
ZK (p) €t est un homomorphisme de G-modules pour la loi définie par :

a(log(n) (mod pN)) :=log(n?) (mod pN),

en considérant la congruence :

o(log(n) (mod p¥)) = —Loo( X (-t et

pmr —1 1<i<N (

! _1yi+l Pas(m)?)* N
e 1§iZ§N( 1) : (mod p™),

définissant un élément de Z () qui approche J(log(n)) modulo p?.
Soit log,, I"application définie sur le groupe K (2) des n étrangers a p par :
Ky —— Ul|1p K, .
no— (log(n™)),,
On appelle rang p-adique du groupe F' engendré par les conjugués de 7, entier :
g, (F) = dim g, (Qylog,(F)).

Lemme 2.1. — Soit p non ramifié dans K/Q et soit \ € Z (). Si A & p Zg ()
alors il existe uw € K>, étranger a p, tel que Trg g(Au) # 0 (mod p).
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Démonstration. — Pour tout u € K>, étranger a p, considérons le plongement
diagonal de Au dans [1 K., et solent Tr, les traces locales Trg, ,p,- On a
v|p

Trgg(Au) = Z‘ Try(oy(Au)). Comme p est non ramifié dans K/Q, les o,(Au)
vlp

qui ne sont pas des unités de K, sont divisibles par I'uniformisante locale p et
sont de trace nulle modulo p ; or par hypothése, il existe un ensemble non vide
¥ de places v |p telles que o,(Au) est une unité (tout ceci est indépendant de u
étranger a p). Pour vy € X, on écrit :
Trgo(Au) = 22 Try(op(Au)) + Ty (v, (Aw)) =t a + Tryy (0w, (Au))
v ‘ p, U#”O

(a = 0si |X] = 1). Comme les traces résiduelles en p sont surjectives et que
Ouo(Au) est une unité, on peut trouver u, u = 1 (mod [[, , 4, Pv); tel que par
exemple Try, (04, (Au)) =1 —a (mod p). D'ott Trg/g(Au) =1 (mod p). O

Le lemme suivant nous sera particuliérement utile (d’aprés [Wal, § 5.5, and proof
of Theorem 5.31) :

Lemme 2.2. — Soit n € K* et soient AN(o) des coefficients p-entiers de KQ,,
non tous divisibles par p. On suppose que l'on a une relation de dépendance
modulo p, N > 2, des vecteurs Ly = (..., log(n7),...), :

ZGA(a)log(nm) =0 (mod pV) pour tout T € G.
S

Alors il existe des coefficients X' (o) € Ly, non tous divisibles par p, tels que l'on
ait la relation X:G/\'(J)log(nm) =0 (mod p") pour tout T € G.
(2SS

Démonstration. — On peut toujours, modulo p~, supposer que A(o) € ZK (p)

pour tout o € G. On se rameéne (par exemple) & Trg,g(A(1)) = 1 (mod p) en

multipliant la congruence par u étranger a p convenable (cf. Lemme 2.I). Par

conjugaison par v € G on obtient ;G Ao)"log(n"™) = 0 (mod p™) pour tout
g

T € G, équivalent a ZG)\(U)”log(nS”) = 0 (mod p") pour tout s € G. En
gE

prenant la trace dans K/Q des coefficients (sommation sur v), on obtient des
XN (o) rationnels p-entiers pour tout o € G, avec X'(1) =1 (mod p). O

On peut donc toujours supposer que de telles relations de dépendance linéaires
modulo p, & coefficients dans Z K,(p), sont a coefficients dans Z, car les deux
notions de rang coincident. En prenant la limite sur N, on peut ainsi passer de
I'anneau complet ZxZ, a Z,.

Le rang p-adique de F' est donc égal au rang sur Z, (au sens précédent) de la
matrice de Frobenius :

(log(n™) ) 5 rec: -
Si ce rang est donné par un plus grand mineur M non nul, M est non nul modulo
toute puissance pN assez grande.
Le Z[G]-module F' est monogéne au sens rappelé dans [J], § 1, ou [Gr1], I11.3.1.2
(ii), auquel cas la conjecture de Jaulent [J], §2, affirme que le rang p-adique du
groupe I est égal a son Z-rang rg(F) = dimg(F ® Q).
Afin de procéder & des calculs concrets, il convient d’aménager les aspects p-

adiques ci-dessus en se ramenant a des congruences modulo pV dans ZK (p)-
On notera d’abord que tout sous-déterminant d’ordre r est de fagon canonique
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divisible par p", pour tout p > 2, puisque l'on a, dans Z ), la congruence
log(n) =

Définition 2.3. — (i) On considére (pour p assez grand) la matrice a coefficients
entiers Rg(n) = (%log(n”))U’TeG, ol —log( ) = op(n) (mod p). Son déter-

minant R]Cf (n) est appelé le régulateur p-adique normalisé de 7).

pay(n) = —pay(n) (mod p?). Dot la définition suivante :

prr —1

(ii) Pour K Galoisien réel, le régulateur p-adique usuel Regg , est donné par
un mineur d’ordre n — 1 de la matrice (log(sT"))UTeG, oll € est une unité de
Minkowski, et I'entier p-adique pl_”Reng = (_71 log(e™

régulateur p-adique normalisé de K.

))07&177#1 est appelé le

Comme le plongement diagonal de K dans HU“,KU, au moyen de (0y),|p, est
dense, on peut considérer que, modulo pV, la fonction %log est & valeurs dans K
au moyen de la congruence précédente. D’aprés le Lemme 2.2] on peut toujours
se ramener & des raisonnement d’algébre linéaire sur Z/pNZ ; en particulier, le
rang p-adique de F est le Z/p"N Z-rang de la matrice (%log(nm)(mod pN))meG’
pour N assez grand. 7

Si un mineur M d’ordre rg(F') de la matrice Rf(n) est de déterminant non nul
modulo p?, alors il donne le rang p-adique de F' et c’est le point de vue pratique
choisi que nous limiterons & N = 1, donc aux a,(n) modulo p ; dans ce cas, le rang
p-adique est a priori supérieur ou égal au Fp-rang de la matrice (ap(n)”)JT ca
Dans [Hat|, Hatada a procédé, dans quelques cas de corps de nombres, A une
étude statistique de la nullité modulo p du régulateur normalisé en utilisant le
fait que sa p-valuation est la p-valuation de p(x (2 — p).

Définition 2.4. — Sil'on a dans F ® Q la relation [, o(n7)*) =1, \(0) €
Z(p), alors on a, pour tout p étranger a 7, les relations ) (o) log(n ) =0 qui
se transmettent en les relations ) .~ A(o) ap(n)” =0 (mod p).

Nous dirons par abus que de telles relations modulo p entre les conjugués de
ap(n) sont formelles pour signifier qu’elles ne sont pas diies a une circonstance
numérique pour les p considérés, mais a 'existence d’une relation dans F' ® Q
donnée par des A(o) indépendants de p (on peut dire en un certain sens que la

famille de relations (Y, .; A(0) () =0 (mod p))p est alors globale).[1)]

Lorsque la représentation F'® Q est isomorphe a la représentation réguliére Q[G]
(cas auquel on peut se ramener par somme directe avec un G-module convenable),
sa Q-dimension est égale & n et il n’y a pas de relations formelles.

Lorsqu’on a le cas d’une unité de Minkowski € d'un corps K totalement réel, il
suffit de poser n = a e, a rationnel # +1, pour se ramener au cas précédent.

Notre principal objectif est de voir sous quelles conditions et avec quelle “proba-
bilité” le régulateur normalisé Rf (n) (élément de Zj, & une unité p-adique prés de
la forme /m € K, m € Z) est divisible par p assez grand. D’aprés ce qui précéde
et le Lemme 2.2 on a Rg (n) =0 (mod p) si et seulement si il existe une relation
de Z/pZ-dépendance des vecteurs-lignes ¢, = (..., %log(n“’), ...)r, pour o € G.

() Réciproque : supposons que > e AMo) ap(n)” =0 (mod p) pour presque tout p, pour des
A(o) € Q indépendants de p. Soit A := Hcec(n")k(”) € FRQ ; alors log(A) = 0 (mod p?) et A
est dans ], Ip K., de la forme £ (14 Bp)?, ou £ est de torsion d’ordre étranger & p (pour tout p

assez grand) ; donc A est une puissance p-iéme locale en p. Conjecturalement A est une racine
de 'unité de K (cf. §ICT3l Conjecture [T4).
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Comme Rz(,; (n) se factorise en produit de puissances convenables de y-régulateurs
RX(n) (pour les caractéres rationnels irréductibles x de G), il est alors intéres-
sant d’étudier la divisibilité par p de ces facteurs a partir de telles relations (cf.
§B.1). Cette factorisation ne dépend pas de p en un sens, par contre on peut
factoriser RY(n) en produit de #-régulateurs Rg(n) (pour les caractéres p-adiques
irréductibles 6| x), mais cette factorisation dépend (par le nombre de facteurs)
du degré résiduel de p dans le corps des valeurs des caractéres absolument irré-

ductibles ¢ |6 de G.

Une premiére étude statistique montrera que la probabilité d’avoir au moins deux

o)

2

f-régulateurs Rg(n), Rg/(n), nuls modulo p est au plus en , et on pourra

exclure cette éventualité pour tout p assez grand et se limiter au cas d’un unique
@-régulateur nul modulo p (cf. §B.2).

2.2. Cas général des déterminants de groupes (ou de Frobenius). —
Pour nos objectifs heuristiques nous utilisons le cas Abélien trés classique (cf.
[Wa], Lemma5.26 ou [C|,§2). Cependant il est nécessaire d’examiner le cas
des groupes non commutatifs pour lesquels les aspects probabilistes sont plus
délicats au niveau de leurs caractéres irréductibles de degrés > 2 ; a cette fin nous
commengons par un rappel général en termes de représentations (pour un exposé
sur les représentations et les caractéres, voir [Sel]).

Rappelons qu’en tant que représentation réguliére on a l'isomorphisme C[G] =~
&b p deg(p) . V,, ot p décrit 'ensemble des représentations absolument irréductibles
de G et ou deg(p) est le degré (C-dimension de V},).

On désigne par ¢ le caractére de p ; par conséquent, deg(p) = ¢(1). Aussi nous
convenons d’indexer les objets dépendant de p par la lettre ¢ et de ne conserver
p = p, qu’en tant qu’homomorphisme de G dans End(V,,).

Comme algébre d’endomorphismes U = X:Gu(a) o € C[G] agissant sur la base
ogeE
des v € G on a l'isomorphisme C[G] ~ P, End(V,), avec End(V,,) =~ e,C[G], ot

les e, = W Z ©(v™!) v sont les idempotents centraux orthogonaux de C[G].

Pour la décomposition de e,C[G] en somme de ¢(1) représentations irréductibles,
on utilise les projecteurs issus d’une représentation matricielle (cf. [Sell, §1.2.7).

2.2.1. Rappels sur les déterminants de groupes (d’apres [C]). — Soit G un groupe
fini et soit A% = det (XTJ)UT cG le déterminant du groupe G, ou déterminant de

Frobenius, en les indéterminées (X, ), eq. On a alors la formule :
1)
= Hdet( > X,,p<p(u_1)><p .
© veG

Il en résulte l'existence de polynémes homogénes P¥(X) (X := (..., X,, ... )veq),
de degrés ¢(1), tels que AY = HP“”( )“0(1 . On regroupe ensuite en produits

partiels sur les caractéres ¢ pour obtemr des caractéres Y, irréductibles sur Q, ou
des caractéres p-adiques 6§, irréductibles sur Q, (cf. Définition [2.5]).

La spécialisation X, — %log(n” ) permet d’obtenir la factorisation :

RE(U) = l;ldet< > _711035(77”)&0(1/_1))@(1)

veG
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qui permet de poser :

RE() = det( 2 JHos) oY), Ry = 11 Rz, ’o) = 11 R7 ),

et de voir que lorsque 'on réduit _?llog(n”) modulo p on obtient ay,(n) (mod p).
De fait ’étude modulo p de chaque Rg(n) donne une information beaucoup plus
précise que étude modulo p du régulateur normalisé RS (1) = I1 Rg(n)“”(l).

[%

On étudiera plus généralement la spécialisation X, — o”, a € Zx donné, dont
nous noterons encore le résultat (par abus) :

AC = det(a")o,reqs

ou l'on rappelle que a™ = (7).

Par exemple, dans le contexte logarithmique précédent relatif & un nombre algé-
brique 1 pour lequel %log(n) = a = a,(n) (mod p), nous utiliserons la notation
plus précise :
Ag(n) = det(a™)o,rec-
Les polynémes P¥(X) sont obtenus de la fagon suivante : & partir de l'espace
vectoriel V' = C[G] (muni de la base des v € G), on considére I’endomorphisme
de V[X]:=V][...,X,,...] défini par L(X) = EGX,, v~ Tl est tel que :
1%

( > Xl,lj_l).T: > X,vlr= > X, o0 Y, Vred.
veG veG ocelG

Donc le déterminant de la matrice de cet endomorphisme dans la base des 7 € G
est le déterminant de Frobenius (au signe prés).

Soit (py, Vi) la famille des représentations irreductibles non isomorphes. Dans la
pratique, on prendra pour End(V,) la composante e,C[G] associée au caractére

absolument irréductible ¢, soit e,C[G] = % Z:GQO(V_l) v.C[G].
ve

On utilise Pisomorphisme d’algébres p: V — [ 1 End(V,,) défini par :
1)

> aw)rt— ( 2 a(v) Pso(V_l)>SD

veG veG
ot p,(v™!) = e, ! dans lidentification précédente. D’aprés le théoréme de
Maschke on a, au niveau de I’endomorphisme L(X) :

dety (L(X)) = IT (dety, (L2 (X))) Y,

©
ou L¥(X) = EGX,, po(v~1) € End(V,[X]). On pose alors P? := dety, (L?(X)).
ve
Avec une réalisation matricielle M (py, () = (ai;(v)), j des po(v), la matrice asso-
ciée & L¥(X) est M?(X) = < ZG aij(l/_l)Xl,)' , de déterminant P?(X).
ve 2Y)

Soit g le plus petit commun multiple des ordres des éléments de G : on sait que
les représentations sont réalisables sur le corps C' = Q(p,) des racines g-iémes de

I'unité (cf. [Sell, §12.3). On pourra donc toujours supposer que les a;; sont des
nombres algébriques p-entiers pour tout p assez grand.

Soit I' := Gal(C/Q). Etant donné une représentation absolument irréductible
py : G — Endc(V,,), on définit ses conjuguées de facon Galoisienne, de sorte que
pour tout s € I, pg, est la représentation G+ End¢(Vis) = e,:C[G] de caractére

@ Par exemple, pour G = Dg, une base de e,C[G], pour le caractére irréductible de degré 2, est
donnée par {Ey = e,(1 —0),Es =e,0(l —0),Er =e,7(1 —0),Ere = e,10(1 —0)}.
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©® défini par ¢*(v) = (p(v))®, pour tout s € I'. On a, pour tout v € G et tout
sel, *(v) = p(r*'?), ol w est le caractére I' — (Z/gZ)* de I’action de I" sur 1.
On pose aussi ¢!'(v) = p(v!) pour tout entier ¢ étranger a g (I'-conjugaison).

—
~

Définition 2.5. — (i) Caractéres rationnels. Comme I' opére sur les les carac-
téres irréductibles ¢, on considére les trajectoires 1" et on pose :
x= 2 ¢ et PX(X):= [l PP(X).
peT peT
Pour chaque x, T s’identifie au groupe de Galois de C, /Q, ou C, est le corps des
valeurs de n’importe quel conjugué de @, et x est a valeurs rationnelles.

(ii) Caractéres p-adiques. Si p est un nombre premier on désigne, pour x fixé,
par L le corps de décomposition et par D le groupe de décomposition, de p dans
Cy/Q. On désigne par f = |D| le degré résiduel de p dans C, /Q et par h = [L : Q]

le nombre d’idéaux premiers au-dessus de p ; ainsi [C) : Q] = h f.
Soit ¢ un caractére absolument irréductible dont la somme des Q-conjugués est x.

On considére, pour tout v € G, O(v) := 2 ¢*(v) € L. Comme L est dense
seD

dans II L,, via un plongement z € L — (t,(z))
plp

Gal(C,/Q)/D, et que I1 L, = [1 Qp, on appelle §(v) la p-composante t,(0O(v))
plp plp

qui est dans Z,. Comme tout est ensuite considéré modulo pZ,, il suffit de définir

les caractéres 6 (indexés par les p | p) via des congruences modulo p, de sorte que

O(v) = rg(y) (mod p), rg(u) €Z.

Si l'on fixe un couple (6, p), les autres sont les h conjugués, donc si § = > ©°, les

seD
h conjugués de 0 sont les ' = >_ (¢')*, t € Gal(C,/Q)/D. Pour p fixé, I'entier f
seD

ne dépend que de x et est appelé par abus le degré résiduel des caracteres 6 et x.

On a par I'-conjugaison, ¢P' (1) = p(") = p(v)*r, ot s, est 'automorphisme de

Frobenius dans C,/ Q. On pose alors :

0=> ¢ et P/(X):=[] P?(X).
seD seD

p|ps OU les t, représentent

(iii) On écrit |0, 0| x, pour indiquer que ¢ (resp. #) est un terme de 6 (resp. x).
De la formule P#(X) = dety, (L¥(X)) on déduit que P¥"(X) = dety,, (L¥° (X))

S

ot L¥ (X) = V;G X, pfp(lj_l) qui est donné via les a;;(v™1)%, ce qui définit le

conjugué par s du polynéme P¥(X) (i.e. de ses coefficients).

Lemme 2.6. — Pour tout p assez grand, les polynomes PX(X) (resp. P?(X))
sont a coefficients p-entiers rationnels (resp. entiers p-adiques). Pout tout m € G
et tout caractere irréductible ¢, on a P9(..., Xzp,...) =CP?(..., Xy,...), 0t ¢
est une racine de 'unité d’ordre diviseur de g.

Démonstration. — Comme PX(X) = HsEGal(CX/Q) P#°(X) est invariant par Ga-
lois, le premier point est clair. De méme pour P?(X) = [],.p P? (X).

Pour m € G appelons [r] l'opérateur de C[X] dans C[X] défini par [7]X, = X7,
pour tout v € G. Alors [r]et p: V — HSO End(V,,) commutent ; de plus, puisque

®)L’ordre de p modulo g est un multiple de f (par exemple, pour G = Dg, on a g =6, f = 1,
et tout caractére ¢ est rationnel et p-adique pour tout p).
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p, est un homomorphisme, on a la formule suivante :
X, p,(r™) = L Xew o) = (X X0 pp(v™)) ().
[] (V%:G pe(v™7) V%:G pe(v) V%:G PV ) po(m)

Ensuite, comme le déterminant de p,(m) € End(V,,) est celui d'une matrice diago-
nale dont la diagonale est formée de racines de 1'unité, on a :

det([ﬂ] (VEG Xl,p<p(y_1))) = Qdet(l/;GXl,p@(V_l)),

ou ¢ est d’ordre diviseur de I'ordre de p,(7) lequel est un diviseur de g. O

Corollaire 2.7. — Pour tout m € G et tout caractére absolument irréductible o,
Pe(...,a™,..) = CP?(...,a%,...) par spécialisation X, — o, a € Zi. Par
conséquent, PX(...,a™ ...) = £PX(...,a",...) pour tout w € G. [

De méme, P?(...,a™,...) = CPPQ(. .07, ) pour tout € G, ol (p est d’ordre
diviseur de p.g.c.d. (g,p — 1).

2.2.2. Régulateurs formels. — Dans cette partie, il n’y a pas de référence & un
nombre premier p et les caractéres considérés sont absolument irréductibles ou
rationnels. Ce qui précéde conduit a définir les y-régulateurs formels.

Définition 2.8. — Soit G un groupe fini et soit :
AC — det(Xro)or = Hdet( EGXV pp(y—l))so(l) _ Hpso(X)so(l)
2 ve ®

le déterminant de groupe associé. Les y-régulateurs formels sont par définition
les expressions (ou ¢ est un caractére absolument irréductible divisant x) :

Ax =[] P?(X) ou, par abus, AX = [I PP(...,a"%,...), a€ Zk,

elx elx
de sorte que AG = [J(AX)#(),
X
Exzemple 2.9. — Dans le cas du groupe Dg = {1,0,02,7,70,70%}, on a les x-

régulateurs formels suivants :
2 2

AlZOé—FOéJ—FOéJ +C¥T+C¥TU+C¥TU,

2 2
AX1:a+aU+aU _aT_aTCT_aTCT7

2 2 2 2
AX2 = a2 _|_a20' _|_a20' _ a2T _ 0427—0— . a27’o —aa® —aa’ —a’ «a
+aTaTU + aTUaTO'2 + aT0'2 a’T

Les deux derniers sont de la forme A/m, A € Q, ot k = Q(y/m) est le sous
corps quadratique de K et on néglige le facteur \/m ; mais AX2 figure au carré

dans le régulateur AY et le résultat est rationnel, ce qui n’est pas le cas de AX1,
Ceci est spécifique des seuls caractéres quadratiques.

Pour les calculs, on peut revenir aux réalisations matricielles :

p<p(1)=<(1) (1)> P<p(0):<_11 _01>, Pv(02):<_01 —11>

pe)= (1 5 o= (3 ) o= (0 0).

qui conduisent & :

S Xpu(vl) = X1 —Xo4+ X, —Xeo  Xg—Xp2— Xog+ X, 02
e R T\ X+ X - X+ X XX, X, 4+ Xy )

) De fait le signe est 4+ sauf si x = ¢ est un caractére quadratique et ¢(m) = —1 (cf. Lemme

2IT1(i1)).
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ou encore, par spécialisation et en prenant le déterminant :

2 2 2
o — aO' _|_ aT _ aTU aO' _ aO' _ aTO' _|_ aTO'
2 2

AX2 —

Toujours pour le caractére xo (de degré 2) et la représentation ey, C[G] ~ V,®V,,
il existe deux projecteurs orthogonaux i, w2, de somme e,, = %(2 —0—0?), qui
sont définis par la formule générale (cf. [Sell, §1.2.7) :

T = @ Z (Iii(V_l)V, 1= 17 s 790(1)7

n ve@
qui donne ici m = %(1—0—1—7’—7-0) & mg = %(1_02 —T7+70).
2.2.3. Régulateurs formels — Cas des groupes Abéliens. — Ce cas se déduit des

études précédentes, mais il est possible d’étre plus précis et d’en rester au point
de vue classique des caractéres de degré 1.

Soit G un groupe Abélien fini d’ordre n. On désigne par Gle groupe des caracteres
¢ : G — C*; on sait que @ a pour image le groupe pg des racines de I'unité d’ordre
égal a Dordre d de ¢. On a alors A® = det(X;5)oreq = I1 < > QO(I/_I)XZ,).
%06@ veG
Si G est produit direct de groupes cycliques G, alors en écrivant que G = H (/}\’Z-,
1

il vient det(X,4)oreq = IT 11 < > QO(IJ_I)XZ,). Il en résulte que 'on peut
7 4,06@7; veG;

se ramener au cas ou G est cyclique d’ordre n. On a alors une décomposition
par classes de caractéres de méme ordre d|n (i.e. Q-conjugués dans Q(ug)) : on
obtient les caractéres rationnels y qui regroupent les ¢*, ou ¢ est fixé d’ordre d
et ou s parcourt (Z/dZ)*. On peut donc écrire :

det(X,r)ree = T IT (2 4)K,).

X ¢|x \veG

Définition 2.10. — Soit GG un groupe cyclique d’ordre n > 1 et soit x un carac-
tére rationnel irréductible de G d’ordre d |n (par abus, 'ordre commun des ¢ | x).
Les y-régulateurs formels sont les expressions :

Ax =11 < > QD(I/_I)XZ,) ou AX:= ][] ( > go(l/_l)o/’)

elx \veG plx \veG
obtenu par spécialisation X, — o pour a € Zg.
Lemme 2.11. — Soit C,, = Q(pq) le corps des wvaleurs des caractéres irré-

ductibles ¢ | x.
. X — -1
(i) On a A NCX/Q(V%:GQO(V )X,,) € Z[X].

(ii) Par spécialisation X, — o”, a € Zg, on obtient AX € Z, sauf si x = ¢ est
un caractére quadratique correspondant & un sous-corps quadratique Q(y/m) C K,
auquel cas AX = A'X . \/m, avec A'X € 7.

Démonstration. — Le premier point est évident puisque le produit définissant AX
porte sur tous les Q-conjugués de gp.

®) A ce sujet, signalons que les deux opérations “conjuguaison dans C, /Q” et “évaluation par
les G-conjugués de o’ ne commutent pas, sauf s’il y a disjonction linéaire de C, et K sur Q.
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Les sommes ) (v X, sont des résolvantes de Hilbert pour lesquelles on a les
veG

relations [7‘]( ZGQO(I/_l)XV) = (1) ZG(,D(I/_l)X,,, pour tout 7 € G (cf. Lem-
ve ve

me 28) et Noo([71( Z ¢ %)) = Noyo( 2 o) X,) si O # @

puisque la norme d’une racine de 'unité est 1. D’ou dans ce cas :
-1 _ -1
NCX/@(V;G o(v )Xw> = NCX/Q<V§G p(v )X,,).

Donc par spécialisation avec o € Zg, AX, invariant par tout s € Gal(Cy/Q) et
tout 7 € Gal(K/Q), est un rationnel.

Si la norme dans C, /Q est triviale (auquel cas x = ¢ est d’ordre 1 ou 2), on a les
deux y-régulateurs possibles suivants :

(i) Al= > o’ € Z, pour p = 1.
oeqG
(i) AX = > x(671) a?, pour x quadratique ; alors il existe un corps quadratique
oeqG
k= Q(y/m) C K (correspondant au noyau de x) et 7 € G tels que TAX = —AX ;
d’ou AX = A’ \/m, ou A'X € Z. O

Le cas d’un caractére quadratique étant la seule exception, on convient de négliger
le facteur v/m et d’en rester a la notation AX pour le rationnel correspondant.

Exemple 2.12. — Dans le cas n = 2 (K = Q(y/m)), si o, &/ sont les conjugués
de a = u+v+/m € Zg donné, alors on a le déterminant formel :

a o

o «a

AY = = (a+d)(a—d),

et par définition les deux y-régulateurs formels :
Al=a+d =2u, AX=a—d =2vy/m.

Si a ¢ Q est par exemple tel que a + o/ = 0, on dira que le I-régulateur Al
est formellement nul. Par contre, le x-régulateur AX = 2o = 2v/m n’est pas
formellement nul (puisque oo — ' # 0) et on pourra étudier ses éventuelles nullités
modulo p pour tout p assez grand.

De méme AX sera formellement nul si o € Z, sans que Al le soit si a # 0.

Les y-régulateurs sont formellement indépendants en un sens évident (les poly-
némes P?(X) sont irréductibles non associés).

Exzemple 2.13. — Considérons le cas n = 3 (K corps cubique cyclique) et soient
a,a’,a” les conjugués de o € Zg ; alors on a le déterminant formel :

a a/ a//

a/ a// a —

a// a a/

(a + o + O//) NQ(j)/Q(a —I—j_lo/ +j_20//) = 3ada’ — (a3 + 0/3 + Oz”?’).
On a donc par définition les deux y-régulateurs formels :
Al =a+d +d,
AX = NQ(j)/Q(a —i—j_lo/ +j_20//) — a2 4 0/2 4 a//2 —ad —dd" —aa.

(& Rappelons que Ngj)/o(a + 7 1o’ + 7 2a”) a la signification suivante : on définit d’abord

No()/e(X1 +i7'X, —|—j_2Xaz) de facon Galoisienne évidente, puis ensuite on spécialise, ce qui
donne en réalité AX = Ny x(a+j" "o’ +j572a”) car ici KNQ(j) = Q et les deux opérations
commutent, mais ce n’est pas toujours le cas.
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Si par exemple Al = 0 avec a ¢ Z, alors :

AX = NQ(j)/@(a +j 1a +j 2@’) = 3N@(j)/@(a —j_lo/) =3 (a2 + ao/ + 0/2),

qui est formellement non nul.

2.2.4. Nullité formelle des x-régulateurs. — Soit G un groupe fini quelconque.
Dans la décomposition :

AY = det(a™),, = [[(A)PD | avec AX =[] PP(...,0",..)),

X wlx

lorsque la spécialisation via o = %log(n) (mod p) résulte du logarithme p-adique

de n € K*, nous dirons que certains y-régulateurs AX sont formellement nuls s’ils
correspondent & une relation multiplicative dans F' ® QQ entre les conjugués de 7
(cf. Définition 2.4]). De fait cette définition est indépendante de p et ne concerne
que le Q[G]-module engendré par 7.

Ces relations vont étre précisées au moyen du systéme fondamental d’idempotents
centraux orthogonaux des algébres C[G] et Q[G].

Définition 2.14. — (i) On a, pour un corps C' C C assez gros, les décomposi-

tions C[G] = @B, €,C[G], avec ego = (TV; o(v M, et QG] = @D, exQlGl,
oux = Zg&s et e, = Eews = |G| Z x(v 1) v, oil les ¢*® sont les Q-conjugués
distincts d’un caractére irréductible ¢ | x fixé.

(ii) Comme 1 = Zex, n = Hnex et on dira que le y-régulateur AX associé est
X X

formellement nul si n® = 1 dans F'® Q. Par extension des scalaires, on peut voir
ces relations dans F' ® C et écrire par exemple que n® = 1.

(iii) Si on a la relation (dans F' @ Q) HG(n”)“(”) = 1, on parlera de la relation
ve
U = ZGU(V)V € Q[G] et des p-relations U, := e,.U € C[G], ou encore des
ve

x-relations U, := e,.U € Q[G]. On peut toujours ramener ces relations a des
relations dans des anneaux d’entiers convenables (voir aussi la Définition B.3)).

Remarque 2.15. — (i) Comme la représentation e,C[G] est somme directe de
(1) représentations irréductibles, la définition 2ZTI41(ii) (i.e., n° = 1) assure
qu’aucune @-relation non triviale n’est possible et a fortiori aucune x-relation.
Par exemple, pour G = Dg et p = x = X2, les relations Uy = %(1 —o+T71—70) et
U; = %(1 —0? —7+70) sont deux p-relations indépendantes telles que e ,U; = U,
pour i = 1,2, Uy + Us = ey, et U1Uz = 0 (cf. Exemple 2.9)).

Ainsi on pourrait avoir la relation formelle non triviale '=t7=7% = 1 sans avoir
la relation n'=°°~7t79 = 1 ; on aurait donc n® U1HU2) = pex £ 1, or on vérifie
facilement que le y-régulateur AX est identiquement nul en raison de la premiére
relation.

(ii) On a les formules évidentes U, = > Uy et Uy = e, U,, pour tout ¢|x. On

elx
a par exemple, en introduisant un nombre premier p, et pour U € Q[G], U, =0

(mod p) si et seulement si U, = 0 (mod p) pour tout ¢|x (car U, = e, Uy),
donc si et seulement si il existe au moins un ¢| x tel que U, =0 (mod p) (car les
caractéres ¢ | x sont conjugués par Gal(C/Q)).

On notera pour toute la suite que ces congruences dans les algébres de groupes
signifient (mod pZ,)[G]) ou (mod p Z, (,,)[G]) selon les cas, ot Z, est 'anneau
des entiers du corps des valeurs Cy, des ¢ | x.
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Ezxzemple 2.16. — a) Soit G cyclique d’ordre n et soit y d’ordre d|n ; alors
les éléments n € K* tels que n°c = 1 correspondent & la nullité formelle de

AX = NCX/Q< Z QD(I/_I) Oéy).
veG
Par exemple, pour n = 3, on a les deux idempotents rationnels :

(14+0+0%), ey=3(2-0-0%.

wIH

(i) Les éléments n € K* tels que n°* = 1 (i.e. de norme 1 dans F' ® Q), corre-
spondent & la nullité formelle de A = o + a7 + ac’

(i) Les éléments n € K* tels que Ng/g(n) = n° (dans F ® Q), donc tels que
n € Q*, correspondent & la nullité formelle de AX = Ng;y /(o +j a7 + 52 a”Q).

b) Les trois idempotents relatifs au groupe Dg sont :

ep = %(14—04—024—7—1—704—7‘02),
ey, = é(l+0+0’2—(7'+7'0'+7'0'2)),
Eyy = %(2—0—02).

(i) Les n tels que n°* =1 (i.e. de norme 1 dans F'® Q) correspondent a la nullité
formelle de A' = Try /g ().

(ii) Les éléments n tels que nx1 = 1 sont tels que Ng /() € Q*, ot k est le
sous-corps quadratique de K, et correspondent & la nullité formelle de :

2 2
At =a+a’+a” —a” —a"? —a™ = (1 —7) Trg ().
(iii) Les éléments 7 tels que n°2 = 1 sont les éléments de k* et conduisent a la
nullité formelle de :
2 2 2 2
AX2 = a2 —|—Oé20 _|_a2cr _ Oé2T _ Oé2TU o a27’o —aa® —aa’ —a’ o
+aTaTU + aTO'aTCT2 + aTCT2 a’T

2.3. Définition des Fj-régulateurs. — Soit € K* et soit p assez grand.
On a les congruences suivantes (cf. §2.1) :

_?1 log(n) = ap(n) (mod p) et ap(n”) = ap(n)” (mod p) pour tout v € G.

Par commodité on fixe un nombre algébrique o € Zx défini par o = ()
(mod p). On obtient le déterminant de Frobenius & coefficients dans Zx :

Af(n) :=det (aT")U’TeG.

Le groupe G opére sur Ag (n) par permutations des lignes ; donc Ag(n)Q est
invariant par Galois et est donc rationnel. Si Ag(n) ¢ Q, on retrouve l'existence
d’un facteur \/m que l'on sait provenir de la résolvante d’un caractére quadratique

de G (cf. Lemme 2.1T)). On considére donc :
AGe) =11 T TI Pe(... a7, )20 = TTAX()#®W =TT TT A%(n)#®),

X 0lx ¢l X X 0lx
ot pour chaque x (resp. ), ¢ est un caractére absolument irréductible divisant
X (resp. 6).
Les AX sont les x-régulateurs formels et les p-entiers rationnels AX(n) (définis
modulo p) les résultats de leur spécialisation (au facteur /m prés dans le cas
quadratique). Ils se factorisent au moyen des Fj-régulateurs Ag(n) :



14 Notion de Fp-régulateurs d’un nombre algébrique-Conjectures p-adiques

Définition 2.17. — Pour tout p assez grand et pour chaque caractére Q-
irréductible 6 de G, on appelle Fj-régulateur de 7 associé a ¢, I'entier p-adique

Ad(n) = 1_‘[ P?(...,a",...). Pour 0]x (x fixé), ces F,-régulateurs dépendent
@l
[Cx:Q]

de la décomposition de p dans C\/Q et sont au nombre de h = =, ou f est
leur degré résiduel (cf. Définition 2.5 (ii)).
Remarque 2.18. — On peut de la méme fagon écrire (pour p assez grand) que

le régulateur normalisé Rg(n) est égal a [ [ R;,((n)w(l) = 1;[ Rf,(n)w(l) ou :
X

Ry = ILPP(..., SHog(w),...).
©
On a alors les congruences Rg(n) = Az(n) (mod p) ; ainsi on a Ag(n) =0 (mod p)
si et seulement si p divise Rz(n) : mais dans ce cas p?®) divise Rg (n) puisque

Rg(n) = I;IRf,(n)“D(l), ou chaque fois ¢ |0 (cf. §22.1)).

Remarque 2.19. — (i) Dans le cas Abélien, AX(n) := NCX/Q< ZGQD(I/_I)O(V)
Ve

xé, d’ordre d|n), avec la convention sur la notation notammen
| x fixé, d’ordre d|n), 1 ti 1 tation N¢ /g, not t
lorsque K et Cy ne sont pas linéairement disjoints.

De méme Az(n) = N,;(V;GSO(V—l) al/) € Zy, ot pour p|p dans L (ou Cy), N,
désigne la norme locale dans le complété de Cy en p (on retrouve Ax(n) comme
produit de normes locales).

(ii) Si H = {v € G, p(v) = ¢(1)} est le noyau de ¢ |60 |x (qui ne dépend que
de x) et si K’ est le sous-corps de K fixe par H, on a Ag(n) = Ag, (Ng/x+(n)) o
0’ est le caractere fidele issu de 6.

Quitte a remplacer n par 1’ := NK/K/ (n) on peut toujours supposer que 6 est un
caractére fidéle.

2.4. Cas des y-régulateurs pour x d’ordre 1 ou 2. — Soit n € K* et soit
a = ap(n) (mod p), a € Zk.

(i) Si x = 0 = 1, le Fy-régulateur correspond a Ny /(1) = a € Q* et est donné
par Trg/g(a), autrement dit :

Azl,(n) = %log(a) = %(ai”_1 —1)=g¢q, (modp) (p-quotient de Fermat de a).

Le programme PARI correspondant est le suivant (pour a = 659) (]

{e = 659; print("e =7, ¢); for(n = 1,5% 105, p = 2« n + 1;
if (isprime(p) == 1&Mod(e,p)! = 0,
gp = Mod(e,p*)*~ — 15if (qp == 0, print(p))))}

Pour p < 10%, on ne trouve que les solutions p = 23,131,2221, 9161, 65983.

(i) Si x est quadratique et si k = Q(y/m) est le sous-corps quadratique de K
fixe par le noyau de x, on obtient un F,-régulateur qui correspond au cas ou
Ng/u(n) € KX\Q* ; si Trg () =: u+v+/m €k, il est donné par :

AX(n) =2vv/m  (mod p).

(M Dans tous les programmes PARI [PARI]| proposés, la compatibilité avec TeX oblige & écrire
les symboles par, &, hfill, avec un antislash, a placer des § et des { } pour les exposants. ..
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Si K est un corps quadratique réel d’unité fondamentale ¢, en raison de la relation
de dépendance multiplicative e!77 = 41, le Fp-régulateur A;(E) est formellement
nul. Le Fj-régulateur pour le caractére quadratique est Ax(e) = 2v\/m (calculé
via eP" 1 =14 pv/m (mod p?)).

Au moyen du programme PARI ci-dessous on calcule le F-régulateur Ay(g) de
l'unité fondamentale & = 5+ 2+/6, pour tout p < 10? (p # 2,3), mais le pro-
gramme est valable pour un corps quadratique arbitraire et n = a + by/m €
K*\ Q* de norme quelconque :

{m = 6;aa = 5;bb = 2; N = aa® — m * bb?;

print(”m — 777 m7 77777 77n0rme — 777 N);

for(n=1,5%x10% p=2%n+1;

if(isprime(p) == 1&Mod(m * N,p)! = 0,p2 = p?;

a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb,p2); P2 = 2> — Mod(m, p2);

y= Mod(a+bxx,P2);z=yP ™D, U =) _1;

RP = component (U, 2);

rp = component(RP, 2)@; if(rp == 0,print(p))))}.

On ne trouve un Fj-régulateur Ax(e) nul modulo p, avec p < 10%, que pour
p = 7,523, ce qui constitue une seconde observation sur la rareté du phénoméne.

Soit 7 = 7+2+v/6 de norme 25. Le Z-rang du groupe F engendré par 7 est ici égal

a 2 et les deux régulateurs formels sont non nuls. On vérifie que les p-quotients

de Fermat A})(n) de 25 sont tous non nuls modulo p dans l'intervalle testé. Les

solutions p obtenues pour AX(n) =0 (mod p) sont p = 11, 37,163, 4219.

Pour n = 16 + /123, de norme 133, on trouve pour x # 1 les deux solutions

p =5,751.

Pour n = 1 + 5¢/—1 de norme 26, on trouve pour x # 1 les deux solutions

p = 73,12021953.

Pour n = 14 /=1, le Z-rang de F est 1 car on a (1++/—1)*(1—+/—1)"* =1 et

de fait 1 peut étre remplacé par 2 pour le calcul des p-quotients de Fermat.

1++5
2

Pour le nombre d’or on ne trouve aucune solution dans l'intervalle testé.

3. Existence de relations F,-linéaires entre les conjugués de «

Soit n € K*fixé et soit p assez grand. Soit av = () (défini modulo p) ; on peut
toujours supposer que o € Zk ou au moins a € Zg ;). On s’intéresse a établir

la relation entre la nullité modulo p de certains Ag(n) et ’existence de relations
Fp-linéaires entre les conjugués de .

3.1. Fp-indépendance. — Nous dirons que les o” sont [F,-indépendants si,

pour toute famille de coefficients u(v) € Z,), la relation ZGu(V) o =0 (mod p),
ve

dans I'anneau Zg () des p-entiers de K, implique u(v) = 0 (mod p) pour tout

v € G. On dira (cf. Définition B3) que toute relation U = >_ u(v)v associée a
veG

a est nulle modulo pZ,) [G]. Ceci est indépendant du choix du représentant «.

On a le résultat élémentaire suivant ot I'on rappelle que Ag(n) = det (aT")JT et
que p est supposé assez grand :

(8) Attention, exceptionnellement on doit prendre le coefficient de z = +/m et non le terme
constant.
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Proposition 3.1. — (i) Les o sont Fp-indépendants si et seulement si o est
une Zy,)-base normale de Z ().

(11) Les o sont [Fp-indépendants si et seulement si Ag(n) est étranger a p.

Démonstration. — Si « est une Z,)-base normale de Zg (), toute relation de la
forme ZGU(I/) @’ =0 (mod p), u(v) € Z,), conduit & u(rv) =0 (mod p) pour
ve

tout v € G. Supposons alors que les o soient Fp-indépendants et qu’il existe
une relation non triviale de dépendance QQ-linéaire entre les conjugués de « ; il en

résulte une relation de la forme Y. r(v)a” = 0 avec des entiers (1) non tous nuls,
veG

tels que p.g.c.d.(r(v)) =1 ; d’ou r(v) = 0 (mod p) pour tout v € G (absurde).
Par conséquent « est déja une Q-base normale de K. Si 8 € Z (), il existe un

entier rationnel d étranger a p.g.c.d.(r(v)) tel que df = ZGT‘(I/)OZV, r(v) € Z.
ve

Il est clair que p { d sinon tous les r(v) sont divisibles par p. Ainsi « est une
Zp)-base normale de Zg ().

(ii) Supposons que les o soient Fp-indépendants. On prend p assez grand ne
divisant pas le discriminant de K/Q, alors le discriminant de la Z;)-base normale
a, de Zg (), est étranger a p (en effet, si Zx est anneau des entiers de K, le
conducteur § € Z tel que §fZx C €D, Za" est non divisible par p et les deux
discriminants coincident a une unité p-adique prés). Or le discriminant de la base

) p : : G —
normale « est le carré du déterminant de Frobenius A;'(n) = det (o[“’)cw co

Si Ag (n) # 0 (mod p), toute relation Z,-linéaire sur les lignes, de la forme
ZG/\(U)(. a0 = (-.4,0,...), (mod p), A(o) € Z,), implique A(o) = 0
S

(mod p) pour tout o € G, ou encore, la condition X:G)\(a)am =0 (mod p) pour
S

tout 7 € G, implique A(0) = 0 (mod p) pour tout o € G. Par conjugaison cette
condition est équivalente au fait que Y. A(o)a’ = 0 (mod p) avec A(o) € Ly,
ceG

implique A(c) =0 (mod p) pour tout o € G (Fp-indépendance des o). O

Corollaire 3.2. — Si pour p assez grand l’'un au moins des IF,,-régulateurs Ag(n)

est divisible par p, alors les o ne sont pas F,-indépendants et il existe au moins

une relation Fy-linéaire de la forme ) o u(v)a” =0 (mod p), u(v) € Z,y non

tous divisibles par p.

Cette relation admet, dans K>, le relevement nZVEG s [1ea(n)“) =1
] ’ 1 veG

(mod p?), ot l'on a posé m =P "1 =1 (mod p) (cf. §21).

Nous allons préciser les propriétés des #-composantes (pour les caractéres p-
adiques ) de la relation U = Y . u(v)v, et faire le lien avec la nullité ou
non des Ag(n) modulo p.

3.2. Critére de nullité modulo p des Ag(n). — Soit C' C Q(pg) une exten-
sion contenant les valeurs des caractéres absolument irréductibles ¢ de G et soit
Z¢,(p) Vanneau des p-entiers de C'. On suppose pour simplifier que K N C = Q.
On notera Z, ) := Zc, () € Zo,(p) Vanneau des valeurs, sur Z,), des ¢ 161 x,
pour tout caractére rationnel irréductible .

3.2.1. Principaur lemmes. — On désigne par e, = # > (™o les idem-
ocG

potents centraux orthogonaux de C[G], et par End(V,) ~ e, C[G] les anneaux
d’endomorphismes des représentations irréductibles V,, correspondantes.
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On a, par sommes de conjugués convenables de ¢, les idempotents p-adiques et
rationnels e :@290_1 o € Z,|G] et e :@Z o Yo € 7y G

o= 20 S 600 € (G et e = 2 T x0T € 2 (@
(cf. Définition [2.5]).

Définition 3.3. — (i) Si ZGU(V) a” =0 (mod p), u(v) € Z,), on parlera de
Ve

la relation associée U = ZG’LL(I/) v € Zy[G], des p-relations Uy, := e,. U a coef-
ve

ficients dans Z, (), des f-relations Uy := ep. U a coefficients dans Z,, ou encore
des x-relations Uy := e,.U & coefficients dans Z,) (cf. Définition 2.14]). Quel que
soit 'anneau Z des coefficients, les écritures sont considérées modulo p Z.

(ii) On désigne par £ le G-module des relations U € Z,[G] modulo p relatives
a a. Clest un idéal de Z,[G]. Vu dans F,[G], on a £ = {0} si et seulement si les
a” sont Fp-indépendants (cf. §B.I]) et on a £ = F,[G] si et seulement si o = 0.
(iii) Pour tout caractére p-adique @, on désigne par £7 ~ §Vj la f-composante eg L,
ou Vy (de Fp-dimension fy(1)) est la représentation irréductible de caractére 6 ;
onal<d<pl).

Soit U = ZGU(I/) vel OnalU,= > Uy (V) v, up (V) = @ ZGu(T_lu)go(T_l)
ve TE

veG

€ Zy (p), pour tout v € G. Comme on a ¢(s) = @(t~tst) pour tout s,t € G, on a

aussi (en posant 7 = vtv 1), u,(v) = % ZG u(vr™H(r1), pour tout v € G.
TE

Onaly= > U, € Zp|G] pour le caractére p-adique irréductible 6 au-dessus
©lo

de o, avec Uy = D_ ug(v)v, ou ug(v) = Oy u(t7')0(rY) € Z,,.

veG n reG
Puisque U, = e,Ug et Up = > Ugy,onalp =0 (mod p) si et seulement si Uy, =0
@l

(mod p) pour au moins un caractére ¢ |6 (auquel cas ceci a lieu par conjugaison
pour tout ¢|#). Ceci ne vaut que si U € L.

Lemme 3.4. — Si %u(u)a” =0 (mod p), u(v) € Z,), et si U := Z:Gu(y)y,
ve ve

alors U, .o = 2 uy(v)a” =0 (mod p) pour tout caractére irréductible .
veG

Démonstration. — On a U, .a = @ZGQO(T_I)( ZGU(T_lu)a”)E 0 (mod p),
TE ve
par conjugaisons par 7 de X:Gu(y)o/’ =0 (mod p). O
ve

Lemme 3.5. — Soit ¢ irréductible tel que U, # 0 (mod p). Alors l’'endomor-
phisme E, = e, ZG o’ v e End(V,) ~ e,C[G] est non inversible modulo p.
ve

Démonstration. — Considérons Uy := U%:G uy(o)o ! € ZylG] (on a Uz #0

(mod p)) ; calculons I'image de U; par I'endomorphisme Ey ; on a :

E,. U, = e¢2a”VU;:e¢Za” > uy(o)wo !

veG veG ocG
= e, TEG <V§Gu¢(7_ly)a”)7 =0 (mod p),

d’apreés le Lemme [34] par conjugaisons par 7. O
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Remarque 3.6. — Comme E, est un endomorphisme de V,, sur KC, il existe
un idéal premier P de KC au-dessus de p tel que det(F,) = 0 (mod B). Mais

toute conjugaison par 7 € G donne EJ, = e, Ya"y = (e, ) ey 2 Vv,
veG veG

et on obtient det(E]) = det(e,771) det(E,) = 0 (mod B7), d'out det(E,) = 0
(mod [],c;B7) puisque les det(e,771) sont inversibles.

Donc il existe un idéal premier p|p de Z, tel que det(E,) = 0 (mod p), ce
qui conduit & P#(...,a”,...) =0 (mod p), donc & Af(n) =0 (mod p). Comme
Ag(n) est dans le p-complété du corps de décomposition, qui est Q,,, on peut écrire
Ag(n) =0 (mod p) pour le caractére p-adique 6 au-dessus de ¢ (cf. Définition 2.5))

Lemme 3.7. — Si l’endomorphisme E, := e, > a'v e End(V,,) est non in-

veG
versible modulo p, alors il existe une p-relation W = Y. w(o)o ™t € o Zy, (|Gl
oceG ’
W & pZ, »n|Gl, qui est dans le noyau de E,.
Démonstration. — Soit Z, g I'anneau des entiers du corps C, K. Il existe donc

W € ey Zy k|G] tel que W # 0 (mod p) est dans le noyau de E,. Ecrivons
W = ZG’w(U)U_l, w(o) € Zy k. L'égalité E, . W = 0 s’écrit alors :
€

o

Yo 2 wo)ve =2 wo) X a*®s=0 (mod p).

veG oeG ceG seG

En multipliant cette égalité par 7 € G on obtient :

> w(o) 2 affrs= 2 wo) 2 o tTt=0 (mod p), V7e€QG,
oceG seG oeG teG

équivalente par conjugaison a ZGw(U)T ZGozwt =0 (mod p), pour tout 7 € G.
oc te
Par utilisation du Lemme et en prenant la trace on obtient une relation non

triviale de la forme suivante (les coefficients dans Z, ) sont encore notés w(o)
par abus) :

> ( > w(o)a'?)t=0 (mod p) ;

teG oeG
d’ou ZGw(a)ozt" =0 (mod p), pour tout t € G, puis ZGw(a)a" =0 (mod p),
oc oc
ce qui donne la @-relation non triviale D w(o) o € e, L dans le noyau de E,. O

oeG

8.2.2. Un cas particulier. — Dans le G-module £, considérons U = ) u(v)v.
velG

On dispose par “conjugaison” des n relations :

Yu)a™ = 2 u(r W) e’ =0 (mod p), Vre G,

veG veG
non nécessairement F,-indépendantes, au sens des combinaisons linéaires des n
vecteurs (...,u(77v),...)veq, T € G, vus dans Fy.

Lemme 3.8. — Le systeme des n relations ( Z:Gu(T_ly) v)
ve

tout 0 € G, est de Fy-rang 1 si et seulement si u : G — F est un homomor-
phisme de groupes.

reqr w(o) € Fy pour

Démonstration. — Si pour tout 7 € G, il existe A(7) € F, tel que u(r'v) =
A(7)u(v) pour tout v € G, on a (en se ramenant par exemple & u(1) = 1 puisque
U # 0), u(t™') = A7) pour tout 7, d’ott u(r~'v) = u(r~Hu(v) pour tout
T,vEe G ;doncu:G— IE";,< est un homomorphisme de groupes. O
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Par conséquent, I'image de u est un groupe cyclique d’ordre d diviseur de p — 1
isomorphe & G/H ot H (le noyau de u) fixe un sous- corps K’ de K cyclique sur
Q de degré d. Sil'on pose nf = Ng/p(n), 7 := u(s™!) (d'ordre d modulo p),
ou s est générateur dans Gal(K’/Q), on est ramené a une relation de la forme
S a5 =0 (mod p) avec of = Trg,r(a). Ceci traduit la nullité modulo p
de Az/(n/ ) pour un caractére 6’ convenable de K.

Corollaire 3.9. — Si le G-module L des relations ), cqu(v)v € Zy)[G] rela-
ties a o est de Fp-rang 1, alors il existe un unique caractére p-adique 6 de degré
1 de G, dont le noyau fize un sous-corps K' cyclique de K de degré d, et qui est
tel que Ag/ () =0 (mod p) ou O est le caracteére fideéle issu de 6.

Remarque 3.10. — Comme d|p — 1, p est totalement décomposé dans le corps
Cy = Q(uq). Donc 0 est issu d'un caractére absolument irréductible ¢ unique.
Posons ¢(s) = ¢ ; alors l'idéal p = (p,( — r) est un idéal premier au-dessus
de p dans Cy car Ng (¢ — 1) = ®q4(r), ot P4 est le d-iéme polynome cy-
clotomlque et comme 7 est d’ordre d modulo p, ®4(r) = 0 (mod p). On a
S (s -’ = Zf ()lr_’ﬁs = 0 (mod p), ce qui identifie le couple (0,p) et
donne Az( ) = ZZ o 7t B% (mod p) (cf. Définition (ii)), alors que AX(n) =

Ney o387 ¢(s7)8%) =0 (mod p).

3.2.8. Résultats principaur. — Les résultats techniques des §§B.2.11 B.2.2] con-
duisent & ’énoncé suivant :

Proposition 3.11. — Soit n € K* et soit 8 un caractére p-adique irréductible
de G. On a Af,(n) = 0 (mod p) si et seulement si L% # {0} dans F,[G] (cf.
Définition [33 (i) ).

Démonstration. — (i) Si £ # {0}, il existe U = Y cqu(v)v € L tel que Uy # 0
(mod p). D’apreés le Lemme et la Remarque 3.6 on a Ag(n) =0 (mod p).
(ii) Supposons que Az(n) = 0 (mod p) ; par la nullité modulo p de Ag(n) qui
en résulte, il existe une relation de F,-dépendance de la forme }_ .~ u(v)a” =0
(mod p), u(v) € Z,) non tous divisibles par p, et on a U = Y cqu(v)v € L,
mais il convient de montrer que Uy # 0 (mod p).

Le cas Abélien (cf. §[5.0]) sera résolu de fagon plus précise. D’apreés le Lemme B.7]
pour un caractére irréductible ¢ |6, on a une ¢-relation non triviale de la forme
W= cqw(o)o, w(o) € Z, ). Mais rien ne prouve que W = e, U, U € L.
Soit L le corps de décomposition de p dans C,/Q et soit D = Gal(C,/L). Si
{z,...,27} est une Z1(p-base de Z, (), on a w(v) = Elle a;(v)z* pour tout
veG,ai(v) € Z ), dou ), Zlf:l a;(v)z' o’ =0 (mod p) ; donc par identi-
fication sur la base des z* on obtient le systéme de relations :

ZGaZ-(V)a” =0 (mod p), i=1,...,f.

ve

Pour tout p|p, tout i = 1,..., f et tout v € G, il existe des Té(l/) € Z tels que
ai(v) = r(v) (mod p), d'ot Y qai(v )a"’ = D eqTp)a” = 0 (mod p), et
comme Y orh(v)a” € K, il vient Y, .7 (v)a” =0 (mod p).

Puisque W est non triviale, les Tp(V) ne sont pas tous nuls modulo p et il existe au
moins une relation non triviale Y, 7 (v) v (pour un i € {1,..., f} et un p|p).
Comme W est une p-relation, ceci se transmet a ZVEG a;(v) v et par conséquent
Y ovea ré(u) v est une f-relation non triviale de L. O
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Remarque 3.12. — La [F)-représentation irréductible Vj de caractére 6 est de
dimension fo(1) et on a L7 ~ 6V, 0 <5 < (1), et L? est de dimension §fp(1).
Il est clair que § = (1) équivaut a L% = egF,[G] qui correspond a la relation
epa =0 (mod p), autrement dit & un maximum de 6-relations.

Ce qui précede conduit a 1’énoncé suivant (ou p est supposé assez grand) :

Théoréme 3.13. — Soit K/Q une extension Galoisienne de groupe de Galois G.
Soitn € K* ; on suppose que le Z|G]-module engendré parn est de Z-rangn = |G|
(i.e. F®Q ~ Q[G]). Pour toutp on poseny :=nP""1 = 1+pay,(n), ap(n) € Zk,
ou ny est le degré résiduel de p dans K/Q.

Soit L le G-module des relations U € Zy,)[G] relatif a ap(n), i.e.,

ZGU(I/) ap(n)” =0 (mod p), u(v) € Zy, (cf Définition[3.3).
ve
On a alors les résultats suivants :

(i) 1l existe au moins une relation U # 0 (mod pZy[G]) (i-e., L est non trivial)
si et seulement st le réqulateur normalisé Rg( ) est dzmszble par p (cf. Remarque
Z18).

(ii) Soit 6 un caractére p-adique irréductible de G et soit f son degré résiduel (i.e.,
celui de p dans le corps des valeurs des caractéres absolument irréductibles ¢ |0).

Alors, le G-module L£? := eyl est de [F,-dimension non nulle (et alors multiple de

fo(1)) si et seulement si le Fp-régulateur Az(n) (cf. §I2.3) est divisible par p.

(iii) Si dimp, (L) = 1, alors 0 est un caractére relatif a un sous-corps cyclique
d—1 _

K' de K, et L est engendré par la O-relation Y r° a,(7)* = 0 (mod p), ou
1=0

0 :=Ng/g'(n), d=[K":Q]|p—1, our € Z et s générateur de Gal(K'/Q) sont

tels que 6(s) = r (mod p) (cf. Lemmel38, Corollaire et Remarque [310).

Corollaire 3.14. — (i) Lorsque L # {0}, on obtient des relévements de la
forme nUe € [1,, Ko pour toute -relation Uy € LY (cf. Corollaire[32).

(i) Sous la condition (iii) du théoréme (L = L? de T, dimension 1) et lorsque 6
est un caractére fidéle, on a nUe € IL, KU ,ouUp =S 0 hrFsk et oun=|G|
divise p — 1 (cas totalement décompose)

Démonstration. — Soit a := oy(n). On anij" = (I+pa)¥ = 14+pUp-a (mod p?),
et comme Uy - a« =0 (mod p) par définition, il vient : 17?9 =14+p?B=1+pp)P

(mod p*), avec 8 € Z (). Donc 7]?" =0 +py)P, v ell, |, K et n=nF ot
implique nv¢ € I, K. Le cas (ii) est immédiat. O

Remarque 3.15. — D’aprés la Remarque 2.T91(ii), le fait de remplacer n par
7 = Ng k(1) ne modifie pas la question du nombre (fini ou non) de premiers p

tels que Ag(n) =0 (mod p), car le nombre de sous-corps K’ de K est fini auquel
cas si Ag(n) = 0 (mod p) pour une infinité de p, il existe un caractére rationnel

fidele x’ pour lequel A;,f/ () =0 (mod p) une infinité de fois.

3.3. Conséquences pratiques. — Donnons quelques exemples concrets pour
montrer de quoi il s’agit. Il résulte de ce qui précéde que 'on peut trouver
indiféremment une §-relation ) ., u(c)o a coeflicients p-entiers rationnels, ou,
pour ¢ |0, une p-relation ) . u,(0)o a coefficients dans Z, ().
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Exemple 3.16. — Pour un corps cubique cyclique, on a e, = %(2 —o—a?).
(i) Si p est inerte dans Q(5)/Q, x = 6 = ¢+ ¢®, f = 2, et on montrera (cf. §.6])
que ’on obtient les f-relations indépendantes a—a? = 0 (mod p) et o —a% =

(mod p), qui sont conjuguées (f = 2).
Donc U =1 — o est telle que (pour (o) =j) :

1 - - 1 . . . .
Uy =e, U = §(1+] Lo+ 20'2)(1—0')25(1—]-1-(]2—1)0-1-(]—]2)0'2)

1 . - -
= ;=) A +j o +j7%7),

1 2

qui donne, & une unité p-adique pres, U, = 1+ j "o + j~ o2 qui engendre la
@-composante L associée & la relation o 4+ j~la” + j_2a"2 = 0 (mod p). Par
identification sur la base {1, j}, on retrouve les f-relations a coefficients rationnels
a—a’=0 (mod p) et a” —a® =0 (mod p).

(ii) Dans le cas p décomposé, il y a deux caractéres p-adiques, dont § = ¢ et on
obtiendra une unique #-relation de la forme o + r~1a® + r~2a°" = 0 (mod p)
dont les conjuguées lui sont proportionnelles car 7> =1 (mod p).

Dot U = 1+ r~lo + r~202, ce qui conduit (avec j = r (mod p) pour I'un des
deux idéaux premiers p | p associé a 0 = ¢) a :

Up=e,U = %(1 +i o+ 201 +r o+ 20%)

- %(1 +r 2 e Y (14 e 4 202

= 1+ to+52%* (modp),

soit U, = 1+ j 7o + j 7202 engendrant £%. On retrouve la #-relation de départ
a partir de a4+ 5 2a” + j72a°° =0 (mod p), qui donne o+ rLa? +r 207" =
(mod p) donc =0 (mod p) puisque le premier membre est dans K.

Le conjugé 6% de 0 correspondrait a la congruence j = r (mod p*®) (équivalente
4 j =72 (mod p)), mais on n’a pas nécessairement et simultanément la relation

a+ 7207 + 1 'a”" = 0 (mod p), ce qui conduirait & & = a” = o (mod p)
(probabilité Z%)
Exzemple 3.17. — Prenons le cas d’'un exemple numérique (cf. §6.1] 6.1.4) avec

le corps K défini par le polynéome @ = 2%+ 9z* — 423 + 2722 + 362 + 31 (groupe
de Galois Dg), pour xy = 6 = x3 de degré 2.

Pour p = 61, n = x° — 22* + 423 — 322 + 2 — 1, on obtient le G-module £ engendré
par les trois relations F)-linéaires indépendantes, conjuguées (par o et o?)

190 + 560° +46a° +a” = 0 (mod p)
460 + 1907 + 5607 +a™ = 0 (mod p)
560 + 4607 +190° +a™ = 0 (mod p).

I1 est clair que I'idempotent “trace” e; donne la relation triviale, donc le p-quotient
de Fermat A}(n) est non nul modulo p.

On obtient la x;-relation correspondante a I'idempotent ey, (x1 non trivial de
degré 1) en faisant la somme des trois relations, ce qui donne :

7'0'2:

a+a’+a” —a" —a™ —a (mod p)

(d’ou la nullité modulo p du Fp-régulateur Ay'(n)).
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Pour 6 = x (de degré 2), le Fj-régulateur Ag(n) est nul modulo p et cela cor-
respond & la #-relation suivante en appliquant eg = %(2 —0—0?):

—a+36a° 4260 +21a” +20a™ +20a™ =0 (mod p).

Notons que par conjugaison, cette derniére relation engendre un Fj-espace de
dimension 2. En effet, pour la #-relation définie ci-dessus :

U = —1+ 360 + 2602 + 217 + 2070 + 20702,
on a par définition 02U = —U — oU et on trouve les relations suivantes :
17U = 24U + 510U, 70U = 27U + 370U, 710U = 10U + 340U.

Par la suite, nous supposerons que le groupe F' engendré par les conjugués de 7
est de Z-rang n = |G| (afin qu’il n’y ait pas de régulateurs formellement nuls, ce
cas étant sans intérét pour I’étude de Ag(n) nul modulo p pour tout p).

Ensuite, il est entendu que nous négligerons les premiers p pour lesquels au moins
deux [Fp-régulateurs sont divisible par p, en admettant qu'une telle probabilité est

0(1)

au plus en o Vi I'indépendance des [Fj-régulateurs associés a deux caractéres

p-adiques différents (cf. §[.2] pour des statistiques numériques). Il restera alors
le cas Ag(n) =0 (mod p) pour un unique caractére p-adiquel € de G sous réserve

d’un £ minimal (le cas contraire pour £% étant trés rare).

L’obstruction essentielle viendrait alors des p satisfaisant a la définition suivante :

Définition 3.18. — Un nombre premier p assez grand est dit & décomposition
minimale (relativement & n € K*) s’il existe un unique 6 tel que Ag(n) =0
(mod p) pour lequel p est totalement décomposés dans le corps C), des valeurs de
¢ |0 (cas qui contient celui ot C,, = Q) et si la représentation £ ~ §Vj est de
[F,-dimension minimale (1) (i.e., 6 =1).

Dans le cas Abélien il s’agit des p =1 (mod n) ot n est l'ordre de 6.

Nous reviendrons Section 7 sur ce type de cas en envisageant certaines conjectures.

4. Considérations probabilistes

4.1. Généralités. — FEn I'absence d’arguments théoriques précis, il est d’usage
de supposer que le cas Rz(n) =0 (mod p) se produit avec la probabilité 1—1). Il en

résulte alors que le nombre de solutions p < B serait en > 1—1), donc en loglog(B),
p<B

et de méme pour la nullité modulo p de Rf(n) =1l Rg(n)ﬁp(l) qui serait en @.

Or il est évident que puisque Rf,(n) est une norme locale dans l'extension C, /Q,

un tel régulateur est soit étranger a p soit divisible par p/ ot f est le degré résiduel

de p dans cette extension ; de méme, si le caractére irréductible ¢ |6 est de degré

©(1) > 2, la divisibilitée par p#(!) intervient également puisque Ri(n) = I1 R?(n)
©|0

est élevé a la puissance (1) (ot R (n) est un polynome homogene de degré ¢(1)
en les a?). Cependant il n’est pas clair pour autant que la “probabilité” d’étre
divisible par p (ou que la densité des cas observés) soit de fagon précise fonction
1 1

de o7 et /ou pEOR

On verra que le degré ¢(1) n’intervient pas directement mais que, par contre, le
nombre 4 tel que £? ~ §Vj intervient au carré sous la forme ﬁ. En outre il faut
mesurer le fait que les Rf,(n) sont indépendants.
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4.2. Indépendance probabiliste des Ag(n). — Nous traitons le cas du
groupe Dg, par utilisation de la fonction random, pour déterminer deux aspect :
(i) I'indépendance des F,-régulateurs (probabilité en z%

0 %
teurs A7(n) et Aj (1) nuls modulo p, pour 6 # '),

d’avoir deux F,-régula-

(ii) la probabilité en % d’avoir la nullité modulo p de Ag(n) pour le carcteére § = 2
de degré 2 de Dg, le cas des carctéres de degré 1 étant analogue.

On considére le corps K (composé de Q(+v/2) et de Q(j)) défini par le polynome
Q = 25 + 92* — 423 + 2722 + 362 + 31.

On prend au hasard n modulo p?, étranger a p, ce qui donne des a répartis
aléatoirement modulo p.

Le programme calcule les conjugués de a sur la base {x° z% 2% 22 z,1}. La
variable Ny compte le nombre de 7 étrangers a p. Ensuite, chacun des trois
régulateurs est calculé, et dans les variables Ny, No, N3, N1o, N1i3, Nog, N123, on
donne le nombre de cas de nullités simultanées de 1, 2 ou 3 régulateurs.

La procédure nfgaloisconj pour Dg donne les automorphismes dans I'ordre :

1, 7,07 = 7'02,027' =T0,0, 02,

que nous avons permuté pour avoir (de e; & eg) la liste 1,0,02, 7,70, 702,
{Q:m6+9*I4—4*m3+27*m2+36*I+31;p:37;p2:p2;
el =x;
€2 = 11/180 * z® 4+ 1/180 * z* + 11/18 * &> — 1/45 % 2> + 403/180 * x + 419/180;
e3 =13/180 x 2® — 7/180 x x* + 13/18 * 2® — 38/45 x 2 + 509/180 * x 4 127/180;
ed = —4/45 % x5 4+ 1/45 * x* — 8/9  x® 4 26/45 * x> — 137/45 x x — 91/45;
e5=—1/60*2® —1/60 * z* —1/6 x 2® — 4/15 * 2* — 73/60 *  — 79/60;
e6=—1/36*2°+1/36*2* —5/18 x x> +5/9  x® — 65/36 * = + 11/36;
NO=0;N1=0;N2=0;N3=0; N12 = 0; N13 = 0; N23 = 0; N123 = 0;
for(i = 1,1000000,
a = random(p2); b = random(p2); c = random(p2);
aa = random(p2); bb = random(p2); cc = random(p2);
Fta = Mod(a * el® +bxel* +cxel® + aax el® + bbx el + cc, Q);
N = norm(Eta);if(Mod(11 «* N,p)! =0, NO = NO + 1;
u = Mod(a,p2);v = Mod(b,p2); w = Mod(c, p2);
uu = Mod(aa,p2);vv = Mod(bb, p2); ww = Mod(cc, p2);
P=a54+9x%2" —4%23 427+ 2% +36 %z + Mod(31,p);
P2 =254 9%z —4x2% +27% 2% + 36 x x + Mod(31, p2);
y = Mod(u* z° + v * z* 4+ w * 2® + uu * 2% + vv * z + ww, P2);
z=y®V:t =2z for(i=1,5,z = 2P *t);
U = component(z — 1, 2);
ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod
u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod
u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod
ud = component(U, 4);if(ud == 0,ud = Mod(0, p2
ub = component(U, 5);if(ub == 0,ud = Mod(0,p2));
(U,6);if
(
(
)

0,p2))
0,p2));
0,p2));
)
)

)

)

~ NN N N

ub = component ;if(ub == 0,u6 = Mod(0,p2));

x1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;

x4 = component(ud, 2) /p; 5 = component(ub, 2)/p; x6 = component(ub, 2)/p;

X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(x3,p);

X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(z5,p); X6 = Mod(x6,p);

Fl= Mod(X1+ X2xel+ X3*el®>+ X4xel® + X5xel + X6 xel®, P);

E2 = Mod(X1+ X2*e2+ X3#e2? 4+ X4x%e2% + X5xe2* + X6 % e2°, P);

E3 = Mod(X1+ X2+e34+ X3%e3% 4+ X4xe3® + X5xe3* 4+ X6%e3°, P

FB4= Mod(X1+ X2xed+ X3*ed® + Xdxed® + X5xed* + X6xed, P
(
(

)

’

)
);
);
).
)

E5 = Mod(X1+ X2xe5+ X3 xeb? + X4 xeb> + X5 xebt + X6xe55, P
E6 = Mod(X1+ X2%eb6+ X3 xe6? + X4 xe6 + X5 *e6* + X6 *e6®, P

)

)



24 Notion de Fp-régulateurs d’un nombre algébrique-Conjectures p-adiques

F1 = component(E1, 2); F2 = component(E2,2); F3 = component(E3,2);
F4 = component(E4,2); F5 = component(E5, 2); F6 = component(E6, 2);
SP=F1+F2+4+F3;,SM =F4+F5+ F6;FP =SSP+ SM;FM = SP — SM;
RP = E1* + E2° + E3° — E4> — E5® — 6> — E1x E2 — E2x E3 — E3 x E1
+E4x E5+ E5x E6 + E6 *x 4,

if(FP ==0,N1= N1+ 1);
if (FM ==0,N2 = N2+ 1);

if(RP == 0, N3 = N3 + 1);

if(FP == 0&FM == 0,N12 = N12 + 1);
zf(FP == 0&RP == 0, N13 = N13 + 1);

if(FM == 0&RP == 0, N23 = N23 + 1);
zf( FP == 0&FM == 0&RP == 0, N123 = N123 + 1)));
print(’p=",p,””,"N1 =" N1,”” "N2=",N2,7” " N3 =" N3,
(N1 +0.0)/N0,””, (N2 + 0.0)/N0,””, (N3 + 0.0)/NO);
print("N12 =7 N12,7”, " N13 =7, N13,”” " N23 =, N23,7”, " N123 = 7, N123,””,
(N12 + 0.0)/N0,””, (N13 + 0.0)/N0,””, (N23 + 0.0)/N0,””, (N123 + 0.0)/N0);

print(’7,71/p ="7,1./p,7, "1 /p* =7, 1./p%, 77,7 1/p® =7, 1./p)}
Pour p = 13 on obtient les valeurs suivantes :

Ny =999115 ; N; = 76820 ; No = 77009 ; N3 = 82239 ;
Nis = 5898 ; Nig = 6301 ; Nog = 6453 ; Niog = 442,

ce qui donne les densités respectives :

- =0.076888 ; {2 = 0.07707 ; {& = 0.0823 ;

NTf = 0.00590 ; NTf = 0.006306 ; NTQS = 0.006458 ; 5428 = 0.0004424 ;
avec % = 0.07692, I% = 0.005917, I% = (0.000455, d’ou les probabilités attendues.

Pour p = 37 on obtient les valeurs suivantes :

Ny =999952 ; N1 = 27153 ; No = 27054 ; N3 = 27747 ;
Nig =718 ; N3 = 761 ; Na3 = 755 ; Nia3 = 16,

ce qui donne les densités respectives :

b =0.0271543 ; {2 = 0.027055 ; £& = 0.0277483 ;

h = 0.000718 ; & = 0.000761 ; M = 0.000755 ; N123 = 1.600.1075,
avec 1—7 =0.027027, % o5 = 0.00073046, 3 =1.97.107°.

On donnera au §4.4] des programmes effectuant ces statistiques a partir du calcul
du rang de la matricedes coefficients des conjugués de « (groupes Cs, C5 et Dg).
Pour les groupes cycliques, le degré résiduel intervient contrairement au cas de
Dg, ou f =1 quel que soit p, mais pour Dg 'entier § vaut 1 ou 2.

4.3. Principe d’analyse. — Soit n € K* donné ; on suppose pour simplifier
que le G-module engendré par 7 est de Z-rang n = |G| (sinon on doit tenir compte
des x-régulateurs formellement nuls).

On considére le G-module £ engendré par les relations a coefficients p-entiers
rationnels (cf. Définition B.3). Comme il a été vu dans le §B.2] la condition
Ag(n) = 0 (mod p) équivaut a la non trivialité de £? ~ 6V} (cf. Proposition
[B.1T]) et c’est cet aspect “linéarisé” qui va permettre I’analyse probabiliste.

Le cas x = 0 = 1 a lieu pour tout groupe G et Azl,(n) est congru modulo p au p-
quotient de Fermat g, de a = N /Q(n). On peut admettre a priori que ce quotient
de Fermat a la probabilité % d’étre égal a une valeur ¢ (mod p) donnée, mais nous
reviendrons sur cette question §[7.4] pour suggérer que ceci semble arbitraire (voir
cependant dans [Hat], §2, I'étude statistique de la distribution de ¢,(2) modulo
p < 1010783, mais p n’est ici pas trés grand).
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La relation Ny /q(n) = a est indépendante de p et se transmet & a = ay(n) via la
formule )~ .~ a” = ¢, (mod p) qui constitue, pour § = 1, la f-relation linéaire
non triviale associée a la nullité modulo p de A}(n) lorsque g, = 0 (mod p).

On a vu également au §4.2] que I'on pouvait implicitement supposer qu’il existe
au plus un unique 6 pour lequel Ag(n) =0 (mod p).

4.8.1. Utilisation de bases d’entiers. — L’existence d’une f-relation linéaire non
triviale entre les conjugués de a peut toujours, pour la commodité numérique,
s’exprimer sur n variables rationnelles de la forme Aq,..., A,, ol les A; sont par
exemple les composantes de a sur une Z,-base de Zg ().

La difficulté probabiliste vient du fait que pour un caractére 6 de degré (1) >
2, le Fy-espace £? est de dimension fp(1), 0 < § < (1), ot f est le degré
résiduel de 6. De plus, si on a une relation, les relations conjuguées ne sont plus
“probabilistes”.

Pour introduire cet aspect statistique par le calcul, nous illustrons numériquement
le cas cubique cyclique,§HL0l puis, Section 5, le cas Abélien en toute généralité.
Dans la Section 6, nous traitons un cas non Abélien via le groupe Dg.

4.8.2. Principes heuristiques et probabilistes. — On peut poser les principes
heuristiques suivants (p fixé assez grand étranger a 7 et utilisation de la fonction
random de PARI pour définir n) :

(i) On peut se limiter & connaitre le nombre 1 modulo p? puisque « est défini par

a= %log(n) (mod p) ; on élimine les n non étranger a p.

Bien que la correspondance entre 7 modulo p? (1 étranger a p) et a = %log(n)
modulo p soit algébriquement canonique, nous avons préféré partir de 7 afin de
respecter I'aspect diophantien, d’autant que par utilisation de random, tous les n
ne sont pas atteints. Par exemple, négliger cet aspect pour le cas § = 1 reviendrait
a utiliser la fonction random sur U'intervalle [0, p — 1] en notant le nombre de fois
ou 0 est pris, ce qui n’a plus rien a voir avec le sujet !

Il est clair d’'un point de vue p-adique que, pour tout 6, « parcourt de fagon
équiprobable I'anneau quotient Zy ,)/(p) ~ F;'. L’expérience montre que les
résultats statistiques restent excellents si pour p assez grand on limite la fonction
random (pour définir 1) & un petit domaine de (Z/p2Z)", ce qui préserve I'aspect
diophantien (limitation obligatoire lorsque p est trés grand).

(ii) Si (€i)i=1,...,n est une Zy-base de Zk () et si 'on pose a = Som o Aei, A €
Z(p), alors, modulo p, les variables A; sont indépendantes et équiprobables dans
IF,, et ceci ne dépend pas du groupe G ni du choix de la base.

(iii) Toute relation non triviale de la forme ) . u(v) ¥ =0 (mod p) se traduit
par une relation non triviale analogue sur les A; (ceci résulte du fait que les
conjugués des e; sont des formes linéaires en les e; indépendantes de p).

(iv) La probabilité de Ag(n) =0 (mod p) est celle de £ # {0}. Elle est induite
par le nombre de relations I, [G]-indépendantes. Compte tenu de la Remarque

BI2 si £9 ~ §Vp, 1 < § < ¢(1), on verra que I'on doit affecter a ce cas une proba-
o(1)
p52f I

est 0 = 1 (f dépend trivialement de p contrairement a J qui est “numérique”).

bilité en ou f est le degré résiduel de 6. Le cas non trivial le plus fréquent

Exemple 4.1. — Cas de G = Dg (f = 1, 1 < ¢ < 2). Soit 0 le caractére
irréductible de degré 2 ; la représentation eglf)[G] est isomorphe a 2Vp ot Vj est
de Fp-dimension 2. On peut par exemple engendrer eyIF,[G] de la fagon suivante

(cf. Remarque 217)) :
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On considére les f-relations Uy =1 —oc+7—70 et Uy =1 — 02 — 7+ 70, et on
vérifie que l'on a les expressions :

Ui = 1—o+717—10, UU1:U—02+7'02—7'
Uy, = —-1+0’4710—710%=-U; —0Uj,

U, = 1—02—7'—1—7'0, UU2:—1-|—O'+T—7'02
o?Uy = —o+0’—10+70%=—-Us— 0>,

TUL = Uy, ToU; = 02U1, To2U, = oUy, TUy = aUs, TaUy = Us, 102Uy = 02U,.

Les quatre éléments Uy, oU;,Us,0Us forment une Fj,-base de I'espace des 6-

(1)

relations possibles, ce qui justifie la probabilité en seulement pour le cas § = 1

mais en % pour § = 2 (trés bien confirmé par les statistiques numériques).

4.4. Statistiques a partir du rang de la matrice des coefficients. —
Une premiére statistique consiste a déterminer la probabilité d’avoir au moins
une relation non triviale entre les conjugués de a5 si o = > | A;(v) e, alors la
matrice (AZ'(I/))Z.J/ doit étre de [F)-rang strictement inférieur a n.

Nous avons vu, et nous le justifierons encore, que la probabilité de nullité modulo
p de Az(n) seul est 1%’ ot f est le degré résiduel de 6 (i.e., celui de p dans C, /Q) ;

comme il y a h = % tels caractéres p-adiques 6| x, la probabilité d’avoir au
moins un Ag(n) nul modulo p est I% Par conséquent si 'on désigne par 6;, h;, f;
les paramétres ci-dessus pour la totalité des caractéres p-adiques de G (avec des
notations évidentes), la probabilité théorique d’obtenir une matrice de Fp-rang
< n est donnée par :

hs hi h; hi h; hi
et St o T i<j<k pli pli phe

T

ce que 'on peut vérifier au moyen des programmes suivants calculant, pour des 7
aléatoires le nombre de cas de Fp-rang < n (G ~ C3,Cs, Dg respectivement) :

4.4.1. Cas G cyclique d’ordre 3 (deux caractéres rationnels). — Danslecasp =1
(mod 3), on a trois caractéres p-adiques de degré résiduel f = 1, dans le cas p = 2
(mod 3), on a un caractére p-adique de degré résiduel f = 2 et le caractére unité.

{t=11;Q =2 —t*x2> - (t+3)xx—1;p=43;p2 =p*; NO=0; N3 = 0;

for(i = 1,500000, aa = random(p2); bb = random(p2); cc = random(p2);

e = Mod(aa * £ 4+ bb x x + cc,Q); N = norm(e);if (Mod(N,p)! = 0, NO = NO + 1;
a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb, p2);c = Mod(cc,p2);
P=x—tsx®— (t+3) vz — Mod(1,p); P2 = x> —t * x® — (t + 3) x £ — Mod(1, p2);
y:Mod(a*m2+b*m+c,P2);u:y(pH) v=ul xy;z=0P" Y —1;

U = component(z, 2);

ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2));

u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0,p2));

u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2));

zl = component(ul 2)/p; x2 = component(u2,2)/p; x3 = component(u3,2)/p;

X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(x3,p);
SX1=X1-2%xX2—X3x(t—2);

SX2=—X3x(t*+t+1)— X2x (t+1);

SX3=X3xt+ X2;

TX1=X3*(t2+3*t+4)+X2x (t+2)+ X1;
TX2=X3*(t?+t+1)+X2xt;

TX3=—-X3x%(t+1)— X2;

El= Mod(X1+ X2x*x+ X3x*2?% P);

E2 = Mod(SX1+ SX2xx + SX3x 2, P);
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FE3 = Mod(TX1+TX2xx+TX3*z% P);

F1 = component(E1,2); F2 = component(E2,2); F3 = component(E3,2); GG = [F1, F2, F3];
M = matriz(3, 3, i, j, component(component(GG, i), j)); r = matrank(M);

if(r <3,N3=N3+1)));print(’p=",p,””, N0,”” " N3 =7 N3,””, (N3 + 0.0)/NO);

res = Mod(p,3);if(res == Mod(1,3), print(3./p — 3./p* + 1./p%));

if(res! = Mod(1,3), print(1./p + 1./p* — 1./p*))}

On obtient les exemples suivants :
p =43, Ng = 4999952, N3 = 341000, % = 0.068200, probabilité 0.068685.

p =41, Ng = 4999931, N3 = 124889, %’; = 0.024978, probabilité 0.024970.

4.4.2. Cas G cyclique d’ordre 5 (deux caractéres rationnels). — Ce cas est le
seul pour lequel il y a (pour p = —1 (mod 5)) deux caractéres p-adiques de degré
résiduel f = 2.

{Q:m5+m4—4*w3—3*m2+3*$+1;p:13;p2:p2;
sl=ua;s2=a?—2s3=a*—4dxa?+sd=2%—3xm;s5=—a* — a3 +3%x2?+ 2% — 1;
NO=0; N5 =0;

for(i = 1,500000,

aa = random(p2); bb = random(p2); cc = random(p2); dd = random(p2); ee = random(p2);
Fta = Mod(aa * x* + bb * 2® 4 cc* 2* + dd * = + ee, Q);

N = norm(Eta);if(Mod(N,p)! =0, N0 = NO + 1,

a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb, p2);c = Mod(cc,p2);d = Mod(dd, p2);e = Mod(ee, p2);
P=ab+a' —4xa® —3x2> +3xx+Mod(1,p); P2 = 2° +2* —4x2® — 3% +3xx+ Mod(1, p2);
y= Mod(axz* +bxx® +cxx®+dx*x+e, P2);

u=yPt = uPsxyyw =P xy;s = wP xy;t =sP7 —1;

U = component(t,2);

ul = component
u2 = component
u3 = component

U,1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2))
U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0,p2));
U,3);if(ud3 == 0,u3 = Mod(0, p2))
U 4);if( (0,p2))
U.s)iif

,02));

ud = component ;if(ud == 0,ud = Mod(0, p2
ub = component(U, 5);if(ub == 0,ud = Mod(0,p2));
x1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;

x4 = component(ud, 2) /p; 5 = component(ub, 2) /p;
X1 = Mod(zl,p); X2 = Mod(x2,p); X3 = Mod(z3,p); X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(x5, p);
FEl= Mod(X5 % s1* + X4 % s1*> + X3 * 51> + X2 % s1 + X1, P);
F2 = Mod(X5 * s2% 4+ X4 % 2% + X3 * 622 + X2 % s2 + X1, P);
E3 = Mod(X5 * s3* + X4 % 3% + X3 * 832 + X2 % s3 + X1, P);
B4 = Mod(X5 * s4% + X4 % s4> + X3 * 54> + X2 % s4 + X1, P);
E5 = Mod(X5 * s5* + X4 % s5° + X3 * 852 + X2 % s5 + X1, P);
F1 = component(E1, 2); F2 = component(E2,2); F3 = component(E3,2);

F4 = component(E4,2); F5 = component(E5,2);

(
(
(
(
(
(

GG = [F1, F2, F3, FA, F5);

M = matriz(5,5, 1, j, component(component(GG, 1), j));r = matrank(M);

if(r < 5,N5 = N5+ 1))); print("p = ,p,””, NO,””,” N5 =, N5,””, (N5 + 0.0) /N0);
res = Mod(p,5);if(res == Mod(1,5), print(5./p — 10./p*> +10./p* — 5./p* +1./p%));
if(res® == Mod(—1,5),print(1./p + 1./p* — 1./p"));

if(res == Mod(—1,5), print(1./p + 2./p> — 2./p* — 1./p* + 1./p°))}

Valeurs numériques obtenues :

p="T, Ny =499977, N5 = 71650, {2 = 0.14330, probabilité 0.143214.
p =19, Ng = 500000, N5 = 29033, % = 0.05806, probabilité 0.057880.
p = 31, Ng = 500000, N5 = 75737, % = 0.15147, probabilité 0.151214.

En modifiant la fin du programme comme suit :

F1 = component(E1, 2); F2 = component(E2,2); F3 = component(E3,2);
F4 = component(E4,2); F5 = component(E5,2);
H=F14+F2+ F3+ F4+ F5;
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RI=F1+4+2xF2+4+«F34+8«xF4+16%xF5,R2=F14+4+«F2+4+ 16+ F3+4+ 2% F4+ 8% F'5;
R3I=F14+8%xF2+2+«F34+16%xFA44+4xF5 RI=F14+16%xF2+8*« F3+4+ 4% F4+ 2% F5;
M = matriz(5,5, i, j, component(component(GG, 1), j));

if (H! = 0&R1 == 0&R2 == 0&R3! = 0&RA! = 0, N1 = N1 + 1)));

print("p=",p,””, N0,””,” N1 =" N1,”” (N1 + 0.0)/N0); print(1./p?)

on teste la fréquence de nullité modulo p des F)-régulateurs relatifs a deux carac-
téres p-adiques (p = 31 totalement décomposé), et deux seulement parmi les cing,
a savoir par exemple :

Ri=a+2a+4a+ 8a+ 16 et Ry = o + 4o + 16 + 2c¢ + 8av.

Pour Ny = 1000000, N1 = 943, on a % = 0.000943, et la probabilité 0.001040,
ce qui montre I'indépendance des régulateurs relatifs a des caractéres p-adiques
d’'un méme caractére rationnel. Les autres combinaisons donnent des résultats
semblables.

4.4.3. Cas G diédral d’ordre 6 (trois caractéres rationnels et p-adiques). — Dans
ce cas on a h = f = 1 pour tous les caractéres. On doit également tester les
probabilités relevant de la valeur de 6.

{Q:m6+9*x4—4*m3+27*x2+36*x+31;p:17;p2:p2;
el =x;
€2 = 11/180 * °® 4+ 1/180 * z* + 11/18 * &> — 1/45 % 2> + 403/180 * x + 419/180;
e3 =13/180 x 2® — 7/180 x x* + 13/18 * 2® — 38/45 x 2% + 509/180 * x 4 127/180;
ed = —4/45 % x5 4+ 1/45 * x* — 8/9  x® 4 26/45 * x> — 137/45 » x — 91/45;
e5 = —1/60*2® —1/60 * z* —1/6 x 2® — 4/15 * 2® — 73/60 *  — 79/60;
e6=—1/36 2" +1/36 xx* —5/18 x 2> + 5/9 * 2* — 65/36 * = + 11/36;
NO=0; N6 = 0;
for(i = 1,50000, a = random(p2);b = random(p2); c = random(p2); aa = random(p2);
bb = random(p2); cc = random(p2);
Fta = Mod(a* el® +bxel® +cxel® + aax el®> + bbx el + cc, Q);
N = norm(Eta);if(Mod(N,p)! =0, N0 = NO + 1,
u = Mod(a,p2);v = Mod(b,p2); w = Mod(c, p2); uu = Mod(aa, p2);
vv = Mod(bb, p2); ww = Mod(ce, p2);
P=a%4+9%a® —4xa® 427 x 2% + 36 x 2 + Mod(31, p);
P2=2%+9xz? — 423+ 27+ 2% 4+ 36 % 2 + Mod(31,p2);
y = Mod(u* z° + v * z* + w * 2° + uu * 2% + vv * = + ww, P2);
z=yP V.t = 2 for(i=1,5,z = 2P *t);
U = component(z — 1, 2);
ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod
u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod
u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0
ud = component(U, 4);if(ud == 0,ud = Mod(0, p2
ub = component(U, 5);if(ub == 0,ub = Mod(0, p2
(U.6);if
(
(
)

0,p2));
0,p2));
0,p2));
));
));

)

)

/\/-\/-\/\/-\/-\

ub = component ;if(u6 == 0,u6 = Mod(0,p2));
x1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;
x4 = component(ud, 2) /p; x5 = component(ub, 2)/p; x6 = component(ub,2)/p;
X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(x3,p);
X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(z5,p); X6 = Mod(z6, p);
Fl= Mod(X1+ X2xel+ X3xel®>+ X4xel®+ X5xel + X6 xel®,
F2 = Mod(X1+ X2 xe2 4 X3 *e2? + X4 % e2% + X5 * e2* + X6 % €2°,
E3 = Mod(X1+ X2xe3+ X3 *e3? + X4 %e3® + X5 *e3* + X6 *e3°,
(
(

)
b

)

P);
P);
P);
F4= Mod(X1+ X2xed+ X3 *ed? + X4 xed® + X5 * ed + X6 x ed®, P);
E5 = Mod(X1+ X2 xe5 4+ X3 * eb? + X4 % e5% + X5 * eb* + X6 * e5°, P);
E6 = Mod(X1+4 X2 xe6 4+ X3 * 6% + X4 % 6% + X5 * e6* + X6 * e6°, P);
F1 = component(E1, 2); F2 = component(E2,2); F3 = component(E3,2);
F4 = component(E4,2); F5 = component(E5, 2); F6 = component(E6, 2);
G = [F1,F2, F3, F4, F5, F6];
M = matriz(6,6, i, j, component(component(GG, 1), j));r = matrank(M);

)
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if(r <6,N6 = N6+ 1)));
print(’p=",p,””,N0,””,” N6 =", N6,””, (N6 + 0.0)/NO); print(3./p — 3./p> + 1./p*)}

Les résultats ne dépendent pas de congruences modulo p car on a C', = Q :
p =13, Ng = 49954, N6 = 10794, % = 0.21607, probabilité 0.21347.
p =17, Ng = 49516, N6 = 8337, % = 0.16836, probabilité 0.16629.
p =29, Ng =49815, N6 = 5056, % = 0.10149, probabilité 0.09992.
p =31, Ng =40982, N6 = 3854, %g = 0.09404, probabilité 0.09368.
p =37, Ng = 49998, N6 = 3959, % = 0.07918, probabilité 0.07890.

On reprend ensuite le méme programme en faisant les statistiques du cas § = 2,
ce qui peut se tester en recherchant les cas ot les régulateurs A})(n) et A" (n) sont

non nuls modulo p et la matrice des coefficients de rang 2 (Az(n) = 0 (mod p)
pour 0 = x5 et £? de dimension 4).

{Q:mﬁ+9*x4—4*m3+27*x2+36*x+31;p:17;p2:p2;
el =ux;
€2 =11/180 * 2® + 1/180 * &* + 11/18 * ® — 1/45 % x? 4 403/180 * = + 419/180;
e3 =13/180 x 2® — 7/180 x x* + 13/18 * 2® — 38/45 x 2% + 509/180 * x 4 127/180;
ed = —4/45 % 2® + 1/45 x x* — 8/9 x 2® + 26/45 x x> — 137/45 x & — 91/45;
e5 = —1/60*2® —1/60 * z* — 1/6 * 2® — 4/15  2® — 73/60 * x — 79/60;
e6=—1/36%2® +1/36 x 2* —5/18 * 2> 4+ 5/9 * 2® — 65/36 * x + 11/36;
NO=0; N6 = 0;
for(i = 1,50000, a = random(p2); b = random(p2); c = random(p2); aa = random(p2);
bb = random(p2); cc = random(p2);

Fta = Mod(a * el® +bxel* +cxel® + aax el® + bbx el + cc, Q);
N = norm(Eta);if(Mod(N,p)! =0, N0 = NO + 1;
u = Mod(a,p2);v = Mod(b,p2); w = Mod(c, p2); uu = Mod(aa, p2);

vv = Mod(bb, p2); ww = Mod(ce, p2);
P=2a%4+9x%a" —4xa® 427 2% + 36 x  + Mod(31, p);
P2=a5 4+ 9xa® —4x23 +27% 2% + 36 xx + Mod(31, p2);
y = Mod(u* z® +v*z? + w23 + uu * 22 + vv *  + ww, P2);
z2=yP Vit =z for(i =1,5,z = 2P * t);
U = component(z — 1,2);

1 = component(ul, 2)/p; 22 = component(u2, 2)/p; £3 = component(u3, 2)/p;
x4 = component(ud, 2) /p; x5 = component(ub, 2)/p; £6 = component(u6, 2)/p;
X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(x2,p); X3 = Mod(z3,p);

x4,p); X5 = Mod(z5,p); X6 = Mod(x6,p);
X1+ X2xel +X3xel? 4+ X4xel® + X5 xelt + X6 xel®, P);
X1+ X2%e2+ X3%e22 + X4%e2® + X5xe2* + X6 e2°, P
X1+ X2%e3+ X3%e32+ X4xe3® + X5xe3* + X6xe35 P
E4=Mod(X1+ X2xed+ X3xed? + X4xed® + X5xed? + X6xed P
E5= Mod(X1+ X2*e5+ X3 xe5” + X4*eb5® + X5 xeb* + X6 xe5°, P
F6 = Mod(X1+ X2 e6 4+ X3 * 6% 4+ X4 % 6 + X5 * e6* 4+ X6 * ¢6°, P
F1 = component(E1,2); F2 = component(E2,2); F3 = component(E3,2);
F4 = component(E4,2); F5 = component(E5, 2); F6 = component(E6, 2);
GG = [F1,F2, F3, F4, F5, F6);
DD = (F1+ F2+ F3)> — (F4+ F5 + F6)?;
RP =FE1>+ E2* + E3* — F4*> - E5* — E6* — E1+xE2 — E2+ E3— E3x E1l

+FE4x E54+ E5*x E6 + E6 % E4;

ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2));
u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0,p2));
u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2));
ud = component(U,4);if(ud == 0,ud = Mod(0,p2));
ub = component(U,5);if(ub == 0,ub = Mod(0,p2));
ub = component(U, 6);if(ub == 0,u6 = Mod(0,p2));

(

(

)

X4 = Mod
El= Mod
E2 = Mod
E3 = Mod

—~

’

)

I

S~ == ==

I

NN AN AN AN N

)

if(RP == 0&DD! = 0,N1 = N1+ 1;
M = matriz(6,6, i, j, component(component(GG, 1), j));r = matrank(M);
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if(r==2,N6=N6+1))));

p,r,int(”p — )77p7 7’7’7 ]\7()7 )7)77 7’N6 — )77 ]\767 )7)77 (N6 + ()‘())/]\7()7 7’7’7 1'/p4);
print("N1=",N1,”” (N1+0.0)/NO,”” 1./p)}

On obtient les résultats suivants pour p = 13 :

p=13; No = 499541 ; Ng = 18 ; §& = 3.60 x 107 ; L = 3.50 x 107 ;

P
Ny = 34925 ; % = 0.06991 ; 1—17 = 0.07692.
4.5. Analyse locale du probléme. — Il reste cependant a vérifier le caractére
de “variables aléatoires indépendantes” de Aq,..., A, ; nous ne donnerons que

deux exemples numériques (G = C3 et G = Dg), avec des programmes PARI que
le lecteur peut reprendre et expérimenter comme nous allons le préciser ci-aprés.

4.5.1. Cas cubique. — Soit K le corps cubique cyclique défini par le polynéme
2% — 1122 — 142 — 1, de conducteur 163. On rappelle que les nombres premiers p
considérés sont assez grands.

Il s’agit de vérifier que les variables A, B, C, qui définissent o = Az? + Bz + C
(mod p) sont strictement aléatoires.

Le programme ci-dessous considére des entiers aléatoires n = ax? 4 bx + ¢ modu-
lo p?, étrangers a p ; il est clair que, algébriquement, %log(n) donne une fois et
une seule tous les « possibles modulo p, mais méme la restriction de la fonction
random & un petit sous-domaine de (Z/p*Z)® donne des résultats analogues.

Ensuite on calcule par exemple le nombre de couples (A, B) (resp. (B,C), (C, A))
ayant une valeur fixée arbitrairement dans IF‘%, puis le nombre de cas ou AX(n) =0
(mod p). L’utilisateur peut prendre p > 11 distinct de 163.

On désigne par Ny le nombre d’entiers 7 modulo p? étrangers a p considérés, par
Nj le nombre de cas ot Aj(n) =0 (mod p), par N le nombre de couples (A, B)

ayant la valeur imposée modulo p, et le programme calcule les proportions %,
%, ainsi que 1—27 ou z%'
{t=11;Q =2 —t*x2®> — (t+3)xx — 1;p = 11;p2 = p*;

NO=0;N1=0;N2=0;

for(i = 1,500000,

aa = random(p2); bb = random(p2); cc = random(p2);

e = Mod(aa * £ 4+ bb x x + cc,Q); N = norm(e);if (Mod(N,p)! = 0, NO = NO + 1;

a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb, p2);c = Mod(cc, p2);

P=x3—t*x>— (t+3)xz— Mod(1,p); P2 = x> —t*x® — (t + 3) * £ — Mod(1, p2);
y = Mod(a*2*>+bxx+c P2);u =yt =P sy 2 = o@D — 1;

U = component(z, 2);

ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2)
u2 = component(U, 2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0, p2)
u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2));
x1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;
X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(x3,p);

1f(X3 == Mod(4,p)&X2 == Mod(1,p), N2 = N2 + 1);
SX1=X1-2%X2— X3x(t—2);

SX2=—-X3x(t*+t+1)— X2« (t+1);

SX3=X3x*xt+ X2

TX1=X3(t?+3xt+4)+X2x%(t+2)+ X1;
TX2=X3x(t*+t+1)+X2xt;

TX3=—X3x(t+1)— X2

F=Mod(X1+ X2xx+ X3xz?, P);

SF = Mod(SX1+ SX2x*x+ SX3x 2% P);

TF = Mod(TX1+TX2%x+TX3*z? P);

RP=F?>4+SF>4+TF?> - F%SF —SF«TF —TF « I;

);
);
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rp = component(RP,2);if(rp == 0,N1 = N1+ 1)));
print(p,””, NO,”” N1,”” N2,”” (N1 + 0.0)/N0,””, (N2 + 0.0)/N0,”” 1./p2)}

Les résultats sont inchangés quelles que soient les valeurs imposées numériquement
aux couples de coefficients (on commence dans le tableau ci-dessous par deux cas
de degré résiduel 2 dans Q(j)/Q et ensuite par des cas totalement décomposés) :

Ny Ny L
p  No N Ny N e 2

5 255562 10023 10155 0.039219 0.039736 0.04
11 499624 4127 4191  0.00826  0.008388 0.00826

N N ! 5
p No Ny No N - > s

7 498553 132167 10275 0.2651 0.0206 0.0204 0.286
13 392751 57826 2401  0.1472 0.006113 0.005917 0.154
19 499907 51293 1421  0.1025 0.00284 0.00277  0.105

Toutes les proportions % sont proches de Z% Dans les cas p = 1 (mod 3) les
0

proportions % sont proches de ; (le facteur 2 venant de l'existence de deux
0

caractéres p-adiques), et proches de 1% dans le cas p = 2 (mod 3). Naturellement,

si l’on impose seulement une valeur numeérique (& A, B ou C) on obtient & ~ 1—17

et =5 si 'on impose les trois valeurs. On a donc bien une indépendance statlsthue
des Varlables A, B,C.

4.5.2. Cas de Dg. — Une étude analogue utilise le programme PARI suivant, ou
nc indique le nombre de composantes imposées :

{Q=254+9xa" — 42+ 2752+ 36 xx +31;p=T7;p2 = p*; NO = 0; N1 = 0;

el =ux;

€2 = 11/180 * z°® 4+ 1/180 * z* + 11/18 * &> — 1/45 % 2> + 403/180 * x + 419/180;

e3 =13/180 x 2® — 7/180 * z* + 13/18 * 2® — 38/45 * 2 + 509/180 * x 4 127/180;

ed = —4/45 % 2® + 1/45 x x* — 8/9 x 2® + 26/45 x x> — 137/45 x & — 91/45;

e5=—1/60*2® —1/60 * z* —1/6 x 2® — 4/15 * 2® — 73/60 *  — 79/60;

e6=—1/36 2" +1/36«x* —5/18 x 2> 4+ 5/9 * 2% — 65/36 * = + 11/36;

for(i = 1,500000,

a = random(p2); b = random(p2); c = random(p2);

aa = random(p2); bb = random(p2); cc = random(p2);

E = Mod(axel® +bxel* + cxel® +aaxel® + bbxel + cc, Q);

N = norm(E);if(Mod(11 * N,p)! = 0, NO = NO + 1;

u = Mod(a,p2);v = Mod(b,p2); w = Mod(c, p2);

uu = Mod(aa,p2);vv = Mod(bb, p2); ww = Mod(cc, p2);

P=a54+9x%2" —4%234+27%2% + 36z + Mod(31,p);

P2 =054 9%z —4x2% +27% 2% + 36 x x + Mod(31, p2);

y = Mod(u* z° + v * z* 4+ w * 2® + uu * 2% + vv * z + ww, P2);

z=yP Vit =z for(i = 1,5,z = 2P x t); U = component(z — 1,2);

ul = component( f(ul == 0,ul = Mod(0,p2));

u2 = component( if(u2 ==0,u2 = Mod(0,p2)

u3 = component( ,zf(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2)

ud = component( sif(ud == 0,ud = Mod(0,p2)

ub = component( sif(ub == 0,ub = Mod(0,p2)
( (0
(
(
)

,z
)7
)7
);
);
ub = component ;if(u6 == 0,u6 = Mod(0,p2));
x1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;
x4 = component(ud, 2) /p; x5 = component(ub, 2)/p; x6 = component(ub,2)/p;
X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(x3,p);
X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(z5,p); X6 = Mod(z6, p);

ne = 3;if(X1 == Mod(4,p)&X2 == Mod(4,p)&X5 == Mod(1,p), N1 = N1+ 1)));
print(p,””,N0,””,N1,” (N1 + 0.0)/N0,””, 1./p"*)}
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Pour p = 17, on obtient pour 3 conditions sur les composantes de o, Ny = 494865,
Ny =111 et % = 0.0002243, pour 11% = 0.0002035. Toutes les expérimentations

numériques ont donné les résultats attendus.

4.6. Etude directe a partir de corps cubiques cycliques. — Pour intro-
duire le cas Abélien général (cf. Section 5), nous détaillons le cas de corps cubiques
cycliques K définis par les polynomes irréductibles (“simplest cubic fields” de
Shanks [Sh]) P, := X? -t X2~ (t+3) X —1, t € Z, dont les racines (conjuguées
d’une unité €) sont : ¥, 2% =—-1—z7!, 27 =—(1+z)"L

Le discriminant de P; est Dy = (t2 + 3t + 9)?. En outre on utilisera {z?, z,1}
comme Z,)-base de Zk () et on prendra les nombres n € K* sous la forme
n=ax?>+bx+c abcc Z(p)- On peut vérifier facilement que sur cette base :

=22 —(t+1)z—2 et 27 =—a24tx+1t+2.
Donc si n = az? + bz + ¢, les conjugués de 7 sont donnés par :
n° = (at+b)x® — (a(t® +t+ 1) +b(t+ 1))z —a(t—2) —2b+ec,
7= (—at+1)=b)a? + (a2 +t+ 1) +bt)z + a2 + 3t +4) + b(t +2) +c.
Soit F' le groupe engendré par 7 et ses conjugués. Le calcul de n?"7~1 = 1+4p ap(n)

conduit & a(n) = Az?+ Bz +C (mod p), A,B,C € Z(p)- Nous allons supposer
F de Z-rang 3 et nous intéresser au caractére y d’ordre 3.

Posons o = ay(n), & = ayp(n)?, & = ap(n)"2 ; on rappelle que pour y d’ordre 3,
le F,-régulateur est :

Ay (n) = Nog)ala +j~
4.6.1. Exemples numériques. — Donnons d’abord des exemples numériques (au
moyen du programme PARI écrit au §H.6.4) :

(i) Cas p inerte dans Q(j). Pour t = 41, on a P, = X® —41 X2 —44 X — 1, et son
discriminant est D = 1813 = 72.37. Prenons = 322 — 22 + 6 dont la norme est
353731 = 72.7219.

On trouve, pour AX(n) = 0 (mod p), la solution p = 5, inerte dans Q(j). Les
données numériques sont : a = o/ = o’ = 3 (mod p) (provenant de la relation
P l=1+5.3 (mod 25)). L’ensemble des conjugés de « est astreint & vérifier
deux relations indépendantes modulo p :

1 -2 .1

a'+j a):a2+a/2+a//2_aa/_a/a//_a//a.

o —a = 0 (modp),
o —a = 0 (mod p),
o)

selon le principe définissant une probabilité en T

(ii) Cas p décomposé dans Q(j). Pour t = 17, le discriminant est D = 349.
Prenons encore ) = 322 —2 x4+ 6 dont la norme est 66739. On obtient une unique
solution p < 10%, & AX(n) = 0 (mod p), qui est p = 1309963 (décomposé dans
Q(4)). Les données numériques sont :

a = 627681 4 294668 = + 14367522 (mod p),

o = 503146 + 366345z + 11721722 (mod p),

o = 632127 + 648950  + 1049071 2% (mod p).
On vérifie que les 3 mineurs :

294668 143675 648950 1049071
366345 117217|° 294668 143675

366345 117217
’ 648950 1049071’



Georges Gras 33

sont nuls modulo p.
Pour r = 160549, d’ordre 3 modulo p, on a les relations suivantes entre les couples
de coefficients de z et z2 :

(204668, 143675) = r (366345,117217) (mod p
(648950, 1049071) = r (294668, 143675) (mod p

(366345,117217) = 1 (648950,1049071) (mod p).

Ceci done 'unique relation (donnant la nullité modulo p d’un Ag(n)) :

);
)

9

a+rt +r72" =0 (mod p).

4.6.2. Analyse théorique des exemples précédents pour le Z-rang 3. — La nullité
de Ax(n) modulo p s’écrit :
AX(n) = Ng(jyk (@ —a”" —j(@" —a)) =0 (mod p).

Posons o = Ax? + Bx + C (mod p). Toute relation entre , o/, @’ (modulo p)
peut se traduire exclusivement sur les coefficients A, B, C : en effet, par conju-
gaison de @ = Az? + Bz + C, on obtient (en posant 2/ = 27 et 2/ = 2 ) :

o =A?+ B’ +C=Az®>+Bz+C,

O// :Ax//2+Bx//+C:: A//x2+B//$+C”,
ce qui conduit au résultat via les formules explicites 2’ = 22 — (t + 1)z — 2 et
2" = -2 +tx+t+2, qui donnent A, B',C’, A”, B",C" par des transformations
linéaires indépendantes de p, & savoir :
A’ = At+B, B' =—A(?+t+1)-B(t+1), C' =—A(t—2)—2B+C
A"=—A(t+1)—B,B" = A(t?+t+1)+Bt, C"= A(t>+3t+4)+B(t+2)+C.
On en déduit que 'ensemble des relations modulo p entre A, B, C conduit & la

probabilité cherchée (cf. §E.3.2)).
Considérons le schéma suivant et supposons Ax(n) =0 (mod p) :

roon <S> .
a,,d"eK——— K(j) B

(o)
Q—— Q@) »

Puisque A (n) = Ngjy/x(a+j e +5720") = Ngjyr(a—a—jlo/ —a”) =0

(mod p), nécessairement o« — o/ — j(o/ — o) = 0 (mod P) dans K(j), pour au
moins un idéal premier B au-dessus de p dans K (j). Soit p l'idéal premier de
Q(j) au-dessous de ‘B.

On obtient, par conjugaison par o (cf. Corollaire 7)) :

of —a” —j@" —a)=j(a—a —ja —a")) =0 (mod P7),
et de méme avec P ; par conséquent o — o — j (o/ — ") appartient & tous les
idéaux premiers au-dessus de p dans K (j), d’'od o — o’ — j(a/ — &) =0 (mod p)
(étendu & K (7)). Distinguons selon la décomposition de p dans Q(5)/Q.
(i) Cas p inerte dans Q(j)/Q. L’unique idéal p est I'étendu de (p) dans Q(j).
Nécessairement o — o — j(o/ — a”) = 0 (mod p) dans K(j) ; comme {1,5} est
une K-base de K(j) et que a — o/ — j(o/ — ") € Zk, il vient a = o = o’
(mod p) (en un sens, « est rationnel modulo p), ce qui conduit a :

A=0 (modp), B=0 (mod p)
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(cas de I'exemple E.6.T](i)). D’ou une probabilité en OW) e coefficient C' n'est

.
lié par aucune condition. g

(ii) Cas p décomposé dans Q(j)/Q. Soient p et p° les deux idéaux premiers de
Q(j) au-dessus de p. D’aprés ce qui précede, on a a — o — j(a/ — a”) = 0
(mod p) (étendu & K(j)). Soit r un rationnel tel que j = r (mod p) ; alors
a—d —jld—ad"Y=a—ad —r(d—a") =0 (mod p) (étendu a K(j)), et comme
a—do —r(d —a") € K, cette congruence est vraie par conjugaison par s, d’oi
a—ao —r(d—a”)=0 (mod p) (étendu a K).

Notons que ceci signifie que a—a’ — j(a/ —a”) est seulement dans 'idéal p (étendu
a K) et non nécessairement dans p°. Ceci conduit dans K a :

Amy=a+rla +r7%" =0 (mod p).

On en déduit (une seule relation et deux choix pour r) une probabilité en %.

Comme dans le cas inerte, on peut voir comment ces relations se transmettent &
A, B,C ; il vient, puisque r~! = r2 (mod p) :

A+r?A +rA” = 0 (mod p),

B+r’B' +rB" = 0 (mod p),

C+r*C'+rC”" = 0 (modp).
En utilisant les relations précédentes :
A’ = At+B, B' =—A(?+t+1)=B(t+1), ¢' =—-A(t—2)—2B+C
A"=—-A(t+1)-B,B"= A(t*+t+1)+ Bt, C"= A(t*+3t+4)+B(t+2)+C,

on obtient le systéme suivant :
At + 1) +r2+2) +B(2r* +1) = 0
Alr =) (2 +t+ 1)+ Brt —r*(t+1)+1) = 0 (mod p)
Al +3t+4) —r?(t = 2) + B((t+2) —2r?) = 0

(mod p)

(mod p).

Ce systéme en A et B (C ne figure pas) est de rang 1 et est alors équivalent a
la seule relation B = —(t + %) A= (r—t)A (mod p). En résumé on obtient
B—(r>—~t)A=0 (mod p). Ceci est illustré par 'exemple numérique EG.1(ii).
On a obtenu une relation entre A et B (probabilité en %)

4.6.3. Cas ou F est de Z-rang 2. — Lorsque 7 est un éléments non trivial de
norme =+1, le Z-rang de F est égal a 2 et on a la relation formelle a+ o’ +a” =0
(mod p) (provenant de Ny /g(n) = *+1). Cette relation peut étre utilisée pour
simplifier les calculs, mais elle ne doit induire aucune modification de la probabilité
de nullité modulo p de Ay (n) pour x # 1. Le programme donné ci-dessous permet
de s’assurer de ce fait. On est donc conduit au régulateur plus simple :

1

AX(n) = Ny i (a+ 57 o +572") = Nogy el = 5) — o/ (7 — 52)),

qui, au facteur 3 pres, s’écrit Ax(n) = Ng(jy/x (= ja').

Donnons un seul exemple dans le cas inerte, particuliérement rare : pour t = 33
(D = 1197 = 9.7.19) et p = 17 on trouve que « et ses conjugués sont nuls
modulo p (en effet les relations @ = o/ = o” = 0 (mod p) du cas inerte (i) vu
pour le Z-rang 3 deviennent ici @ = 0 (mod p) puisque o+’ +a” =0 (mod p)).
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4.6.4. Programme PARI général. — Ce programme, valable pour les Z-rangs 2
et 3, peut s’utiliser en modifiant les valeurs de t, a, b, ¢ ; il recherche les solutions

p < 10® et donne les conjugués de o :

{t=13;Q=a—t*x2> —(t+3)*xx—1;D=t>+3xt+9;
aa = 0;bb = 1;cc = 0;e = Mod(aa * 2° + bbx x + cc, Q); N = norm(e);
print("t =7,t,” 7,” Discriminant =7, D,” 7 aa,” 7,bb,” 7, cc,” 7,N);
for(k=2,5%10",p = 2% k + 1;if(isprime(p) == 1&Mod(D * N, p)! = 0,p2 = p?;
a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb, p2);c = Mod(cc, p2);
P=2a®—txaz? —(t+3)xx— Mod(1,p); P2 = 2> —tx 2z — (t +3) x . — Mod(1, p2);
y:Mod(a*x2+b*x+c,P2);u:y(P“'l)w:up*y;z:v(p_l) -1
U = component(z,2);
ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2));
u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0,p2));

u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2));
zl = component(ul 2)/p; x2 = component(u2,2)/p; x3 = component(u3,2)/p;
X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(z3,p);
SX1=X1-2%X2—X3x(t—2);
SX2=—-X3x(t*+t+1)— X2« (t+1);
SX3=X3x*xt+ X2
TX1=X3%(t?+3xt+4)+ X2 (t+2)+ X1;
TX2=X3x(t*+t+1)+X2xt;
TX3=—X3x(t+1)— X2
F = Mod(X1+ X2xx+ X3xz?, P);
SF = Mod(SX1+ SX2x*x+ SX3* 2% P);
TF = Mod(TX1+4+TX2xx+TX3+z? P);
RP=F?4+SF?4+TF? - F«SF — SF*TF—TF*F;rp:component(RPﬂ);
if(rp == 0,print(’p=",p,””,”pmod3 =7, component(Mod(p, 3),2));

print(” coef ficients de alpha, alpha’, alpha” : X1+ X2x 2z + X3 xz%:7);
print(” coef ficients de alpha”, X1,” 7, X2,” 7 X3);
print(” coef ficients de s.alpha”, SX1,” 7,5X27 7 SX3),

(

print(”coef ficients de t.alpha”, TX1,” 7, TX2,” 7, TX3))))}

5. Méthode générale directe pour le cas Abélien

5.1. Généralités. — On peut supposer que G est cyclique d’ordre n > 2 et que
X est le caractére rationnel de G d’ordre n ; soit ¢ une racine primitive n-iéme de

I'unité. On a ici C), = Q(¢) et Ax(n) = NK(()/K( ZG¢(V_1)QV), pour ¢ | x fixé.
ve

La condition Ax(n) = 0 (mod p) implique par des raisonnements connus (cf.
Corollaire 277 et Proposition B.1T]) :

V%:G o(r™Ha” =0 (mod p) (étendu a K(¢)).

Soient L le corps de décomposition de p dans Q(¢)/Q et D = Gal(Q(¢)/L) ; on
désigne par f le degré résiduel en p. Alors {(,...,¢/} est une L-base de Q()

ai(y_l)Ci, a;(v71) € Z1,(p)

N

(et une K L-base de K(()). Posons p(r—t) =

=1

f
pour tout ¥ € G. Il vient ZG(,D(I/_l)O/’ = 2.2 ai(v™H) e’ =0 (mod p).
ve

0
i=1 veG
Comme il y a inertie dans K (¢)/KL, il en résulte ZGai(V_l) a” =0 (mod p),
ve

pour i =1,..., f, en voyant ici p dans L étendu & LK.

1l existe alors des p-entiers rationnels 7;(v~1) tels que a;(v~!) = r;(r=!) (mod p)
dans L, ce qui conduit & Y- r;(r")a” =0 (mod p), i = 1,...,f ; d’on finale-
veG

ment %r,-(u_l)a” =0 (mod p), i=1,...,f.
ve
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La matrice (r;(v™1)),eq, 1<i<s est de Fy-rang f ; en effet, soit H = {v1,...,vs} un
sous-ensemble de G tel que (,D(I/Z-_l) = (% i=1,...,f;alors la matrice (aj(yi_l))z.j
est la matrice unité 1 f d’ordre f.

définissant £7 pour un caractére p-adique 0 \ X (cf. Deﬁmtlons -(11) et BB](H)) :
Yriv™Ha? =0 (modp), i=1,...,f,

veG

e))

correspondant & une probabilité en Op—. De fait chacun des h = [L : Q] régula-

teurs Ag(n) a une probabilité de nullité égale & — p . On peut donc se limiter aux
cas f = 1.

Remarque 5.1. — Considérons le cas p totalement décomposé dans Q(¢)/Q,
correspondant & [Q(¢) : Q] = ¢(n) caractéres p-adiques. Soit s un générateur de
G et soit p(s) = r (mod p) dans Q(¢), ce qui fixe le caractére . On a donc la
seule relation X7 7o =0 (mod p).

Soit {e?, o € G} une Zg,-base normale de Zg () et soit a = > 5 A€,
Ar € Zy). Alors ZVGG rw) e =Y o Ar Y jeqr(toT)e” =0 (mod p) ;
d'ou Y cor(ro™!)7tA; = 0 (mod p) pour tout o € G. De par la congruence
r(re™H™ = p(t7lo) = o(t71) (o) (mod p) on voit immédiatement que la
matrice (r(7o~1)71), . est seulement de rang 1.

On est donc ramené¢ a la relation analogue Y . 7(7) "t A, =0 (mod p).

Le cas totalement décomposé conduit en premiére approximation a la probabilité

la plus grande (en %) car f = § = 1, mais on examinera §[7.4] un autre point
de vue.
5.2. Exemple du sous-corps réel maximal de Q(u;1). — Les programmes

PARI suivants traitent le cas du sous-corps réel maximal K de Q(pu11).

5.2.1. Recherche des solutions p telles que Aj(n) = 0 (mod p). — On peut
changer & volonté les coefficients aa, bb, cc, dd, ee sur la base {z*, 23, 2% 2,1} des
puissances de x = (11 + (1_11. Attention, la liste des conjugués :

sl=ux,s2 = x2—2, s3 = x4—4*m2+2, sd = x3—3*x, s§b = —x4—x3+3*x2+2*x—1,

qui correspond a 'ordre naturel 1, o, 02, 02, 0, est donnée dans le désordre par

la procédure nfgaloisconj de PARI.

Q=2 +2* —4x2®> - 3x2? +3%xx+1;

sl=ua;s2=0?—2s3=a*—4dxa2?+sd=2%—3xm;s5=—a* — a3 +3%xa?+ 2% — 1;

aa:2;bb:l;cc:2;dd:0;ee:—3;Eta—Mod(aa*x +bb*w3+cc*m2+dd*m+ee7Q);

N = norm(Eta); print("norme(eta) =7, N); print(””);

for(k=1,5%10%p =2 k + 1;if (isprime(p) == 1&Mod(11 * N, p)! = 0, p2 = p*;

a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb p2);c = Mod(cc,p2);d = Mod(dd,p2);e = Mod(ee, p2);

P =542 —4x2% —3x2? +3*:r+Mod(1 p); P2 =2+ a* —4x2® —3x2® 4+ 352+ Mod(1, p2);

y=Mod(axz* +bxz®+cxx®+dx*x+ e, P2);

u=y P =uP sk y;w =P xy;s = wP xy;t = sPTH —1;

U = component(t,2);

ul = component(U.

u2 = component(

u3 = component(

ud = component(
(
(

,1);if(ul == 0,ul = Mod(0, p2));
2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0, p2));
3);if(ud3 == 0,u3 = Mod(0,p2));
4);if(ud == 0,ud = Mod(0, p2));
5);if(ub == 0,ub = Mod(0, p2));

ul, 2)/p; x2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3, 2)/p;

x4 = component(ud, 2) /p; 5 = component(ub, 2) /p;

X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(x2,p); X3 = Mod(z3,p); X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(x5, p);

ud = component
xl = component
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el = Mod(X5 s1* + X4 % s1® + X3 %512 + X2 sl + X1, P);
e2 = Mod(X5 % s2* + X4 % 23 + X3 %522 + X2 52 + X1, P);

)
)
e3 = Mod(X5 * s3* + X4 % s3% + X3 % 3% + X2 % s3 + X1, P);
)
)

S~ = ==

ed = Mod(X5 % s4* + X4 % s4®> + X3 %54 + X2%s4d + X1, P
e5 = Mod(X5 * s5* + X4 * 5% + X3 * 5% + X2 % s5 + X1, P
A=chxed+edxe3+e3xe2+e2xel + el xeb;
B=ebxed+edxe2+ed3xel+e2xeb+ el xed;

C = e5? + e4? + €32 4 €22 + €12,
RP=Cx%(C—A—B)—(A+ B)?>+ 5% Ax B;rp = component(RP,2);if(rp == 0, print(p);
print(component(el, 2)); print(component(e2,2)); print(component(e3,2));

b

b

print(component(e4, 2)); print(component(eb,2)); g = Mod(p,5); print("g =",9))))}

(i) Pour aa = —2;bb = 1;cc = 0;dd = 0;ee = —3, on a Ng/g(n) = —60589, et
les solutions pour p < 107 sont p = 31,101,39451, tous décomposés dans Q((s).
Considérons les données numériques pour p = 31 :

25z* 4+ 1023 + 722 + 21z + 29
4z + 1523 + 2522 + Tx + 16
o = 26z* + 2023 + 2622 + 18z + 22
172* + 623 + 2122 + 24z + 4
21z* 4 1123 + 1422 4+ 232 + 19 (mod p)

q

S L L e

Q
|

Pour 7 = 4 qui est tel que (5 =7 (mod p), on a immédiatement comme prévu :
a+rta” +r %% +r 3% 4t = (mod p)

identiquement sur la base {z*, 23,22, z,1}.

(ii) Pour aa = 10;bb = —T;cc = 0;dd = 15ee = =2, on a Ng (1) = 303623, et

on trouve l'unique solution p = 7, premier cas totalement inerte dans Q((s). Le
programme donne tous les conjugués de o nuls modulo p.

Il est clair que le cas inerte dans Q((5)/Q est trés rare. D’ailleurs, p est petit pour

compenser une probabilité en —.
p

(iii) Pour aa = 10;bb = —7;cc = —3;dd = 1;ee = —2, on a Ng g(n) = 1358171,
et on trouve la solution p = 79 (deux caractéres p-adiques 6 de degré résiduel
f =2 p décomposé dans L = Q(v/5)).

La résolvante o+ (50 + C§a02 + Cg’agg + C§a04 se décompose de la facon suivante
sur la base relative {1,(5} :

On a la relation C52 — C5@ + 1 = 0 qui définit le polyndéme irréductible de (5 sur

Q(v/5). On obtient alors (3 = —g},@ + 1_2\/5, G=-G+ @ et le systéme
de relations dans K ((5) :

a—a” + \/52_ Lo —a") = 0 (mod p)
o’ —a + \/52_ 1(@”2 —a”) = 0 (mod p).

Ensuite, 1'idéal p est par exemple défini par la congruence v/5 = 20 (mod p), d’oit
@ =49 (mod p) ce qui définit les coefficients r;(v), i = 1,2 et le couple (0, p).
On a donc obtenu deux relations linéaires a coefficients rationnels indépendantes :

3

a—a02+49(04"4—a") = 0 (mod p)
oz‘74—a”—|—49(a‘73—0z”2) = 0 (mod p).
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Les données numériques pour « et ses conjugués sont respectivement :

a = 37z + 1323 + 1922 + 3z + 10 (mod p)
a® = 75t + 2423 + 4522 + T3z + 33 (mod p)
a®® = Bzt + 5123 + 2222 + 60z + 1 (mod p)
o’ = 702t + 3323 + 4022 + 8z + 77 (mod p)
o = 502t 4+ 3723 + 3222 + 14z + 22 (mod p)

qui vérifient le systéme de deux Congruences ci-dessus.

On a les deux relations indépendantes 1—0%449 (0*—03) & o*—0+49 (J —0?),
la seconde étant conjuguée par o4 de la premiére. D’oti une probabilité en = I (deux

choix pour la congruence v/5 = 20 (mod p)).

5.2.2. Calcul de la densité des Az(n) =0 (mod p). — Le programme ci-dessous
reprend le cas précédent et s’intéresse aux différents degrés résiduels possibles
pour vérifier que la probabilité pour Ag(n) = 0 (mod p) est bien en %. On
affiche les probabilités théoriques selon le cas (f = 1,2,4).

{Q=a+2"—d4x2®-3%2>+ 3%+ 1;p=19;p2=p* ;N0 =0; N1 = 0;
sl=x;s2=a’—2s3=a* -4+’ + sd=2%—3xm;s5 = —a* — 23 +3%x2 + 2% 2 — 1;
for(i = 1,500000,

aa = random(p2); bb = random(p2); cc = random(p2); dd = random(p2); ee = random(p2);
Fta = Mod(aa * x* + bb* 2® 4 cc* 2* + dd * = + ee, Q);

N = norm(Eta);if(Mod(N,p)! =0, N0 = NO + 1;

a = Mod(aa,p2);b = Mod(bb, p2);c = Mod(cc,p2);d = Mod(dd,p2);e = Mod(ee, p2);
P:x5—|—m4—4*m3—3*x2+3*x+Mod(1,p);P2:m5+w4—4*w3—3*m2+3*m+Mod(17p2);
y=Mod(a*z*+bxz®+cxa?+d*z+e, P2);

u=yPT =P xy;w =P xy;s = wP xy;t = sP7H 1,

U = component(t,2);

ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2));

u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0,p2));

u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2));

ud = component(U,4);if(ud == 0,ud = Mod(0,p2));

ub = component(U,5);if(ub == 0,ub = Mod(0, p2))
(

x1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;

x4 = component(ud, 2) /p; 5 = component(ub, 2) /p;
X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(x2,p); X3 = Mod(z3,p); X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(x5, p);
el = Mod(X5 * s1* + X4 % s1° + X3 * s12 + X2 % s1 + X1, P);
€2 = Mod(X5 * s2* + X4 % 2% + X3 % 522 + X2 % s2 + X1, P);
e3 = Mod(X5 * s3* + X4 53 + X3 x 3% + X2 % s3 + X1, P);
ed = Mod(X5 * s4* + X4 % s4% + X3 * s4> + X2 % s4 + X1, P);
e5 = Mod(X5 * s5* 4+ X4 % s5% + X3 * 52 + X2 % s5 + X1, P);
A=chxed+edxe3+e3xe2+e2xel + el xeb;
B=ebxe3+edxe2+e3xel +e2xeb+ el xed;
C = e5% + ed? 4 e3? + €22 + el?;
RP = Cx(C—A—B)—(A+B)*+5% A% B;rp = component(RP,2);if(rp == 0,N1 = N1+1)));
print(p.””, NO,” N1, (N1 +0.0)/N0);

print("4/p — 6/p" +4/p —1/10 =7, 4./p—6./p" +4./p° = 1./p");

print(*2/p? — 1/p* = *,2./p* — 1./p");

print("1/p* =7,1./p")}

Pour p = 31, le degré résiduel est egal a 1 et on trouve les valeurs suivantes :
N; = 61505, %(1) = 0.1230 pour 2 — 5 + % — # = 0.12292.

Pour p = 19, le degré résiduel est egal 2 et on trouve les valeurs suivantes :

N, = 2756, Nl = 0.005512 pour % — 4 = 0.00553.
P V4

Pour p = 13 le degré résiduel est égal & 4 et on trouve les valeurs suivantes :
Ny =17, % Nl = 3.40.10~ 5pour—4—35010 5,



Georges Gras 39

6. Etude du cas du groupe Djg

6.1. Programme général pour Dg. — On désigne par k = Q(y/m) le sous-
corps quadratique de K et par x; et x2 les deux caractéres rationnels (et p-
adiques) irréductibles non triviaux de Dg.

On étudie donc les trois régulateurs, chaque fois supposés non formellement nuls.

2 2
OD pose O/ — CJZU, Oé” — OZJ , ﬁ — OéT, ﬁ/ — aTO’ — O/T, ﬁ” — OéTU — O/,T-

(i) Si Al # 0, cela signifie que NK/@(W) = a # *1, auquel cas, A})(n) est le
p-quotient de Fermat de a.

(ii) Pour AXt £ 0, on a Ng/x(n) € k*\Q* et on suppose que :
Ay =a+ad +a"=3-p4 -p5"=0 (mod p).

SiA=a+d +a" = u+vym,alors AN (n) =A— A" =2vy/m =0 (mod p) ;
on a donc la seule condition v = 0 (mod p), ce qui conduit & une probabilité en
%, la trace modulo p dans K/k étant surjective.

(i) Pour AX2 % 0 (considéré au facteur \/m prés qui est étranger a p), on a
n € K*\k*. On est donc dans le cas d'une représentation de degré 2, ce qui
conduit, pour § = x2, a la condition (cf. Exemple 2.9) :

Ag(n) — a2 + 0/2 —1—0//2 _ ﬁ2 _ 5/2 _ 5//2

—ao/—a’a”—a”a—i—ﬂﬂ’+,B/,B”+ﬂ”,8 =0 (mod p).
Le calcul des trois £7 ~ §'Vy, 0 < §' < ¢/(1), permet de savoir quels sont les
Ag/(n) nuls modulo p, méme si 'on peut écarter les cas oit A} (1) ou Ay' () est nul
modulo p (sinon, la nullité supplémentaire de Ag(n) conduit pour le p considéré
4 une probabilité en :z%’ et on peut exclure ce nombre premier).

Commencons par des exemples numériques (6 désigne le caractére p-adique x3).

6.1.1. Programme PARI pour Dg et le calcul de Ag(n). — Ce programme

calcule les conjugués de o sur la base des puissances de z = /2 + j. Ceci
permet de trouver les relations de F,-dépendance de ces conjugués (attention,
on doit calculer le noyau de la transposée de la matrice des coefficients sur
la base {z°, 2% 2% 22 2,1}). Le résultat de “matker(MM)” donne les vecteurs
(01762703764765766) tels que :

cra+ coaf + 630402 + cqa” + 577 + cﬁaT‘72 =0 (mod p).

{Q=25+9%a" — 42 +27%2% 4+ 36 xz + 31; D = poldisc(Q);

el =ux;

€2 =11/180 % 2° + 1/180 * x* + 11/18 * 2> — 1/45 * 2% + 403/180 * x + 419/180;
e3 =13/180 x 2® — 7/180 * &* + 13/18 * 2® — 38/45 * x* + 509/180 * x 4 127/180;
ed = —4/45 % 2® +1/45 x x* — 8/9 x 2® + 26/45 x x> — 137/45 x & — 91/45;
eb=—1/60*2° —1/60*z* —1/6 * 2 — 4/15 * 2* — 73/60 * x — 79/60;
e6=—1/36 2" +1/36 % x* —5/18 x 2> 4+ 5/9 * 2% — 65/36 * = + 11/36;
a=1;b=-3;c=0;aa = —=7;bb = 1;cc = —1;

FEta = Mod(a*el® +bxel? 4+ cxel® + aa * el®> + bb * el + cc, Q);

N = norm(Eta); print("norme(eta) =7, N); print(””);

for(k=3,5%10%p = 2%k + 1;if(isprime(p) == 1&Mod(D * N, p)! = 0,p2 = p*;
u = Mod(a,p2);v = Mod(b,p2); w = Mod(c, p2);

uu = Mod(aa,p2);vv = Mod(bb, p2); ww = Mod(cc, p2);
P=a%4+9xa® —4xa® 427 2% + 36 x 2 + Mod(31, p);
P2=2%+9x2? — 423 +27+2% 4+ 36 %2 + Mod(31,p2);

y = Mod(u* z° + v * z* + w * 2° + uu * 2% + vv * = + ww, P2);

z=yP .t = 2 for(i=1,5,z = 2P *t);
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U = component(z — 1, 2);

ul = component(U, 1);if(ul == 0,ul = Mod(0,p2));
u2 = component(U,2);if(u2 == 0,u2 = Mod(0,p2));
u3 = component(U, 3);if(u3 == 0,u3 = Mod(0,p2));
ud = component(U,4);if(ud == 0,ud = Mod(0,p2));
ub = component(U, 5);if(ub == 0,ub = Mod(0,p2));
ub = component(U,6);if(u6 == 0,u6 = Mod(0,p2));
1 = component(ul, 2)/p; 2 = component(u2, 2)/p; x3 = component(u3,2)/p;
x4 = component(ud, 2) /p; x5 = component(ub, 2)/p; x6 = component(ub, 2)/p;
)

X1 = Mod(z1,p); X2 = Mod(z2,p); X3 = Mod(x3,p);
X4 = Mod(z4,p); X5 = Mod(z5,p); X6 = Mod(x6,p);

—~

E5*ModX1+X2*65+X3*e52+X4*e53+X5*654+X6*e55P
F6 = Mod(X1+ X2 ¢6 4+ X3 * 6% 4+ X4 % 6 + X5 * e6* 4+ X6 * e6°, P
RP=FE1?4+ E2> + E3* — E4*> - E5®> — FE6> — E1+FE2 — E2x E3 — E3x E1l

+FE4x E5+ E5* E6 + E6 x E4;

b

Fl= Mod(X1+ X2xel+ X3*el®>+ X4xel®+ X5xel? + X6 el®, P);
F2 = Mod(X1+ X2 xe2 4+ X3 *e2? + X4 % e2® + X5 * e2* + X6 % €2°, P);
FE3 = Mod(X1+ X2xe3 4+ X3 *e3? 4+ X4%e3% + X5 xe3* + X6+ e3°, P);
F4= Mod(X1+ X2xed+ X3 *ed? + X4 xed® + X5 x ed + X6 x e4®, P);
( )i

).

rp = component(RP,2);if(rp == 0, print(p);
F1 = component(E1,2); F2 = component(E 2); F3 = component(E3,2);
F4 = component(E4,2); F5 = component(E5, 2); F6 = component(E6, 2);
prmt(Fl), print(F2); print(F3); print(F4); prmt(F5) print(F6);

= [F1, F2, F3, F4, F5, F6);
M = matriz(6, 6, i, j, component(component(GG, i), j)); print(M);
MM = mattranspose(M); K = matker(M M); print(matker (M M)))))}

6.1.2. Casn=2°—32x* -T2 +2—1. — On a N(n) = 12393229477 et on trouve
les solutions p = 7,13,69677, 387161, pour p < 107

a) Pour p =7, on a les données numériques suivantes :

! = 025 + 22 4+ 123 + 122 + 52 + 0 (mod p)
a® = 12° 4 12* + 623 + 322 + 5z + 2 (mod p)
o’ = 02° + 22 + 323 + 022 + 42 + 0 (mod p)
o = 02° + 5zt + 623 + 622 + 22 + 6 (mod p)
a™ = 0x° + b2zt + 42 + 022 + 32 + 6 (mod p)
o™ = 625 + 62t + 123 + 422 + 20 + 4 (mod p),

qui conduisent immeédiatement aux deux #-relations indépendantes :
a—a’+a"—a™ =0 (modp) & a—a” +a”—a™ =0 (mod p),
et leur relévements :

l—o+7—702

N =1 (mod p?), 1C"Hm—l

(mod p?),
ot 1 = nP"" 1. La seconde relation est la conjuguée par 7 de la premiére.

Pour la #-relation U = 1 — o + 7 — 702 on obtient 02U = —U —oU, 7U = —¢?U,
ToU = —oU, 70U = —U, et U engendre un espace de dimension 2 (£? ~ Vj).
b) Pour p = 13, on a les données numériques suivantes :

« = 92° +0z* + 122 + 222 + 102 + 0 (mod p)
a® = 3% + 8+ 42> + 722 +92 +6  (modp)
o = 112° + 92t 4+ 423 4+ 422 + Tz + 0 (mod p)
am = 02 4+ 22 4 112® 4 422 + Tz + 0 (mod p)
« = 525 1zt + 1123 + 722 + 92 + 6 (mod p)
a™ = 11z° + 62* 4+ 823 + 222 + 10z + 0 (mod p),

qui conduisent ici & :
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a—a” +a"—a™ =0 (modp) & a” —a+a”—a”=0 (modp)
et leur relevements :

1-0%47-19" Z 1 (mod p?), 7" """ T =1 (mod p?).
Dans ce cas, la seconde relation est la conjuguée par o2 de la premiére.
Pour la f-relation U = 1 — 6?2 + 7 — 702, on a 02U = —U — oU, 7U = U,

ToU = 0%U, 70% = oU (L7 ~ V}).
c¢) Dans le cas de p = 69677, on trouve (modulo p) :
59144z° + 25387z + 539523 + 6926127 + 5560z + 65182

0] =

a® = 33305z° + 7449z* + 67108z% + 3673z% + 9338z + 28342
a®’ = 1812225 + 6145621 + 5772923 + 964022 + 34177z + 61498
a” = 129025 + 27633z* + 415292° + 1636622 + 3270z + 35656
Q™ = 47848z% + 11928z* + 47652z° + 55209z2 + 6965z + 8976
o™’ = 4932225 + 55012% + 592952° + 5488222 + 10367z + 61315,

et les combinaisons (c1, 2, c3, ¢4, C5,Cg) :
(53404, 39540, 46410, 69676,1,0) & (23267,16273,30137,69676,0,1).

6.1.3. Casp =7, n = 2° — 2* — 722 + x — 1. — On obtient quatre relations
[F,-linéaires indépendantes dont o™ —a =0 (mod p), a +a + a®’ =0 (mod p),
et leurs conjuguées :

Q = 6z° + 423 + 522 + 3
a® = 4a® 4+ 4zt + 123 + 322 + 52 + 1
a® = 4aP + 32 + 223 + 622 + 22 + 3
o = 6x° 4+ 423 + 5x? + 3
a™ = 42° + 3z + 223 + 622 + 22 + 3
a™’ = 425 + 42* + 12% + 322 + 52 + 1.

Donc les trois IF)-régulateurs sont nuls modulo p.
6.1.4. Casp=061,n=2°—22* 4+ 423 — 322+ 2 — 1. — On obtient :
8z° + 32z + 262% + 312? + 55z + 18

(6% =

o = 152° + 44a* + 1123 + 2122 + 34z + 25
a®® = 3825 + 462* + 242® + 9r2 + 332 + 44
a” = bx® + 58zt + 4323 + 172% + 47z + 16
a™ = 3lz® + 72t + 2223 + 5522 + 362 + 56
o™ = 2525 + 572t + 5723 + 5022 + 39z + 15 .

D’ou trois relations F-linéaires indépendantes, conjuguées (par o et 0?) de la
relation 19a + 5607 + 460" + a” = 0 (mod p) ; la somme des trois relations
domne o+ a” + a%° —a” —a™ —a™ =0 (mod p) (nullité de AX*(n)). Pour
0 = x2 de degré 2, le F),-régulateur Ag(n) est nul modulo p (voir Exemple B.I7
pour les détails numériques).

6.1.5. Casp="T, n= 3z —202* + 1523 + 1622 + 92 + 21. — On obtient :
a=a’=a% = 62"+ 22 +4a2° + 32° + 6 (mod p),

" =a™ =a™ =2° + 5zt + 32% + 42% + 6 (mod p).
Ce cas ou le G-module LY est de F,-dimension 4 (L% ~ 2V} ~ ¢y F,[G]) est trés
rare, comme on 'a vu §4] 4.4.3, car on doit prendre 1 de telle sorte que F' soit
de Z-rang 6 et qu’aucun des y-régulateurs, x = 1, x1, ne soit nul modulo p, ce
qui est le cas ici ; par conséquent il est facile de voir que cela correspond au cas
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ot pour un p particulier (ici p = 7), 1 est proche (modulo p?) d’un élément non
trivial du sous-corps quadratique de K (probabilité en I%).

Il se trouve que p = 13 est aussi solution et donne les conjugués suivants :

205 + 3zt + 723 4 822 + 3z + 12

o =

a® = 22° 4+ 5z + 23 + 322 +8 +4

a® = T2® o+ 1224 + 1123 + 222 + 22 + 10
o = 122° + Tt + 323 + 822 + 3z + 12
Q™ = 42 + 32 4+ 723 + 222 + 22 4+ 10
Q™ = 1240 + 924 + 102 + 322 4+ 8z + 4,

d’ot les relations :
da+50° +507 +a™ = ba+507+40% +a™ = 5a+4a°+5a° 4077 = (mod p),

donnant la nullité modulo 13 de A}(n) et de Ag(n) —a—a” —a” +a™ (pour
6 = x2), mais non celle de A} (n).

Ceci montre que F' est de Z-rang 6.

Remarque 6.1. — Dans tous les exemples numériques précédents, on vérifie que
les éléments Uy = (1 — o +7 —70) et Uy = 3(1 — 0% — 7+ 70) de eg F,[G] (cf.
Remarque [2.15)) forment une base, et permettent d’exprimer toutes les #-relations
trouvées par combinaisons F)[G]-linéaires (des coefficients de la forme a+bo étant
suffisants en raison des relations de conjugaison de Uy, Uz). Le Fp-espace obtenu

o)

est de dimension dp(1), 1 < < 2, et la probabilité associée est en g

On peut aussi retrouver ces relations en considérant le déterminant A%(n) (cf.

Exemple 2.9) qui est de la forme ’é g’ avec A7 = —A, C"7 = —C, et B = —A,

D? = —C ; comme il existe A € K tel que (A4,B) = A(C,D), il en résulte
immeédiatement que A, invariant par G, est rationnel modulo p.

6.2. Interprétation locale concernant 7. — L’idée est de voir dans quelle
mesure 7 est, lorsque Ag(n) = 0 (mod p) pour un caractére p-adique 6, “en partie”
une puissance p-iéme locale en p.

6.2.1. Cas G cyclique d’ordre n et 0 de degré résiduel f = 1. — Onadoncn|p—1

(décomposition minimale, d’aprés la Définition B.I8]). Reprenons le résultat du
n—1

Corollaire BI4 avec V¢ € ] K)P onUy = > rFs* r dordre n modulo p.
v|p k=0

L’opérateur Uy n’est pas inversible dans [F,,[G] car on a Uy(r—s) = 0 (mod p), d’ott
I'interprétation suivante utilisant I'algébre Z,)[£] ot £ est une racine primitive n-
iéme de 'unité convenable dans C. On suppose n > 2.

n—1
On remarque que ey := % kzor_ksk = %Ug est I'idempotent de F,[G] correspon-
dant au caractére p-adique 6 défini par (s) = r (mod p). L’application de Z,[X]
dans eglF,[G] qui & X associe ey s a pour noyau 'idéal maximal (p, X —r) ; or le
n-iéme polynéme cyclotomique ®,,(X) est dans cet idéal car p = 1 (mod n) est
totalement décomposé dans Q(uy,). Donc par factorisation, on obtient un isomor-
phisme de Z,[£]/(p,r — &) sur eglF,[G] qui a £ associe eg s, et ot p := (p,r — &)
est un idéal premier de Z,[¢] au-dessus de p.

Le caractére ¢ issu de 6 est tel que ¢(s) = £ ; on considére, dans K* ® Cy, la
p-composante KJ = (K* ® Cy)% ; alors £ = ¢(s) opére par y¢ = y*, pour
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tout y € K, auquel cas I'écriture nY e [] KXP conduit a nUs(r=8) = \p(r—¢&),
vlp

S II[KUX ; comme dans Z,)[G] on a Up(r —s) = cp, ¢ € Z(Xp)@, il vient
vlp

n = A% puisqu’il n’y a pas de p-torsion dans [I K, pour p assez grand. On
v|p

peut alors (en vue des aspects conjecturaux de la Section 7) dire par abus de
langage que n = A"¢ est une “puissance p-iéme” dans [I K.

v|p
Dans le cas x d’ordre 1 ou 2, voir les §[7.1.1] §[Z.1.2] qui reprennent cet aspect.

6.2.2. Cas d’un caractére de degré quelconque. — Le relévement nih =1

(mod p?) a lieu avec une f-relation non triviale Uy := > u(v)v € £%. On a
veG

nih = (1+py)P € [T KX, et la relation n = n?""n;* conduit a n¥ € I K)}P,
vlp vlp

mais l'interprétation de n comme “puissance p-iéme” dans [I K n'est plus
vlp
possible pour 8 de degré > 1. Dans la section suivante on considérera cette

écriture comme une propriété de “puissance p-iéme locale partielle” (dans la
mesure ot £ # {0}), selon la définition suivante :

Définition 6.2. — Soit n € K*. On suppose que le Z[G]-module F' engendré
par 7 est de Z-rang n = |G/|. Soit p un nombre premier fixé assez grand et soit :

F()::{’I’}()EF, erlI[Kgp}.
v|p

On dira que 7 est puissance p-iéme locale partielle si dimp, (F/Fy) < n.

Cette définition est équivalente a l'existence d’un caractére p-adique irréductible
0 tel que dimg, (F/Fy)® < f¢(1)?, donc de la forme tf (1), 0 <t < (1) — 1,
ou f est le degré résiduel de 6 (cf. Définition (ii)).

Remarque 6.3. — On a FP C FN K*P C Fy. Comme par hypothése on a
F®Q ~ Q[G], et que F est sans p-torsion (p assez grand), on a F/FP ~F,[G] et
méme F N K*P = FP (en particulier, dimg, (F/F?)% = f(1)? pour tout 6 par
hypothése). Donc la condition dimp,(F/Fp) < n indique bien qu'il existe 6 tel
que la composante (F'/Fp)® n’est pas maximale, donc qu'il existe Uy € epZ ) [G]
telle que nY¢ est puissance p-iéme locale en p, non puissance p-iéme globale dans
K> ; ce qui équivaut a dime(Ee) =dfp(1), 6> 1.

Remarque 6.4. — a) En résumé, l'obstruction fondamentale pour 1'éventuelle
finitude de ’ensemble des premiers p tels que Ag (n) = 0 (mod p) provient des
nombres premiers p & décomposition minimale, assez grands, a savoir (cf. Défini-
tion B.I8) :

(1) il existe un unique caractére p-adique irréductible 6 de G tel que Ag(n)
(mod p),

0

(ii) p est totalement décomposé dans le corps des valeurs C) du caractére irré-

ductible ¢ |6 (cf. Théoréme B.I3] et Corollaire B14), i.e. f=1.
(iii) la représentation £? des f-relations (cf. Définition B3 (iii)) est irréductible,
ce qui est équivalent a dimg, (L£%) = (1) (ie., § =1).

b) L’hypothése F' de Z-rang n n’est pas essentielle ; en son absence, il faut tenir
compte des F)-régulateurs formellement nuls.

® On peut toujours choisir r modulo p de telle sorte que ™ — 1 # 0 (mod p?).
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7. Conjectures et spéculations p-adiques

Nous proposons diverses conjectures en partant de la plus “évidente” (Conjec-
ture [[.2) a condition d’admettre la conjecture ABC, pour aller vers des générali-
sations aux corps de nombres (Conjectures [74] et [7)). L’obstruction essentielle
étant les cas de probabilités en % pour les p & décomposition minimale (cf. Défi-
nition BI8 et Remarque ) (cas du quotient de Fermat par exemple), nous
proposons §[7.4]l une approche pouvant modifier ce point de vue.

7.1. Retour sur le cas des caractéres d’ordre 1 ou 2. — Nous revenons
sur des cas particuliers déja évoqués (cf. §2.4)).

7.1.1. Cas d’un rationnel. — On considére K = QQ et un rationnel a # +1. Sip
est un nombre premier impair étranger a a, on a le résultat élémentaire suivant
qui est un cas particulier du Corollaire B.I4] (pour § =1 et Uy = 1) :

Lemme 7.1. — Le p-quotient de Fermat de a est nul modulo p si et seulement
. Xp
sia€Qp”.

Démonstration. — Si a?~! =1+ p?b, b p-entier, alors a = a?(1 + p?b)~! € Q,”
(car p#2). Sia=vP,ueQy,a ' = w1 =1 (mod p?). O

Une question cruciale, pour a # =+1, est l'existence ou non d’une infinité de
nombres premiers p tels que a?~* = 1 (mod p?).

On sait, d’aprés un résultat de Silverman [Si|, que sous la conjecture ABC
'ensemble des nombres premiers p tels que a?~! # 1 (mod p?) est infini.
L’étude statistique montre méme que ce résultat est une forme tres faible de la
réalité. Autrement dit, on a la propriété conjecturale trés raisonnable suivante
qui devient un théoréme si 'on admet la conjecture ABC' :

Congjecture 7.2. — Soit a € Q*; si a € Q" pour presque tout p alors a = +1.

On peut considérer cet énnoncé comme un principe local-global diophantien
comme il en existe en théorie du corps de classes (alors purement algébriques
comme le “principe de Hasse” pour les puissances rappelé dans la Proposition
ci-apres).

On sait que souvent ces principes restent valables lorsqu’on remplace “presque
tout p” par un ensemble infini (ou fini) convenable, mais non effectif en général.
Citons par exemple une forme trés simple (corps des rationnels) du théoréme
de Schmidt—Chevalley (ou principe de Hasse) qui s’énonce pour tous les corps de

nombres et qui est a la base des propriétés idéliques du corps de classes (cf. [Grll,
I11.4.3) :

Proposition 7.3. — Soit A un sous-Z-module de type fini de Q*. Soit e un
entier fixé ; alors il existe une infinité d’ensembles finis T', de nombres premiers
étrangers a A, qui ont la propriété suivante :

{reA, =1 (modp), Vpe T} CQ*".

(19) Silverman prouve que pour tout a > 2, I’ensemble de ces nombres premiers p < x est de
cardinal > log(z). Ce résultat a été étendu par Graves et Murty dans [GM] aux p =1 (mod k),
log(z)

pour tout k > 2 fixé, auquel cas, ’ensemble de ces p < x est de cardinal > ————*—
log(log())

, toujours

sous la conjecture ABC.
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On peut imaginer qu’un principe local-global diophantien existe dans le cas des p-
quotients de Fermat de a € Q*, auquel cas on peut conjecturer que si l’on dispose
d’un ensemble infini (méme de densité nulle) de nombres premiers p “aléatoires”

tels que a?~! = 1 (mod p?), ceci est suffisant pour assurer que a est puissance
p-iéme dans @; pour presque tout p, donc (sous la conjecture [7.2)) est égal & +1.

7.1.2. Cas de l'unité d’un corps quadratique K = Q(y/m). — Sin = x+y/m est
non rationnel de norme a, on an?’ ! = 1+pa, a = u+vy/m, d'out AX(n) = 2vy/m
(mod p) pour x # 1. On a A¥(n) =0 (mod p) si et seulement si v =0 (mod p).
Supposons alors m > 0 et que 7 est une unité € non triviale de Q(v/m) (nullité
formelle de A') ; on a u = 0 (mod p) et encore AJ(e) = 2vy/m (mod p) ; la
nullité modulo p de Aj(g) implique a = 0 (mod p), et € est puissance p-ieme
locale. Au plan conjectural, on est encore ramené & la situation précédente d’un
rationnel. Autrement dit, il suffirait que 'on démontre (via une forme adéquate
de la conjecture ABC') que la relation ep’~1 # 1 (mod p?) a lieu pour une infinité
de p, pour pouvoir énoncer I'analogue de la Conjecture

On peut envisager que ce processus est valable pour le cas général ou n € K*
serait “puissance p-iéme locale partielle” pour une infinité de p au sens du §6.2]
(cf. Définition [(.2]).

Ceci suppose la résolution du cas des puissances p-iémes locales au sens commun,
condition évidemment plus forte que celle de puissance p-iéme locale partielle ;
c’est I'objet du point suivant.

7.1.8. Conjecture générale sur les puissances p-iémes locales. — Le cas rationnel
(Conjecture [7.2) a montré la vraissemblance du type d’énoncé suivant qui cor-
respond & I’écriture n”?"” 1 —1 = p o dans le cas (statistiquement trés exceptionnel)
ou a =0 (mod p) qui correspond & la condition £ = F,[G] (6 = (1) pour tout 6)

et une probabilité en (;(nl), n = |G|, puisque %fgo(l)2 =2 (1) =n.
)

Ceci pourrait étre une généralisation du théoréme de Silverman (cas rationnel),
qui utiliserait ici la conjecture ABC pour les corps de nombres, mais la conjecture
peut étre posée indépendamment :

Congecture 7.4. — Soit K un corps de nombres et soitn € K*. Si pour presque

tout nombre premier p on an € [I K )P, alors n est une racine de l'unité de K.
v|p

Cet énoncé est & comparer au “principe de Hasse” pour les puissances, beaucoup
plus fort, et qui est le suivant (cf. [Grl], I1.6.3.3) :

Proposition 7.5. — Soit n € K*. Soit p un nombre premier fixé et soit X un
ensemble fini de places de K. Sin est puissance p-iéme locale pour toute place
v ¢, alorsn € K [11)

Il existe une infinité d’ensembles finis T (non effectifs) de places de K tels que si
n est puissance p-iéme locale pour toute place v € T, alors n € K*P.

(1D1es énoncés classiques supposent toujours que X est fini (simple élimination de places
pathologiques) afin de pouvoir utiliser les théorémes de densité (Chebotarev) qui s’expriment
en termes de progressions particuliéres de densités canoniques ; or pour étre certain que de
telles suites (en nombre fini), nécessaires a la preuve, rencontrent bien le complémentaire de
3, celui-ci doit étre “presque tout”, dés lors que §’il lui manquait une famille infinie (inconnue),
il se pourrait que “par hasard” elle contienne les Frobenius dont on a besoin. On voit bien la
distance qu’il peut y avoir entre un raisonnement formel général et un raisonnement nettement
moins fort portant sur des ensembles “probabilistes” T finis.
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La différence opére en deux temps pour la Conjecture [[4] : partant de p et de
I'ensemble P/, des p-places de K, on commence par dire que 7 est puissance p-
iéme locale pour tout v € P/, (i.e., on prend I’ensemble infini 3 = Plg \ Py, ou
Pl est 'ensemble des places de K, ce qui n’entraine pas n € K*P comme on le
vérifie facilement ; ou encore on peut dire qu’on essaye de prendre T = P/,), mais
ensuite, dans la Conjecture [T.4] on suppose que cette propriété locale (de type
“Hasse faible”) est vraie pour presque tout p, auquel cas 7 serait conjecturalement
dans K*P pour presque tout p, donc une racine de I'unité.

La conjecture “ultime” qui fait le lien avec la théorie des Ag(n) est la Conjecture
[Z.8l de la section suivante.

Auparavant, examinons le cas des unités qui conforte I’analyse précédente.

7.1.4. Cas particulier du groupe des unités — Spiegelungssatz. — Le cas ot 7 est
une unité met en jeu I’énoncé spécifique suivant (cf. [Grl], I11.6.3.8) :

Proposition 7.6. — Soitn une unité de K. Soit p un nombre premier fizé et soit
S un ensemble fini de places de K tel que le p-groupe des classes de K' := K (pp)
soit engendré par les p-classes des idéaux premiers B, de K' pour les places v’
de K" au-dessus de S.

Si m vérifie la condition n € K,P pour toute place v € S U P, alors n € K*P.

Par exemple, pour p = 3, n = 1 + /2 (unité fondamentale), on a % = 1 + 3v/2
(mod 9), et comme le 3-groupe de classes de Q(1/—6) est trivial, n™ est localement
un cube en 3 si et seulement si 3|m. Autrement dit, le 3-quotient de Fermat de
7 ne pouvait pas étre nul modulo 3.

La Conjecture [ 4l porte seulement sur P/, au lieu de SUPY,, pour S fini bien choisi
(ce qui est insuffisant pour avoir une puissance p-iéme globale), mais on suppose
dans la conjecture que cette hypothése faible est vraie pour presque tout p.

En outre, les deux systémes d’hypothéses coincident si le p-groupe des classes du
corps K (p,,) est trivial (S = (}), mais on peut étre plus précis a ce sujet.

Faisons quelques rappels classiques (voir par exemple [Grl], 1.6.3.1 et 11.1.6.3)
en supposant pour fixer les idées que 7 est une unité de Minkowski du corps
totalement réel K ; on peut toujours faire en sorte que 7 soit non puissance /-
iéme globale pour tout premier ¢. Comme d’habitude les premiers p considérés
sont assez grands et en particulier non ramifiés dans K/Q.

Si I'on est dans la situation ou il existe une f-relation Uy # 0 (mod pZ,)[G])
pour laquelle nV¢ € 1? KP (cf. §[6:22) alors I'extension K'({/nY¢)/K’ est non
vlp

ramifiée et p-décomposée ce qui conduit, par la théorie du corps de classes, a

. . . . 24
une information sur le p-groupe des classes (/s de la fagon suivante : soit (/.7
le quotient de (Y par le p-sous-groupe des classes des idéaux premiers P’ |p
dans K’ et soit 0* := wh™!, ot w est le caractére de Teichmuller p-adique défini

& partir d’'une racine primitive p-iéme de 'unité (p par ¢, = Cw(s) pour tout

s € Gal(K'/K). Alors c’est la 8*-composante de ar 5/ qui est non triviale.

Revenons a Pécriture my := n?"" "1 =1+ pa, a € Zk, et considérons I'extension
K'(¢/n) = K'(¢/nr) de K', qui est p-ramifiée (i.e., non ramifiée en dehors de p) ;
pour chaque P’ |p dans K’ le B’-conducteur est L'PH1=" oil r est le plus grand
entier tel que la congruence n; = P (mod P'"), 2’ € K'*, ait une solution x'.
Comme p est totalement ramifié dans K’/K (indice de ramification p — 1 pour p
assez grand), (p) s’écrit [[q |piI3’1”_1 dans K'.
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Soit P | p dans K. Si a € B, alors a € PP~ dans K’ et on vérifie facilement que,
localement, 7; est puissance p-iéme en P’ (non ramification en P’). Si a ¢ P,
on vérifie que la congruence 1 + pa = 2/ (mod P'") implique nécessairement
r =p—1, dou un P’-conducteur égal & 2 (ramification).

Appliquant ceci a nU¢, il en résulte que toute #-relation non triviale sur les con-
jugués de «, c’est-a-dire toute nullité modulo p d'un [Fp-régulateur Ag(n) 0 #1),
est équivalente a l'existence d’'une 6*-extension non ramifiée p-décomposée de
K (1), de degré une puissance non triviale p, contenue dans K'({/F)/K’, ou F
(indépendant de p) est le G-module engendré par 7.

Une telle situation pour une infinité de p peut paraitre excessive. En dehors du cas
des unités on a une situation différente : prenons I'exemple de a € Q*, a # +1.
Alors la Proposition n’est plus valable car elle ne s’applique que si I'idéal (a)
est puissance p-iéme d’idéal dans K, ce qui ne peut avoir lieu pour une infinité de
p (contrairement aux unités), mais si a?~! = 1 (mod p?) I'extension Q'(¥a)/Q
est non ramifiée (et décomposée) en p mais ramifiée en les places de Q' divisant a ;
si S est 'ensemble des diviseurs premiers de a, on doit alors remplacer le p-corps
de classes de Hilbert H' de Q' par sa généralisation H'S' comme p-extension
Abélienne non ramifiée en dehors des places de I'ensenble S’ des idéaux premiers
de Q' au-dessus de S (ce dernier ne dépendant pas de p).

Or cette p-extension H'S' /Q’ est finie (c’est essentiellement un p-corps de rayon
K ,, m’ construit sur S’) et joue donc un role analogue a celui de H'. Bien que
I’aspect conjectural paraisse ici différent, I'infinitude de p donnant un p-quotient

de Fermat nul modulo p, peut conduire & des raisonnements analogues.

7.2. Conjectures sur les [F)-régulateurs Af,(n). — Les résultats de la Sec-
tion 3 (Théoreme B.I3] et Corollaire B.14] généralisant en un sens le Lemme [7.1])
invitent & proposer les conjectures suivantes plus fortes que celles du §[7Z.1] méme
si aucun cas particulier de preuve ne semble disponible actuellement.

Pour éviter le cas des x-régulateurs formellement nuls (cf. Définition T4 (ii) et
Remarque 2.T5]), on suppose que le G-module engendré par n est de Z-rang n.

La premiére conjecture se justifie en raison de ’écriture de type “quotient de
Fermat” : n?"*~1—1 = p, lorsque « satisfait & des relations de la forme Uy .o = 0
(mod p) avec Uy # 0 (mod pZy[G]) (condition beaucoup plus faible que U =1
qui correspond au “a =0 (mod p)” a la base de la conjecture [74]).

Conjecture 7.7. — Soit K/Q une extension Galoisienne de degré n. Soit n €
K> tel que le groupe engendré par n et ses conjugués soit de Z-rang n. Si pour
une infinité de p, 1 est une puissance p-ieme locale partielle (cf. Définition [G.2),
alors n est une racine de l'unité de K.

L’énoncé suivant est équivalent au précédent. On rappelle (cf. §2.3] Définition
217, Remarque[2Z.I8)) que pour tout caractére p-adique 6, Rf,(n) = Az(n) (mod p)
et que Rf(n) = p " det (log(nTU))UTGG (régulateur p-adique normalisé de 7, cf.

Définition 23] (i)) se factorise en Rg(n) =11y Rg(n)‘p(l), ou chaque fois ¢| 6.

Conjecture 7.8. — Soit K/Q une extension Galoisienne de degré n, de groupe
de Galois G. Soit n € K* tel que le groupe engendré par n et ses conjugués soit
de Z-rang n, et soit Rf(n) le régulateur p-adique normalisé de ).

Alors pour tout premier p assez grand Rg(n) est une unité p-adique.
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Remarque 7.9. — (i) La Conjecture [L.8 implique celle de Leopoldt—Jaulent [J],
au moins pour presque tout p, mais il est préférable d’admettre cette derniére et
de dire que la Conjecture [Z.§ en est une version plus forte.

(ii) Si n et ses conjugés n’engendrent pas un groupe de rang maximum, ceci veut
dire que certains y-régulateurs sont formellement nuls et la conjecture ne porte
alors que sur les autres y-régulateurs (cf. §2.2.4)).

(iii) Pour le régulateur classique du groupe des unités d’un corps K réel, le carac-
tére unité n’entre pas en jeu, et pour un corps quadratique réel la conjecture de
Leopoldt est triviale, mais le fait que pour I'unité fondamentale e, p~!log(e) soit
une unité p-adique pour tout p assez grand, reste conjectural méme pour un seul
corps quadratique fixé (comme Q(v/2)).

7.3. Conjectures en p-ramification Abélienne. — Soit H(’; r)a la p-extension
Abélienne p-ramifiée (i.e. non ramifiée en dehors de p) maximale d’un corps de
nombres Galoisien K (réel). Soit I?(p) le composé des Z,-extensions de K et soit
T, = Gal (H(’; r)a / I?(p)). Dans ce cas, pour tout p assez grand, |7,| a méme valuation
p-adique que le régulateur normalisé p'~" Reg Kp du corps K (voir [Gr2| pour
des compléments sur ces questions).

Alors la Conjecture [Z.8 implique la conjecture suivante (au moins pour les corps
réels, mais toute partie “—” éventuelle est trivialement finie) :

Congecture 7.10. — L’invariant H’]; est fini pour tout corps de nombres.
P

Une conjecture nettement plus faible consiste a dire que pour tout p assez grand,
|Tp| ~ p'~"Regy, ~ [1 Rf,(e)“o(l) (ou € est une unité de Minkowski fixée) est
’ 041

soit trivial soit égal a p?P(M) (& une unité p-adique prés), en raison d’un unique
facteur Rg(s) divisible par p avec 0 # 1 de degré résiduel f = 1 et £? irréductible
(i.e., décomposition minimale de p, cf. Définition B.I])). En effet, une divisibilité
strictement plus grande résulte ou bien de la nullité modulo p d’au moins deux

Ag(e) pour des caractéres p-adiques distincts (probabilité au plus en Op(Ql )), ou

bien de la nullité modulo p d’un unique Ag(s) avec 02f > 2, ol § est le nombre
O(1
p5(2f)

Pe | Rg(z—:), avec e > 2, est possible, mais de probabilité en %.

de représentation irréductibles Vy dans £? (probabilité en ). A fortiori, le cas

Dans le cas Abélien, ceci impliquerait que les seuls p assez grands pour lesquels
|75] =0 (mod p) sont ceux pour lesquels un unique Rg(s) (ou Ag(s)) est divisible
par p pour p =1 (mod d) ou d est l'ordre de 6.

Remarque 7.11. — On en déduirait aussi des propriétés analogues sur le résidu
de la fonction zéta p-adique, au moins pour un corps totalement réel (cf. [Coal
(Appendix) et [Se2]). Dans [Hat], est utilisé le fait que lorsque la p-valuation de
Cx (2 — p) est négative, alors elle vaut —1 (cf.[Se2|, Théoréme 6) ; on aurait alors
Cx(2—-p)
Ce(2—p)

conjecturalement |Tp| ~ 1 pour p assez grand.

7.4. Analyse probabiliste alternative pour ¢,(a) = 0 (mod p). — Soit
a € QF, a # +1 fixé. Soit p > 2 un nombre premier étranger & a (de toutes
fagons p assez grand selon le point de vue adopté). Soit m|p — 1 Pordre de a
modulo p et soit £ une racine primitive m-iéme de 'unité dans C ; alors on peut

écrire @ — 1 =[], (a — ¢7) =0 (mod p).
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Comme m est I'ordre de a modulo p, c’est le facteur de o™ — 1 défini par :

O,(a)= I — ¢t
) tGGal(Q(S)/Q)(a <

qui est dans pZg,), ot @, est le m-itme polyndome cyclotomique. Si a = 7,

D,,(a) = v [],(u—v &), et seul le numérateur A := [[,(u—v &) est concerné.

Puisque dans le corps Q(§), p est totalement décomposé, il existe un unique idéal
premier p |p de Q(§) tel que (u —v&) = pa, ot a est un idéal entier de Q(&).

Si [est un idéal premier divisant a, la congruence £ = a (mod [) montre que [ est
totalement décomposé dans Q(£)/Q (sauf les éventuels [|£|m, ramifiés que l'on
écarte de a). Autrement dit, si I'on pose :

A:knlﬂzk,€1<£2<...<€e,

tous les premiers £, sont congrus & 1 modulo m, et p est 'un des plus petits £ = 1
(mod m) a priori possibles (le plus petit si m =p —1).

Il existe une suite finie {pj, 7=1,... ,g} de nombres premiers p; = 1 (mod m),
susceptibles d’étre des /), divisant A ; ils sont limités par la condition py; < A
(cas possible si A est un nombre premier) et d’autres conditions car si A n’est
pas premier, il faut tenir compte de la borne V4, etc. Dans ce contexte, on peut
conjecturer que les p; d'un certain ordre de grandeur sont tous a priori possi-
bles, comme diviseurs de A, avec une probabilité qui est sans doute une fonction
strictement décroissante de j, mais qui ne donne aucun avantage particulier a p.
Considérons 'exemple numérique suivant :

p =101, a = 5 qui est d’ordre 25 modulo p. On a ®o5(x) = 220+ 25+ 219425+ 1.
D’otu ®o5(5) = 95397958987501 = 101 x 251 x 401 x 9384251, ce qui donne :

A = 944534247401 = 251 x 401 x 9384251

(tous les diviseurs sont congrus a 1 modulo m = 25). On voit alors que si 'on
consideére p’ = 251, alors ®o5(5) = p’ x 101 x x401 x 9384251 qui conduit a une
symétrie entre les probabilités de nullités modulo p et p’ de gp(5) et gy (5).

Le nombre g des premiers p; est trés grand, mais si I'on attribuait a chacun la

probabilité z% de diviser A, il semble qu’on aboutirait a des contradictions numé-
J

riques vu la présence assez systématique de grands nombres premiers, comme le
montre le petit extrait PARI suivant avec p = 101 et 5 < a < 16 (5 est ramifié) :

{for(a = 5,30, for(i = 26,26, p = prime(t);if (Mod(a, p)! = Mod(0,p),
m = znorder(Mod(a,p)); P = polcyclo(m);z = a; A = eval(P)/p;
print(a,””,m,””, factor(A)))))}

m A

a

5 25 [251,1;401, 1;9384251, 1]

6 10 [11,1]

7 100 [5,1;13001, 1;25301, 1; 38327966300231909291101, 1]

8 100 [5,1;1201,1;8101, 1; 63901, 1; 268501, 1; 13334701, 1; 1182468601, 1]
9 50 [5,1;394201, 1;61070817601, 1]

104 [1,0]

11 100 [2248313994601, 1; 1993099906542710819727884501, 1]

12 100 [5,1;1201, 1; 700936801, 1; 2334798291701, 1; 14807687049800501, 1]
1350 [57751, 1; 3258254426373251, 1]

1410 [5,1;71,1]

15 100 [1801, 1; 115201, 1; 5276658969583784209292870346873232901, 1]
16 25 [5,1;251,1;601, 1; 1801, 1;4051, 1; 8101, 1; 268501, 1]
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Les cas ou A est divisible par le carré d’un nombre premier ¢ sont rarissimes ; on
a trouvé par exemple a = 14, p =29, m = 28, A = 292 x 3361 x 176597, ce qui
donne donc ga9(14) = 0 (mod 29).

destinée a

L s .= L D (a)
Plus généralement, considérons la fonction ®,,(a) := Ecd (Do (a) )

éliminer les facteurs premiers ramifiés qui n’interviennent pas dans 1’étude. De
méme, les diviseurs premiers de a ne divisent pas les EI;m(a).

Le produit sur m > 1 des (AISm(a) semble avoir des propriétés de régularité intéres-
santes. Considérons I’aspect numérique donné par le programme suivant :

{a =14; A = 1; for(m = 1,40, P = polcyclo(m);x = a; B = eval(P);

B = B/gcd(B,m); A = A x B); print(a); print(factor(A))}

Pour a = 14, on obtient [[*_, B, (a) =

3x5x11x13x17x19x23x292 x31x37x41x43x4Tx61x67x7T1x79x101x103x113x137x157%x191x193%
197x211x223%397x461x547x811x911x937x1033x1061x2347x2851x3361x3761x4027x5393x7307x
10627x13109x15511x16097x 18973 x26981x61001x 100621 x 132049x 176597 x 698521 x 761437 x
1154539 x 1383881 x 1948981 x 2249861 x 7027567 x 8108731 x 14525237 x 51111761 x 110256001 x
1427145211x1475750641x2239000891x11737870057x25581350023%x29914249171x141405986837x
299113818931x56693904845761x77312552100349x758855846709601x11284732320255809%x14837
638311110071 x 22771730193675277 x 396530555859061913 x 459715689149916492091 x 39211413
30646275580183x77720275181800334933851x2984619585279628795345143571x62233081779326

83558580086481 x 26063080998214179685167270877966651.

On constate une progression rapide mais réguliére des nombres premiers obtenus,
qui doivent tous apparitre au fur et & mesure que la borne sur m (ici 40) augmente ;
en effet, si p est fixé, il apparait comme diviseur de <T>m(a) pour 'unique I'indice
m égal & l'ordre de 14 modulo p. Seul 29 est au carré ; le programme du §2.41
donne pour p < 10° les deux solutions 29 (m = 28) et 353 (m = 352). Toute
autre expérimentation numérique est analogue.

. N . T | N .
Ces observations sont trés insuffisantes, mais la probabilité = parait tout aussi ar-
p

bitraire car on est dans un cadre multiplicatif (comment factoriser A) et non dans
une structure additive de résidus modulo p. Or dés qu’elle serait par exemple en

peeel les conséquences seraient importantes, y compris pour les corps de nombres

pour lesquels les Ag(n) sont une généralisation trés canonique des gy(a) := Al(a).

8. Conclusion

Nous avons bien conscience du fait que les conjectures ci-dessus sont particuliére-
ment téméraires, mais nous avons essayé de donner un maximum de justifications,

0(1)

en particulier par le fait que lorsque les “probabilités” sont au plus en —=,
p

on ne

voit pas bien la possibilité d’une infinité de solutions p puisque la somme des z%

est trés petite (Zp22 515 =0.45, > ~100 515 = 0.0018, et >~ > 10000 p% =9.1079).
De toutes facons il reste le cas des nombres premiers p & décomposition mini-
male (cf. Définition B.I8 ou Remarque [6.4]), en nombre infini avec une densité
connue via le théoréme de Chebotarev, c¢’est-a-dire lorsqu’un unique caractére p-
adique irréductible 6 est concerné par la congruence Ag(n) = 0 (mod p), que p

est totalement décomposé dans le corps des valeurs C, et que le G-module L9 est
minimal.

Dans ce cas, le “nombre prévisible” de solutions p < B est a priori en
O(1)loglog(B) sur le seul plan analytique, sauf si les remarques du §[74l
aboutissent & des constantes, méme trés grandes.



Georges Gras 51

Mais s’il doit y avoir une certaine cohérence des mathématiques, on peut alors
croire que de telles conjectures (a priori inaccessibles & '’heure actuelle) sont
légitimes, comme la conjecture ABC' et ses nombreuses variantes. Voir par exem-
ple a son sujet le texte de Waldschmidt [W] pour 'importante liste d’applications
et conséquences qui montrent bien que les aspects diophantiens de la théorie des
nombres reposent sur un certain nombre de propriétés “structurelles” plus fortes
que celles habituellement accessibles, mais hélas difficiles.

De fait, ces conjectures suscitent de nombreuses propriétés, et il convient aussi
d’envisager de vastes expérimentations numériques.
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