
HAL Id: hal-00935365
https://hal.science/hal-00935365v1

Submitted on 3 Feb 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Le rôle de la fonction de Green dans une équation
elliptique non-linéaire avec l’exposant critique de

Sobolev
Olivier Rey

To cite this version:
Olivier Rey. Le rôle de la fonction de Green dans une équation elliptique non-linéaire avec l’exposant
critique de Sobolev. Comptes rendus de l’Académie des sciences. Série I, Mathématique, 1987, 305
(13), pp.591-594. �hal-00935365�

https://hal.science/hal-00935365v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


1987 - DEUXIEME SEMESTRE CHASAP-CHDBANISSN 0249-6291

COMPTES RENDUS
DE L'ACADÉMIEDES SCIENCES

TOME 305 SERIE ï N° 13 -
30 OCTOBRE 1987

Série I
MATHÉMATIQUE

gaulhier-villars



C. R. Acad. Sci. Paris, t. 305, Série I, p. 591-594, 1987 591

Équations aux dérivées partielles/PartiaZDifferentiaiEquations

Le rôle de la fonction de Green dans une équation elliptique
non linéaire avec l'exposant critique de Sobolev

Olivier REY

Résumé— Ci étant un ouvert borné régulier de RN, N ï: 5, on montre que pour tout point critique
non dégénéré x0 de la partie régulière de la fonction de Green relative au laplacien sur fi, il existe
une famille (uj de HÔ(Q) telle que —Awe= u'N+ 2,,(N~2)+sue uc>0 sur Q, et ue se concentre autourde x0 quand s>0 tend vers 0. On donne également la réciproque de ce résultat.

The rôle ofGreen's function in a nonlinear elliptic équation involving the critical
Sobolev exponent

Abstract — We show that for any non-degenerate critical point x0 of the regular part of Green's
function relative to the Laplacian on Ci, where Ci is a smooth and bounded domain in RN, N^ 5, there
exists a family (uc) of Hj(fi) such that —Aue= î4N+2>/(N_2l + EM£, uc>0 on Ci, and uc concentrâtes
around x0 as e>0 goes to 0. We prove a converse to this resuit.

1. INTRODUCTION. — On considère un ouvert borné et régulier £1 de RN, N^5, et on
s'intéresse aux problèmes :

où E>0 et (N—2)/>=N+ 2, c'est-à-dire que p+l est l'exposant critique pour l'injection
de H0(Q) dans Lp+ 1 (Q). On sait ([7], [6]) que pour Ee]0, À.J, où Xt désigne la première
valeur propre non nulle de l'opérateur —A sur H0(Q), (PE) admet toujours une solution
dans H0(Q). Il s'agit ici d'étudier un aspect du rôle particulier ([3], [9], [11]) que joue la
partie régulière de la fonction de Green dans ce type d'équations. On définit sur Q. la
fonction

où H(x, y)= (l/\x—y\N 2)—G(x, y) sur QxQ est la partie régulière de la fonction de
Green associée au laplacien sur Q :

8X étant la masse de Dirac en x, et p= (N—
2)mes(SN_1).

2. LA PARTIE RÉGULIÈRE DE LA FONCTIONDE GREEN. — On montre le théorème suivant :
THÉORÈME 1. — Soit x0 un point critique non dégénéré de (p. 77 existe £0>0 et une

application

telle que :
(a) Vse]0, s0[, ue est une solution dans H0(Q) de (PJ;
(b) | V ue |2 —* u5X0 quand s -> 0 au sens des mesures, avec

Note présentée par Haïm BREZIS.
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En fait, on démontre qu'il existe une applicationcontinue

telle que
(a) VÎG]0, 1], ut est solution de ÇPEt);
(b) s, -» 0 et | V ut |2 —^ tx5X0.quand t-*0.
Ce théorème fait jouer aux points critiques de cp un rôle particulier. L'importancede

ces derniers est renforcée par l'énoncé suivant, qui constitue une réciproque du premier
résultat :
THÉORÈME 2. — Soit (us) une famille de H0 (Q) telle que :
(a) uE est une solution de (Pe);
(b) | V uz \2 —»• uoxo quand s -> 0, où x0 eQ.
Alors x0 eQ, et x0 est un point critique de cp.

3. ÉTAPES DE LA DÉMONSTRATION. — On introduit pour 0<8<?t1 sur H0(Q)— {0} la
fonctionnelle C2 :

dont les points critiques, à un coefficientmultiplicatif près, vérifient

D'autre part, pour xeOet XeRÎ, on considère les fonctions

qui vérifient sur RN l'équation —AU=N(N—2)UPet leurs projections PU^ sur H0(Q)
qui vérifient sur D : -APU=N(N-2)UP.
On démontre alors la proposition :
PROPOSITION 3. — Pour xeQ, et XeR%, soit

En posant

où d=d(x, dQ.) et T0, r\0 sont des constantes strictement positives, on a l'équivalence :
(x, X, v) est un point critique de la fonctionnelle

si et seulement si u = PUX. x + v est un point critique de KE. Enfin, (x, X, v) sera un point
critique de JE sur M si, et seulement si, il existe (a, P, Yi, • -, Yn)eRN+ 2 fe' <lue •'
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En utilisant alors un argument développé par A. Bahri dans [3], on obtient le résultat
suivant :
PROPOSITION 4. — Il existe e1>0, T^O et une application C1 qui à

(e, x, X)e]0, EJXQXR^ tel que Xd>Tl associe B£I]leHj(£î) tel que

pour un certain (oc, p, yl5 . . ., yN)E xaeRN+2.

z;E x x
minimise JE (x, X, v) par rapport à v dans un voisinagede 0 dans HQ (Q), et est le

seul élément de Ex , dans ce voisinage tel que (*) puisse être satisfaite. On obtient de
plus une estimation sur u£ x x

(PE
x x -> 0 quand e -> 0 et X d -> + oo) qui permet d'établir :

THÉORÈME 5. - Pour v =vzxX et (a, P, Yi,
• -, YNHO, P, Yi, • -, YN)E,*,^ (*) est

équivalent au système :

où <» est une constante strictementpositive et V, W sont des fonctions continues de E, X, X
qui vérifient

dans le cas N=5, et des estimationscomparablespour les dimensions supérieures.
Ce théorème joue un rôle central, car aussi bien le théorème 1 que le théorème 2 en

sont des conséquences plus ou moins directes. Appliquant le théorème du point fixe de
Brouwer au système (7), compte tenu de (8), on obtient pour tout point critique non
dégénéré x0 de (p et s assez petit, l'existence de (xs) tendant vers x0 et (À.J tendant vers
l'infini quand E tend vers 0 tels que (xE, Xz) résolve (7).

satisfait alors, moyennant une normalisation, les conditions du théorème 1, et [10] assure
l'existencede 0'. Le théorème 2 se démontre également simplementà partir du théorème 5
et de la proposition suivante, qui s'établit, par exemple, en utilisant [12] :
PROPOSITION 6. — Soit (ue) une famille satisfaisant les hypothèses du théorème 2. Pour

£ assez petit, uE s'écrit sous la forme

quand E tend vers 0.
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La proposition 4 identifie immédiatement wE avec v^ x _x
/txe, d'où l'on déduit que

(xE, Xe) doit nécessairement résoudre (7). Les estimations (8) et les équivalences

permettentalors de conclure.
Note reçue le 6 juillet 1987, acceptée le 31 août 1987.
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