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Equations aux dérivées partielles/Partial Differential Equations

Le réle de la fonction de Green dans une équation elliptique
non linéaire avec ’exposant critique de Sobolev

Olivier Rey

Résumé — Q étant un ouvert borné régulier de RY, N= 5, on montre que pour tout point critique
non dégénéré x, de la partie réguliére de la fonction de Green relative au laplacien sur Q, il existe
une famille (u) de H{(Q) telle que —Au, =uN*2/N="2 4 ey u >0 sur Q, et u, se concentre autour
de x, quand £>0 tend vers 0. On donne également Ia réciproque de ce résultat.

The role of Green’s function in a nonlinear elliptic equation involving the critical
Sobolev exponent

Abstract — We show that for any non-degenerate critical point x, of the regular part of Green's
function relative to the Laplacian on Q, where Q is a smooth and bounded domain in RN, N2 5, there
exists a family (u) of H () such that —Au =uN+PN=2D ey u >0 on Q, and u, concentrates
around x, as £>0 goes to 0. We prove a converse to this result.

1. INTRODUCTION. — On considére un ouvert borné et régulier Q de RN, N>5, et on
s’intéresse aux problémes :
(P, —Au=uP+cu, u>0 sur Q; u=0 sur 0Q

ot €>0et (N—2)p=N+2, c’est-a-dire que p+ 1 est 'exposant critique pour 'injection
de Hj(Q) dans L' (Q). On sait ([7], [6]) que pour £€]0, A,[, o A, désigne la premiére
valeur propre non nulle de opérateur —A sur H} (Q), (P,) admet toujours une solution
dans H;(Q). Il s’agit ici d’étudier un aspect du réle particulier ([3], [9], [11]) que joue la
partie réguliere de Ia fonction de Green dans ce type d’équations. On définit sur Q la
fonction

¢(x)=H(x, x)

o H(x, y)=(1/|x~y|N"?)~G(x, y) sur QxQ est la partie réguliére de la fonction de
Green associée au laplacien sur Q :

VxeQ, —AG(x,.)=pd, sur £ G(x,.)=0 sur 0Q,
8 étant la masse de Dirac en x, et p=(N —2) mes (S¥1).
2. LA PARTIE REGULIERE DE LA FONCTION DE GREEN. — On montre le théoréme sutvant :

TuEoREME 1. — Soit x, un point critique non dégénéré de . Il existe €,>0 et une
application

0: 10, ol > H(Q), e—u

telle que :
(a) Vee]0, e[, u, est une solution dans Hj (Q) de (P);
(b) |Vu,|*— pd,, quand € > 0 au sens des mesures, avec

u:SNlZ et Szinf”“”p-l-l:lj IVMIZ.
Q

Note présentée par Haim Brezis.
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En fait, on déemontre qu’il existe une application continue
0’: 10, 1]-R* x H (Q)
tH (8[’ ul)

telle que

(@) Vtel0, 1], u, est solution de (P,);

(b) &, — 0 et |Vu,|*— pd,, quand t - 0.

Ce théoréme fait jouer aux points critiques de ¢ un role particulier. L'importance de
ces derniers est renforcée par ’énoncé suivant, qui constitue une réciproque du premier
résultat :

THEOREME 2. — Soit (u,) une famille de H} (Q) telle que :

(a) u_ est une solution de (P,);

(b) | Vu,|>— pd, quand € -0, ot xo€Q.

Alors xy€Q, et x4 est un point critique de .

3. ETAPES DE LA DEMONSTRATION. — On introduit pour 0<g<X, sur Hj(Q)—{0} la
fonctionnelle C? :

(1) Ke(u)z(j [u|p+1)‘(2/p+1)(J‘ lvulz_gj* uz)
Q Q Q

dont les points critiques, a un coefficient multiplicatif pres, verifient
(2) —Au=|ul""tu+eu sur Q.
D’autre part, pour xe€Q et AeR¥, on considere les fonctions

(3) U, 1=7\»(N—2)/2(1+l2| i ___x|2)(N—2?/2

qui vérifient sur RN équation —AU =N (N—2) U” et leurs projections PU, , sur Hg ()
qui vérifient sur Q : —APU=N(N-2) U?,
On démontre alors la proposition :

ProrosITION 3. — Pour xe€) et e R%, soit
P oP
(4) E, l={veH§,(Q)|<v, PU_, dui={(u PUL\ v, Uerl g (1<i<N) }
’ ' 0 oA Hcl) 5x,- Hcl)
En posant
(5) M={(x, X, 0)eQxR% xH{(Q) |veE, ,, Ad>T,, v|H(1}<n0}

ot d=d(x, 0Q) et Ty, n, sont des constantes strictement positives, on a I'équivalence :
(x, A, v) est un point critique de la fonctionnelle

J.:. M-R
0 {

£

(x, A, 1) K, (PU, , +v)

si et seulement si u=PU,_ , 4+v est un point critique de K. Enfin, (x, A, v) sera un point

critique de J, sur M si, et seulement si, il existe (o, B, vy, .« ., ¥,)€RY T2 tel que :
' N
(%) N=a® +B¥ + T v,
=1
ou

8xj

@:J VPU_. Vo, ‘P=j yPYsay, aj=J yPVsny,
0 - Q 5% Q
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En utilisant alors un argument développé par A. Bahri dans [3], on obtient le résultat
suivant :

ProposiTION 4. — Il existe €,>0, T,>0 et une application C' qui a
(e, x, M) €0, g1 x Qx R* tel que hd>T, associe v, . ,€Hg(Q) tel que
N

Gl
=1

J

Ve x2€E s et (J)=a@+P¥i+

pour un certain (o, B, Yo, - - -» Ve x. 2 ER .
U, . ; minimise J, (x, A, v) par rapport a v dans un voisinage de 0 dans Hj (Q), et est le

seul élément de E, , dans ce voisinage tel que (%) puisse €tre satisfaite. On obtient de
plus une estimation sur v, , , (v, ., = 0 quand € -0 et Ad — + o0) qui permet d’établir :

THEOREME 5. — Pour v=v, ., et (& B, vy, .-, Y =(% B, Y1» - - -» YN)e x, 20 (¥) est
équivalent au systéme : -

(7)

e

dN" 1o (x)=V(s, x, 1)
e 02 _wie x )

13 xN— 1

ou M est une constante strictement positive et V, W sont des fonctions continues de €, x, A
qui vérifient

1 ‘ 1 £
3 veo| Lie2adt|  W=o0 +
) |:).,d : ] [st“ x‘*ﬁ]

dans le cas N=35, et des estimations comparables pour les dimensions supérieures.

Ce théoréme joue un role central, car aussi bien le théoréme 1 que le théoréme 2 en
sont des conséquences plus ou moins directes. Appliquant le théoréme du point fixe de
Brouwer au systéme (7), compte tenu de (8), on obtient pour tout point critique non
dégénéré x, de @ et £ assez petit, existence de (x,) tendant vers x, et (A,) tendant vers
I'infini quand & tend vers O tels que (x,, A,) résolve (7).

(9) _ U= PUxa, he + vs, Xg, Mg

satisfait alors, moyennant une normalisation, les conditions du theoréme 1, et [10] assure
I'existence de 6’. Le théoréme 2 se démontre également simplement a partir du théoréme 5
et de la proposition suivante, qui s’établit, par exemple, en utilisant [12] :

ProposiTiON 6. — Soit (u,) une famille satisfaisant les hypothéses du théoréme 2. Pour
g assez petit, u_s écrit sous la forme

U, =0, PUxe, 2 T We

ou x,€Q, A,eR%, weE, ,,a.eRet
o, — a=(N(N—2))N-204

x, = Xxq€Q
A d, — o0
w,—0 dans H}(Q)

quand € tend vers Q.
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La proposition 4 identifie immédiatement w, avec v, , , /o, d’oil 'on déduit que
(x., A.) doit nécessairement résoudre (7). Les estimations (8) et les équivalences

o(x) ~(2d)*N ¢’ (x)| ~2(N—2)(2d)* ¥ quand d—0
permettent alors de conclure.
Note recue le 6 juillet 1987, acceptée le 31 aout 1987.
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