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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

◆♦✉s t❡♥♦♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ✈✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s✐①✐è♠❡ ❙❡✲
♠❛✐♥❡ ❞✬➱t✉❞❡ ▼❛t❤s✲❊♥tr❡♣r✐s❡s✱ à ●r❡♥♦❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❆▼■❊❙ ♣♦✉r ❧❡
s✉♣♣♦rt à ❧✬✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❡t ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❛✐▼♦❙✐◆❊ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛ss✉ré ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡✱ ❡♥ ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❡ ▼❛r✐❛♥♥❡ ❈❧❛✉s❡❧ ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ▼❛îtr❡✳ ◆♦tr❡ r❡✲
♠❡r❝✐❡♠❡♥t s✬❛❞r❡ss❡ ❛✉ss✐ à ❧❛ ▼❛✐s♦♥ ❏❡❛♥ ❑✉♥t③♠❛♥♥ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✈♦✐r ♠✐s à
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡s ❧♦❝❛✉①✳

◆♦✉s r❡♠❡r❝✐♦♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ■❋P ➱♥❡r❣✐❡s ◆♦✉✈❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❧❛ ♣❡r✲
s♦♥♥❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❉✉✈❛❧✱ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❝❡ s✉❥❡t✳ ▲❛✉r❡♥t ❛ été ❞ès ❧❡
❞é❜✉t très ❝❧❛✐r ❞❛♥s ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t à ❧✬é❝♦✉t❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣ré❝✐é ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s t❡♥✐♦♥s à
❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r✳

✶



❘és✉♠é

❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡ ♥♦s ré✢❡①✐♦♥s à ♣r♦♣♦s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ■❋P ➱♥❡r❣✐❡s ◆♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s✐①✐è♠❡ é❞✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❙❡♠❛✐♥❡ ❞✬➱t✉❞❡ ▼❛t❤s✲❊♥tr❡♣r✐s❡s✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞❡
❜✉rsts ✉❧tr❛s♦♥♦r❡s ✐ss✉s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝♦rr♦s✐♦♥ ❞✬é♣r♦✉✈❡tt❡s ❡♥
♠ét❛❧✳ ▲❡ ❜✉t ét❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✈✐s❛♥t
à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t②♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❝♦rr♦s✐♦♥✳ ❊♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡♥q✉êté❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♦♥ ❛
♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
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■❋P ➱♥❡r❣✐❡s ◆♦✉✈❡❧❧❡s ❡st ✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❡t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
❊❧❧❡ s✬♦❝❝✉♣❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣étr♦❧❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠❡r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣étr♦❧❡ s❡ ❢❛✐t à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t✉❜❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s✉❜✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦rr♦✲
s✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❣❛r❞é❡ s♦✉s ❝♦♥trô❧❡✳ ➚ ❝❡ ♣r♦♣♦s✱ ♦♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ét✉❞❡ q✉✐ ❞❛t❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✵✵ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥
❡st ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞✉ ✶✺✲✷✵✪ ❞❡s ❢✉✐t❡s ❞✬❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡s ❛✉ ❧❛r❣❡ ❞❡s ❝ôt❡s ❬✻❪✳ ❯♥❡
❢❛ç♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✉❧tr❛s♦♥♦r❡s é♠✐s❡s ♣❛r ❞❡s ❜❛rr❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳ ❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✏♥❛t✉r❡❧❧❡s✑
❞❡s t✉❜❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♣étr♦❧❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❞❡s ❜❛rr❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s
s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ✐♠♠❡r❣é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝✐❞❡✳ ▲❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞✉❡s à
❝❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✉❧tr❛s♦♥♦r❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s✱
é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t q✉✐ s♦♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣❧❛❝és
❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❜❛rr❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡

✸



❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣étr♦❧❡

Capteurs d'EA Milieu corrosif

Echantillon

métallique

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ➱♣r♦✉✈❡tt❡ ♠ét❛❧✲
❧✐q✉❡ ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦♠♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ❞✐s❝❡r♥❡r
❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s✬✐♥sèr❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ q✉✐ ✈✐s❡ à
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
t②♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❝♦rr♦s✐♦♥✳

✶✳✷ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s

P♦✉r ♠❡♥❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✺✵✵ s✐✲
❣♥❛✉① ✐ss✉s ❞✬♦♥❞❡s ✉❧tr❛s♦♥♦r❡s ❛♠♦rt✐❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✽ ❥♦✉rs ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬♦♥❞❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t✳ ❊♥ ✜❣✉r❡ ✸✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ s✐✲
❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s s✐❣♥❛✉① ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rr♦s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡✱ ✐❧s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
■❧ ❛ ❞♦♥❝ été ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞ét❡r♠✐♥é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t
❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱
s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r s❛ ❝♦rr♦s✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲
❢réq✉❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❧✉s ❜❛s ré✈è❧❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❜r✉✐tés ♣❛r ❧❛
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❯♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s

✷ ❖✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞✬♦❜s❡r✈❡r s♦♥ ❛❧❧✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❝✬❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♦s❝✐❧❧♦❣r❛♠♠❡✳
❖r✱ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ♦♥ ♣ré❢èr❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❧✉tôt q✉❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ✈❛ ❛✈♦✐r ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡✱ ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ ✶✽✷✷✱ ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t s✐❣♥❛❧
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f1 ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① s✐♥✉s♦ï✲
❞❛✉① ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s fn✱ t♦✉t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ f1 ✭❛♣♣❡❧é❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✮✳
❈❡s s✐❣♥❛✉① s✐♥✉s♦ï❞❛✉① ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ fn = nf1, n ∈ N

∗, s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ x(t) ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ✱ ♦♥ ♣❡✉t
❧✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x(t) = x0 + x1 sin(2πf1t+ ϕ1) + · · ·+ xn sin(2πnf1t+ ϕn), ✭✶✮

❛✈❡❝

x0 = ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧,

x1 = ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡,

x2 = ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ 2,

✳✳✳

xn = ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ n.

✺



❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x(t) = x0+A1 cos(2πf1t)+B1 sin(2πf1t)+· · ·+An cos(2πnf1t)+Bn sin(2πnf1t),
✭✷✮

❛✈❡❝

x0 =
1

T

∫ T

0

x(t)dt, An =
2

T

∫ T

0

x(t) cos(2πnf1t)dt,

Bn =
2

T

∫ T

0

x(t) sin(2πnf1t)dt.

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ♦♥ ❛ ✿

x2
n = A2

n +B2
n ❡t tan(ϕn) =

Bn

An
.

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s xi ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❛✉❞✐♦✱ ✈✐❞é♦✱ ❡t❝✳✳✳✮ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛♥❛❧②s❡✉r ❋❋❚✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❖♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛♥t ✉♥ t❡♠♣s T ❡t ♦♥ ❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐t ❡♥ ✉♥ s✉✐t❡
❞❡ N ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s x0 = x(0)✱ x1 = x(Te), . . . , xN−1 = x((N − 1)Te)✳
▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❡ ❢❛✐t à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ fe = 1

Te
❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ N

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✉r❡ ✉♥ t❡♠♣s T t❡❧ q✉❡ T = NTe = N
fe
✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ fe ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ fe ≥ 2B✱ B ét❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡
❧✬ét❡♥❞✉ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭✈♦✐r ❬✾❪✮✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝❛❧❝✉❧❡r N ♣♦✐♥ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡✉r ❛❜s❝✐ss❡ f(k) ❡t ❧❡✉r ♦r❞♦♥♥é❡ S(k)
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ ✭❚❋❉✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

✕ ❢réq✉❡♥❝❡ ✿ f(k) = kfe
N ✱ k = 0, . . . , N − 1✱

✕ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✿ S(k) = 1
N

∣

∣

∣

N−1
∑

n=0
x(n)e

−2nπik
N

∣

∣

∣
✳

✷✳✷ ❚❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❝♦✉rt
t❡r♠❡ ✭❚❋❈❚✮✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✏❧♦❝❛❧❡s✑ ❣râ❝❡
à ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ∈ L2(R)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❚❋❈❚ ❞❡
f ∈ L2(R) ❛✉ t❡♠♣s t ❡t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ η ♣❛r

Vf (η, t) =

∫

R

f(τ)g(τ − t)∗e−2iπητ dτ. ✭✸✮

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ P❧❛♥❝❤❡r❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✿

Vs(η, t) =

∫

R

f(ξ)ĝ(ξ − η)∗e2iπξt dξ.

✻



P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♦♥
❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ g ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❝♦♥❝❡♥tré❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❡s
❢❡♥êtr❡s ré❡❧❧❡s ❡t ♣❛✐r❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
s❛ ❚❋❈❚ ♣❛r

f(τ) =
1

‖g‖
2

∫∫

R2

Vf (η, t)g(τ − t)e2iπη(τ−t) dtdη, ✭✹✮

❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ |Vf (η, t)|
2 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (η, t) ❡st ❛♣♣❡❧é

❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳

✷✳✸ ❋✐❧tr❛❣❡

❯♥ ✜❧tr❡ S ❡st ✉♥ s②stè♠❡ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✿ ✐❧ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧
❞✬❡♥tré❡ x(k) ❡♥ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ y(k) ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✐❡♥t tr❛♥s♠✐s❡s✳
■❧s ❡①✐st❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ✜❧tr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ✜❧tr❡s ❛❞❛♣tés✱
❧❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❲✐❞r♦✇ ♦ù ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✸❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡
❝♦♥t❡①t❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❙❛✈✐t③❦②✲●♦❧❛② ✭✶✾✻✹✮ ❡t ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❡♠♣❧♦②❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♣❡r✲s♠♦♦t❤❡r ❞❡ ❏❡r♦♠❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✹✮✱ ✈♦✐r ❬✼❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❡t ❬✹❪ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❙❛✈✐t③❦②✲
●♦❧❛②✱ ❝❛r ✐❧ s✬❛✈ér❡r❛ êtr❡ ❝❡❧✉✐ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té à ♥♦s ❡①✐❣❡♥❝❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
✜❧tr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ 2M+1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s N ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡♥trés ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
x(n0) ❀

✕ ❖♥ ✜①❡ ✉♥ ❞❡❣ré d < M ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ❡t ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

Ed =

n0+M
∑

n=n0−M

( d
∑

k=0

akn
k − x(n)

)2

.

✕ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❛r y(n0) = a0✱ ❡t ♦♥ ré♣èt❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t n0 ❡♥tr❡ 0 ❡t N−1 ✭♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡t N−1 ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✮✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s M ❡t d✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d ❡st ❧❡ ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t ❝❤♦✐s✐ é❣❛❧ à ✷ ♦✉ ✸✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ M ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳ ❙✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ♣✐❝s✱ ✉♥
❝❤♦✐① ♥❛t✉r❡❧ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ 2M + 1 é❣❛❧ à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r ❞✉ ♣✐❝ ❧❡
♣❧✉s ✜♥✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r M ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s
❧✐ss❡ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣❡r❞r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣✐❝s ❧❡s ♣❧✉s ✜♥s✳ ❊♥ ✜❣✉r❡
✹✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ✭r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❤❛✉t ❞❛♥s ✉♥
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❙❛✈t③❦②✲●♦❧❛② ✭❛✉ ❝❡♥tr❡✮
❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏s✉♣❡r✲s♠♦♦t❤❡r✑ ✭❡♥ ❜❛s✮✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N

♣♦✐♥ts✱ ❛✈❡❝ N ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2200 ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ à été ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s d = 3 ❡t M = 20✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❙❛✈✐t③❦②✲●♦❧❛② ❡t
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❬✽❪✳

✼
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❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ▲✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❛✈❡❝ ❙❛✈✐t③❦②✲●♦❧❛② ❡t ✏s✉♣❡r✲s♠♦♦t❤❡r✑✳ P❛✲
r❛♠ètr❡s ✿ N ∼ 2200✱ d = 3✱ M = 20✳

✷✳✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X = {x1, x2, ...xn} ❞❡ n ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✜①é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❧❡ ❜✉t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ sé♣❛r❡r X ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ C = {c1, c2, ...cm} s✉✐✈❛♥t ❧❡s
✓♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✔ ♦❜s❡r✈és✳ ❈❡ ♥✉❛❣❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ sûr ❛✈❡❝ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡s ❞❡♥s✐tés✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❜✉t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ✭♦✉ m

♣♦✐♥ts✮ ❡t à ❝❧❛ss❡r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧❛ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥té❡ ❝❤❡③
s❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✭✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✉♥ ✈r❛✐ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✮✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡s ρ2✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ρ2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ét❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt
❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡s ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲❝❧❛ss❡s ✿

ρ2 =
σ2
ȳ

σ2
y

, σ2
ȳ =

∑k
x=1 nx(ȳx − ȳ)2

n
, σ2

ȳ =

∑

i(yi − ȳ)2

n
,

♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s yi✱ i = 1, . . . , n s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ k ❣r♦✉♣❡s ♣❛r❛♠étrés ♣❛r x =
1, . . . , k✱ ȳ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s yi ❡t ȳx ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
x✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝❛r❞✐♥❛❧ nx s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ n =

∑

nx✳

✽



❘❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✺❪✮

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❳ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝r✐tèr❡
❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞ ✿ ❉❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳

✕ ❆✈❛♥t❛❣❡ ✿ ◆✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❡ s✐❣♥❛❧ ✿ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✕ ■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳✳✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✳ ■❧ ② ❛ é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr♦♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡s✳
▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞ ❞♦✐t êtr❡ r♦❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❜r✉✐ts✮
❞✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡s ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ➚ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
à ❧✉✐ s❡✉❧✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ∆ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✳
❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✈♦✉❧✉✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲❝❧❛ss❡ ✴ ❋✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s

P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t✱ à ❧✬ét❛♣❡ ♥ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ (Ci)i∈In ✭✉♥❡ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ❞❡ X ✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té
✐♥t❡r✲❝❧❛ss❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∆(C1, C2) = min
x∈C1, y∈C2

d(x, y) ✭✺✮

∆(C1, C2) = max
x∈C1, y∈C2

d(x, y) ✭✻✮

✾



♦✉ ❜✐❡♥
∆(C1, C2) = moyenne

x∈C1, y∈C2

d(x, y) ✭✼✮

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L2 s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡✳ ❈❡tt❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s à ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✿
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❡♥tr❛î♥❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧ r❡❧❡✈é ✭❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡✮ s✉✣t ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
L2 ✐♥❛❞éq✉❛t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✮ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
✧❢♦rt❡✧ ❞✐st❛♥❝❡ L2 ❡♥tr❡ ✷ s✐❣♥❛✉① ❜r✉✐tés ✿ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s
♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳

✸ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s

✸✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❡rt✐♥❡♥ts

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱
❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ◆♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ été s✉rt♦✉t ✏❡①♣❧♦r❛t♦✐r❡✑✱ ♥❡ ❞✐s✲
♣♦s❛♥t ♣❛s ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❛♣♣❛r❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧s ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs q✉✬♦♥ ❛ t❡sté ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✳

✸✳✶✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❢ré✲
q✉❡♥t✐❡❧❧❡s

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❛ été ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉
♣✐❝ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ✜❣✉r❡ ✻✱ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
✈✐❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s 3 ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❡♥ ❛②❛♥t ♥♦r♠❛❧✐sé ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❝♦rré✲
❧❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡s✱ q✉✐ ❝✬❡st ❛✈éré❡ êtr❡ é❣❛❧❡ à ✻✳✾✹✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ❝❤❡r❝❤é à
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s✐ ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♣♦✉✈❛✐t ❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ❙✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡
s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❧✐ssé ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡s✱ q✉✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ✹✳✽✾✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❧é❣èr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès
❧✐ss❛❣❡

✶✵



✸✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s
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Intra−cluster variance/inter = 121.6167
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❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t s❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛✈❛♥t ❡t
❛♣rès ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❝♦♠♠❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣✐❝✳ ❉❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✼ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r✱ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s
3 ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✱
❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t
❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s❡✉❧ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐❝ ♣❛r❛ît ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳

P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥ ❛ ❡ss❛②é✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱
❞❡ ❧✐ss❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❧✐ss❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣s♠✉ ❞❡
♠❛t❧❛❜ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣❡r s♠♦♦t❤❡r ❞❡ ❋r✐❡❞✲
♠❛♥✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✬♦♥t ♣❛s été ❞✉ t♦✉t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ✿ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽ ♦♥ tr♦✉✈❡
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣✐❝ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛✈❡❝ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❀ ♦♥ ② tr♦✉✈❡
❛✉ss✐ r❡♣♦rté ❧✬✐♥❞❡① ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✳
▲✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❤❛✉t ❡st ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ❡t
❝❡❧❧❡ ❞✬❡♥ ❜❛s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ✏s✉♣❡r s♠♦♦t❤❡r✑ ❀ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❧✐ss❛❣❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ tr♦♣ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ❡♥ ♣❡r❞❛♥t tr♦♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❖♥ s✬❡st ❞♦♥❝ t♦✉r♥é ✈❡rs ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ q✉✐ ❣❛r❞❡ ♠✐❡✉① ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡✱
❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❙❛✈✐t③❦②✲●♦❧❛②✱ ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡s d = 3 ✭❧❡
❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✮ ❡t M = 20 ✭❧❛ ❞❡♠✐✲❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡✮✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❡st r❡♣♦rté ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❀ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾ ♦♥ ✈✐s✉❛❧✐s❡ ❧❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = 3
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t k = 4 s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t s❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱
s❛♥s ✜❧tr❛❣❡✱ ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❙❛✈✐t③❦②✲●♦❧❛② ❡t ❛✈❡❝ ✜❧tr❛❣❡ ✏s✉♣❡r✲s♠♦♦t❤❡r✑
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❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
✜❧tré ❛✈❡❝ ❙❛✈✐t③❦②✲●♦❧❛② ❡♥ tr♦✐s ❡t q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ s❛♥s ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ✭❙❱❉✮

❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧✱ ♣❧❛ç♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A ∈ Rn×m✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ A:j ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s m = 1448
❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✳ ❯♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ♥❂✹✵✾✻ ✈❛❧❡✉rs ✭❋✐❣✳ ✶✵✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ▼❛tr✐❝❡ A ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ à ❧✬✓ ❛✈❡✉❣❧❡ ✔ ❡st
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t
❞♦♥❝ s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t❡✉r s❡r❛ ❞❡ ✷✵✹✽✳

Pré✲tr❛✐t❡♠❡♥t

❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és✳ ❊♠♣✐r✐q✉❡✲
♠❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tr❛✐✲
t❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉
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s♣❡❝tr❡ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❙♦✐t B✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲s♣❡❝tr❡ ❞❡ A ✭❋✐❣✳ ✶✶✱ ♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳

Fkj = ei2π
(k−

1
2
)(j− 1

2
)

n , k = 1 . . . n, j = 1 . . . n

Bkj = log (ǫ+ |FA|kj) , n2 =
n

2
, k = 1 . . . n2, j = 1 . . .m, ǫ = 10−15,

200 400 600 800 1000 1200 1400

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

200 400 600 800 1000 1200 1400

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✕ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ B ∈ Rn2×m ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ✭✐✳❡✳ B ♥♦r♠❛❧✐sé❡✮

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥ ♦✛s❡t s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❥✉❞✐❝✐❡✉①
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r✴❝❡♥tr❡r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ q✉✐ s❡r❛ st♦❝❦é ❞❛♥s C ✭❋✐❣✳ ✶✶✱
♣❧♦t ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✱

Ckj =
Bkj

1
n2

∑n2

k=1 Bkj

− 1, ❞♦♥❝
n2
∑

k=1

Ckj = 0j , k = 1 . . . n2, j = 1 . . .m

❊♥✜♥✱ ✐s♦❧❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ s✐t✉é❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 30 ❡t 335 ✿ X = C30:335,: ✭❋✐❣ ✶✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✕ ▼❛tr✐❝❡ ❳

❉ès ❧♦rs✱ ♥♦✉s ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❧✉s q✉❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✳

❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮

❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❙❱❉ s✉rX✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

X = UDV, D = ❞✐❛❣, U ′U = V ′V = I

✶✹



❡t q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ s✉✐✈❛♥t✱

X(0) = X, ❛r❣♠✐♥
U:,1,D1,1,V1,:

||X(0) − U:,1D1,1V1,:||F

X(1) = X(0) − U:,1D1,1V1,:, ❛r❣♠✐♥
U:,2,D2,2,V2,:

||X(1) − U:,2D2,2V2,:||F

X(2) = X(1) − U:,2D2,2V2,:, ❛r❣♠✐♥
U:,3,D3,3,V3,:

||X(2) − U:,3D3,3V3,:||F

. . . . . .

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ✿ D1,1 ≥ D2,2 ≥ D3,3 ≥ · · · ≥ Dm,m

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✸✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ X
❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛♥❣ ✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❳ ❛✈❡❝ ✶✱✷✱✸✱✹ ❡t ✺ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❧♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❧♦❣ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s✳

➚ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧♦t ❞✉ ❧♦❣ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡
♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐❢✮✱ ❡st
♣♦rté ♣❛r ❡♥✈✐r♦♥ ✻ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳

✶✺



0 50 100 150 200 250 300 350
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 500 1000 1500
−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✕ ▲❡s ✸ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s U:,1:3 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❛♥s✐ q✉❡
❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és V1:3,: ✭à ❞r♦✐t❡✮ ✳ ❘♦✉❣❡❂✶✱ ❱❡rt❂✷ ❡t ❇❧❡✉❂✸ è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳

➚ ❡♥ ❥✉❣❡r V1:3,: ✭❋✐❣✳ ✶✹✮✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❡①✐st❡r ✹ ❝❧❛ss❡s✱ ✈✐s✐❜❧❡♠❡♥t très ❝♦rré❧é❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✮✳
❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Xr = V1:6,: ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r êtr❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐❢✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✶✺
✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❦✲♠❡❛♥s s✐ ♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐①
❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✭❦✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺ ✕ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡Xr ✈✐s✉❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ✸ ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳
▲❡s tr♦✐s ♣❧♦t ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r s♦♥t ❧❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ✸✱ ✹ ❡t ✺ ❝❧❛ss❡s✳

❑❡r♥❡❧ ▼❉❙

❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ▼❉❙ ✭▼✉❧t✐✲❉✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ❙❝❛❧✐♥❣✮ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ P❈❆ à
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡s
♦❜❥❡ts✱ ♠❛✐s ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐st❛♥❝❡s ♣❛✐r à ♣❛✐r ✭st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡
à ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♥✉❧❧❡✮✳ ❯♥ ❦❡r♥❡❧ ▼❉❙ r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡

✶✻



♣❛ss❛❣❡ ❡♥tr❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té✴❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
φ✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❧❡✐♥❡s X✱ ♦✉ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ré❞✉✐t❡ Xr ✭❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝ré❡r Y ✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❝❡♥trés✱

Y =

{

X ′ − um♠❡❛♥(X ′)

X ′
r − um♠❡❛♥(X ′

r)
, um = 1 ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s 1

P✉✐s Z✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m×m✱

Z = Y Y ′.

M ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛✐r à ♣❛✐r✱ ♦ù Mii = 0 ❡t Mij = Mji✱

M = ❞✐❛❣(Z)u′
m + um❞✐❛❣(Z)′ − 2Z.

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Z ❣r❛❝❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ❚♦r❣❡rs♦♥✱

Z = −
1

2

(

I −
uu′

u′u

)

M

(

I −
uu′

u′u

)

.

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ét❛✐❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✭
∑

j Y
2
kj = 1k✮✱ ❛❧♦rs |Zkj | ≤ +1 ✶✳

▲✬✐❞é❡ ❞✉ ▼❉❙ ❡st ❞❡ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ M ✱ ♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥

♥♦②❛✉ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ φ t❡❧ q✉❡

{

φ(0) = 1

φ(∞) = 0
❡t ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ t②♣❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ▼❉❙ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ❋✐❣✳✶✻ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♣rés❡♥tés ❋✐❣✳✶✼✳

✶✳ Zkj = +1 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é✱ 0 ❞é❝♦ré❧❧é✱ ❡t −1 ❛♥t✐❝♦rré❧é✳

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ rés✉♠❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛s♣❡❝ts ❞✉ ▼❉❙✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s
♥♦✐r❡s✱ ✈❡rt❡s✱ ❜❧❡✉❡s ❡t r♦✉❣❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛♣s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡s✱ ❞✬♦r❞r❡ 1

2 ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✕ Pr❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t
▼❉❙ ✿ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❚❨P❊ ✶ ❡t ❚❨P❊ ✷✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ

❡st ✜①é t❡❧ q✉❡ ♠❡❛♥(φ(M)) = 1√
d
✱ ❛✈❡❝ d = 6 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥

❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ rés✉❧t❛ts ❞✉ ▼❉❙ ♦✛r❛♥t ❧❡ ✈✐s✉❡❧ ❧❡ ♣❧✉s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❚❨P❊ ✶✮✳

✶✽



✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t❡✉r ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡ ✉s✉❡❧s ✭♠❡❛♥✱ ♠❡❞✱ ♠❛①✱
❡t❝✳✳✳✮✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ✷ t②♣❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✳ ❯♥ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
♣❛r q✉❛♥t✐❧❡s ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛① ❡st ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✹ ❣r♦✉♣❡s ✐❞❡♥t✐✜és✳

❉❡s❝r✐♣t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡

▲❡s q✉❛♥t✐❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♦✛r✐r
✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐❢ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡s ✽ ♦❝t✐❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s✐❣♥❛✉①✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ à ✽ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛♥t✐❧❡
❝❤♦✐s✐ ❡st ❧✐♠✐té à 2k ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡
✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é❞✐❛♥❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ✜①❡r♦♥s k à 3✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✶✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✱ ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✕ ▼ét❤♦❞❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♦❝t✐❧❡s✱ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

✸✳✹ ❉❡s❝r✐♣t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠❛①

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X✱ ♣✉✐s ♦❜s❡r✈♦♥s ✷ s✐❣♥❛✉① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✷ ❝❧❛ss❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❋✐❣✳ ✶✾✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✕ ❉❡✉① s✐❣♥❛✉① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✷ ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉ ❡st à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✵✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ❡st à ✶✺✸✳ ❆✜♥ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♥❡ r❡t❡♥✐r
q✉❡ ❧✬✐♥❞❡① ❞✉ ♠❛① ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r
❞✬❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✶✷ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✭❋✐❣✳ ✷✵✱ ♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✵ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✶✷ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✷ s✐❣♥❛✉① ✭❜❧❡✉
❡t ✈❡rt✮ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✷ ❝❧❛ss❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ P♦s✐t✐♦♥s tr✐é❡s✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭■✮ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♠❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭❋✐❣✳ ✷✶✮✳

❬t♠♣ ✱ ✐❞①❪ ❂ s♦rt✭❳✱ ✬❞❡s❝❡♥❞✬✮
❨ ❂ ✐❞①✭✶ ✿✶✷✱ ✿✮

✷✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭■✮ ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭■■✮ ❝♦♥s✐st❡ à tr✐❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ✭❋✐❣✳ ✷✵✱ ♣❧♦t
❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳

❨✷ ❂ s♦rt✭❨✮

❨✷ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ✭à ✶✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s❡♠❜❧❡
♣❧✉s r♦❜✉st❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❦✲✐♥❞❡① s♦♥t tr✐é❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ t❡♥t❡
✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs tr❛❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭■■✮ ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❊♥✜♥✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭■■✮✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ❞❡s✲
❝r✐♣t❡✉r à ✷ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Y 2 ❞❛♥s L1 ✭♠ét❤♦❞❡ ■■■✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✱

Wk1 = 1, Wk2 = k, k = 1 . . . 12, ❛r❣♠✐♥
Y

||WY ′ −X||1

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡❧❛ ✭♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐tér❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k = 1 . . .m✳

D(k) = ❞✐❛❣
(

1
ǫ+|WY ′

k,:−X:,k|

)

Yk,: = (W ′D(k)W )−1W ′D(k)X:,k

✷✶



❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡s ✷ ♣❛r❛♠êtr❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❣❡♥r❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❯♥ ♣❧♦t ❞❡ ❝❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r à ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❞♦♥❝ s❛♥s ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❡st ♣rés❡♥té ❋✐❣✳ ✷✸✳ ❈❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r s❡♠❜❧❡ ♦✛r✐r ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✓ ❛✈❡✉❣❧❡s ✔✳

0

5

10

15

20

0 50 100 150 200 250 300

❋✐❣✉r❡ ✷✸ ✕ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r à ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡s ✭■■■✮

❆♣♣r♦❝❤❡ ❚❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡

▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré✈é❧❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❢ré✲
q✉❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ét✉❞✐é ✭❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr❛✐♥s ❞✬♦♥❞❡s s✉❝❝❡ss✐❢s
✭♦✉ ✏❜✉rsts✑✮✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t s✐t✉és à ♣❡✉ ♣rès à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜✉rst✱ q✉✐ ❡st ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡s
❜✉rsts s✉✐✈❛♥t ♣♦✉✈❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ♥❡ ♣♦rt❛♥t
♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✹ ✕ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ tr♦✐s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡✳

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❡ss❛✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♣❧❛♥ t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧✳ ▲❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦♥t ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❦✲♠❡❛♥s
❛✈❡❝ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✺✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❞é❝❡✈❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❜✐❡♥
❞✐st✐♥❝t❡s✳
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Intra−cluster variance/inter = 148.6649

 

 

Cluster 1

Cluster 2

Cluster 3

Centroids

❋✐❣✉r❡ ✷✺ ✕ ▲❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥és r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❦✲
♠❡❛♥s✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▼❛❧❣ré ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s
♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞û à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝✲
t❡✉rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ s❡♠❜❧❡ st❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥❝ ❡♥❝♦✉r❛❣é à ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡s s✐❣♥❛✉①✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭♦✉ ❞✬✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✮ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥♦s s✐❣♥❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s✱ ❛♠♦rt✐❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❞é♣❡♥❞r❛ ❛✐♥s✐
❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s (α, β, ω) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ✿

fα,β,ω(t) = β cos(2πωt)e−αt, t > t0. ✭✽✮

❯♥ r❛♣✐❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

|f̂α,β,ω(ν)| =
2β

|α+ 2iπ(ν − ω)|
. ✭✾✮

❯♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❛t❧❛❜ ❛✈❡❝
❧❡s ♦♣t✐♦♥s ♣❛r ❞é❢❛✉t✮ s✉r ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉①
♣❛r ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✻ ♠♦♥tr❡
❛✐♥s✐ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ♠♦❞é❧✐sé

✷✹



❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✱ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ✭♦♥ ♥✬❛ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✻ ✕ ❉❡✉① s♣❡❝tr❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✱ ❛✈❡❝
❧❡✉r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮✳

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✱ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
✷✼ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ (α, β, ω)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ❞❡❝r✐♣t❡✉rs✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❧✬♦♥ ❝♦❧♦r✐❡ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✼ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✺ ❡t ✻ ❝❧❛ss❡s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡s
❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❞❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r
❛ss❡③ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉①✳
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Intra−cluster variance/inter = 9.3966
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Intra−cluster variance/inter = 17.7945
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❋✐❣✉r❡ ✷✼ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❦✲♠❡❛♥s ✉t✐❧✐s❛♥t
✻ ❡t ✺ ❝❧❛ss❡s✳

P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥✲
t❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ (α, β, ω)✱ ♠❛✐s ❡♥ ❧❡s ❝♦❧♦r✐❛♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ ✏à ❧✬♦❡✐❧ ♥✉✑ s✐ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①
str✉❝t✉r❡s ✈✐s✐❜❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✽ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

✷✺



❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❜❛s✐q✉❡s ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ s♣❡❝tr❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉①
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❡t ❝♦❧♦r✐és s❡❧♦♥ ❧❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❦✲♠❡❛♥s✱
❛✈❡❝ ✺ ❝❧❛ss❡s✳

❋réq✉❡♥❝❡ ❡t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

◆♦s s✐❣♥❛✉① ❛❝❝♦✉st✐q✉❡s ét❛♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ♠♦❞✉❧é❡s ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞✬❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♣❡❝tr❛❧❡s q✉❡ ❧❡✉r
s♣❡❝tr❡ ♦✉ ❧❡✉r s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧
❛♥❛❧②t✐q✉❡ fa = (I + iH)f ✱ ♦ù H ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❈❡tt❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❧❡✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥
s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✬é❝r✐✈❛♥t fa(t) = a(t)e2iπφ(t)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
✐♥st❛♥t❛♥é❡ φ′(t) ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ a(t) q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✾ tr❛❝❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s❡♠❜❧❡ q✉❛s✐♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❛❧♦rs q✉❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡ss✐♥❡ ❞❡s ♣✐❝s ❛♠♦r✲
t✐s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜✉rsts ✈✐s✉❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ❝r✐♣t❡✉rs t✐rés ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❜✉rsts✱ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✱ ♦✉ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s
❣r❛♥❞❡✉rs✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❡✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ t❡st❡r ❞❡ t❡❧❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✾ ✕ ❯♥ s✐❣♥❛❧ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✐♥st❛♥t❛♥é❡s✳ ❉❡
❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ✿ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✜❧tré✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t s❛ ❢réq✉❡♥❝❡
✐♥st❛♥t❛♥é❡s✳

✸✳✺ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ s♣❡❝tr❡s

✸✳✺✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❜❛sé❡ s✉r ♠♦♠❡♥ts

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♦✉
❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❆ ❝❡ ♣r♦♣♦s✱ ♥♦tr❡
♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❞❡ t❡❧s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✬♦♥ ❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts✳ ❇r❡❢✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣r♦❝é❞❡r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❝❧✉st❡rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s♣♦s❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠♦♠❡♥ts✱ ♦♥ ❡st t❡♥té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦♠❡♥ts ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✳
❈❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❞r❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ t♦✉s ♣❡✉✈❡♥t ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞✬❛✉tr❡s
♦r❞r❡s q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ❆✜♥
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❢♦r♠és✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❛s ♠❛❧ ❝❧❛ssés✱ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r
q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❞❡s ♣✐st❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳

▼♦♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡①♣❧♦✐t❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ré❡❧s✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r r ∈ R

+✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ X ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥t✐♥✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥
♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ r✱ r ∈ R s✐ ✿
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m(r) = E(Xr) =

∫ ∞

0

xrf(x)dx, ❛✈❡❝ E(Xr) < +∞,

✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺❪✮✳
▲❡s ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s r = 1✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱

♦✉ ❧❡ ❝❛s r = 2 q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✿ σ2 = m(2)−(m(1))2✳
P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡
f ✱ s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts xi✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♥♦♥ ♣❛s à mr✱ ♠❛✐s à s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r m̂(r) ✿

m̂(r) =
1

n

n
∑

i=1

xr
i f(xi).

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧✉st❡rs

❆✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥✈✐r♦♥ ✶✺✵✵ ♠♦♠❡♥ts ♣♦✉r
✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✱ s♦✐t ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s

❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
(

m̂(r)
)1/r

♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts
❛✈❡❝ r = 0, 5, 1, 0, 1, 5, 2, 0, 2, 5, 3, 0, 3, 5, 4, 0, 4, 5✱ ❡t 5, 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡
♥♦r♠❛❧✐sé ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r à tr❛✐t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s✳

➚ ❧❛ sér✐❡

(

(

m̂
(r)
i

)1/r

, i = 1, . . . , s

)

✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ sér✐❡ (yi,r)

❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r i ❂ ✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ s ♣❛r ✿

yi,r =

[

(

m̂
(r)
i

)1/r
]′

=

(

m̂
(r)
i

)1/r

− 1
s

∑s
j=1

(

m̂
(r)
j

)1/r

[

1
s−1

∑s
i=1

(

(

m̂
(r)
i

)1/r

− 1
s

∑s
j=1

(

m̂
(r)
j

)1/r
)2

]1/2
✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✸✱ ❡st ❧❡ r❡❣r♦✉✲
♣❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❛r❞ ♦✉ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡✱ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶❪✮✳

❆✈❡❝ ❝❡s ♦✉t✐❧s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✵✳
❖♥ ② r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ♣❛s
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳ ■❧ r❡st❡ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♦ù ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t s✉♣❡r♣♦sé❡s✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t à s♦✉❧✐❣♥❡r ❞❛♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❧♦rsq✉❡
❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❣r❛♣❤✐q✉❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞✐s♣❡rsés q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
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✭❛✮ ▼♦♠❡♥ts ✶✱ ✷✱ ❡t ✸

✭❜✮ ▼♦♠❡♥ts ✷✱ ✸✱ ❡t ✹

❋✐❣✉r❡ ✸✵ ✕ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✸ ❝❧✉st❡rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s tr♦✉✈é❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❆❉▲✮✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷❪✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té✳ P♦✉r ✜♥✐r ♥♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❛s ♠❛❧
❝❧❛ssés ♣❛r ❧✬❆❉▲✳

❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉
r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐st❡s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

✷✾



♠♦♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▲❛ ❚❛❜❧❡ ✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❞❡s

♣✐st❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❛s ♠❛❧ ❝❧❛ssés ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é s✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♥❡✉✈✐è♠❡ ❡ss❛✐ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡
❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡ss❛✐s ✶✵✱ ✶✶✱ ❡t ✶✷✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧✬❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛s ♠❛❧ ❝❧❛ssés✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st
♣❛s ✈ér✐✜é ✿ ❝♦♠♣❛r❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡ss❛✐s ✷ ❡t ✸✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s ♠❛❧
❝❧❛ssés ✿ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛té❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❡ss❛✐s q✉✐ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡♥t ❛✈❡❝ ✵✱✺ ❡t ✶✱✵✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ❛✈❡❝ ✷✱✵✳ P♦✉r rés✉♠❡r✱ s✬✐❧ ② ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❛s ♠❛❧ ❝❧❛ssés✱
❝❡ ❢❛✐t ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝❡♠❡♥t ❧✐é à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡ss❛✐ ✾
❧❡ ♠♦♥tr❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♣❧✉s ❜❛s ♦✉ ♣❧✉s é❧❡✈és✳

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡ss❛✐ ✾✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts r❡✈✐❡♥t à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❛s ♠❛❧ ❝❧❛ssés s❡❧♦♥ ❧✬❆❉▲ ✭❝❡ ❝r✐tèr❡
♣♦✉rr❛✐t ❝❤❛♥❣❡r s✐ ♦♥ ❞é❝✐❞❛✐t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s ❝❧❛ss❡s✮✳ ◆♦t♦♥s ❜✐❡♥ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ❛♥❛❧②sé q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛ss❡③ ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡s
❞❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬❛✉tr❡s ♠♦♠❡♥ts
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✶✱✶✱ ✶✱✷✱ ❡t❝✳✳✳✮✳

✸✵



❊ss❛✐s ❱❛r✐❛❜❧❡s ✭♦r❞r❡s ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✮ ❈❛s ♠❛❧ ❝❧❛ssés ✭✪✮
✶ ✵✱✺✱ ✶✱✵✱ ❡t ✶✱✺ ✾✱✾✻

✷ ✵✱✺✱ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ❡t ✷✱✵ ✺✱✹✽

✸ ✵✱✺✱ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ❡t ✷✱✺ ✻✱✶✽

✹ ✵✱✺✱ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ❡t ✸✱✵ ✻✱✵✹

✺ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ❡t ✷✱✵ ✻✱✾✽

✻ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ❡t ✷✱✺ ✹✱✻✹

✼ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ❡t ✸✱✵ ✹✱✻✻

✽ ✶✱✵✱ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵✱ ❡t ✸✱✺ ✸✱✺✶

✾ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ❡t ✷✱✺ ✶✱✾✸

✶✵ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ❡t ✸✱✵ ✸✱✼✽

✶✶ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵✱ ❡t ✸✱✺ ✷✱✽✸

✶✷ ✶✱✺✱ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵✱ ✸✱✺✱ ❡t ✹✱✵ ✷✱✷✼

✶✸ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵ ✸✱✹✶

✶✹ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵✱ ❡t ✸✱✺ ✷✱✽✽

✶✺ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵✱ ✸✱✺✱ ❡t ✹✱✵ ✸✱✽✹

✶✻ ✷✱✵✱ ✷✱✺✱ ✸✱✵✱ ✸✱✺✱ ✹✱✵✱ ❡t ✹✱✺ ✹✱✽✵
✵✳✵ ✷✳✺ ✺✳✵ ✼✳✺ ✶✵✳✵

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧✉st❡rs s❡❧♦♥ ❧✬❆❉▲

✸✳✺✳✷ ❘❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣✉ ❧✬♦❜s❡r✈❡r✱ ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡✲
♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ♥✬❛ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ♣♦rté s❡s ❢r✉✐ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ t❡sté ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L2 ♣♦✉r
♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❡♥tr❡
s♣❡❝tr❡s ✭❡♥ ♠♦❞✉❧❡✮✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡st très ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❡t tr❛♥s♣♦rt ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✮
❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s❡ s♦✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s µ ❡t ν s✉r R ❞❡ ♠ê♠❡
♠❛ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr❛♥s♣♦rt❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡
µ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ν s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬✉♥❡
♠❛ss❡ m s✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ✈❛✉t dp ×m✳ ■❝✐ p ≥ 1✳ ❙✐ p = 1 ❧❡ ❝♦ût ❡st ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ♠❛ss❡ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡✉❧❡r✐❡♥ ♣❛r s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ t♦t❛❧ ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ✭q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✮✳

✸✶



❖♥ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t Wp(µ, ν) ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Wp(µ, ν)
p = inf

T∈T (µ,ν)

(
∫

R

|T (x)− x|p dµ(x)

)

♦ù T (µ, ν) = {T : R → R ✿ ✧❚ ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ s✉r ν✧⑥❂{T : R → R :
T#µ = ν⑥✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés µ ❡t ν s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ✧♠❛ss❡✧✳
■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ très ❢♦rt❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉ ❜r✉✐t q✉✐ ❡st ✉♥ ❢♦rt ♣❡rt✉r❜❛t❡✉r ❞❡ ✧♠❛ss❡✧✱ ❡t q✉✐
❞♦♥❝✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s s✐❣♥❛✉① r❡♥♦r♠❛❧✐sés✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s
❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
♠❛ss❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❧❡r✐❡♥♥❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s
❝❤❛♥❣é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs t❡st❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✭❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ L2✮ ❞✬êtr❡ r♦✲
❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❞❡♥s✐tés tr❛♥s❧❛té❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❡st é❣❛❧❡ à |c|✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✶ ✕ ❚r❛♥s♣♦rt ♦♣t✐♠❛❧ ❛✈❡❝ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❞❡✉①
s✐❣♥❛✉①

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡s ✿

✶✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss❡③
❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞❡ ❇❡♥❛♠♦✉✲❇r❡♥✐❡r✱ ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦①✐♠❛❧❡s✱ ❡t❝✳✳✳✮✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs ❡t s✉r ✉♥ ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳

✷✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛ss❡③ r♦❜✉st❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❜r✉✐ts
❡♥❣❡♥❞rés ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡✮ ✿ ❯♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ r✐sq✉❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥✳ ❈❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛tté♥✉é ❡♥ ❧✐ss❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡✳

P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s
♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ✭q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣✉ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♥♦✉s ❛ ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ✉♥❡ ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❋réq✉❡♥❝❡✴❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✿ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés ✭✺✮ ❡t ✭✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t
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❝♦♥✜r♠❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐❝ ♠❛✐s
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✭✼✮✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s rés✉❧❛ts ♣❛rt✐❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s
q✉✐ s♦♥t✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ à ♥✉❛♥❝❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✶✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐♥ ✿
❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡s ❂ ✵✳✵✶✸ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✷ é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡✮✳
❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ✐♥t❡r✲❝❧❛ss❡s ❂ ✵✳✵✷✺ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✷ é❧é♠❡♥ts
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✷ ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✮✳

✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛① ✿
❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡s ❂ ✶✳✵
❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ✐♥t❡r✲❝❧❛ss❡s ❂ ✶✳✹

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s
♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐❝ s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❝❡
q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❧❛✐ssé ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❧✉tôt êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❛✣♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❥à ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣✐❝✴❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✳
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