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Stabilisation de la formule des traces tordue I :
endoscopie tordue sur un corps local

J.-L. Waldspurger
18 janvier 2014

Introduction

Ceci est le premier d'une série d’articles, en collaboration avec C. Moeglin, visant a
stabiliser la formule des traces tordue. L’essentiel du travail consiste a reprendre dans ce
cadre tordu la démonstration (colossale) qu’Arthur a mise au point dans le cas non tordu.
Mais auparavant, un certain nombre de travaux préparatoires sont nécessaires. Le texte
qui suit est I'un d’eux. On y présente les définitions et propriétés de base de la théorie de
I’endoscopie tordue sur un corps local de caractéristique nulle, du coté ”géométrique”,
c’est-a-dire du coté des intégrales orbitales. Cela fournira, on 1’espere, un socle pour la
suite de nos travaux.

Ainsi, ce texte ne contient guere de résultats originaux. Il reprend largement les tra-
vaux fondamentaux de Kottwitz-Shelstad, Labesse et Shelstad sur la question. On a
toutefois modifié sur certains points la présentation de ces auteurs. Donnons un peu plus
de détails. La premiere section donne les définitions de base des espaces tordus et de leurs
données endoscopiques. Les espaces tordus ont été introduits par Labesse et remplacent,
avantageusement nous semble-t-il, les couples formés d’un groupe connexe et d'un auto-
morphisme de celui-ci. Notons que, dans le cadre le plus général, on doit aussi associer
aux données endoscopiques des espaces tordus. On en donne en 1.7 une définition parfai-
tement canonique, ce qui est I'un des points nouveaux de notre présentation. Un autre
point nouveau est que 'on a fait disparaitre le traditionnel groupe quasi-déployé G*. A
notre avis, ce groupe est mal adapté a ’endoscopie tordue, parce qu’il n’y a pas d’espace
tordu G*. Plus exactement, on peut définir un tel espace tordu, mais il n’y a pas de
correspondance canonique entre les classes de conjugaison stable dans ’espace de départ
G et les classes de conjugaison stable dans cet espace G*. Pour étudier la correspondance
entre classes de conjugaison stable dans G et dans un espace endoscopique G/, corres-
pondance qui est parfaitement canonique et équivariante pour les actions galoisiennes,
ce n'est pas un bon point de départ de la décomposer en deux correspondances entre G
et G* d’une part, entre G* et G/ d’autre part, qui ne sont ni canoniques, ni équivariantes
pour les actions galoisiennes. En fait, le groupe G* sert rarement. Ce qui sert, c’est son
tore maximal T%. Mais ce tore se récupere facilement en utilisant la méthode qu’'on a
apprise de Deligne : c’est le tore maximal de G muni de son action galoisienne canonique,
cf. 1.2. Dans la section 2, on récrit la définition des facteurs de transfert d’apres Kott-
witz et Shelstad, puis celle du transfert des intégrales orbitales. Une donnée endoscopique
G' = (G, G, 3) étant fixée, pour définir ce transfert d’intégrales orbitales, on doit fixer
des données auxiliaires, en particulier un groupe G’ au-dessus de G’, et un facteur de
transfert pour ces données. Malheureusement, la stabilisation de la formule des traces
tordue nécessite de pouvoir changer de données auxiliaires. La raison en est que si M est



un espace de Levi de G et M’ est une donnée endoscopique de M , M’ peut apparaitre
comme ”donnée de Levi” de plusieurs données endoscopiques de G et qu’on ne peut pas
assurer que les restrictions a M’ des données auxiliaires affectées a ces diverses données
coincident. Il convient donc de savoir ce qui se passe quand on change de données auxi-
liaires. Il s’avere que les objets construits a ’aide de deux séries de données auxiliaires
sont canoniquement isomorphes. Mais alors, il est aussi simple d’éliminer formellement
les données auxiliaires en remplagant ces objets par leur limite inductive (par ces iso-
morphismes canoniques) sur toutes les données auxiliaires possibles. C’est ce que 'on
fait en 2.5. Cette présentation permet ensuite de définir naturellement sur ces objets une
action du groupe d’automorphismes de la donnée endoscopique G/, cf. 2.6. Cette action
est assez subtile car, dans la situation tordue, ce groupe d’automorphismes contient un
sous-groupe qui agit trivialement sur le groupe G’. Mais il agit sur ’espace des fonctions
sur ce groupe par multiplication par des caracteres. La section 3 compare les données
endoscopiques d’espaces de Levi avec les Levi de données endoscopiques. La section 4
décrit exactement 1'image du transfert des intégrales orbitales. La section 5 introduit ce
que l'on appelle les distributions w-équivariantes ”géométriques”, qui sont celles dont
le support est réduit a une réunion finie de classes de conjugaison. On a dualement un
transfert entre de telles distributions et on détermine son noyau. On examine aussi le
comportement de ces distributions par descente d’Harish-Chandra. Signalons que, dans
le cas d’un corps archimédien, les résultats des sections 4 et 5 reposent essentiellement
sur ceux de Renard et Shelstad. Enfin, on traite dans la section 6 le cas "non ramifié¢”,
ou 'on peut définir des facteurs de transfert canoniques, modulo le choix ”d’espaces
hyperspéciaux”.

1 Les définitions de base

1.1 Groupes et espaces tordus

Soit F un corps de caractéristique nulle, dont on fixe une cloture algébrique £'. Posons
'r = Gal(F/F). Soit G un groupe algébrique défini sur F, réductif et connexe. On
I'identifie au groupe de ses points sur F. Le groupe ' agit sur G. Pour o € ', on note
encore ¢ son action sur G, ou o¢ s’il semble bon de préciser. Pour ¢ € G, on note ad,
'automorphisme intérieur z — grg~' de G. On note Z(G) le centre de G et Ag le plus
grand sous-tore de Z(G) qui soit déployé sur F' (remarquons que Ag dépend du corps
F). On pose Ag = X.(Ag) ®z R, avec la notation X, usuelle. On note G4p le groupe
adjoint de G et Gg¢ le revetement simplement connexe du groupe dérivé de G. On notera
souvent de la méme fagon un élément, ou un sous-ensemble, de Gg¢ et son image dans
G. Néanmoins, si besoin est, on notera 7 : Gs¢ — G ’homomorphisme naturel. Si X est
un sous-ensemble de G, on note X4 son image dans Gap et X, I'image réciproque de
X,q dans Ggo (ce qui n'est pas forcément I'image réciproque de X). On aura tendance
a noter de la méme fagon deux objets qui se déduisent I'un de I'autre par fonctorialité.
Par exemple, pour g € G, on note encore ad, les automorphismes de G 4p ou de Gg¢ qui
se déduisent de I'automorphisme ad, de G.

Soit G un espace tordu sous G. C'est une variété algébrique sur F. Le groupe G agit
a droite et a gauche sur G et, pour chaque action, G est un espace principal homogene
sous G. Il y a une application v — ad, de G dans le groupe des automorphismes de G
telle que vg = ad,(g)v pour tout g € G. On a l'égalité ad,,, = ad,oad, oady, pour tous
9,9 € G et~y e G. Les actions et applications ci-dessus sont toutes algébriques et définies



sur F. Pour v € G, on note Za(y) son commutant dans G (c’est-a-dire 'ensemble des
points fixes de ad,). On note G, = Zg(7)° la composante neutre de ce groupe. L'image
de ad, dans le groupe des automorphismes extérieurs de G' ne dépend pas de «. D’autre
part, 'automorphisme ad, définit par fonctorialité des automorphismes de divers objets.
Quand ils ne dépendent pas de v (ou méme de v dans un sous-ensemble indiqué), on
note ces automorphismes . Ainsi, il y a un automorphisme 6 du centre Z(G). On note
Ag le plus grand tore déployé sur F' contenu dans Z(G)?. On pose As = X, (Ag) @ R.

On dira que G est a torsion intérieure si, pour v € G, 'automorphisme ad,, de G est
intérieur. En fixant v et en le multipliant par un élément convenable de GG, on obtient
un élément tel que ad, soit 'identité. Alors I'application gy — ¢ identifie G & G muni
de ses actions par multiplication a droite et a gauche. Mais cet isomorphisme n’est en
général défini que sur F', car on ne peut pas toujours trouver de v comme ci-dessus qui
appartienne a G(F).

Exemple. On fixe un entier n > 1 et un élément d € F*. On prend G = SL(n) et
G = {g € GL(n);det(g) = d}. Cet espace tordu est trivial sur F' si et seulement si d
appartient au groupe F*" des puissances n-iemes dans F'*.

1.2 Paires de Borel

On appelle paire de Borel de G un couple (B, T') formé d’'un sous-groupe de Borel B
et d'un sous-tore maximal 7" de B. On ne suppose pas que B ou T soient définis sur F'. On
appelle paire de Borel épinglée un triplet € = (B, T, (Eq)aca) ou (B, T) est une paire de
Borel et (E,)aca est un épinglage relatif a cette paire. C’est-a-dire que A est ’ensemble
des racines simples de T" agissant dans ’algebre de Lie u du radical unipotent de B et,
pour tout a« € A, E, est un élément non nul de la droite radicielle u, C u associée a
a. Pour deux paires de Borel épinglées € = (B, T, (Fu)aca) €t & = (B, T",(E!))aecar),
il existe g € Ggc tel que ad, transporte £ sur £'. Cet élément g n’est pas unique mais
sa classe gZ(Ggc) 'est. Les restrictions de ad, a B et T sont uniquement déterminées.
Cela autorise a définir la paire de Borel épinglée £* = (B*, T*, (E)aea) comme la limite
inductive de toutes les paires de Borel épinglées, les applications de transition étant celles
ci-dessus. Par un méme procédé de limite inductive, on définit ’ensemble ¥ des racines
de T* dans I’algebre de Lie de G, Iensemble ¥ des coracines et le groupe de Weyl W.
Pour une paire de Borel épinglée £, ces ensembles s’identifient évidemment aux mémes
ensembles relatifs a cette paire.

Le groupe I'p agit naturellement sur ’ensemble des paires de Borel ou des paires de
Borel épinglées. On en déduit une action de I'r sur £*, notée o — og«. Pour n’importe
quelle paire de Borel épinglée £, og+ est la composée des isomorphismes

E~EXB og(E) ~ &

On en déduit une action de I'p sur A, &, ¥ et .

Pour une paire de Borel épinglée £ et pour o € ', choisissons ug(o) € Gge tel que
adyg ()00 (E) = £. Alors I'isomorphisme de £ sur £* transporte 'action o — ady, () 00q
sur o + og-. L’application 0 + (ug(0))qa est un cocycle a valeurs dans G4p dont la
classe ne dépend pas de la paire £. On dit qu'une paire de Borel ou une paire de Borel
épinglée est définie sur F' si et seulement si elle est fixe par 'action naturelle o — o¢.
Dans le cas d'une paire de Borel épinglée &, cela revient a dire que l'on peut choisir
ug(o) = 1 pour tout o (mais, bien sir, og peut agir sur A par une permutation non



triviale). Dans ce cas, on peut identifier £* & £ et 'action ¢ — o+ & 'action naturelle
o +— og. On dit que G est quasi-déployé si et seulement s’il existe une paire de Borel
épinglée définie sur F' (il suffit d’ailleurs qu’il existe une paire de Borel tout court définie
sur F).

Pour toute paire de Borel épinglée &£, notons Z (é,é') ensemble des e € G tels
que ad, conserve £. C’est un espace principal homogene sous Z(G), a droite comme &
gauche. Notons Z(G, &) le quotient de Z(G, &) par I'action par conjugaison de Z(G).
Alors Z(G, €) est un espace principal homogene, & droite comme & gauche, sous Z(G) =
Z(@)/(1—=6)(Z(G)) (on note 1 — A 'homomorphisme z — 26(z)~1). Si £ est une autre
paire de Borel épinglée, on choisit comme ci-dessus g € Gge tel que ad,(€) = £'. Alors
ad, - Z(G,E) — Z(G, E') est un isomorphisme. Il n’est pas uniquement défini car g n’est
pas unique. Mais, par passage aux quotients, ad, définit un isomorphisme de Z (é,é’)
sur Z(G,E') qui est uniquement défini. On note Z(G) la limite inductive des Z(G, E)
sur les paires de Borel épinglées, les applications de transition étant les isomorphismes

canoniques que l'on vient de définir. Alors Z((G) est un espace tordu sous le groupe Z(G).
On définit une action o — og- de I'p sur Z(G) comme on a défini Iaction sur £*. On
voit que Z(G) est un espace tordu sous Z(G), défini sur F. Remarquons que Z(G)(F)
peut étre vide.

Soit € = (B, T, (Ea)aca) une paire de Borel épinglée. Pour e € Z(G, E), Pautomor-
phisme ad,. de G ne dépend pas du choix de e. On le note f¢ ou simplement 6. Remarquons
que, siy € G est tel que ad., conserve seulement (B, T), la restriction de ad, a T coincide
avec celle de 6. Par restriction puis passage a la limite, on obtient un automorphisme de
E* que 'on note #*. Il commute a I'action galoisienne sur £*. Rappelons deux propriétés
cruciales du sous-groupe W9 (avec la notation usuelle : c’est le sous-groupe des points
fixes de 0* agissant dans W) :

(1) un élément w € W appartient & W9 si et seulement s’il conserve (T*)?" ou
(T%)"

(2) pour £ et e € Z(G, E) comme ci-dessus, W s’identifie au groupe de Weyl de G,
relatif & son sous-tore maximal 7?%°.

1.3 Eléments semi-simples

Un élément v € G est dit semi-simple si et seulement s'il existe une paire de Borel de
G qui est conservée par ad, (la terminologie plus correcte est ”quasi-semi-simple” ; en
vertu de I'hypothese ”6* est d’ordre fini” que 'on imposera des 1.5, on peut aussi bien
abandonner le "quasi”). Supposons « semi-simple. On dit qu’il est fortement régulier
si et seulement si Zg(7) est abélien et la composante neutre G., est un tore. On note
GSS I’ensemble des éléments semi-simples et Greg I’ensemble des éléments semi-simples
et fortement réguliers.

Soient €& = (B, T, (FEa)aca) une paire de Borel épinglée et v € G tel que ad., conserve
(B,T). On pose § = 0. On a

(1) pour tout e € Z(G,E), il existe t € T tel que v = te;

(2) une paire de Borel (B’,T") de G est conservée par ad, si et seulement s’il existe
we Wet z e G, tels que (B, T") = ad, ow(B,T).

Preuve. Il existe t € G tel que v = te. Puisque ad, et ad. conservent (B,T), ad,
aussi donc ¢ appartient & T. Pour w € W’ on releve w grace & 1.2(2) en un élément
n € G, qui normalise T%°, donc aussi son commutant 7T'. La paire w(B,T) = ad,(B,T)



est conservée par ad,. Elle l'est aussi par t € T' = ad,(T), donc elle est conservée par
ad.,. Pour x € G, la paire ad, o w(B,T) l'est aussi. Inversement, soit (B’,7”) une paire
conservée par ad,. D’apres [KS1] théoreme 1.1.A, le couple (B’ N G,,T' N G,) est une
paire de Borel de G,. 1l existe donc = € G, tel que I'image de cette paire par ad, ait pour
tore maximal 7%°. Quitte & remplacer (B’,T") par ad,(B’,T"), on peut supposer 7" = T.
Cette paire est alors conservée par ad;, donc aussi par ad.. Par le méme argument, le
couple (B’ N G., T?P) est une paire de Borel de G,. Grace a 1.2(2), il existe w € W tel
que (B'NG., T?) se déduise de (B NG, T%°) par 'action de w. Autrement dit, (B, T)
et (w(B),T) ont méme intersection avec G.. Or, parce que ad, conserve un épinglage,
cette opération d’intersection avec G, est une bijection entre les paires de Borel de G
conservées par ad, et les paires de Borel de G, cf. [KS1] p.14. Donc (B, T) = (w(B), T).
O

Notons p : T'— T/(1—60)(T) I'homomorphisme naturel. Le groupe W? agit sur sur le
quotient T'/(1 — #)(T). Supposons T' défini sur F et v € G(F). Alors 0 est défini sur F.
Ecrivons v = te comme en (1). Pour tout ¢ € I'p, on introduit un élément ug(o) € Gge
comme en 1.2. On a

(3) ug(o) normalise T et son image dans W appartient a W;

(4) il existe 2(0) € Z(G) tel que ug(o)o(e)ug(c)™ = 2(0)te et oo p(t) = p(z(o)t).

Preuve. La paire (0(B),T) est conservée par ad,, donc aussi par ad.. Cela entraine
comme ci-dessus qu’elle se déduit de (B, T') par 'action d'un élément de W?. Or (B, T) =
adyg(0)(0(B),T), d’ott (3). On peut écrire ug(o) = n(o)t(o) ou t(o) € T et n(o) € Ge.
L’élément ug(o)o(e)ug(o)~" appartient encore & Z(G, E), donc est de la forme z(c) e,
avec z(0) € Z(G). On obtient 'égalité o(e) = (0 — 1)(t(c))z(c) 'e. Puisque v = te et
o(y) =7, on a aussi o(t) = z(0)(1 — 0)(t(0))t, donc o o p(t) = p(z(o)t). O

Levons les hypotheses précédentes et supposons v fortement régulier. Alors

(5) p(t) est régulier au sens que son fixateur dans W7 est réduit a 'unité.

Preuve. Soit w € WY qui fixe p(t). On peut relever w en un élément n € G,.
Légalité w o p(t) = p(t) signifie quil existe ¢’ € T tel que t'ntn~'0(¢')~! = t. Mais
alors 'ny(t'n)~! = v donc t'n € Zg(7y). Puisque « est fortement régulier, Zg(v) = T et
cela entraine w = 1. [J

Remarquons que si v € éreg(F), T est uniquement déterminé par et est défini sur
F : c’est le commutant dans G de G,.

Soit (B, T') une paire de Borel de G Soit 7' le normalisateur commun de B et T'. Nous
dirons que 7" est un tore tordu maximal de G si T est défini sur F (mais pas forcément
B) et T N G(F) est non vide. Dans ce cas, T est aussi défini sur F. Pour un tel tore
tordu, notons ¢ I'automorphisme ad, de T" pour un élément quelconque vy € T. On dit
que T est elliptique si et seulement si le plus grand sous-tore déployé de T0 est Ag.

1.4 L-groupes

Désormais, F' sera soit un corps local, soit un corps de nombres. On note Wx son
groupe de Weil. Via 'homomorphisme naturel de Wy dans I'g, le groupe Wr agit sur
tout ensemble sur lequel agit I'p.

Soit G le groupe dual de GG. Rappelons ce que cela signifie. C’est un groupe réductif
connexe défini sur C. On définit comme en 1.2 sa paire de Borel épinglée £ = (B, T, (Ea)aeA)~
Des isomorphismes en dualité X, (T%) ~ X*(T), X*(T*) ~ X.(T) sont donnés, qui
échangent ensembles de racines et ensembles de coracines et respectent les ordres définis



par B* et B. Le groupe G est muni d’une action algébrique de I'r notée w — wg. Il en
résulte une action sur €. On suppose que les isomorphismes ci-dessus sont équivariants
pour les actions galoisiennes. On suppose de plus que G possede une paire de Borel
épinglée qui est conservée par l'action galoisienne. On note G le produit semi-direct
G A WF.

Par dualité, il se déduit de #* un automorphisme 6 de T. Soulignons que 6* — 0
est bien une dualité, c’est-a-dire est contravariante. Identifions £ A une paire de Borel
épinglée de G conservée par l'action galoisienne. Alors 6 se prolonge de fagon unique
en un automorphisme 0 de G qui préserve cette paire. L’automorphisme 6 commute A
I’action de ['r. Remarquons que ’ensemble GO est naturellement un espace tordu sous G,
défini sur C. Cela nous permet d’utiliser pour lui les notations et terminologie introduites
pour G. On peut aussi introduire 'espace *G =~ GO qui est, en un sens convenable, un
espace tordu sous 'G.

Il est génant de se limiter aux paires de Borel épinglées de G conservées par 'action
galoisienne, ’ensemble de ces paires n’étant pas invariant par conjugaison. On peut
s’affranchir de cette limitation de la facon suivante. Soit & une paire de Borel épinglée
quelconque de G. On choisit Yy € Gse (le revétement simplement connexe de G) tel
que ad _1(5) soit la paire que 'on a fixée ci-dessus. On définit une nouvelle action de
Tr sur G par w — adywgad,-1. Elle conserve E. Le groupe “G est encore le produit
semi-direct G x Wg pour cette nouvelle action : on envoie (g, w) sur (gwa(y)y~, w). On
pose 6 = y9y I ¢ L@. L’automorphisme déduit de 9 (que l'on note encore 0) conserve
&, commute A la nouvelle action galoisienne et on a I'égalité GO = G. Ces définitions
dépendent du choix de y qui n’est déterminé que modulo Z (G sc¢), mais ce choix s’avérera
sans importance. Ainsi, pour une paire £ fixée, on choisira y, on définira 0 comme ci-
dessus et une action galoisienne, que 1’on notera encore w +— wg en espérant que cela ne
crée pas d’ambiguité.

1.5 Données endoscopiques

Pour la suite de I'article, F' est un corps local de caractéristique nulle, G est un groupe
réductif connexe et G est un espace tordu sous G, tous deux définis sur F. On fixe de
plus une classe de cohomologie a € H (W, Z(G)). D’aprés un théoreme de Langlands,
ce groupe de cohomologie s’envoie surjectivement, et méme bijectivement si F' # R, sur
le groupe des caracteéres continus de G(F') (on rappellera cette correspondance en 1.13).
On note w le caractere de G(F) associé a a. On impose les hypotheses suivantes :

e G(F)#0;

e 0* est d’ordre fini.

On peut aussi imposer I’hypothese

e w est trivial sur Z(G; F)?,
sinon toute la théorie est vide. Mais, parce que cette hypothese n’est pas stable par
passage a un groupe de Levi, il vaut mieux ne pas I'imposer.

Une donnée endoscopique pour (G, G, a) est un triplet G/ = (G, G, 5) vérifiant les
conditions qui suivent. Le terme G’ est un groupe réductif connexe défini et quasi-déployé
sur F'. Le terme s est un élément semi-simple de GO. Le terme G’ est un sous-groupe
fermé de “G. On suppose que G'NG = G5 (composante neutre du commutant de §). On
a donc une suite :

15 Gs—=G = Wp—1,



ol la troisieme fleche est la restriction de la projection naturelle de *G sur Wp. On sup-
pose que cette suite est exacte et scindée, c’est-a-dire qu’il existe une section Wp — g’ qui
soit un homomorphisme continu. Fixons une paire de Borel épinglée & = (B',T", (E',)aen’)
de Gs. Pour w € W, on peut choisir g, = (g(w),w) € G’ tel que ad,, conserve cette
paire. L’application w — we = adg, s’étend en une action galoisienne de I'p sur Gs.
On suppose que G muni de cette actlon est un groupe dual de G’. Cela nous autorise a
noter G5 = G’. On suppose enfin qu’il existe un cocycle a : Wrp — 72 (G) dont la classe
est a, tel que pour tout (g, w) € G, on ait 'égalité

CLdg(g, U}) = (a(w)g, U))

Soient G| = (G, G}, 51) et Gy = (G5, G5, $2) deux données comme ci-dessus. Une
équivalence entre ces données est un element z € G tel que rGia~t = Gh et x5! €
Z(G)3,. De ad;' : G, — G, se déduit par dualité un automorphisme «, : G}, — G, défini
sur F', ou plus exactement une classe de tels isomorphismes modulo 'action de 'un ou
Pautre des groupes G} 4p(F) ou G 4p(F). En particulier, pour une seule donnée G, on
note Aut(G’) le groupe de ses automorphlsmes, c’est-a-dire des équivalences entre cette
donnée et elle-méme. Ce groupe contient G’. Notons Out(G') le sous-groupe formé des
a, dans le groupe Out(G’) des automorphismes extérieurs de G’. On a une suite exacte
([KS1] p.19)

1= (Z(@))(Z2(G)NGN'F — Aut(G) /G — Out(G') — 1.

Soit G’ = (G', G’, 5) une donnée endoscopique pour (G, G, a). Fixons une paire de Bo-
rel épinglée £ =(B,T, (Ea)aeA) de G telle que ad; conserve B et T. Posons B' = BNG,
T" = TNG' et complétons (B, ") en une paire de Borel ¢pinglée = (BT, (L) GA/)
de G’. Ainsi qu’on I'a expliqué en 1.4, en référence a la paire &, on modifie 'action ¢ — o¢
de I'r sur G on modifie I 1somorphlsme LG ~ G x Wr et on définit I’élément 6 € GO. On
peut écrire § = s6, avec s € T'. On construit comme ci-dessus I'action galoisienne o — o¢
qui conserve &'. On a Dégalité T" = 190, Cette égalité identifie le groupe de Weyl W’
de & (ou G') & un sous-groupe des éléments invariants par 6 du groupe de Weyl de G,
lequel s’identifie par dualité & W . Le plongement S T" c T nest pas équivariant pour
les actions galoisiennes. Il existe un cocycle wg : I — W tel que wg (o) o (S) =¢.
Remarquons que le groupe Z (G) NG qui intervient dans la suite exacte ci-dessus est
égal & Z(G) NT?0. Introduisons la paire de Borel épinglée £ = (B'*, T"*, (E))aear) de
G'. Les tores T et T" sont duaux de T* et T"*. Le tore 770 est dual de /(1 —0%)(T™).
Du plongement é se déduit par dualité un homomorphisme

T =T /(1 —0°)(T") ~ T

Pour o € I'g, on a I'égalité o(£) = £ o wg (o).

Les constructions ci-dessus dépendent du choix de la paire E. La plupart du temps,
pour une donnée endoscopique G’ fixée, on supposera choisie une telle paire et on utilisera
ces constructions sans plus de commentaires.

1.6 Systemes de racines

Notons ¥(7™) I'ensemble des racines de T dans l'algebre de Lie de G, (7)) celui des
racines de T" dans 'algebre de Lie de G et X(T™), ¥(T') les ensembles de coracines. Par les
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isomorphismes X, (T*) ~ X*(T'), X*(T*) ~ X,(T), Pensemble X(T*) s’identifie & 3(T) et
> (T*) sidentifie & (7). On note o — @ la bijection de X(T*) sur X(T') telle que, par les
identifications précédentes, & s’identifie & la coracine &. Pour o € ¥(7T™), on note Na la
somme des éléments de 1'orbite de « sous 'action du groupe d’automorphismes engendré
par 6*. On note a..; la restriction de a & 790, On pose X(T™)res = {res; @ € B(T*)}.
De méme, pour o € E(T), on note Na la somme des éléments de l'orbite de « sous
l'action du groupe d’automorphismes engendré par 6. On note Qres la restriction de o &
799, On pose (T )res = {@res; o € B(T)}. Les ensembles S(T%),e5 et 2(T),es sont des
systemes de racines non réduits en général. On dit que o € 3(T™) est de type 1 si ni
Qlres/2, ni 20,65 n'appartiennent a X(7T%),¢s, de type 2 si 20.¢s € X(T7),es et de type 3 si
Wres/2 € S(T*)yes. On définit de méme le type d’une racine a € 2(T). Pour a € $(T*),
Pélément & € X(T) est de méme type que a.

Soit G’ = (G', G, 5) une donnée endoscopique pour (G, G, a). L’ensemble E(T’ ) des
racines de 7" dans Dalgebre de Lie de G/ est formé des e pour o € Z(T) telles que

B 1, siaestdetypelou?2
Na(s) = { -1, si a est de type 3.

(on rappelle que § = sé) Par composition avec ’homomorphisme &, 1’'ensemble ¥(7"*)
des racines de T"* dans l'algebre de Lie de GG’ s’identifie & un ensemble de caracteres de
T*. D’apres [KS1] 1.3.9, c’est I'ensemble suivant :

{Na;a € 5(T") de type 1 , Na(s) = 1}

U{2Na;a € X(T") de type 2 , Na(s) = 1}
U{Na;a € X(T") de type 3 , Na(s) = —1}.

1.7 Espace endoscopique tordu

Soit G’ = (G', G, 3) une donnée endoscopique. On a

(1) £(2(G)) < Z(@)

Preuve. Pour z € Z(G), on a a(z) = 1 pour tout a € X(T™). A fortiori Na(z) = 1.
Pour toute racine o/ € X(7"%), il existe a € X(T™) telle que o/ 0 £ = Na ou 2Na. Donc
a/(£(z)) = 1 pour tout o € X(1"*) et cela équivaut a {(z) € Z(G'). O

La restriction de & a Z(G) se quotiente évidemment en un homomorphisme £z :
Z(G) — Z(G"). On vérifie que celui-ci est équivariant pour les actions galoisiennes.
On pose G' = G’ Xz Z(G), cest-a-dire le quotient de G’ x Z(G) par la relation
d’équivalence (¢’€z(2),2) = (¢',22) pour z € Z(G). Les actions a droite et a gauche
de G sur G’ x Z(G) se descendent en des actions & droite et & gauche sur G. L’action
galoisienne sur G' x 2 (é’) se descend aussi en une action sur . On voit que G’ est un
espace tordu sur G’, défini sur F.

Remarques. (2) L’ensemble G'(F) peut étre vide. Par exemple, soient d € F*,
G = SL(2), G = {y € GL(2);det(v) = d} et a = 1. Pour toute extension quadratique E
de F', il y a une donnée endoscopique G’ telle que G'(F') est le groupe des éléments de E
de norme 1. Alors G'(F) est 'ensemble des éléments de E de norme d. On peut trouver
choisir d et E de sorte que cet ensemble soit vide.

(3) G est & torsion intérieure.



Cas particulier. On dira que (G, G a) est quasi-déployé et a torsion intérieure si
G est quasi-déployé sur F, G est A torsion intérieure et a = 1. Dans ce cas, on a 0=1
et la donnée G = (G,LG’,S = 1) est une donnée endoscopique "maximale”. L’espace
endoscopique que on en déduit est bien siir Uespace G lui-méme. Remarquons que, pour
toute donnée endoscopique G’ = (G',G', ), le couple (G',G') complété par le cocycle
trivial est quasi-déployé et a torsion intérieure.

1.8 Correspondance entre classes de conjugaison semi-simples

Soit v € G,,. Par définition des éléments semi-simples, on peut fixer une paire de
Borel (B,T) de G qui est conservée par ad,. On la complete en une paire de Borel
épinglée £. On identifie cette paire a £*. D’apres 1.3(1), on peut écrire v = te, avec t € T
et e € Z(G,E). Soit t Pimage de t dans (T*/(1—6*)(T*))/W?, & I'image de e dans Z(G)
et ¥ I'image de (£, &) dans ((T*/(1 — 6*)(T*))/W?) x 2@ Z(G). Montrons que :

(1) 'élément 4 ne dépend pas des choix; I'application v +— ¥ se quotiente en une
bijection de 1’ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans G sur ((7*/(1 —
0*)(T*) /W) Xz Z(@G); cette bijection est définie sur F.

Preuve. Pour £ fixée, on peut remplacer (t,¢e) par (tz,z7te), avec z € Z(G). Cela
remplace (f,€) par (1z,z71€), ol z est I'image de z dans Z(G), et cela ne change pas 7.
Laissons fixée (B,T), mais changeons d’épinglage. La nouvelle paire de Borel épinglée
£ se déduit de € par ad, pour un y € T. Posons ¢ = ady(e). On a ¢’ € Z(G, &) et

= (1—6)(y)e ou = Og = 0. On peut écrire v = t'e’ avec t' = (0 —1)(y)t. On voit que
t' =t et & = &. Donc 7 ne change pas. Remplagons (B, T') par une autre paire (B’,T) de
méme tore. Comme on l’a vu dans la preuve de 1.3(2), la paire (B, T") se déduit de (B, T)
par 'action d’un élément de W?, que I’on peut représenter par un élément n € G,. Posons
£ = ad, (). Alors e appartient & Z(G,£') et on peut changer £ en £ tout en conservant
la décomposition v = te. Parce que e est fixe par ad,,, son image dans Z (é) est la méme,
que la paire de référence soit £ ou £’. Les identifications de T' & T* relatives aux deux
paires £ et £ different par I’action d’un élément de W9, donc les applications composées
T — (T*/(1 — 6*)(T*))/W? sont les mémes et £ ne change pas quand on remplace &
par £'. Donc 4 ne change pas non plus. Remplagons maintenant (B,7) par une paire
quelconque (B’,T"). D’apres la preuve de 1.3(2), il existe g € G, tel que ady(T) = T".
L’étape précédente nous permet de changer B de sorte que 'on ait aussi ady(B) = B’. On
choisit alors £ = ad,(£) et pour décomposition v = t'e’, avec t’ = ady(t) et € = ad,(e).
Les diverses applications relatives a £ sont les composées des applications relatives a &
avec ad;l. Donc 4 ne change pas. Cela prouve la premiere assertion. La deuxieme est
facile. Soit 0 € I'p. On utilise une paire £ pour calculer 7 et la paire o(&) pour calculer
o(7). D'une décomposition v = te se déduit la décomposition o(y) = o(t)o(e). On a
o(t) = 0g-(t) et o(e) = g-(€) par définition des actions galoisiennes sur 7* et Z(G).
Donc o(7) est bien I'image de 4 par 'action og«. [J

Soit G’ = (G',G',5) une donnée endoscopique pour (G, G, a). Les classes de _conju-
gaison semi-simples dans G’ sont de méme paramétrées par (T’*/WG ) Xz Z(G"). On

a Z(G") = Z(G") et, par construction, Z(G") = Z(G") X z(q) Z(G). Donc
(T /W) X261 2(G) = (T /W) x2(6) Z(G).

En utilisant Iisomorphisme T" ~ T* /(1 — 6*)(T*) par lequel W& s’identifie & un sous-



groupe de W?, on obtient une surjection
(T /W) xz(6) Z(G) = (T*/(1 =) (T*) /W) x26) Z(Q),

c’est-a-dire une surjection de l’ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans
G’ sur ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans G. Cette application est
définie sur F'.

Remarque. Restreinte aux éléments invariants par I'r, 'application n’est plus sur-
jective en général. D’autre part, une classe de conjugaison semi-simple dans G peut étre
définie sur F' sans contenir d’élément de G(F).

On dit qu'un élément de é’ss est G-fortement régulier si et seulement si I'image de
sa classe de conjugaison par I’application ci-dessus est une classe de conjugaison dans G
formée d’éléments fortement réguliers.

On note D(G’) l'ensemble des couples (6,7) € G'(F) x G(F) formés d’éléments

semi-simples dont les classes de conjugaison (sur F') se correspondent et tels que v est
fortement régulier dans GG. On dit que G’ est "relevant” si D(G’) n’est pas vide.

1.9 Remarques sur le cas quasi-déployé et a torsion intérieure

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. L’ensemble Z (G,E ) at-
taché a une paire de Borel épinglée £ est en fait indépendant de £ : c’est 'ensemble des

e € G tels que ad, soit I'identité. L’ensemble Z(G) s’identifie donc a ce méme ensemble.
Soit G’ = (G', G, §) une donnée endoscopique de (G, G, a).

Lemme. Supposons G'(F) # 0. Alors I'ensemble des éléments G-fortement réguliers
de G'(F) n’est pas vide et, pour tout élément ¢ de cet ensemble, il existe v € Gyeq(F)
tel que (6,7v) € D(G’). A fortiori, G' est relevant.

Preuve. Puisque G'(F) n'est pas vide, le sous-ensemble G’ (F) ne Pest pas non plus :
la partie semi-simple d’'un élément de G’(F) appartient & cet ensemble. Soit € € G, (F).
Fixons un tore maximal 7" de G. défini sur F. Pour ' € T'(F) en position générale,
t'e est G-fortement régulier. D’ot la premicre assertion. Fixons maintenant un élément
6 € G'(F) qui soit G-fortement régulier. Fixons une paire de Borel (B',T") de G’ qui soit
conservée par ads. On aT" = G%, donc T" est défini sur F'. Soit (B*, T*) une paire de Borel
de G définie sur F. Des deux paires de Borel se déduit un isomorphisme &p« 7 @ T% — T7.
Il existe un cocycle wy : I'p — W tel que £ owp/(0) oo = o0& pour tout o € I'p. Puisque
G est quasi-déployé, on peut appliquer le corollaire 2.2 de [K1] : il existe g € G(F) tel
que ad,-1(T*) soit défini sur F' et que, pour tout o € I'p, on ait 'égalité suivante sur 7" :
wrr(o)oooad, = adgoo. Posons (B,T) = ad,—(B*,T*). De (B,T) et (B',T") se déduit un
isomorphisme 77 : T — T qui est maintenant équivariant pour les actions galoisiennes.
On vérifie que &r 1 s’étend en un isomorphisme éT,T/ : TXZ(G)Z(G) — T’XZ(G/)Z((}”) qui
est encore équivariant pour les actions galoisiennes. L’élément § appartient a ’ensemble
d’arrivée. Soit v son image réciproque par §~T7T/. Puisque fTvT/ est équivariant pour les
actions galoisiennes, v appartient & G(F) et il est clair que (,7) appartient & D(G'). O

10



1.10 Correspondance entre éléments semi-simples

Soit G’ = (G, G, 5) une donnée endoscopique pour (G, G, a). Appelons diagramme
un sextuplet (¢, B',T", B,T,n) vérifiant les conditions (1) a (6) suivantes :

(1) e € G, (F) et 1 € Gun(F)

(2) (B',T") est une paire de Borel de G’ et (B, T') est une paire de Borel de G ;

(3) ad. conserve (B',T") et ad, conserve (B,T);

(4) T et T" sont définis sur F'.

A Taide de (B',T"), resp. (B,T), on identifie 7" a T"* et T a T™. L’homomorphisme
¢ se transforme en un homomorphisme {rgr @ T — 17,

(5) L’homomorphisme &7 7 est défini sur F.

Complétons (B, T) en une paire de Borel épinglée &, écrivons n = te, avec e € Z(G, E)
et t € T, cf. 1.3(1). Notons ¢ limage de e dans Z(G'). L'élément &pq0(t)e’ de G’ ne
dépend pas de ces choix : la preuve de cette assertion est contenue dans celle de 1.8(1).
Alors

(6) pour de quelconques choix comme ci-dessus, € = {r v (t)e’.

Remarque. Soit un diagramme (¢, B', 7", B, T, n) et soit B} un sous-groupe de Borel
de G’ contenant T". Tl existe un unique élément w du groupe de Weyl W de G’ relati-
vement a 7" tel que B = w(B’). Cet élément s’identifie a un élément de W (le groupe
de Weyl de G relativement a T') qui est invariant par § = 6, pour e comme ci-dessus.
Posons By = w(B). Alors (¢, B, T', B1,T,n) est encore un diagramme.

Pour € et n vérifiant (1), on dit que € et 1 se correspondent si et seulement s’il existe
un diagramme joignant € a 7. Il est clair que si € et 1 se correspondent, les classes de
conjugaison sur F de € et 1 se correspondent. La réciproque est fausse en général, c’est-
a-dire que, si les classes de conjugaison sur F de € et n se correspondent, il n’existe pas
toujours de diagramme joignant € et 7. Le lemme suivant précise ce point.

Lemme. (i) Soit (6,7) € D(G’). Alors il existe un diagramme (5, B',T', B, T, ~).

(ii) Soient € € G,(F) et n € Gy(F). Alors ces deux éléments se correspondent si et

seulement si (e,n) appartient a 'adhérence de D(G’).

Preuve. (i) On fixe (B, T") et (B, T) tels que (3) soit vérifiée (pour € = §, n = ). Les
tores T' et T" sont uniquement déterminés puisque nos éléments sont fortement réguliers,
donc (4) est vérifiée. On complete (B,T') en une paire de Borel épinglée £. Il existe un
cocyle wprp : Tp — WY (on1 0 = 6¢) tel que o7 0 Eppr = Eppr 0 wyv () 0 op. On écrit
v=te,avect € T et e € Z(é’, E). On peut aussi écrire 0 = t'e’ out’ € T” et €’ est I'image
de e dans Z (é’ ). L’hypothese que les classes de conjugaison de § et 7 se correspondent
signifie qu’il existe w € W tel que &r7v o w(t) = . On peut relever w en un élément
n de G qui normalise 7. Remplagons £ par & = ad,-1(€). Cela remplace {1 par
Erra =& ow. On a alors Ergv1(t) = t'. En oubiant cette construction, on suppose
Era(t) =t Soit o € I'p. D’apres 1.3(4), il existe 2(0) € Z(G) tel que ady. (o) 0 o(e) =
z(o)7te et 'image de o(t) dans T'/(1 — 0)(T) soit égale & celle de ¢t multipliée par z(o)
(en notant encore z(o) 'image de cet élément dans les divers quotients de Z(G)). La
premiére relation entraine og«(€) = z(0)~'€ (on € est image de e dans Z(G)) puis
oc(¢') = z(0)~te'. La seconde relation entraine &g oo (t) = z(0)ér () = 2(0)t’. On a
aussi
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d’ou o(t') = z(o)t'. Alors {rqr 0 0(t) = o o &rp(t). Mais ce terme est aussi égal a
Erowp (o) oo(t). Dot wy (o) = 1 puisque 7 est fortement régulier, cf. 1.3(5). Cela
prouve (i).

(ii) Supposons que € et i se correspondent. Fixons un diagramme (¢, B',T", B, T, n).
Soit t € T'(F'), posons t' = &p (). Alors (t'e, B/, T', B, T, tn) est encore un diagramme.
Si t est en position générale, tn est fortement régulier. Donc (e, tn) € D(G’). On peut
choisir ¢ aussi proche de 1 que l'on veut. Donc (e,7) appartient a I'adhérence de D(G’).
Inversement, supposons cette condition vérifiée. On fixe une suite d’éléments (6, 7,) €
D(G'), pour n € N, qui tend vers (e,7). Les résultats usuels de la théorie de la descente
valent dans le cas tordu. En notant par des lettres gothiques les algebres de Lie, on
peut fixer un voisinage u, de 0 dans g,(F) de sorte que tout point assez voisin de 7
soit conjugué par un élément de G(F') a un élément exp(X)n ou X € u,. On peut fixer
un voisinage similaire u, de 0 dans g/(F"). Quitte a conjuguer nos éléments 6, et 7, et
a supprimer un nombre fini de termes de la suite, on peut donc écrire §,, = exp(Y,)e,
Yo = exp(X,)n. Puisqu’il s’agit d’éléments semi-simples, les X,, et Y, le sont aussi.
Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de classes de conjugaison par G,(F) de sous-tores
maximaux de G, définis sur F' (et de méme pour G.), on peut, quitte & extraire une
sous-suite, fixer de tels sous-tores maximaux 7% C G, et T" C G". et supposer X,, € t(F),
Y, € Y(F). D’apres (i), on peut fixer des diagrammes (0,,, B,,, T, By, Ty, 7). Il n'y a pas
le choix pour les tores : on a nécessairement 7). = T tandis que 7,, est le commutant de
T% dans G. Puisque ces tores n’appartiennent qu’a un nombre fini de paires de Borel, on
peut, quitte & extraire une sous-suite, fixer B contenant 7" et B’ contenant 7" et supposer
que B, = B et B], = B’ pour tout n. Puisque v, € T(F)n et que ad,, conserve (B,T),
ad,, conserve aussi cette paire. On écrit 7 = te comme au début du paragraphe, avec
t € T. De méme, on peut écrire € = ¢/, ot ¢ est 'image de e dans Z(G’) et ' € T". On
a alors 7, = exp(X,)te, 0, = exp(Y,)t'e’. D’apres (6) appliqué au diagramme joignant
On €t Y, on a Erp(exp(X,)t) = exp(Yy,)t'. Quand n tend vers l'infini, X, et Y, tendent
vers 0. D’ou &p v (t) = t'. Mais alors (¢, B',T", B, T, n) est un diagramme. Cela acheve la
preuve. []

1.11 K-espaces

On suppose dans ce paragraphe F' = R. Considérons une famille finie (G, é’p)pen,
olt, pour tout p, G, est un groupe réductif connexe sur R et é’p est un espace tordu sur
G)p. On suppose données des familles (¢p4)p.qgetts (Pp.g)pgen €6 (Vpg)pqen. Pour p,q € 11,
Opq : Gg = Gy et g?s,,,q : éq — ép sont des isomorphismes compatibles définis sur C et
V4 I'r = G, sc est un cocycle. On suppose les hypotheses (1) a (5) vérifiées pour tous
p,q,r€llet o €'y :

(1) ¢pgo0(dpq) " = ady, (o) €t Gpa00(Ppq) ! = ady, (o) (ce dernier automorphisme
est I'action par conjugaison de V(o) sur G,);

(2) gbp,q o ¢q7r = ¢p,r et ¢p,q o ¢q,r = ¢p,r§

(3) Vpr(0) = 0p,q(Vr(0))Vpglo);

(4) Gp(R) # 0.

Pour z € G,(R), ad, définit naturellement un automorphisme de H'(T'g, G,) qui ne
dépend pas du choix de x. Conformément a nos conventions, on note cet automorphisme
0. Alors

(5) la famille (V,,)4en s’envoie bijectivement sur w(H(T'r; Gpsc)) N H (Tr; Gp)°.

12



Dans une telle situation, on définit le K-groupe KG comme la réunion disjointe des
G, pour p € Il et le K-espace tordu K G comme la réunion disjointe des G’ On introduit
les sous-ensembles évidents K G, et K Greg Pour v, € G, et v, € Gy, on dit que 7, et
7, sont conjugués si ngp ¢(74) est conjugué a ~, dans G,,.

Remarque. On adopte la terminologie K-groupe par commodité. Telle qu’on 'a
définie, cette notion n’est pas intrinseéque aux groupes puisque la condition (5) dépend
de I'espace tordu.

De qbp ¢ e déduit une bijection &, — ¢, ,(&,) entre paires de Borel épinglées de G, et
G,. Il s’en déduit une 1dent1ﬁcat10n &, =~ &, équivariante pour les actions ga10151ennes.
Elle transporte I'automorphisme ¢ sur 6;. On peut noter simplement £* et " ces objets.
On supposera comme en 1.5 que 6* est d’ordre fini. Les groupes G, ont un L-groupe *G
commun et un L-espace “G commun. La donnée d'un a € H'(Wg; Z(G)) détermine
des caracteres w, de chaque G,(R). L’application ép,q se restreint en une bijection de
Z(Gy, &) sur Z(Gy, bpq(E,)). T s'en déduit une bijection Z(G,) ~ Z(G,) elle-aussi
équivariante pour les actions galoisiennes.

Une donnée endoscopique G' = (G',G',5) pour (G,,a) est aussi une donnée en-
doscopique pour (éq,a) pour tout ¢. Changer (é’p,a) en (éq,a) ne change pas l'es-
pace endoscopique G’. On peut donc considérer G’ comme une donnée endoscopique
pour (KG,a). Pour chaque p € II, notons plus précisément DGP(G’ ) 'ensemble défini

en 1.8 quand on considere G’ comme une donnée endoscopique de (ép,a). On pose
Dye(G') = Upen D, (G).

Montrons qu’a partir d’'un couple (G, é’) vérifiant les conditions de 1.5, on peut
construire un K-espace comme ci-dessus. On fixe un ensemble II de cocycles p : I'g —
Gsc qui s’envoie bijectivement sur 7(H'(Tr, Gsc)) N H(Tr, G)?. Pour p € I, fixons
un groupe G, et un espace tordu ép sous ce groupe, tous deux définis sur R, munis
d’isomorphismes compatibles ¢, : G, — G et g?)p . G » — G, définis sur C, de sorte que,
pour tout o € T'g, on ait les égalités ¢, o o(¢,) ™ = ad ) et p O a(ép)_ = adp(s). De
tels objets existent : il suffit de poser G), = G, G = G de prendre pour ¢, et gbp les
identités et de définir les actions galoisiennes sur G et Gp par les égalités précédentes.
Pour p,q € Il et 0 € Gg, on définit ¢, = ¢, " 0 gbq et Vpg(o) = ¢, (q(o)p(o)™"). La
vérification des propriétés (1) a (5) est routiniere. Indiquons simplement la peuve de
(4), qui justifie la condition d’invariance par 6 imposée aux cocycles. Fixons v € G(R).
L’'image de p dans H'(I'g, G) est invariante par ad,. On peut donc fixer g € G tel que
ad,(p(o)) = g 'p(o)o(g) pour tout o. Cela implique

a(97) = o(9)y = p(0) " g7p(0) = ady)-1(g7)-
Posons v, = ¢, ' (g7). Alors
o(1) = o(¢p) " (0(97)) = o(¢p) " © adyier-1(97) = ¢, (97) = Y-
Donc 7, € G,(R).

Inversement, si on part de données comme ci-dessus et si on fixe un py € II, on peut
identifier KG & un K-espace tordu défini comme on vient de le faire & partir du couple

(G,G) = (G, Giy).
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1.12 L’ensemble G (F)

Le corps F' est de nouveau un corps local de caractéristique nulle. Soit A un groupe
et B un ensemble muni d’une action a droite de A. On suppose A et B munis d’actions
de T'r compatibles & cette action. Notons Z°(T'r; A O B) I'ensemble des couples («, b)
ounbe Beta:I'r — Aest un cocycle tels que o(b) = ba(o) pour tout o € I'r. On
introduit la relation d’équivalence («,b) = (o, V') si et seulement s'il existe a € A tel que
(o) = ata(o)o(a) et V' = ba. On note HO(T'r; A O B) le quotient de Z'0(T'x; A O B)
par cette relation d’équivalence.

Il y a un cas particulier important de la construction précédente. Considérons deux
groupes A et B munis d’actions de I'r et un homomorphisme de groupes f : A — B
équivariant pour cette action. On peut considérer que A agit sur B par (a,b) — bf(a).

On note alors H(I'y; A 5 B) 'ensemble HYO(T'p; A ¢ B) précédent. Si A et B sont
abéliens, c’est aussi un groupe abélien.

Remarque. Ces ensembles ont été définis par divers auteurs. Facheusement, les uns
les notent HY, les autres H! et les définitions varient par des signes. Nous avons adopté
la notation H'? qui est lourde mais a l’avantage de mécontenter tout le monde. Labesse
utilise la notation H et sa définition differe de la notre car il considere une action a
gauche de A sur B. Kottwitz et Shelstad ne considerent que des groupes abéliens et
utilisent la notation H!. A cette différence de notation pres, notre définition est la méme
que la leur. Signalons que, sous certaines hypotheses topologiques supplémentaires, on

peut définir comme ci-dessus des ensembles H'(Wg; A EN B), cf. [KS1] A.3.

Ainsi, on définit 'ensemble Go(F) = HYO(Tr; Gsc = G) (pour nous, Ggo agit a
droite sur ), cf. [Labl1] 1.6. L’application naturelle de H**(T'r; Z(Gsc) = Z(G)) dans
cet ensemble G (F) est bijective, ce qui munit G, (F) d’une structure de groupe. Il y a
un homomorphisme naturel injectif

G(F)/m(Gse(F)) = Gap(F),

qui est surjectif si F' # R. . .
Ainsi, on définit 'ensemble H'°(T'r; Gsc O G), que l'on peut noter G (F). On a
une application :

ZYW0T 5 Gse O G) x ZX9(Tp; Z(Gse) = Z(G)) — ZY(Tp;Gse O G)
(575 (€5 2)) — (uC,vz).

Elle se quotiente en une action & droite du groupe Go(F) ~ HY(T'r; Z(Gsc) = Z(G))
sur Gop(F). On a :

(1) Gap(F) est un espace principal homogene sous G,(F).

Preuve. Soient (¢, 2), (¢/,2') deux éléments de Z'(T'p; Z(Gsc) = Z(G)) et soit
(11,7) € ZY(Tp; Gge O G). Supposons (u¢, vz) cohomologue & (pu¢’,v2'). Alors il existe
T € Gge tel que p(o)('(0) = 27 u(o)¢(0)o(x) et v2' = yzm(z). Cette derniere relation
implique que 2’ = z7w(z) et que x appartient a Z(Ggc). La premieére relation implique
alors que ('(0) = z71((0)o(x), donc les couples (¢, z) et (¢, 2’) sont cohomologues. Cela
prouve que I'action de Ggy(F) sur Go(F) est libre. Soient maintenant (i, ) et (1/,7')
deux éléments de Z'0(I'p; Gge O G). Soit g € G I'élément tel que v = ~g, écrivons

g = m(x)z avec x € Ggo et z € Z. Le couple (¢/,7) est cohomologue a (p”,~vz), ou
1,1

W' (o) = zp'(o)o(x)™t. Posons ((0) = p(o) 1" (o). Les égalités o(y) = ym(u(o)) et
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o(yz) = vzm(u" (o)) entrainent que o(z) = zm({(0)). Cela implique que ((o) appartient
a Z(Ggsc). Cette propriété et le fait que p et p” sont des cocycles implique que ( est
aussi un cocycle. Alors (¢, ) appartient & Z10(T'r; Z(Gsc) = Z(G)). Le couple (i',~")
est cohomologue au produit de (u, ) et de (¢, z). Cela prouve que l'action de G, (F') sur
Gap(F) est transitive. O

Remarquons que I'on pourrait aussi bien définir une action a gauche de G, (F) sur
éab(F ), jouissant des mémes propriétés.

Il y a une application naturelle G(F) — Gu(F) : & v € G(F), on associe 'image
dans Gop(F) de (n=1,7) € ZYTp; Gse O G).

On va définir une application

(2) Gup(F) = HY'(Tr; Z(Gse) O Z(G)).

Soit (i, 7) € ZY(I'r; Gse © G). Fixons une paire de Borel épinglée € et une cochaine
ue comme en 1.2. On peut choisir, et on choisit, x € Ggc et e € Z(é,é’) tels que
v = en(x). Posons p/(0) = zu(o)o(x)!, puis v(0) = ad  (ug(o)) ' (0)ug (o)~ L'égalité
o(y) = ym(u(o)) entraine o(e) = em(p/(0)), puis

(3) adug (o) (0(€)) = em(v(0)). i

Or ad,, () o o conserve £, donc aussi Z(G,E) = eZ(G). Donc ady, (o) (0(e)) € eZ(G)
et 1’égalité (3) implique que v(o) appartient & Z(Ggc). Rappelons que le cobord dug
prend ses valeurs dans Z(Ggsc). Montrons que

(4) dv = (071 — 1)(dug).

Pour cela, définissons un espace tordu G, sur le groupe Gge de la facon suivante. 11
est égal a e,Gg¢c, ou e, est un point fixé. L’action de Gg¢ a droite est 'action naturelle,
celle & gauche est définie par ge, = e,ad;'(g). La structure galoisienne est (o, e.g) —
expt (0)o(g). On vérifie que cette définition est loisible. On a la relation analogue a (3) :

(5)  ady () (o(e)) = e(o).

Soient 01,09 € I'p. En remplacant dans (5) o par o; et en multipliant a droite 1’égalité
obtenue par g;(v(02)), on obtient

adug(gl)((ﬁ (exv(02))) = ewv(o1)o1(v(02)),

puisque v(o9) est central. On remplace le terme e,v(02) du membre de gauche par sa
valeur donnée par (5) et on obtient

g (01)01 (ue (02)) (T102(e4)) = exv(o1)o1(v(02)),

ou encore
addug(al,ag)ug(alag)(0102(6*)) = €*U<O'17 02>dy<017 02)-

On exprime le membre de gauche grace a 1'égalité (5) pour o = 0105. On obtient

addu£(01702)(€*y(0102)> = G*V(O'l, Uz)dV(O'l, 0'2).

Cela entraine la relation (4). )
Notons z + Z les applications naturelles de Z(Gg¢) dans Z(Ggc) oude Z(G, E) dans

Z(G). La relation (4) entraine que v est un cocycle. La relation (3) et la définition de
I'action galoisienne sur Z(G) entrainent que o(e) = en(v(0)). Donc (v, €) appartient a

ZY(Tr; Z(Gse) O Z(G)). Montrons que
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(6) la classe de cohomologie de (7, €) ne dépend pas des choix effectués et ne dépend
que de la classe de cohomologie de (p, 7).

On a choisi &, ug, x et e. L’indépendance de ug est claire : on ne peut modifier
ug(o) que par un élément de Z(Gsc), ce qui ne change pas l'image v(0) dans Z(Ggc).
Supposons d’abord & et (u,y) fixés. On ne peut modifier z et e qu’en remplagant = par
27z et e par em(z) pour un élément z € Z(Gsc). On voit que cela remplace (o) par
v1(0) = z7'0(0)o(Z) et € par & = ez. Or (,€;) est cohomologue a (77, €). Supposons
maintenant & fixé et remplagons (i, ) par (u1,7v1) cohomologue a (u,7). Soit v € Gge
tel que py(0) = v 1u(o)o(v) et v1 = yv. Pour le couple (iu1,7:), on peut choisir e; = e
et z1 = zv. Alors pf = i et le couple (7, €) ne change pas. Il reste a remplacer £ par une
autre paire de Borel épinglée &1, (u,7) étant fixé. On fixe r € Gg¢ tel que ad,(€) = &.
On peut choisir ug, (o) = rug(o)o(r)™t, e = ad,.(e) = en(s), ot s = ad;'(r)r', et
z1 = s 'z. On a & = € par définition de I'ensemble Z(G). On a 1 (c) = s~ i/ (0)o(s),
puis

vi(0) = ad,, (ug, (o)) (0)ug, (0)

= ad, o ad, ' o ad *(rug(c)o(r) )s i (o)o(s)o(r)ue(o)r
= rad; Y(ug(o)o(r) ' (0)o(ad,* (1))ug (o) r~t = rav(o)bor™t,

ot a = ad; (ug(o)o(r)tug(o)™) et b = ug(o)o(ad; (r))us(o)~. Puisquon sait que
v1(o) est central, on peut aussi bien conjuguer par ra et on obtient v(c) = v(o)ba.
Introduisons I'action o + og- de I'p sur G définie par og- = ad,. () © 0g. Le fait que
adyg(0)(0(e)) € Z(G)e entraine que ad, commute & cette action. Or a = ad, ' o o (r)~!
et b= o0g- oad;'(r). Donc a = b~! et v1(0) = v(o). Cela prouve (6).

D’apres (6), on a défini 'application cherchée

Gup(F) = HY(IT'p; Z(Gse) O Z(Q)).

Il est facile de voir comme en (1) que 'ensemble d’arrivée est un espace principal ho-
mogene sous H(Tr; Z(Gse) = Z(Q)).

Cas particulier. Dans le cas olt G est & torsion intérieure, ce dernier ensemble n’est
autre que Gy, (F). La fleche (2) étant bien str équivariante pour les actions de G, (F') et
les ensembles de départ et d’arrivée étant tous deux des espaces principaux homogenes

sous ce groupe, la fleche est bijective.

Le groupe Z(() est naturellement un sous-groupe de 7. On pose Z4(G) = Z(G)/(Z(G)N
(1 = 6°)(T7)). I y a un homomorphisme surjectif Z(G) — Zo(G). On pose Zy(G) =
Zy(G) xz(¢) 2(G), la notation ayant le méme sens qu’en 1.7. L’application (2) se pousse
en une application que nous notons

NC: Gu(F) — HYO(Tp; Zo(Gse) O Zo(G)).

Soit G’ = (G, G, ) une donnée endoscopique pour (G, G, a). Rappelons que l'on a
un homomorphisme Z(G) — Z(G'). Il se factorise en une suite

Z(G) = 20(G) % 2(&)
et & est injectif. On a de méme une suite
2(G) > 2(C) & 2(C),
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et & est injectif. On a une suite d’extensions
G = Gy =C/(G'NZ(G) = Gup = C')2(0),
dont on déduit une suite duale
G+ G, + Gy
Il y a donc une application naturelle
() HO(Tw Z(Gse) © 2(G) —» HYO(Tw Z(GL) © Z(E)).

Un tore maximal de G, est naturellement isomorphe & 770 /(Z(G)NT?9), qui n’est autre
que T2, ou 1,4 est 'image de T' dans G'ap (on rappelle que 1Y, est connexe). Dualement,
un tore maximal de G, est donc isomorphe a T /(1 — 6*)(7T%.). On en déduit une suite

analogue a celle ci-dessus :

Z(Gse) — Z0(Gse) 25 Z(GL),
ou & ¢ est injectif. D’ou une application naturelle
(8)  H"(Ip; Z0(Gsc) O Z0(G)) = HY(Tp; Z(G) © Z2(G)).
Montrons qu’elle est bijective. Considérons le diagramme

Z(](Gsc) — Z(](G)
gO,sc i ) fo i
Z(G.) = Z(G)

Alors

(9) Z(G") est engendré par les images de 7’ et de &p;

(10) I'image réciproque par 7’ de I'image de &, est I'image de &g .

Le tore T™ est engendré par Z(G) et par 'image de T2, et (9) en résulte. Soit = €
Z(GY,) tel que 7'(x) appartient a I'image de &. Choisissons un élément t,. € T+, dont x
soit I'image dans 77, /(1 — 0*)(T%). L’hypothese signifie que 7(ts.) € Z(G)(1 — 0*)(T™).
Ecrivons 7(ts.) = z(1 — 0*)(t), avec z € Z(G) et t € T*. Ecrivons t = Z'n(t..), avec
2 e Z(G) et t., € Tr. Alors m(ts.(6* — 1)(t,,)) = z(1 — 6*)(2'). Cela entraine que
tse(0* — 1)(t,,) appartient & Z(Ggc). Puisque t4.(0* — 1)(t..) a aussi pour image = dans
T /(1 —60*)(T%), cela montre que = appartient a 'image de Z(Ggsc¢), qui n’est autre que
celle de 'application & .. Cela prouve (10).

Soit (¢,¢') € ZY(I'p; Z(GL,) O Z(G')). La relation (9) entraine que l'on peut écrire

e = &le)n'(z.), avec 2, € Z(G',.) et e € Zy(G). Alors ((',€') est cohomologue a
(¢1, &(e)), ou (i(0) = 2. (' (0)o(2.,)7 . La relation o o &(e) = &y(e)n’(¢](o)) entraine
que 7 o (] prend ses valeurs dans l'image de &. D’apres (10), on peut écrire (; =

€0.5¢(C), ou ¢ est a valeurs dans Zy(Ggsc). Puisque &4 et & sont injectifs, le couple
(¢, €) vérifie les conditions requises pour appartenir & Z"0(T'p; Zo(Gse) O Zo(G)). La
classe de cohomologie de ((’,€’) est I'image par application (8) de celle de (¢, e). Cela
prouve la surjectivité de (8). Inversement, soient ((i,e;) et ((2,€2) deux éléments de

ZY0(Tp: Zo(Gse) O Zo(G)) qui ont méme image dans HY (T Z(G,) O Z(G"). 1l
existe 2, € Z(G,) tel que §,5¢(C1(0)) = &o,5c(Ca(0)) (250) 1o (22) et So(er) = Eole2) ' (24,)-
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Cette deuxieme relation entraine que 7'(z;.) appartient a I'image de &y. D’apres (10), il
existe zse € Z0(Gse) tel que 2. = &ose(zse). D'apres Uinjectivité de &p . et 50, on a
alors (1(0) = (2(0)(25¢) to(2se) €t €1 = eam(2s.). Donc les couples (1, e;) et ((a, e2) sont
cohomologues, ce qui prouve I'injectivité de (8).

L’ensemble de départ de (8) n’est autre que G, (F), puisque G est & torsion intérieure.
Par composition de (7) et de I'inverse de (8), on obtient une application que nous notons

NG G (F) = HOT p: Zo(Gse) O Zo(G)).

Remarque. On note aussi N ¢ la composée de cette application avec application
G'(F) — G\ (F).

Il est plus parlant d’identifier ’ensemble d’arrivée de cette application. Introduisons
le groupe G| quasi-déployé sur F' dual du groupe Go = GO0 , muni de I'action galoisienne
provenant de celle sur G. Notons G, le sous-groupe Go Wp de ¥G. Le cocycle a ne
joue ici aucun role. On peut remplacer a par le caractere trivial 1. Alors le triplet
Go = (Go, G}, ) est une donnée endoscopique pour (G G.1) a laquelle on applique les
constructions ci-dessus. Pour cette donnée, on a Z (GO) =7 (G) NT%0. Cela résulte du
fait que les racines simples pour la paire de Borel (B NGy, T NGy = T(”O) de Gy sont
exactement les restrictions & 7% des racines simples pour la paire de Borel (B T) de @
cf. 1.6. Il en résulte que GO ad = Go AD, puis G sc = Go sc. Donc, pour cette donnée Gy,
I'application (7) est Iidentité. Donc I'application N Go.G gt bijective, ce qui nous permet
d’identifier H*(T'p; Zo(Gse) O Z0(G)) & Goa(F).

Revenons a notre donnée G’. On a construit des applications

(11) - Gow(F)

Les termes extrémes sont des espaces principaux homogenes sous respectivement G (F'),
o(F) et Goap(F). I est clair qu'il y a des homomorphismes similaires

lelNe
N ’ /

Gap(F) v Goap(F) < G(F)

compatibles avec les applications ci-dessus.

Supposons un instant que F = R. On a introduit en 1.11 un K-espace K G. On définit
KGo(R) comme la réunion disjointe des Gp.ap(R) pour p € II et on obtient un diagramme
similaire au précédent ott G(R) et Gp(R) sont remplacés par KG(R) et KGo(R).

1.13 Caracteres de G(F), Gou(F), Gou(F)/NC(Gu(F))

Comme on 'a dit dans le paragraphe précédent, on a 1’égalité

Gu(F) = H"(T'r; Z(Gse) = Z(Q)).
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Fixons un tore maximal 7' de G défini sur F. On introduit le tore dual 7’ muni de 'action
galoisienne duale de celle de T'. L’homomorphisme naturel

HY(Tr; Z(Gse) = Z(G)) — H'(Tp; Tye — T)

est bijectif. D’apres [KS1] lemme A.3.B, le groupe de caractéres continus du dernier
groupe est le quotient de HYO(Wp; T — Tad) par I'image naturelle de TFF 0. On vérifie
que cette image est nulle et que ’homomorphisme naturel

H' Wg; 2(G)) = HOY(We: T — Thg)

est bijectif. On en déduit que le groupe des caracteres continus de G, (F) est isomorphe
A H'(Wp; Z(G)).

Cela nous permet de préciser la correspondance qui, & a € H(Wp; Z (G’)), associe le
caractere w de G(F'). On a un homomorphisme

G(F) = Gu(F) = H'(Tp; Z(Gse) — Z(Q)).

Concretement, pour g € G(F'), on écrit g = m(gsc) 2, avec gs. € Gge et z € Z(G). L'image
de g par Papplication ci-dessus est représentée par le couple (i, 2), olt () = gsc0(gse) L.
Alors w(g) est le produit par I'accouplement

HYTp;Toe = T) x HO(Wp; T — Tog) — C*

des images de g dans le premier groupe et de a dans le second.
On vérifie sur les constructions que le dual de ’homomorphisme

Can(F) ™5 Goun(F)
est 'homomorphisme naturel
(1) H'(Wg; Z(Go)) = H (Wp; Z(G)).
On a vu que Z(Go) = Z(G) N T%°. Notons Z(G), le groupe des x € Z(@) tels que

o(z)z! € Z(G) NT? pour tout o € T'p. Le quotient Z(G),/(Z(G) N T?0) n'est autre
que le groupe des invariants (Z(G)/(Z(G) N T%°))'7 On a un homomorphisme
Z(G)./(Z(G)NT*) Z(G)' — H'(Wi; Z(G))
qui, & z € Z(G),, associe le cocycle w — w(x)z~t. On vérifie qu'il se quotiente en un
isomorphisme de Z(G),/(Z(G) NT?)Z(G)'F sur le noyau de ’homomorphisme (1). Le
groupe Z(G)*/(Z(G)ﬁfé’o)Z(G)FF s’identifie ainsi au groupe dual de Gg o (F) /N (Gap(F)).
Pour z € Z(G),/(Z(G)NT?0) Z(G)'*, on note p1, le caractére associé de Goap(F )/NG( »(F)).
L’application N¢ : Gap(F) — éoﬂb(F) étant compatible & N, on voit qu’a tout
z € Z(G),/(Z(G) N T?)Z(G)'F, on peut aussi associer une fonction ji, sur Go.ap(F)
telle que o
(2) ji, vaut 1 sur N¢(Gu(F));

(3) fiz(9070) = 1 (g0)fix(Y0) POUT tous gy € Gou(F) et tout vo € Go.a(F).
Pour 7y € Go.a(F), la somme

1Z(G)./(Z(G) N T*0) Z(G)Fr | S i (70)

2€Z(G)« /(Z(G)NT0:0)Z(G)'F

vaut 1 si 79 € N9(Gg(F)), 0 sinon.
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1.14 Image de la correspondance

Soit G’ = (G, G, 5) une donnée endoscopique pour (G, G, a). Rappelons que G’ est
dit elliptique si et seulement si Z(G/)FF’ = Z(G)Fr b0,

Définition. Nous dirons qu'un élément semi-simple v € G( ) est elliptique si et
seulement §'il existe un tore tordu maximal elliptique 7' de G tel que v € T(F)

Si I est non-archimédien, cette condition équivaut a I'égalité Ag, = Ag. Si F est
archimédien, la condition d’ellipticité entraine cette égalité Ag, = Az, mais la réciproque
n’est pas toujours vraie.

Proposition. (i) Soit (6,7) € D(G'). Alors les images de § et v dans Go..(F) par le
diagramme 1.12(11) sont égales.

(ii) Supposons G’ elliptique et F' # R. Soit § € G <(F). On suppose que § est
elliptique et G- régulier, et que I'image de § dans Go abn(F) appartient a I'image de é’ab(F)
par Iapplication NG, Alors il existe v € G(F) tel que (6,7) appartienne & D(G').

(iii) Supposons F = R. L’assertion (ii) devient vraie si 'on remplace Gq(F) et D(G')
par KG o (R) et Dya(G).

Preuve. Soit (d,7) € D(G'). Grace au lemme 1.10, on choisit un diagramme (6, B', 7", B, T, )
et on utilise les notations de 1.10 pour celui-ci. On note & : Ts. — 7., ’homo-
morphisme relevant &pqv, ot 77, est l'image réciproque de 7" dans G’,. Cet homo-
morphisme est équivariant pour les actions galoisiennes. On n’a aucun mal a relever
1.10(6) sous la forme : on peut écrire v = en(t), 6 = en(t), avec t € Ty, e €
Z(G,E) et t' = £,(t). D’aprés les définitions, les images de & et y dans Goa(F)
sont représentés respectivement par les couples (V/,eg) et (v, eg), ot V(o) = t'o(t')!
v(o) = ad; (ug(o))to(t)  ug (o)~ et ey est I'image de e dans Z,(G). Pour prouver (i),
il suffit de prouver I'égalité &,.(v(0)) = /(o). Puisque v(o) est central, on a aussi bien
v(o) = ug(o)Lad.(ug(o))t 1o (t). On sait que ug(o) définit un élément de W que 1'on
peut relever en un élément de G.. On peut donc écrire ug(o) = n(o)t(o), ou n(o) € G,
et t(c) € Ty Alors v(o) = (071 — 1)(t(o))to(t)™, dot &e(v(o)) = & (ta(t)™).
Puisque &, est équivariant pour les actions galoisiennes, on en déduit ’égalité cherchée
£.(v(0)) = V(o).

Plagons-nous sous les hypotheses de (ii). On choisit une paire de Borel (B’,T") de G’
conservée par adg et on identifie la paire de Borel épinglée £* de G a une paire particuliere.
On choisit une cochalne ug« pour cette paire, on la note simplement v*. Munissons GG de
I'action galoisienne o +— oG+ = ad, () 0 0. Sa restriction a 7™ est I'action déja introduite
sur ce tore et GG est quasi-déployé pour cette action. Posons 6 = f¢«. Les deux paires
(B’,T’) et (B*,T*) déterminent un homomorphisme Ep~p : T* — T'. Il y a un cocycle
wrr : Tp — WY tel que ogr o Epeqr 0 cr(_;* = &poq o wri(0). Le groupe G%. est lui-
aussi quasi-déployé. D’apres [K1] corollaire 2.2, on peut fixer g € G% tel qu’en posant

= adg—l( *), le tore T' soit défini sur F' pour 'action o — o+ et {pp = Ep« v 0 ad,
Vériﬁe o o&r = Er,00 006+ Remarquons qu’en posant £ = ad, ' (£%) et B = ad;l(B*),
I'homomorphisme &7 est celui associé aux deux paires (B',T") et (B, T'). D’autre part,
puisque g est fixe par 6, on a Z(G,&) = Z(G,E*) et = 0.

Par hypothese, 'image de & dans G q(F) est aussi I'image d'un élément de Gop(F).
On peut représenter ce dernier par un élément (p,e) € ZY0(Tp: Gge O G), o e ap-
partient & Z(G,&). Son image dans H'YO(T'p: Zo(Gse) O Zo(G)) est représentée par
le couple (v, €p) suivant : ey est 'image de e dans Zj et vy(o) est 'image de v(o) =
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0~ (u*(0))u(o)u* (o)~ dans Zo(Gse). D’apres la preuve de la bijectivité de I'applica-
tion 1.12(8), on peut écrire § = f'z(t'), o t' € T',, f € Z(G) et f' est I'image de f
dans Z(G"). L'image de § dans H"O(T'p; Zo(Gsc) O Zo(G)) est représentée par le couple
(U, fo), ot V'(0) = to(t')"! et fy est Vimage de f dans Z,(G). L'égalité des images
de 0 et (u,e) signifie que les couples (g, eq) et (v, fo) sont cohomologues, c’est-a-dire
quil existe z € Z(Gse) tel que V(o) = 27 'w(0)o(2) et fo = egz (pour simplifier, on
note encore z l'image de cet élément dans divers quotients de Z(Gg¢)). Quitte a rem-
placer le couple (u,e) par le couple cohomologue (i, ez), ot p/(0) = 2z tu(o)o(z), on
se ramene a la situation ou fy = eg, donc f' = €', et ' = 1y. Rappelons que v est a
valeurs dans Z(Gge) C T. L’égalité v/ = 1y signifie que signifie que &.(v(0)) = V(o)
pour tout o € I'p, ot & : Ty — T, releve Ep . Soit t € Ty, tel que &, (t) =t'. D’apres
I’équivariance de &, 1'égalité précédente signifie que v(o) et tog-(t)~! ont méme image
dans T./(1 — 0)(Ts.). On peut choisir une cochaine y : I'r — Ty, telle que

1) (o) =(1—0")(y(o))toe-(t)".

On note d la différentielle pour 'action naturelle o +— o¢ et d* celle pour 'action o —
og+. Puisque v est a valeurs centrales, on a dv = d*v. D’autre part, § commute a
'action o — og+. De I'égalité ci-dessus se déduit la relation dv = (1 — 07')(d*y) puis
(1—07Y)(du*d*y) = 1 grace & 1.12(4). Puisque du* est & valeurs centrales, c’est un cocycle
pour chacune des actions galoisiennes. Donc du*d*y est un cocycle pour I'action o +— o«
et I'égalité précédente montre qu’il prend ses valeurs dans T2,

Remarque. La notation T?, désigne 1’ensemble des points fixes par 6 dans T,., et
non pas l'image réciproque dans Ggo de TY. L’ensemble TY, est connexe, donc est un
tore.

Les hypotheses d’ellipticité de G’ et de § et I’équivariance de . entrainent que ce
tore T, muni de Paction o + og-, est elliptique. Donc H*(I'p, T%) = 0 et du*d*y est
le cobord d’une cochaine & valeurs dans 79. Quitte & multiplier y par 'inverse de cette
cochaine, on peut supposer du*d*y = 1. Posons Y (o) = y(o)u*(o). L’égalité précédente
et un calcul standard montrent que Y est un cocycle pour I'action naturelle o — o =
adyx(r)-100¢+. Posons 71 = et (ou plus exactement v, = en(t)). Puisque (u, e) appartient

4 Z10(T'p; Gse © G). on a o(e) = en(0), ol o(1) = ep(0)o(t). On a

po)a(t) =07 (u* (o) v(o)u(o)u* (o) og- (t)u*(0).
En utilisant (1), on obtient u(o)o(t) = 071 (Y (o) )tY (o), d’on

2 o(n) =7 (o) Imn(Y (o)),

ou on a rétabli ’homomorphisme 7 pour plus de précision. Jusque-la, nous n’avons pas
utilisé I'hypothese que F' est non archimédien. Utilisons-la. Le cocycle Y est a valeurs
dans Gg¢. Or H! (FF, Gsc) = 0. Donc on peut choisir g; € Gge tel que Y (o) = grto(qr).
Posons 7 = ¢1719; ", La relation (2) implique que v appartient & G(F). La classe de
conjugaison sur F de ~ est la méme que celle de v;. En appliquant les définitions de 1.8,
la définition 7, = et montre que sa classe correspond a celle de 0. Cela prouve (ii).

Supposons maintenant F' = R et considérons un K-espace tordu. On peut supposer
quil est issu d’un couple (G,G) comme en 1.11. On a encore (2). Fixons v, € G(F),
écrivons y; = 279, avec x € G. La relation (2) entraine

ad, o (Y (0)) =z '7(Y(0))o(x).
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Donc la classe du cocycle 7w(Y) est fixe par 0. Il existe p € Il et g3 € G tels que
(Y (0)) = g, 'w(p(0))o(g1). La relation (2) se récrit

o(g1mgr ") = adpe)-1 (91797 ).

Posons v = qglj Ygimgrh). Alors v appartient a G,(R) et, de nouveau, les classes de
conjugaison de 7y et § se correspondent. Cela prouve (iii). O

2 Transfert

2.1 Facteurs de transfert

La situation est la méme qu’en 1.5. Soit G’ = (G',G’,5) une donnée endoscopique
relevante pour (G, G, a). On introduit des données auxiliaires G, é”l, Ch, él. Le terme
G’ est un groupe réductif connexe défini et quasi-déployé sur F, C; C G est un tore
central défini sur F' et induit (c’est-a-dire que X,(C}) possede une base conservée par
I'action de ['r). Il y a une suite exacte

1-C -G, —G —1.

Le terme G’ est un espace tordu sur G, défini sur F', a torsion intérieure, tel que
GI(F) # 0. Il y a une surjection G} — G’ compatible avec la surjection G| — G’. Le
terme 51 g — LG est un plongement compatible aux projections sur Wr dont la
restriction & G’ est un homomorphisme G/ — G/ dual de G| — G'. 1l existe de telles
données auxiliaires, cf. [KS1] paragraphe 2.2. Fixons-en.

Pour w € W, soit g, = (9(w), w) € G'. Ecrivons 1(g0) = (¢} (w), w). Limage z¢, (w)
de ¢} (w) dans G /G’ = C; ne dépend pas du choix de g,,. L’application w — z¢, (w) est
un cocycle, qui détermine un caractere A\; de Cy(F).

Notons D; Pensemble des (6y,7) € G(F) x G(F) tels que (8,7) € D(G'), oi1 § est
image de &; dans G’ (F). Kottwitz et Shelstad définissent ce que 'on peut appeler un
bifacteur de transfert, que 'on note A; : D; x D; — C*. On rappelle sa définition
(légerement modifiée : on supprime les termes Ay ) au paragraphe suivant. Il ne dépend
que des données déja fixées. Un facteur de transfert est une application A, : D; — C*
telle que

A1(51>V)A1(é1,1)_1 = Ai(61,7;05,7)-

Il existe un tel facteur. Il est unique a homothétie pres. La valeur A;(d1,7) ne dépend
que de la classe de conjugaison stable de §; (on rappelle que, ¢; étant fortement régulier,
sa classe de conjugaison stable est 'intersection de é/l(F ) avec la classe de conjugaison
géométrique de &;, c’est-a-dire sa classe de conjugaison par G4 = G’ (F)). Pour ¢; €
C1(F) et g € G(F), on a I'égalité

Ai(e161,97v9) = M) Tw(g) A (61, 7).

Supposons F' = R et considérons un K-espace KG. En utilisant évidemment les
meémes données auxiliaires pour chaque espace G, on définit I'ensemble D~ ; réunion

disjointe des D¢ 4 relatifs a chaque é'p. Comme 'a remarqué Kottwitz, on peut définir
un bifacteur de transfert Ay : Dy X Dy — €, cf. 2.3.
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2.2 Définition du bifacteur de transfert

On conserve la situation du paragraphe précédent. On fixe des paires de Borel épinglées
€ et & comme en 1.5 et on utilise les constructions de ce paragraphe relatives a ces paires.
On fixe deux éléments (d1,7) et (d;,7) de Dy.

On fixe un diagramme (8, B, 17", B,T,~) et on utilise pour celui-ci les notations de
1.10. On complete (B, T) en une paire de Borel épinglée £. On fixe e € Z(G, €) et on pose
0 = 0.. On note X(7T) 'ensemble des racines de T" dans l'algebre de Lie de G. 11 s’identifie
a X(T*) par l'identification €& ~ £*. Mais il est muni d’une action galoisienne naturelle
du fait que T est défini sur F' et c’est cette action que 'on considere dans la suite. L’au-
tomorphisme 6 agit sur 3(7"). Comme en 1.6, on note X(7'),.s 'ensemble des restrictions
Qres A’éléments o € X(T) a 799 On note Yres.ind le sous-ensemble des éléments indivi-
sibles de X(1"),¢s. On fixe des a-data (aq)aex(7),., ,,q POUT I'ensemble ¥(7T'),cs ing muni de
son action galoisienne, cf. [LS] paragraphe 2.2. On les reléve en des a-data pour %(7T)
en posant a, = Gq,., Si Qe est indivisible, a, = aq,.,/2 sinon. On définit une fonction
rr:I'p =T 89 par

C

rr(o) = 11 a(ag),

aeX(T),a>0,01 (a)<0

ol la positivité est relative a B et ol on considere que les coracines prennent leurs valeurs
dans Ggc. Comme en 1.2, on fixe pour tout ¢ € I'p un élément ug(o) € Ggo tel que
ady,,(s) © 0 conserve £. L’élément ug(o)™! définit un élément de W? que nous notons
wr(o). D’autre part, a la paire de Borel épinglée £ est associée une section de Springer
ne : W — Gge, cf. [LS] 2.1. On définit une cochaine Vy : T'p — Ty, par

V(o) = re(o)ng(wr(o))ue(o).

Notons que ng(wr(o)) € Ggee car ng est équivariante pour 'action de . On vérifie
que dVr = dug. Notons 7] le commutant de §; dans G. On a deux homomorphismes
équivariants pour les actions galoisiennes

Notons ¥, le produit fibré de 77 et T" au-dessus de 7", ¢’est-a-dire
T ={(t1,t) € Ty x T; &y v (1) = Er (1) }-

Notons ¢ l'image naturelle de e dans Z(G’). Relevons-le en un élément ¢/ € Z(G1).
Ecrivons v = ve et §; = i€} puis posons v; = (u1,v). Alors vy appartient a T; :
I'image commune de v et p; dans 7" est I'élément p tel que 0 = pe’. Remarquons qu’il
y a un homomorphisme naturel 1 — 6 : T,. — T, : a t,. € Ty, il associe le couple
(1,(1 —60)om(tse)) € Ty. On vérifie I'égalité

(1= 0)(Vr(0)) = (21(0), 2(0))o(vr)ri ",

ol z(0) et z;(o) sont les éléments de Z(G), resp. Z(G)), tels que ug(o)o(e)ug(o)™! =

z(o) e, resp. o(€}) = 2 (o) te).

On effectue les mémes constructions pour la paire (d;,7). On utilise les mémes nota-
tions, en les soulignant. Il est essentiel d’effectuer pour ces données des choix cohérents
avec ceux faits pour la premiere paire. Pour cela, on fixe r € Gg¢ tel que ad,.(£) = £. On
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choisit e = ad,(e), ug(o) = rug(o)o(r)~! et &) = €| (ce dernier choix est loisible puisque
e et e ont méme image ¢’ dans Z(G"). Définissons le tore U = (T, x T,.)/diag_(Z(Gsc)),
ou diag_ est le plongement antidiagonal. On définit une cochaine V : I'r — U : V(o) est
I'image dans U de (Vp(o), Vr(o)™). C’est un cocycle. Introduisons le groupe 3; formé
des couples (z1,2) € Z(G)) x Z(G) qui ont méme image dans Z(G’). Définissons le tore
S; = (T, x T,)/diag_(31). Notons v; = (v1,v;"). Des homomorphismes 1 — 6 définis
ci-dessus se déduit un autre homomorphisme 1 — 6 : U — S;. On vérifie que le couple
(V,v,) appartient & Z'(Tg; U = S1).

On va effectuer des constructions similaires du coté dual. Des deux paires de Borel
& et £ se déduisent des isomorphismes en dualité X, (T) ~ X*(T) et X*(T) ~ X,(T).
Pour ¢ € T'p, on a défini plus haut 'élément wy (o) € W On peut munir le tore T’ d’une
nouvelle action galoisienne de sorte que o agisse par or = wr(o)og (o og est I'action
qui conserve E, of. 1.5). On vérifie que, pour cette action, les isomorphismes ci-dessus
deviennent équivariants, autrement dit T, muni de cette action, est le tore dual de T

~

C’est cette action que 'on utilise dans la suite. On note X(7")s.ing I'ensemble des racines
de 790 dans I’algebre de Lie de G011 s'identifie & I'ensemble des éléments indivisibles
dans E(T)res, cf. 1.6. Il est de plus muni de 'action galoisienne provenant de celle sur T.
On fixe des x-data (Xa)aez(f) pour cette action, cf. [LS| paragraphe 2.5.

res,ind
~

Considérons I'ensemble des orbites de l'action galoisienne dans X(7'),es ing. Disons
qu’une orbite O est symétrique si O = —O (ou, ce qui revient au méme, si ON(—0) # )
et qu’elle est asymétrique sinon. Considérons un couple (O, —Q) d’orbites asymétriques.
Fixons a € O, notons F,, l'extension de F' telle que I'r, soit le fixateur de o dans I'p.
Fixons un ensemble de représentants wy, ..., w, du quotient Wg \Wg. Soit w € Wpg.
Pour tout ¢ = 1,...,n, il y a un unique couple (j,v;(w)) € {1,...,n} x Wg, tel que
w;w = v;(w)w;. On pose

iz O (w) = II #y < (wfld)(xa(vi(w)))> :
B€0;B>0,w—1B<0 1=1,...,n

La positivité est relative a B N G%. Grace a I'isomorphisme du corps de classes, on
a identifié y, a un caractere de Wy, . Considérons maintenant une orbite symétrique
O. On fixe a € O et des éléments wg, wy, ..., w, € Wr de sorte que wy'a = —a et
i+ w; 'a soit une bijection de {1,...,n} sur I'ensemble des éléments positifs de O. Pour
1 =1,...,n, on pose w_; = wow;. Soit w € Wg. Pour tout + = 1,...,n, il y a un unique
couple (j,v;(w)) € {£1,...,£n} x W, (avec la définition ci-dessus de F,,) de sorte que
w;w = v;(w)w;. On pose

i1 (w) = (w; ') (Xa(vi(w))).

i=1,...,n

On note 77(w) le produit des 79 =9 (w) sur les paires (O, —O) d’orbites asymétriques
et des 7€ (w) sur les orbites O symétriques. Cela définit une cochaine 7 : Wp — ch. On
a effectué de nombreux choix, mais on montre qu’ils n’affectent cette cochaine que par
multiplication par un cobord, ce qui est sans importance pour la suite.

On peut effectuer des constructions analogues dans le groupe G'. 1l existe un cocycle
wra : Tp — WY de sorte qu'en munissant le tore T" de l'action (o,t) — op(t) =
wr,a(0)oe(t), ce tore s'identifie au tore dual de T". En fait I'égalité T' = 700 est
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compatible aux actions que l'on vient de définir sur T" et T. Clest une conséquence du
fait que l'application {rp @ T — T" est équivariante pour les actions galoisiennes. On
munit 'ensemble X(7”) des racines de T" dans I'algebre de Lie de G de I'action galoisienne
provenant de celle que 1'on vient de définir sur T’ . Cet ensemble n’est pas forcément
inclus dans Z(T )res,ind, Mais il y a néanmoins une injection naturelle du premier dans le
second : I'image de a € X(T") est le seul élément de 3(T)yes ina N {/2, a}, cf. 1.6. Cette
injection est équivariante pour les actions galoisiennes. De nos y-data se déduisent des
x-data pour 'ensemble ¥(7"). On définit alors une cochaine #r.q : We — T/, ot T/, est
I'image réciproque de T" dans ch Sa définition est copiée sur celle de 7.

On introduit les sections de Springer 7 : Wl — G AC et ne 1 W — Gl associées
aux paires de Borel épinglées & et &'. Plus exactement, dans le cas de 7, a la paire de
Borel épinglée de G sc. qui se dedult naturellement de &. Celle-ci a pour palre de Borel
sous—Jacente la paire (BSCQG o ) et les éléments de I’épinglage sont les E, +E o Tt
E@na—l pour a € A, oun, > 1estle plus petit entier n > 1 tel que 0"a = a. Rappelons
que l'on a modifié I'isomorphisme G ~ G x Wp, cf. 1.5. On fixe une application

Wrp — g
w o = gy = (9(w),w)

de sorte que ady(,)wg agisse comme wgr sur G'. Pour w € W, posons
tr(w) = Fr(w)iler()g(w) i wro (@) ina(w)

L’action galoisienne sur 7', relevée en une action de Wg, est w — n(wr(w))wg =

Ay (wrp (w))g(w)-1We - Restreinte a T, elle est égale a ady, (w, o (w)We- Donc I'élément

A(wr(w))g(w) g (wra(w)) ™ appartient & 7. Il en résulte que t(w) € T. On montre
que le cobord dt de la cochaine ¢ est égal a celui de la cochaine w |—> g(w)™t, qui prend
ses valeurs dans Z (G’ ). Rappelons que l'on a un plongement & LG Notons T’
le commutant dans G’ de fl( ") et B’ le groupe engendré par T’ et 51( ) Le triplet
(B}, T, (£1(E"))aca) est une paire de Borel épinglée de (. Comme en 1.5, on modifie
I'isomorphisme LG ~ G’ x W de sorte que 'action d'un élément de Wy conserve cette
paire. On munit T’ de la nouvelle action galoisienne (0,t1) = o7(t1) = wre(0)og (t1).

Muni de cette action, T} est le tore dual de T}. Posons &,(g,,) = (Ci(w), w). D’apres la
définition de g, (i (w ) appartient au centre de @1, a fortiori a T{ Notons ¥, le quotient
de T! x T par la relation d’ équivalence (LEWX), 1) = (t1,t't) pour tout t’ € T'. Cest le tore
dual de T;. On définit une cochaine Vi, : Wi — %, : Vi, (w) est 'image de (¢ (w), tr(w))
dans €;. Cest un cocycle.

On définit les objets similaires relatifs au tore T'. Remarquons que, quand on oublie
les actions galoisiennes, on a 'égalité T, = 31 et qu’il y a un homomorphisme naturel
J: T = %, = ‘Zl On vérifie que, pour tout w € W', Iapplication w — 1 de <, dans
lui-méme se releve en une application naturelle encore notee w—1:%; = T\. Autrement
dit, on a un diagramme commutatif

T, s T,
Now—1 A

A

TS C

Notons S, le sous-tore de §; x 21 x T, formé des (t,t,ts) tels que j(ts.) = tt71. On le
munit de 'action de I'r définie par

(0, (t, L, tse)) = (o7 (t), o0(t), o7 (tse) (wWr,e (0)wrer (o) = 1)or(t))
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= (07(t), 01(t), 0z(tee) (1 — wrar(0)wr (o) o (t)).
On vérifie que S; est le tore dual de Sy Pour w € W, on fixe un élément gsc(wz € Gsc
qui ait méme image que g(w) dans G 4p. On définit une cochaine t7 . : Wgp — T par

tr,se(w) = Pr(w)i(wr(w))gse(w) ™ e (wr e (w)) ™ irer(w) ™,
puis la cochaine t,. = tT,sctilsc. On définit ensuite une cochaine Vl Wep — ‘3:1 X il X Tsc
par Vi(w) = (Vg (w), Vgl(w),tsc(w)). Elle prend ses valeurs dans S et ¢’est un cocycle.

Le tore dual de U est U = (T} x 1,.)/diag(Z(Gsc)), ot diag est le plongement
diagonal. On fixe un élément s, ayant meéme image que s dans Gap (rappelons que
5= 5«9) On définit I'élément s = (Sg, Ssc) de U. On dispose de 'homomorphisme 1 — 0
Si — U dual de I’homomorphisme 1 — 6 : U — S;. On vérifie que le couple (Vl, s)
appartient & Z0(Wp; S = U).

D’apres [KS1] A.3, on dispose d'un produit

<. > HYOTHU S 8) x HOWr 8, = ) — C~.
On pose R
Aimp(51> 75 éla 1) =< (‘/7 Vl)a (‘/17 S) >_17
en notant de la méme fagon les éléments de Z L0 et leurs images dans H'P.

La bijection o +— & de 3(T") sur X(7') induit une bijection ces — Gres de X(1)res ind
sur X(7")resina- On peut donc considérer nos x-data comme des y-data pour I'ensemble
¥(T)resina- Considérons un élément de X(7),esina que l'on écrit ayes, avec a € X(T).
Puisque a5 est indivisible, a est du type 1 ou 2. On distingue les cas suivants :

(a) a est de type 1 et (Na&)(s) # 1, autrement dit (&),es & X(T7);

(b) « est de type 2 et (N&)(s) # £1, autrement dit ni (&), es, ni 2(&)pes n’appar-
tiennent a X(77);

(c) a est de type 2 et (N&)(s) = —1, autrement dit 2(&),.s € X(T7);

(d) o est de type 1 ou 2 et (N&)(s) = 1.

On pose
Xares(%), dans le cas (a),
(Ne)(w)?—1
Al ay..(0,7) = Xarres ( o ), dans le cas (b),
Xare. (Na)(v) + 1), dans le cas (c),
L, dans le cas (d)

Ce terme ne dépend que de l'orbite de a,..s pour 'action de I'r. On pose

AII 5 ’y H AIIOM"es 5 ’Y)
ou le produit porte sur les orbites de l'action de I'r dans X(7),es ind-
On définit alors le bifacteur de transfert

A1<51777 517 ) AII<5 7)A11(5 7) 1Aimp<5177;é171>'

Remarques. (1) Ce terme est indépendant de tous les choix de données auxiliaires.

(2) On a rassemblé dans le facteur A, les facteurs plus habituels Ay et Ay Cela
parce que l'on a fait disparaitre le traditionnel groupe G* qui nous semble inadapté a
I’endoscopie tordue.

(3) On a tenté d’incorporer dans les définitions les changements de signes introduits
dans [KS2] 5.4. On n’est pas str d’avoir réussi.
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2.3 Bifacteur de transfert et K-groupes

On suppose ici F' = R, on considere un K-espace tordu comme en 1.11. On veut définir
le bifacteur de transfert sur Dy X Dy . On reprend les constructions précédentes.
Du coté dual, il n’y a rien de changé, 'espace K G n’intervenant pas. Du coté des groupes
sur R, les tores U et S se définissent aussi bien si v et 7 appartiennent a des compo-
santes connexes différentes de KG (R) (il suffit pour les définir d’identifier les centres des
différents groupes G,). La seule chose a changer est la condition de cohérence imposée
aux choix de e, ug(0), e et ug(o). Dans le paragraphe précédent, on avait choisi r € Gg¢
tel que ad,(£) = £. Supposons maintenant que v € G,(R) et v € G,(R). On choisit
r € Gpsc tel que ad, o ¢, ,(£) = £. On impose e = ad, o gz;pm(e) et

ug(o) = T(bg,p(uf(J))vg,p<a>a<r>7l-

2.4 Transfert

Les données sont les mémes qu’en 2.1. On fixe une mesure de Haar sur G(F'). Soit
v € G(F). On pose

D(y) = |det(1 — ad,,,)g/g,..

ol 7y, est la partie semi-simple de « et |.| la valeur absolue usuelle de F'. On fixe une

mesure de Haar sur G, (F'). Soit f € C®(G(F)). Dans le cas ot w est trivial sur G.,(F),
on pose

F,

Pl )= D012 [ wlg)flg g
Gy (FNG(F)
Dans le cas olt w n’est pas trivial sur G, (F'), on pose 1¢(vy,w, f) = 0.

Remarque. Il n’est pas clair que la normalisation que 1'on a choisie soit la plus
simple. On aurait pu intégrer sur Zg(v; F))\G(F) au lieu de G,(F)\G(F'). Auquel cas, la
condition sur w serait d’étre trivial sur Zg(v; F'). Notons que cela ne crée pas d’ambiguité :
si w est trivial sur G, (F') mais pas sur Zg(v; F'), Uintégrale sur G.,(F)\G(F') est nulle.

On note I(G(F),w) le quotient de C°(G(F)) par le sous-espace annulé par toutes
les 16(v,w,.), 7 tres régulier.

Remarque. Dans le cas ou w est trivial, on supprime w de la notation : [ é(fy, f) et
I(G(F)) au lieu de I9(v,w, f) et I(G(F),w). D’autres simplifications similaires seront
utilisées dans la suite.

On note C’f‘/’\l(é’l(F)) Pespace des fonctions fi : G4 (F) — C telles que fi(cy01) =
A(c1) 7 f1(61) pour ¢ € C1(F) et fy est lisse et & support compact modulo Cy(F). On
fixe une mesure de Haar sur G'(F). Pour 6; € G (F), on fixe une mesure de Haar sur
G5(F) et, pour f; € CZ5 (G (F)), on pose :

[é/(517 fi) = Dé/(é)lﬂ/ fi(z7 6 x)dx.
G5 (FO\G'(F)

Si 01 est semi-simple fortement régulier, on pose

S (01, fr) = > 19(8), ),
5
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ot1 §; parcourt la classe de conjugaison stable de J; modulo conjugaison par G'(F'). On
note S1y, (G (F)) le quotient de C25 (G’ (F)) par le sous-espace annulé par toutes les

S (6y,.) pour 6, fortement régulier.

On fixe un facteur de transfert A;. Soit §, € G'(F), semi-simple et fortement
G-régulier. Pour v € G(F) tel que (6y,7) € Dy, il y a un homomorphisme naturel
G,(F) — G5(F), qui est un revétement sur son image. En choisissant un diagramme
(6, B',T', B,T,~) comme en 1.10, c’est la restriction de & & G, (F) = T%(F). On fixe
les mesures de Haar sur ces deux groupes, de sorte qu’elles se correspondent localement
par cet isomorphisme. On pose

d(e*) = \det(l — 9*)|t*/(t*)9* ‘F.
Pour f € C>°(G(F)), on pose

19061, ) = d(0")/* Y A (01,7)[Za(1: F) : Gy (F) 10 (y,w, f),

o

ot v parcourt les éléments de G(F) tels que (61, 7) € Dy, modulo conjugaison par G(F).
On montre ([KS1] lemme 4.4.C) que pour tous ces v, w est trivial sur Zg(v; F), les

termes 19(v,w, f) sont donc de véritables intégrales orbitales. Pour f} € C’f‘j\l(é’l(F)),

on dit que f; est un transfert de f si et seulement si S (8, f1) = I9(6y, f) pour tout
01 fortement é’—régulier. On peut d’ailleurs aussi bien demander que cette égalité ne soit
vérifiée que pour un sous-ensemble topologiquement dense. La conjecture de transfert
est maintenant prouvée :

Théoréme. Tout élément de C°(G(F)) admet un transfert dans Cg‘;l(é”l(F))

Par passage aux quotients, le transfert apparalt comme une application linéaire
I(G(F),w) — SI,,(G(F)). Tl dépend des choix des données auxiliaires, du facteur de
transfert et des mesures de Haar. On peut s’affranchir de ce dernier choix en notant
Mes(G(F)) la droite complexe portée par une mesure de Haar sur G(F'). On peut voir
le transfert comme une application linéaire

I(G(F),w) ® Mes(G(F)) — SI, (G} (F)) ® Mes(G'(F)).

2.5 Recollement de données auxiliaires

Soit G' = (G, G, 5) une donnée endoscopique relevante pour (G, G, a). Considérons
des données G Gl, Ch, fl comme en 2.1, plus un facteur de transfert A;. On considere
une autre série de données G, G’z, Cs, fg, AQ On introduit le produit fibré G, de G
et G}, au-dessus de G'. On a Z(G',) = (Z(G)) x Z(G/))/dmg (Z(G")). Pour w € Wp,
soit g, = (g(w), w) € G’ tel que ad,,, agisse par we sur G’ (on a modifié I'isomorphisme
LG ~ G x Wy comme en 1.5; pour ¢ = 1,2, on modifie de méme les isomorphismes
LG ~ G x Wp comme en 2.2). Pour i = 1,2, on a &(gw) = (G(w),w), avee G(w) €
Z(G). Soit (1o(w) Vimage de (G (w), G(w)™t) dans Z(GY,). Ce terme est bien défini et
(12 est un cocycle de Wy dans Z(G,), qui détermine un caractére Ay, de G, (F). La
restriction de ce caractere a C1(F) x Cy(F) est A; x A\, '. Introduisons le produit fibré
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2, de G et Gl au-dessus de G'. Soient (&y,7) et (1,7) deux éléments de D;. Soient
02,0, € G(F) tels que (dy,0,) et (8,,0,) appartiennent & G’y (F). Alors (65, 7) et (92,7)
appartiennent a Ds.

Lemme. Sous ces hypothéses, on a I’égalité

A2(527’7;§27’7) = )\12(5517372)A1<517’Y;§17’Y)7

ol (z1,79) € G12(F) est Délément tel que (61,02) = (x1,72)(d;,05).

Preuve. On calcule les bifacteurs de transfert en utilisant la définition de 2.2, en
affectant d’un indice 2 les termes relatifs a la deuxieme famille de données auxiliaires.
Quand on remplace une famille par I'autre, les termes A;; ne changent pas et les termes
V et s non plus. De méme que 'on a défini les tores T; et o, on introduit le tore T15 qui
est le produit fibré de 77, T3 et T au-dessus de T". On note vy9 I'élément (puq, p2, v) de ce
tore. On introduit le groupe 319 formé des (21, 29, 2) € Z(G)) x Z(G)) x Z(G) qui ont
méme image dans Z(G') puis le tore Sy = (T19 X T15)/diag_(312). Notons vy, I'image
de (v12,v75) dans Sip. L'oubli d'une variable définit des homomorphismes

512

' pN
S S

qui envoient vy, respectivement sur vy et v,. D’ott des homomorphismes

Hl’O(FF,U 1_—>6 512)
Y N\ P2
H1’0<FF,U 1;>€ Sl) HI’O(FF,UthQ)

qui envoient (V) vq2) respectivement sur (V,vq) et (V,vg). Il y a des homomorphismes
duaux

HY (W 8, 5 0) HY (W3 8y = U)
N R
HY(Wp; S = 0)
D’apres les propriétés de compatibilité des produits de groupes de cohomologie, on a les
égalités
< Vi), (‘7175) >=<(V, V12),]51(V1,S) >,

< (‘/7 V2)7 (‘7278) >=< (‘/7 1/12),]52(‘72,5) >

En posant

X = A2(52,%é2,7)A1(51,7§é177)_1>

on obtient ) )
X =< (‘/7 V12)7p1<‘/17s)p2<‘/2us)71 >

Le tore ;5 dual de Ty est le quotient de T{ X Té x T par le sous-groupe
{(&(8h), &a(th), 1) 14, 5, ¢ € T tityt = 1}
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Pour w € W, notons encore (ip(w) image de (¢i(w), Ga(w)~", 1) dans ce tore. Alors
(12 est un cocycle Le tore dual Si, de Spo est le groupe des (t t tsc) €Ty X Ty x The
tels que tt7! = j(ts), en généralisant la notation j de 2.2. Notons Vis le cocycle w —
(Cra(w), C12(w), 1) de Wg dans Sio. On calcule ]31(171,8)152(‘72,5)*1 : c’est la classe de

Pélément (Vig, 1) € Z20(Wp: S = U). Dot
X =< (V,vya), (‘712, 1) >

Introduisons le produit fibré 77, de T} et T, au-dessus de 7", qui n’est autre que le
commutant de (dy, 02) dans G',. Introduisons le tore X1y = (T, x T',)/diag_(Z(G,)). 1l
y a un homomorphisme naturel g : S12 — 312. Dualement, on a T}, = (1] xT3) /diag_(T")
et

Siz = {1 10) € Ty x Toy x T (1) = 127},

=) 7sc

ol on note encore j ’homomorphisme naturel et ou 77, est I'image réciproque de 7" dans
G’%c- On a une suite d’homomorphismes

A dia
Z(Ghy) S 51y S .

L’homomorphisme ¢ prend ses valeurs dans le noyau de 1 — 0.1 y a donc un homomor-
phisme naturel
Hl(WF, 212) — Hl’O(WF; glg 1;>6 U)

L’élément Vo est I'image par cet homomorphisme de diag((j2). En vertu de la relation
de compatibilité [KS1] (A.3.13) (ou le signe négatif disparait d’apres la correction [KS2]
4.3), on obtient

X =< q(ulg),diag(cu) >
ou le produit est celui sur HO(TF; Yi2) X Hl(WF; 212). Le tore 15 est un sous-tore maxi-
mal du groupe &, = (G, x G',)/diag_(Z(G's,)). L’homomorphisme diag : Z(G,) —
212 se factorise en

Z(Ghy) 5 Z(8,) = S

On se rappelle que tout élément de H'(Wpy; Z(®,)) définit un caractere de &, (F).
Donc

X = w12(Q(V12))7

ol wyz est le caractere de &', (F") défini par ¢((12). Remarquons que

q(v12) = ((61,02), (671,85 1)),

en identifiant ce quadruplet a son image naturelle dans &/,(F’). On peut décomposer

4(v12) = (21, 72), (1, 1))diag (4, 0,)-

On a un homomorphisme
/ ! !/
12 X Gy = &3

Par composition avec cet homomorphisme, wys définit un caractere de G, (F) x G5 (F).
D’apres les propriétés usuelles de compatibilité, ce dernier caractere est égal a Ay X
A12. Dot wis((x1, 22), (1,1)) = Ajo(x1, z2). Pour achever la preuve du lemme, il reste
a prouver que wia(diag—(dy,95)) = 1. On peut dire que wia(diag—(d,,05)) est la valeur
de notre quotient X quand les triplets (d1,02,7) et (J;,d,,7) sont égaux et qu’alors
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ce quotient vaut 1 car, d’apres [KS1] lemme 5.1.A, les deux termes A;(d1,7;6;,7) et
Aj(02,7;0,,7) valent 1. On peut dire aussi que diag_(d,,0,) appartient a l'image de
I’homomorphisme naturel

Ty Z(Gly) ™5 (T x T4y) /diag(Z(Gly))

Or, d’apreés sa construction, +((12) est annulé par 'homomorphisme dual. [J
Gréce & ce lemme, il existe une unique fonction Ay5 sur G, (F) telle que 3
( ) pour ((51,52) € G ( ) (%1,.272) € q ( ), )\12(1’151,1‘252) = )\12(1‘1,1’2))\12((51,52)
(on abrégera cette propriété en disant que A1y se transforme selon le caractere A2);
(ii) pour (61,7) € Dy et dy € G4H(F) tel que (d1,02) € Gio(F), Ag(d2,7) = A2(01, 62) A1(d1, 7).

On définit une application linéaire

Su(GHF) = C5,(Gy(F))
Ji = fa

par fo(8y) = Mi2(01,82) f1(81), ol &; est n’importe quel élément tel que (d1,02) € é”lg(F)
C’est un isomorphisme qui se descend en un isomorphisme de STy, (G} (F)) sur S1,,(G5(F)).
Le diagramme

I(G(F),w)
i ' pN i
SI\ (Gy(F)) o 51, (Gy(F))

est commutatif, ou les deux fleches descendantes sont les transferts.
On a envie de définir C=°(G’) et SI(G’) comme les limites inductives des C5 (G1(F)),

resp. Sy, (G (F)), la limite étant prise sur toutes les données G, ..., Ay, les apphcatlons
de transition étant celles que 'on vient de définir. Alors le transfert devient une appli-
cation linéaire

I(G(F),w) ® Mes(G(F)) — SI(G") @ Mes(G'(F)),

qui ne dépend plus d’aucune donnée auxiliaire. La construction pose un probleme de
logique car nos données auxiliaires ne forment pas un ensemble : I’ensemble des groupes
n’existe pas. Il y a plusieurs moyens de résoudre cette difficulté. L'un, que I'on se conten-
tera d’esquisser, consiste a fixer un ensemble de couples (G, é) vérifiant les hypotheses
de 1.5, stable par quelques opérations élémentaires (le produit de deux couples de 1'en-
semble appartient a l’ensemble, un sous-objet d’un élément de ’ensemble appartient
a l'ensemble...) et tel que, pour tout couple vérifiant les hypotheses de 1.5, il existe
un couple isomorphe appartenant a l’ensemble. Un tel ensemble existe puisque pour
tout entier n, il n’y a qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme de couples tels que
dim(G) = n. On se limite ensuite a ne considérer que des couples appartenant a 1’en-
semble fixé. Un autre moyen plus simple pour résoudre le probleme est de dire quune
fois fixé le groupe G et 'espace tordu é, les données G’ que 'on rencontrera au cours
de notre travail seront sinon en nombre fini, du moins déduites des données initiales par
un nombre fini d’opérations. Elles restent dans un ensemble. On peut donc pour chacune
d’elles fixer arbitrairement des données auxiliaires Gf,...,A; et définir C2°(G’) et SI(G’)
comme étant les espaces (G’ (F)), resp. SI,, (G (F)) pour ces données particulieres.
L’important est que, quand mteerendront d’autres données auxiliaires, on identifiera
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les espaces associés a ces données a C2°(G’) et SI(G’) par les isomorphismes définis
ci-dessus.

Remarquons que les notions suivantes ont un sens :

- le support dans G'(F) d’un élément de C°(G') : on réalise cet élément dans un
espace c,/\l(G/ ); la projection dans G/(F) de son support ne dépend pas des données
auxiliaires ;

- la multiplication d'un élément de C*>°(G’) par une fonction lisse sur G(F) (par le
méme argument).

Cas particulier. Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure, cf. 1.7. On
dispose de la donnée endoscopique maximale G = (G, %G, 5 = 1). Pour cette donnée, on
peut choisir pour données auxiliaires G} = G, é’l = G et A, valant 1 sur les couples qui se
correspondent. Les espaces C°(G) et SI(G) sont simplement C®°(G(F)) et SI(G(F)).

2.6 Action de groupes d’automorphismes

Soient G’ = (G, G’, ) une donnée endoscopique relevante, G' = (G', G', 5) une donnée
équivalente et z € G définissant ’équivalence. Soit v, : G — G’ un isomorphisme associé
a x, cf. 1.5. Remarquons que le diagramme

Z(G") = Z(G")
est commutatif, donc de a, se déduit un isomorphisme a, : G/ = G’ x 2 2 (é) — G =
Q, XZ(@) Z(é)
Fixons des données auxiliaires G,...,A; relatives a la premiere donnée. On pose G} =
O = C’l, avec pour application G} — G’ la composee deG) = G etdea, : G' — G’
On pose G1 = G1> avec pour application G — G la composée de G’ — G et de
G = G On pose § = fl oad,—1 : G — _/ = LG Ces données vérifient les

Condltlons requises relatlvement A la donnée G'. On vérifie que les bifacteurs de transfert
déduits de ces deux séries de données coincident. Donc la fonction A; = A; est encore
un facteur de transfert pour ces données auxiliaires. On a alors un isomorphisme

C2(Q) = O, (GL(F)) = O, (GL(F)) ~ C=(G).

On en déduit un isomorphisme ST(G’) ~ SI(G'). Par construction, il est compatible au
transfert, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

H(G(F),w)
transfert N\, transfert
SI(G') ~ SI(G)
Dans le cas particulier o G’ = G’, on peut identifier £* & une paire de Borel

épinglée définie sur F' (puisque G’ est quasi-déployée) puis préciser «, en imposant que
cet automorphisme préserve cette paire de Borel épinglée. On obtient une action du
groupe Aut(G') sur C*(G').

Remarque. Comme me I’a fait remarquer Chaudouard, cette action dépend du choix
de la paire de Borel épinglée, qui n’est déterminé que modulo I'action de G';,(F'). L’ac-
tion devient canonique dans deux cas :
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- quand on passe a un quotient ou cette action disparait, par exemple ’action sur
I'espace SI(G’) est canonique;

- si on se restreint aux x pour lesquels a, = 1.

On vérifie que le sous-groupe Z(G)'7G’ de Aut(G') agit trivialement. On a donc une
action de Aut(G’)/G" et en particulier de son sous-groupe (Z(G)/(Z(G) NT?))'7. On
a vu en 1.13 comment associer a un élément = de ce groupe un caractere p, de Go qp(F')
et une fonction fi, sur é’o,ab(F).

Lemme. Pour z € Z(G) tel que z(Z(G) N T%0) soit fixe par I'r, l'action de x sur
C>(G') est la multiplication par la fonction fi, o N"¢.

Preuve. Fixons des données auxiliaires G,...,A; dont on déduit, a l'aide de z, de
nouvelles données comme ci-dessus. Mais, au lieu de les souligner, on note ces nouvelles
données GY,...,As. En fait, ces données sont les mémes que les premieres, sauf él qui est
remplacé par & = & oad,—1. L’action de x sur o\ (G (F)) est la composée de l'identité
de cet espace sur C°(G4(F), \s) et de I'application de transition de ce deuxiéme espace
sur le premier définie au paragraphe précédent. Autrement dit, c’est la multiplication
par la fonction §; +— 5\21(51,51). Cette fonction se transforme selon le caractere g; —
Ao1(g1,g1) de G (F). Celui-ci est associé au cocycle w — ((o(w), ¢ (w)™!) de Wr dans
Z(Gh,). Avec les notations de 2.2, on a (G(w), w) = &(g(w), w) = & (z  w(z)g(w), w),
d'ott G(w) = & (w(z)z )¢ (w). Notre cocycle est donc le produit des deux cocycles
w— (G (w), Glw)™) et w — (& (w(x)z~1),1). On voit comme dans la preuve de 2.5 que
le premier vaut 1 sur la diagonale de G, (F'). Le deuxiéme définit le caractere composé
de la projection de G4 (F') sur G'(F') et du caractére de ce dernier groupe associé au
cocycle w — w(x)x~t. Ce dernier caractere est le composé de ji, et de ’homomorphisme
G'(F) — G(F) — G g(F). Cela démontre que notre fonction 6; X1 (61,01) se
transforme selon le méme caractére que la fonction fi, o N&°C (ou plus exactement
que cette fonction composée avec la projection G| (F') — G'(F)). Pour que ces deux
fonctions soient égales, il suffit qu’elles le soient en un point. Puisque Ay = Ay et que
la multiplication par la fonction de transition envoie A, sur Aj, on a 5\21(51,51) =1
pour tout d; qui est composante d'un couple (d1,7) € D;. Pour un tel §;, on a aussi
fiz o N©Y(§) = 1 d’aprés la définition de fi, et la proposition 1.14(i). Or un tel ; existe
puisque G’ est relevante. [

Corollaire. Un élément de C°(G') est invariant par action de (Z(G)/(Z(G) ﬂfé’(ﬁ)rF
si et seulement si son support est contenu dans 'ensemble des § € G'(F) tels que NEE(5)
appartienne a N (G, (F)).

2.7 Une propriété de transformation du facteur de transfert

Posons Gy = G/Z(G)?. Le groupe Gy(F) agit par conjugaison sur G(F). Soit (B, T)
une paire de Borel de G. On a I'égalité Z(G)? = Z(G)NT?, o § désigne la restriction de
ad, a T pour n'importe quel v € G tel que ad,, conserve (B,T). D’ol une suite exacte

(1) 1= T/Z(G)’ = T/T" x Tog — Tua/Thy — 1.
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La deuxieme fleche est le produit des applications naturelles. La premiere est le pro-
duit de 'application naturelle T/Z(G)? — T,q et de I'inverse de I'application naturelle
T/Z(G)? — T/TY. En identifiant T/T% & (1 — 6)(T) par 'homomorphisme 1 — 6 et en
identifiant de méme T,4/T%, & (1 — 0)(T,q), on obtient une suite exacte

1= T/Z2(G)° = (1= 0)(T) x Tog — (1 —0)(Thq) — 1.

Dualement, en fixant une paire de Borel épinglée € de G et en utilisant les notations de
1.4, un tore maximal T} de G}y s’insere dans une suite exacte

2) 1= T/70 "5 P00 Ty Ty 1.

Dualement & I’homomorphisme T, — T/Z(G)?, on dispose d’un homomorphisme T} —
Toq. Puisque Z(GYy) est le noyau de cet homomorphisme, on déduit aisément de la suite
ci-dessus la suite exacte

1= Z(Gse) [ 2(Gse) ™57 2(G))(2(G) N T9%) x Z(Gse) = Z(Gy) — 1.

Soit G’ = (G, @', §) une donnée endoscopique relevante pour (G, G, a). On suppose
que & est adaptée a cette donnée, cf. 1.5. En particulier s = sé, avec s € T. Pour w € We,
soit gy = (g(w),w) € G tel que ad,, agisse par we sur G. Choisissons z(w) € Z(G) et
gse(w) € Gge tels que g(w) = z(w)m(gse(w)). Choisissons s, € Gse qui a méme image
que s dans G 4p. On définit as.(w) € Gsc par

%) -1

Sscl(Gse(W))w(8se) ™ = ase(w)gse(w).

On note 2 (w) Vimage de (2(w), as.(w)) dans Z(Gy) par I'application de la suite ci-dessus.
Ce terme est bien défini et z; est un cocycle, qui définit un caractere wy de Gy(F).
Attention : le caractere wy dépend de la donnée endoscopique.
Soient G,...,A; des données auxiliaires.

Lemme. Pour (61,7) € Dy et v € G4(F'), on a

Ay (01, 27 yz) = wy(2) A (61, 7).

Preuve. 11 s’agit de calculer A(dy, z~1yx;d1,7). Choisissons une décomposition x =
2m(x4e), avec z € Z(Q) et x4 € Gso. Reprenons les constructions de 2.2. Si (6, B/, T', B, T, x~'yx)
est le diagramme relatif & (§, x7'yz), on prend (4, B',T’,ad.(B), ad.(T),~) pour dia-
gramme relatif & (6,7) et r = zy.. Dot ug(o) = 2 ug(o)o(zy). On en déduit

Vr(0) = 2. Vi(0)0(s) = 2. Vi(0)TaeXse(0)

oll on a posé X..(0) = 0(2s.) twye. On aaussi 7 1yr = 27 o lver,.z = 2710(2) v tvagee,

SC —

don v = z710(2)xlvw,.. Le couple (X, 2) appartient & ZY(Tp; T,, — T/Z(G)?). On

a le diagramme commutatif
T.. — T/Z(G)°
\: L1-0
v =S
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d’ott un homomorphisme
(3)  HYW(p;Te — T/Z(G)°) » HYO(Tp U = 5)).

Le terme (V,v4) est le produit de l'inverse de I'image de (X, z) par cet homomorphisme
et d'un élément (V' 1)) qu'il est facile de reconnaitre : en identifiant T" & T par ad,.,,
(V',v]) est le cocycle associé au quadruplet diagonal (d1,; d1, ). Du coté dual, la conju-
gaison par x ne se voit pas et le cocycle (Vl, s) est le méme que celui associé a cette paire
diagonale. On a donc

< (Vlayll)a (Vlas) >= A1(51>’7§ 51,7)_1 =1.

Donc A (6y, 2~ ya; 81, ) est le produit de (X, 2) et de I'image dans HYO(Wp; Ty — Tug)
de (V4,s) par 'homomorphisme dual de (3). Par ’lhomomorphisme

T 7799,

le cocycle ¢y définit un cocycle & valeurs dans 7' / 7% que nous notons t.. Le cocycle
((t7)71,1) & valeurs dans T/Té,o x T se descend par la suite (2) en un cocycle V{ a
valeurs dans Tﬁ. Notons s,q 'image de s dans Tad. On voit que l'image de (\71, s) dans
HY(Wp; Ty — Tha) est la classe du couple (V/, 544)-

Remarque. L’inversion de t7. provient du fait que, dans la suite (1), I’'homomor-
phisme T/Z(G)? — T/T? est I'inverse de 'homomorphisme naturel.

Notons #7, I'image de la cochaine t7,, par 'homomorphisme

On ne change pas Vl' en multipliant la cochaine ((#:)~!, 1) par 'image par le premier ho-
momorphisme de la suite (2) de la cochaine ¢, , autrement dit en remplagant ((¢7.)~', 1)

par ((t7)"'n(ty,), (1 = 0)(¢7,.)- On a
tr(w) ™ 7 (t,, (w)) = 2(w).
Les termes 77 (w), A(wr(w)) et #7,q (w) sont invariants par 6. D’oil
(1= 0)(t,, (w)) = O (wr,or (W) gse(w)) gse(w) o (wrr (w)) .

On peut remplacer 6 par ad-1 0 ads,, o 0. Or ad,,, o6 fixe i (wre(w)) (par définition

de G") et envoie ge(w) SUT ag(w)gse(w)we(sse)s5 . Dot
(1= 0)(t, () = 3 e (wrar(w))ase(w)goe(w)wa (e goe(w) g (wr.6r (w)) ™!

Le terme as.(w) est central. Le composé de la conjugaison par fig (wr.er (w))gse(w) et de
lopérateur wg n’est autre que 'opérateur wy. On obtient

(1- é)(tlTsc (w)) = S;cle<380>a30(w)-

Le cocycle \71' est donc I'image naturelle de z; par 'homomorphisme Z (Gﬁ) — Tﬁ et
de I'image naturelle du cocycle w ss_cle(ssc) € T,.. Or le couple formé de cette
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image et de s,4 est un cobord. Donc la classe de (V{ , Sad) est égale a I'image de z; par
I’homomorphisme

HYWp; Z(Gy)) — HY (W Ty — Taa).

D’autre part, le couple (X, ) est 'image naturelle de z € G4(F') par la suite d’applica-
tions

Gy(F) = Gyap(F) =~ HOTp; Toe = T/ Z(G)").
D’apres 1.13, le produit de (X4, 2) et de (V7, s4q) est égal & wy(z). O

2.8 Lecas F=R

On suppose F' = R. Soit G’ = (G',G’,§) une donnée endoscopique relevante de
(G, G, a). On fixe des données auxiliaires G,...,A;. Le groupe Wg contient We = C*
comme sous-groupe d’indice 2. Pour w € W, soit g,, = (g(w),w) € G’ tel que ad,, agisse
sur G’ comme wey, ¢est-a-dire par identité. Nécessairement, g( ) appartient a 7. On
a aussi &(gy) = (Gi(w), w), avec G1(w) € Z(G") C T}. Notons ¥ le quotient de T/ x T
par l'image de 790 plongé par ¢ — (&(t),t1). On note p(w) Pimage de (¢;(w)~", g(w))
dans %. Cette image ne dépend pas du choix de g, et 'application p ainsi définie est
un homomorphisme continu de C* a valeurs dans T Rappelons les propriétés suivantes,
valables pour tout tore complexe 7. A tout élément b € X, (T) ® C est associé un
homomorphisme du groupe multiplicatif Ry, dans T : on écrit b = Zizl,...,n s;b; avec

des b; € X*(T) et des s; complexes; pour z € Ry, on pose b(z) = [[,_; , bi(z*). Si A
est un homomorphisme continu de C* dans un tore complexe T, il existe d’uniques b,
by € X.(T) ® C de sorte que by — by € X.(T) et AM(w) = (bx — b)) (w)b} (ww) pour tout
w € C*. A notre homomorphisme p sont ainsi associés b, et 0, € X,(T) ® C. On a une
suite exacte

0= X.(T%) & C ™9™ (x, () 0 C) @ (X.(T) ©C) % X.(%) © C - 0

Lespace (X, (T])®C)@®(1—0)(X,(T)®C) est un supplémentaire du noyau de p et s’iden-
tifie donc a X *(‘i) ®C. On peut considérer que b, et b’p appartiennent a ce supplémentaire
et on pose simplement b = b,. Montrons que

(1) b appartient & (X, (Z (G’) )@ C) & (1-0)(X.(Z(G)°) ®C).

Preuve. Notons by et by les deux composantes de b. Soit v une racine de T/ dans G}.
On veut montrer que < «,b; >= 0. La racine « se restreint (via él) en une racine de
790 dans G’ , qui est la restriction d’une racine 3 de T dans G. On définit N3 comme
en 1.6 et on note n(f3) Dentier positif tel que la restriction de NS & T%° coincide avec
celle de n(B)a. L'élément (n(B)o, NB) appartient & X*(¥). Parce que Nf est invariant
par 6, on a < NB,by, >= 0, d’olt 'égalité n(f) < a,by >=< (n(B)a, NB),b >. Pour
prouver que ce terme est nul, il suffit de prouver que (n(8)a, N3) o p(w) = 1 pour tout
w € C*. Mais o(((w)) = 1 parce que ¢3(w) est central dans G et (NB)(g(w)) = 1
parce que [ se restreint en une racine de G’ et que g,, agit par 'identité sur ce groupe.
Cela prouve que by est central. Notons p' ’homomorphisme de C* dans (1 —6)(T") défini
par p'(w) = (1 = 6)(g(w)). On a (1 — )(by) = b,y. On a la relation s8(g(w))wea(s)™* =
a(w)g(w), ot a est un cocycle de Wg dans Z(G), de classe a. Ici, on se restreint &
w € C* donc wg = 1. De plus, s commute a g(w) € T. L’égalité précédente se simplifie
en p'(w) = a(w)~!. L’application a, restreinte & C*, est un homomorphisme continu dont
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I'image est connexe, donc contenue dans Z(G)°. On obtient b, = —b,y = (§—1)(b,). D’out
be € (1 —0)(X(T)®C)NX%(Z(G)°) ® C. La décomposition

X(T)®C = (X.(Z(3)°) ® C) & (X.(T\) ® C)

est stable par 1 — 0 et cela entraine que lintersection précédente est égale a (1 —
0)(X.(Z(G)") ® C) ou encore & (1 — 0)%(X.(Z(G)°) ® C). L'égalité b, = (6 — 1)(bs)
et l'injectivité de (1 — 0) sur (1 — 0)(X,(T) ® C) entrainent alors que b, appartient &
(1-0)(X.(Z(G))®C).O

Soit (d1,7) € D;1. On note T} et T" les commutants de §; dans G} et de § dans G’ et
on note T' le commutant de G, dans G. On a des projections

T, —=>T +T
définies sur R, d’ou des projections
t), =t 1t

au niveau des algebres de Lie. L’élément b s’identifie & un élément de t;(C)* & t(C)*.
Soient Y] € t](R) et X € t(R) ayant méme image Y dans t'(R). Pour A € R assez proche
de 0, le couple (exp(A\Y7)dy, exp(AX)y) appartient & D;. On dispose donc du facteur de
transfert Aq(exp(AY1)d1, exp(AX)7).

Lemme. La fonction

A= Ay (exp(AY1)d1, exp(AX)7)

est C'™ au voisinage de 0. On a I'égalité

d
aA (633‘]?()\}/1)51, €.§L’p<)\X) )‘)\:0 =< b7 Y1 X > Al(dl,’}/).

Preuve. Dans ces assertions, on peut remplacer A (exp(A\Y;)d1, exp(AX)y) par
Ay (exp(AY1)d1, exp(AX)7; 01, 7).

Reprenons les constructions de 2.2 pour calculer ce bifacteur. On ajoute un A dans les
notations et on le supprime de nouveau pour noter les valeurs en A = 0. Par exemple,
on note vq(A) le terme noté vy en 2.2 et on pose vy = v1(0). Dans la définition de
Ajmp(exp(AY1)01, exp(AX)7; 01,7), le seul terme qui dépend vraiment de A est v1(A). Ce
terme est le produit de v; et de 'image de (exp(AY)),exp(AX)) € T1(R) par ’homo-
morphisme naturel T;(R) — S1(R).Posons simplement Z =Y, & X € X, (%) ® C. Une
propriété de compatibilité déja utilisée entraine alors ’égalité

A (exp(AY1)01, exp(AX); 01, 7) =< Va,, exp(AZ) > Aipp(01,7; 01, 7).

En fait, le dernier terme vaut 1. Le cocycle Vgl définit un caractere disons ws, de T;(R).

Par une propriété générale, la restriction V:;l c de V:;l a W = C* définit le caractere wg, o
Norm de %;(C), ou Norm : T;(C) — T1(R) est la norme habituelle. On a exp(A\Z) =
Norm(exp(AZ/2)) d’ou

< Vgl,exp()\Z) >= Vghc, exp(AZ/2)) >
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Ce dernier terme est calculé dans [Bor] 9.1. En notant simplement b, et b les éléments
de X,.(%;) ® C = X*(%,) ® C associés a Vg, ¢, on a

< Vi, ¢, exp(A\Z)2) >= exp(\(< by, Z > + < b}, Z >)/2),

ot Z + Z est l'identité sur X,(T;) et la conjugaison complexe sur C. Parce que Vt}jh(c
est la restriction d’un cocycle défini sur Wg, on a < b}, Z >=< by,0(Z) > ol o est le
produit des deux conjugaisons complexes sur X,(%) et C. Mais Z est défini sur R donc
0(Z) = Z et le terme ci-dessus vaut simplement exp(A < by, Z >). Calculons b;. Pour
w € W, les formules de 2.2 se simplifient : wr(w) =1 et wre/(w) = 1. D’ou

Ve, (w) = (Gi(w), Pr(w)g(w) Fre (w) ™).

Cet homomorphisme est le produit de p—*

¢ de C* dans T défini par

et de I'image naturelle de 'homomorphisme

A

pl(w) = ir(w)ire(w)™

On obtient ainsi
(2) Ay (exp(AY1) 01, exp(AX )y; 01, 7) =< Va,, exp(AZ) >

=exp(A < b,Y1 ®X >)exp(—A < by, X >).

On va calculer by. Pour définir le bifacteur de transfert, on a di fixer un sous-
groupe de Borel B contenant 7', qui détermine une positivité sur 3(7)¢s ing. Notons o
la conjugaison complexe et notons C' le caractere de C* défini par C(w) = %, ou ici

lw| = (ww)'/2. On peut choisir nos y-data telles que, pour ayes € X(T)res,ind,

17 S1 O Qlpeg 7£ _057’657
Xapes = C, SI OQpes = —Qlres €6 Qpeg > 0,
O™l Sl 0Qres = —les €6 Qpes < 0.

Avec ces définitions, on voit que, pour w € W, on a

r(w) = I1 BoC(w),

BES(T)res,inasof=—p,6>0
fT7G/(w) = H B/ e} C(w)
BEX(T");08=—B,>0

Attention : on a noté B la coracine pour le groupe GO0 associée RS E(T)res,md et B’
celle pour le groupe G’ associée a § € 3(7”). On déduit de ces formules 'égalité

1 . 1 .
bp’:§ Z B _5 Z BI

BEE(T)Tes,ind;06:7576>0 6€E(T/);0'B:*B,6>O

On doit identifier toutes ces coracines a des caracteres de T. Pour cela, on utilise 1.6.
Soit aes un élément de X(7),es.ing, qui est la restriction d’'un élément o € ¥ de type 1
ou 2 (puisque a5 est indivisible). Il lui est toujours associé un élément 8 = (&)pes €
Z(T)res,ind et B s'identifie & Na si « est de type 1, a 2Na si « est de type 2. 11 est associé
A Qyes un élément 5 € B(T7) si a est de type 1 et Na(s) = 1 ou si a est de type 2 et
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Na(s) = £1 (si Na(s) = —1, § est plus exactement associé & 2a,., qui est la restriction
d’une racine de type 3). Alors § s’identifie a

Na, st aest detype 1 et Na(s) =
2Na, si «aest de type 2 et Na(s) = 1;
Na, siaest de type 2 et Na(s) = —1.

Reprenons la classification en types (a), (b), (c) et (d) de la fin du paragraphe 2.2.
Les formules ci-dessus conduisent a 1’égalité

1
(3) by = 3 E Na | + g Na |,
ares€Xy de type (a) ou (c) ares€Xy de type (b)

ou on a noté ¥, l'ensemble des aes € (1) res ing tels que 0es = —Qes €6 Qpes > 0.
D’apres les définitions et notre choix de y-data, on a

Apr(exp(A\Y)6, exp(AX)y) A (6,7) ! = H C'(Zape. (A

Qres €%
ou Wa)(r(N))—1 dans le cas (a)
M’ dans le cas (b)’
Zo‘“fs()\) - M | dans le cas (C)’
(Na)(v)+1 * ’
1, dans le cas (d).

Parce que 7 appartient & G(R), il résulte de 1.3(4) que 'image de v dans T/(1—0)(T) Z(G)
est fixe par 0. Pour a € 3,, on a 0(Na) = —Na. Ces deux propriétés entrainent que
(Na)(v) est un nombre complexe de module 1. De méme pour (Na)(v()\)). Remarquons
que (Na)(v(A)) = exp(A < Na, X >)(Na)(v). Un calcul montre alors que pour A proche
de 0, on a

exp(A < Na, X > /2)R., dans les cas (a) et (c),
Zawes(A) € exp(A < Na, X >)R., dans le cas (b),
R+, dans le cas (d).

En comparant avec (3), on en déduit

Arr(exp(\Y)8, exp(AX)Y)Arr(6,7) ™" = exp(A < by, X >),
puis, grace a (2)

Aq(exp(AY1)61, exp(AX)7y; 01,7) = exp(A < b, X1 & X >).

Le lemme résulte de cette formule. [J

Soit f € C®(G(R)). On introduit la fonction Fy, définie au voisinage de  dans
T(R)y par Ff,(exp(X)y) = [T°(R) : T*°(R)]" 1% (exp(X)v,w, f) et la fonction F}_
définie au voisinage de d; dans T7(R)d; par

F}_(exp(Y1)81) = A (eap(Y1)or, exp(X)V)[TP(R) : T*O(R)] "€ (exp(X)y, w, f),
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ou X est n’'importe quel élément de t(R), assez petit, dont I'image dans t'(R) coincide
avec celle de Y; ('expression ne dépend pas de X : pour X assez proche de 0, la classe
de conjugaison de exp(X)y est déterminée par I'image de X dans t'(R)). La preuve du
lemme montre que ces deux fonctions sont C*° (rappelons que 7 est fortement régulier).
Le tore T'(R) agit a gauche sur l’espace des fonctions sur T'(R)~. Il s’en déduit une action
par opérateurs différentiels de 1'algebre Sym(t(C)) sur I'espace des fonctions C*° définies
au voisinage de vy dans T'(R)v. De méme, on a une action de Sym(;(C)) sur I'espace des
fonctions C'* définies au voisinage de §; dans T7(R)d;.

Remarque. Une abondante littérature concernant les groupes réels privilégie les
actions a droite. On préfere les actions a gauche. On espere que cela ne créera pas trop
de perturbations.

On a des homomorphismes
Sym(t;(C)) — Sym(t(C)) « Sym(t(C)).

On définit un automorphisme b de Sym(t(C)) : c’est I'unique automorphisme tel que,
pour X € t(C), on ait b(X) = X+ < b, X >. On définit un automorphisme b} de
Sym(t;(C)) : c’est 'unique automorphisme tel que, pour Y; € t;(C), on ait bj(Y7) =
Y1+ < b,Y; >. Montrons que

(4) soient U € Sym(t(C)) et U; € Sym(t;(C)); supposons que (b})~}(U;) et b(U)
aient méme image dans Sym(¥(C)); alors

UiF;,(01) = A1(61,7)UF;4(7).

Preuve. Considérons d’abord le cas ou U] = Y+ < b, Y] > et U = X— < b, X >,
avec Y1 € f{(R) et X € t(R) ayant méme image dans t'(R). Dans ce cas, la relation
cherchée résulte d'un simple calcul et du lemme précédent. En fait, on obtient une relation
plus générale : la fonction UjF}  se déduit de UFy, comme F;_ se déduit de Fy,.

Par récurrence, on obtient la méme relation dans le cas ou U] = U1(1 ...Ul(n) et U =
UW..U™ si chaque couple (Ul( ,U®) vérifie les conditions ci-dessus. En général, on
peut écrire (U, U) comme combinaison linéaire de tels couples (Ui(l)...Ui("), Uh..um)
et d'un couple (U7,0). Il nous reste a traiter ce cas. Supposons donc U = 0. Alors U]
appartient a 1'idéal engendré par les by(Y7) ou Y] appartient au noyau de la projection
t)(R) — t'(R). Il suffit de prouver que pour un tel Uy, on a UjF}_ = 0. Or cela résulte
du premier cas traité : il suffit de compléter Y; en le couple (Y}, X =0). O

Notons 3(G) le centre de 'algebre enveloppante de l'algebre de Lie de G. D’apres
Harish-Chandra, on a l'isomorphisme 3(G) ~ Sym(t(C))". On en déduit des homomor-
phismes

(5)  3(Gh) = Sym(ty(C)" — 3(G') = Sym({(C)"" + 3(G) = Sym(t(C))"™.

Les automorphismes b et b définis plus haut se restreignent en des automorphismes
de 3(G) et 3(GY) : cela résulte de (1). L’algebre 3(G) agit a gauche et a droite sur
C=(G(R)). L’algebre 3(GY) agit & gauche et & droite sur C’f‘;\l(é’l (R)). On considere les
actions a gauche.

Corollaire. Soient U € 3(G}), U € 3(G), f € CX(G(R)) et f; € CX, (GL(R)).
Supposons que f soit un transfert de f et que (b))~ (U;) et b(U) aient méme image
dans 3(G") par les homomorphismes (4). Alors U] f; est un transfert de Uf.
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Preuve. Soit §; € G%(R) un élément fortement G-régulier. On a

1906y, f) = d(6")"* Y Ar(01,7)[Za(1,R) : Go(R)] % (v, w, f),

cf. 2.5. Pour chaque v dans I'’ensemble de sommation, introduisons les fonctions F¥, et
F_ comme plus haut. La formule ci-dessus se récrit

I9(60, f) = ()2 > Ff (1),

Pour tout v, on a l'égalité
Fypy = UFy,.

Ceci est un théoreme d’Harish-Chandra dans le cas non tordu et on vérifie que la preuve
s’étend dans notre cas. Cette relation jointe a (4) entraine

! v
Ufy — UlFfﬂ'

On en déduit i i
6) 19061, Uf) = UiI%én, f),

otl, & droite, on considere 19(dy, f) comme une fonction définie au voisinage de &; dans
T{(R)éy, T] étant comme précédemment le commutant de d;.

Une méme relation vaut pour l'intégrale orbitale stable 5¢ (01, f1). C’est en fait es-
sentiellement le cas particulier ot G = G’. On obtient

(1) S0, ULK) = ULSY (64, f1).

Puisque f; est un transfert de f, les deux membres de droite de (6) et (7) sont égaux.
Donc aussi les deux membres de gauche. Cette derniere égalité signifie que Uj f; est un
transfert de U f [

3 Levi et image du transfert

3.1 Espaces paraboliques, espaces de Levi

Appelons paire parabolique un couple (P, M) formé d’un sous-groupe parabolique P
de G et d'une composante de Levi M de P. Provisoirement, on ne suppose pas que P ou
M sont définis sur F. On note P le normalisateur de P dans G (P = {v € G;ad,(P) =
P}) et M le normalisateur commun de P et M. Si P n’est pas vide, M ne 'est pas non
plus (si P et M sont définis sur F, on a mieux : f’(F) et M(F) sont tous deux non
vides). On dit alors que P est un espace parabolique de G, que M est un espace de Levi
de G et que (P M ) est une paire parabolique de G. Remarquons que P est uniquement
déterminé par P, mais M n’est pas uniquement déterminé par M. Toutefois, dans le cas
particulier ou C~¥ est & torsion intérieure, P est toujours non vide et M est uniquement
déterminé par M : c’est I'ensemble des v € G tels que ad, € M/Z(G).
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Exemples. Supposons G = GL(3). Posons

0 0 1
J=10 -1 0
1 0 0

Notons 6* 'automorphisme g th_lj de G et posons G = Gb*.

(1) Soit P le sous-groupe parabolique triangulaire supérieur a deux blocs de longueurs
2 et 1. Alors P est vide.

(2) Soit P le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur et M le sous-groupe dlagonal
Alors P = P@* M = M6*. Soit s un element du groupe de Weyl. Posons P = sPs™!
M' = sMs™* = M. Alors P' = sPs™' = sP0*(s)'0* et M’ = sMs™' = sM6*(s)~ 19*.
Si 0%(s) # s, on a M’ # M.

(3) Considérons le groupe

M=

* O *

O O

* O *
—

C’est un Levi de G qui est stable par §*. Mais il n’y a aucun sous-groupe parabolique P
de GG, de composante de Levi M, pour lequel P soit non vide.

Fixons une paire parabolique (Py, My) de G définie sur F' et minimale. On définit
comme ci-dessus les normalisateurs Py et M. Fixons une paire de Borel épinglée £& =
(B, T, (Eq)aca) de G telle que T C My et B C Py. Fixons e € Z(G, E) (un tel élément
n’a pas de raison d’appartenir & G(F)). On a My = Mye, Py = Pye, et My(F) # 0. On
introduit l'action galoisienne o — o+ qui préserve la paire &, pour laquelle G devient
quasi-déployé, cf. 1.2. Fixons une paire de Borel épinglée & = (B T, (Ea)aeA) de G.
On modifie I'isomorphisme “G ~ G x Wp de sorte qu’elle devienne stable par 'action
galoisienne et on fixe un élément 6 relatif & cette paire, cf. 1.4.

Rappelons qu’il y a des bijections naturelles entre les divers ensembles suivants :

- les classes de conjugaison de paires paraboliques de G ;

- les paires paraboliques de G qui sont standard, c’est-a-dire qu’elles contiennent
(B,T);

- les classes de conjugaison de paires paraboliques de @ ;

- les paires paraboliques de G qui sont standard, c est a~dire qu’elles contiennent
(B,T).

Ces ensembles sont munis d’actions galoisiennes (sur le deuxieme, c’est celle provenant
de l'action quasi-déployée o — og+). Les bijections sont équivariantes pour les actions
galoisiennes. Celle entre paires standard transporte 'action de 6 sur celle de 61 Ainsi,
la paire (Py, M) correspond & une paire standard (150, MO) qui est fixée par les actions
de T et 6. Alors les bijections précédentes induisent des bijections entre

- les classes de conjugaison de paires paraboliques de G définies sur F';

- les paires paraboliques standard de G fixées par I'r et 6 et qui Contlennent (PO, MO)

- les paires paraboliques standard de G fixées par I'r et 0 et qui contiennent (PO, Mo)

Appelons sous-groupe parabolique de G un sous-groupe P C G pour lequel la
projection sur Wp induit une suite exacte

1P 5P —Wp—1,
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ot P est un sous-groupe parabolique de G. Appelons composante de Levi d'un tel sous-
groupe un sous-groupe M C P pour lequel la projection sur Wy induit une suite exacte

15 M- M= Wp—1,

ot M est une composante de Levi de P. Remarquons que P est déterminé par P Cest
le normalisateur de P dans “G. De méme, M est déterminé par P et M. Pour de tels P
et M, notons P le normalisateur de P dans “G = £G6 et M le normalisateur commun
de P et M. Si P n'est pas vide, M ne l'est pas non plus et on appelle P un espace
parabolique de G, M un espace de Levi de LG et (75, M) une paire parabolique de G
Le groupe G agit par conjugaison sur ’ensemble de ces paires paraboliques. Montrons
que

(4) 'ensemble des classes de conjugaison de paires paraboliques de LG est en bijection
avec l'ensemble des paires paraboliques standard de G qui sont invariantes par I'p et 0.

Preuve. Soit (73 M) une paire parabolique de LG, Le groupe P est bien déterminé :
c’est le sous-groupe des x € LG tels que P = P . De méme, le groupe M est bien
déterminé. Les groupes P et M sont bien déterminés : ce sont les intersections de P
et M avec G. Il existe une unique paire parabolique standard (P’ M ) de G qui est
conjuguée a (P M) Quitte a effectuer une conjugaison, on se ramene au cas ol (P M)
est elle-méme standard. Soit (g, w) € P. Puisque P est un groupe, la conjugaison par
(9, w) conserve P, autrement dit gw(P)g~' = P. Puisque (B,T) est conservé par I'p,
w(f’) est encore standard. Deux sous-groupes parabohques standard ne sont conjugués
que s’ils sont égaux. Donc w(P) P.L égalité gw(P) gt — P entraine alors que gE< P.
Cela démontre que P est conservé par I'r et que P = P x Wg. Fixons un élément de
’ensemble P, qui n’est pas vide. Qultte a le multiplier par un élément de P, on peut le
supposer de la forme gQ avec g € G. Cet élément normalise P, donc aussi son intersection
P avec G De nouveau, parce que 0(P) est standard, cela entraine que §(P) = P, puis
que g € P.Donc P = (P X Wp)@ Un raisonnement analogue vaut pour les composantes
de Levi : M est nécessairement stable par I'z et 6 et on a M = (M x Wy)0. L’assertion
(4) s’ensuit. O

Ainsi, les bijections précédentes se prolongent en une injection de l’ensemble des
classes de conjugaison de paires paraboliques de G définies sur F' dans celui des classes
de conjugaison de paires paraboliques de LG. (est une bijection si et seulement si G est
quasi-déployé. Remarquons que, si la classe de (P ./\/l) correspond a celle de (P, M) par
cette application, le groupe M s’identifie & M et M & LM. Mais une telle identification
n'est pas intrinseque aux deux ensembles M et M, elle dépend des paraboliques.

On aura aussi besoin de considérer des Levi ou sous-groupes paraboliques semi-
standard. Pour un sous-groupe parabolique P de GG semi-standard, c¢’est-a-dire contenant
T, notons ¥ (T') 'ensemble des racines de T' dans 1'algébre de Lie de P. De méme, pour
un Levi semi-standard M de G, on définit 'ensemble X (T'). Pour un sous-groupe pa-
rabolique semi-standard P de G, ou pour un Levi semi-standard M, on définit de méme
les ensembles de racines (7)) et ©M(T"). Montrons que

(5) il y a une bijection P P entre 'ensemble des sous-groupes paraboliques semi-
standard de G et celui des sous-groupes paraboliques semi-standard de G caractérisée
par Dégalité ©P(T) = {a;a € SP(T)}5

(6) il y a une bijection M M entre Pensemble des Levi semi-standard de G et celui
des Levi semi-standard de G caractérisée par I'égalité S (T) = {&; a € SM(T)}.

Preuve. L’application P + ¥ (T') est une bijection entre I'ensemble des sous-groupes
paraboliques semi-standard de G et 'ensemble des sous-ensembles II C X(7T) vérifiant

43



les deux propriétés :

(7) TU (-11) = X;

(8) si v, € II sont tels que a + 5 € 3(T), alors a + f € 11.

On a une assertion analogue du coté dual. D’autre part, on peut identifier Z(T) a
I’ensemble de coracines ¥(T'). Pour prouver (5), il suffit de prouver que Papplication II
IT = {&; a € I} échange les conditions (7) et (8) avec les analogues pour 'ensemble (7).
Evidemment, si IT vérifie (7), IT vérifie la condition analogue. Soient &, € I, supposons
a+f € X(T). Alors a et 8 forment une base d’un systeme de racines irréductible de rang
2. D’apres (8), les éléments positifs de ce systeme appartiennent a II. En inspectant les
trois systemes de racines possibles de rang 2, on vérifie que &+ 6 est toujours la coracine
d’un élément positif de ce systéme. Donc & + 3 appartient & II. Cela prouve (5). Les
ensembles X (T') pour M semi-standard sont exactement ceux de la forme IT N (—II),
pour II vérifiant (7) et (8). Alors la méme preuve s’applique a (6). O

Changement de terminologie. Dorénavant, on appellera ”sous-groupe parabo-
lique” de G ou ”espace parabolique” de G de tels objets définis sur F. On appellera
"Levi” de G une composante de Levi définie sur F' d’un sous-groupe parabolique défini
sur F' et on appellera ”espace de Levi” de G une composante de Levi définie sur F' d’un
espace parabolique de G défini sur F.

On utilisera les notations d’Arthur concernant ces objets. Par exemple, pour un espace
de Levi M de G, on note £(M) 'ensemble des espaces de Levi L contenant M. On utilise
des notations analogues pour les groupes et espaces duaux. Notons (730,./\/10) la paire
parabolique de G issue de (Py, My), cest-a-dire Py = (Py x Wg)0, My = (My x Wi)0.
Alors

(9) il y a une bijection M — M de L£(M,) sur £(M,) caractérisée ainsi : si M est le
Levi sous-jacent & M et M le Levi sous-jacent a M, M s’envoie sur M par la bijection
(6).

C’est évident puisque la bijection (6) est équivariante pour les actions galoisiennes et
échange les actions de 6 et de 6.

Soient M et M deux espaces de Levi de G et soient M et M deux Levi de “G. On
suppose que M et M s’identifient & LM et LM gréce & des choix de paraboliques comme
plus haut et on fixe de telles identifications. Notons

W (M, M) = {g € G(F);ady,(M) = M}/M(F),

WM, M) = {z € G;ad,(M) = M}/ M.

Alors

(10) il y a une bijection naturelle entre W (M, M) et W (M, M).

Preuve. En oubliant les choix faits précédemment, on fixe maintenant des paires de
Borel épinglées dans chacun des groupes intervenant, dont on note les tores T', T, T, 1.
On normalise les actions de T'p sur M et M de sorte qu’elles préservent les paires de
Borel épinglées. On choisit Ge MNGO et e MNGO qui préservent aussi ces paires.
De méme, on choisit e € M et e € M préservant les paires de Borel épinglées et on
introduit les actions galoisiennes quasi-déployées o — o+ et o — oy qui prolongent
aux groupes M et M celles de 1.2. Puisque 'on a fixé des identifications de M et M
a LM et LM, les tores T et T sidentifient aux duaux de T et T. Ces identifications
sont équivariantes pour les actions galoisiennes et transportent 0 et é en les inverses
de 0 = ad, et § = ad,. Soit = € G tel que adx(/\;l) = M. Quitte & multiplier z &
droite par un élément de M, on peut supposer que ad, transporte la paire de M sur
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celle de M , donc T sur T. Par dualité puis inversion, il s’en déduit un isomorphisme
t: T — T. Celui-ci est la restriction d’'un automorphisme ad, pour un g € G. En effet
nos identifications sont issues de choix de paraboliques. A conjugaison pres, on peut les
supposer tous standard, pour des paires de Borel fixées de G et G. Alors T devient égal a
T, I'isomorphisme ad, de ce tore est un élément du groupe de Weyl de G et 1 est I'élément
du groupe de Weyl de GG qui lui correspond. Soit donc g € G tel que ¢ soit la restriction
de ady, a T. La définition de x entraine que ad, envoie M sur M, qu'il est équivariant
pour les actions galoisiennes et transporte 0 sur 0 (ces éléments étant vus ici comme des
automorphismes de @) Par dualité, ad, envoie M sur M, est équivariant pour les actions
galoisiennes quasi-déployées et transporte ¢ sur §. Cette derniere condition implique que
ad (M )= M. Parce que les actions galoisiennes naturelles ne different des actions quasi-
déployées que par des automorphismes intérieurs, la condition d’équivariance entraine
que la classe gM est fixe par I'r dans G/M. Or (G/M)(F) = G(F)/M(F). Quitte a
multiplier g a droite par un élément de M, on peut supposer que g € G(F'). Alors
gM(F) € W(M, M). Evidemment, cette classe ne dépend que de la classe M et on a
ainsi défini une application de W (M, M) dans W (M, M). On vérifie qu’elle ne dépend
pas des choix de paires de Borel épinglées. On définit I'application réciproque de fagon
analogue. Cela prouve (10). O

Les propriétés suivantes sont utiles :

(11) soit T C G un tore défini et déployé sur F'; notons Zg(T) I'ensemble des v € G
tels que ad,(t) =t pour tout t € T'; si cet ensemble n’est pas vide, c’est un espace de
Levi de G

(12) soit M un espace de Levi de G'; alors M = Zg(Ay).

Preuve. Cela est bien connu dans le cas non tordu ot G = G. Dans la situation de
(11), le commutant M de T dans G est un Levi. Soit x, € X,(T) en position générale.
Il détermine un sous-groupe parabolique P de composante de Levi M : P est engendré
par M et les sous-espaces radiciels pour 'action de 7" dans 'algebre de Lie de GG associés
aux racines « telles que < a,x, >> 0. Le normalisateur commun M de P et M dans
G est un espace de Levi, s'il est non vide. Mais Za&(T) est inclus dans M et est non
vide par hypothese. Donc M est un espace de Levi. C’est un espace principal homogene
pour l'action disons a gauche de M. Or Zs(T) est stable par cette action. L’inclusion
Z(T) C M est donc une égalité. Dans la situation de (12), on a I'inclusion M C Zg(Ay)
et ce deuxieme ensemble est un espace de Levi comme on vient de le prouver. Il suffit
de prouver que les Levi associés dans G sont égaux, autrement dit que M = Zg(Ay).
Soit P un sous-espace parabolique de G de sous-espace de Levi M. Soit U« € Xu(An)
déterminant P par la construction ci-dessus. Notons x, la somme des éléments de 'orbite
de y, pour l'action du groupe d’automorphismes de X, (A,,) engendré par 0, ou 8 = ad,
pour un élément quelconque v € M. Alors z, € X.(Aj7). Comme 6 préserve les racines
de Ay positives pour P, on voit que le couple (P, M) coincide avec celui construit dans
la preuve de (11). Donc Zg(Ay;) € M et la conclusion. [J

Soit M un espace de Levi de G. Considérons un espace parabolique P de composante
de Levi M et une paire de Borel épinglée € = (B, T, (Eq)aca) de G telle que B C P et
T C M. Alors EM = (BN M, T, (Ey)aecam) est une paire de Borel épinglée de M. On a
une injection Z (G &)z (M & M ). On déduit par passage aux quotients une application

Z(G,E) = Z(M, &) qui s'identifie & une application Z(G) — Z(M). On laisse le lecteur
vérifier que

(14) cette application Z(G) — Z(M) ne dépend pas des choix de P et de £.

Soit M un espace de Levi de G. Fixons un espace parabolique P de composante M
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et un sous-groupe compact maximal K de G(F'), en bonne position relativement a M
et spécial si F' est non-archimédien. On note U le radical unipotent de P. Fixons des
mesures de Haar sur G(F') et M(F). On en déduit une mesure sur U(F') x K de sorte
que 'égalité suivante soit vérifiée

/ flg)dg = / f(muk) dk du dm
G(F) M(F)xU(F)xK

pour toute f € CP(G(F)). On définit un homomorphisme

CX(G(F)) — CE(M(F))
f > Tt w

par la formule
Fao) = [ fO k) () du dk
U(F)xK

Cet homomorphisme dépend des choix de K et P. Mais il s’en déduit un homomorphisme
I[(G(F),w) = I(M(F),w) qui n’en dépend plus. Pour v € M(F)NG,ey(F), on a simple-

ment [ (v w, firw) =1 G(fy, w, f) pourvu bien sur que I'on choisisse une mesure unique
sur le groupe M (F) = G.(F'). L’homomorphisme ci-dessus dépend encore des choix de
mesures de Haar, mais on le rend canonique en le considérant comme un homomorphisme

I(G(F),w) ® Mes(G(F)) — I(M(F),w)® Mes(M(F))
f — wa

Notons Normg(p)(M) le normalisateur de M dans G(F) et posons W (M) = Normg 7 (M 1)/ M(F).
Le groupe Normepy (M) agit sur C°(M(F)) par (x, f) — xf, o

(zf)(m) = w(@)f(z" ma).

Cette action se descend en une action de W (M) sur I(M(F),w), donc aussi sur I(M(F),w)®
Mes(M(F)). L'image de 'homomorphisme ci-dessus est contenu dans le sous-espace des
invariants par cette action. On décrira cette 1mage en 4.3.

On note I, (G(F),w) espace des f € I(G(F),w) tels que fitw = 0 pour tout
espace de Levi propre M de G. On note C’;j’sp(é( ),w) l'espace des f € C®(G(F),w)
dont I'image dans I(G(F),w) appartient & I,,(G(F),w).

Considérons le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure. Pour v €
M(F)n éreg(F ), on sait qu'un ensemble de représentants des classes de conjugaison par
M(F) dans la classe de conjugaison stable de ~ dans M (F) est aussi un tel ensemble de
représentants des classes de conjugaison par G(F') dans la classe de conjugaison stable
de v dans G(F). Pour f € I(G(F),w), on a donc I'égalité 5™ (v, fir) = SC(y, f)- Tl en
résulte que 'lhomomorphisme composé

I(G(F)) = I(M(F)) = SI(M(F))
se factorise en un homomorphisme

SI(G(F)) — SI(M(F))
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que nous noterons aussi f + fy;. On note ST.usp(G(F)) 'espace des f € SI(G(F)) tels
que f; =0 (dans SI(M(F))) pour tout espace de Levi propre M de G. Ces définitions
s’adaptent au cas ot on considere une extension

1-Ci—-G —=-G—=1

ou (' est un tore central induit, une extension compatible
él — é

et un caractére \; de Cy(F), et ot on remplace I'espace C°(G(F)) par c)\l(é (F).

3.2 Données endoscopiques d’espace de Levi

Considérons un espace de Levi M de G. Comme on I'a expliqué, on peut réaliser
le L-groupe “M comme un sous-groupe de LG Précisément, apres avoir fixé comme
en 1.4 une paire de Borel épinglée £ = (B T, (Ea)aeA) de G on peut fixer une paire
parabolique standard (P M ) fixe par ' et 6 de sorte que M x W soit le L- groupe de
M et (M WF)9 soit le L-espace M. On a alors un homomorphisme HY(Wy; Z(G)) —
H'(Wg; Z(M)). En fait, il ne dépend pas des choix. On note ay I'image de a dans
HY(Wpg; Z(M)). Considérons une donnée endoscopique M’ = (M’, M’, () pour (M, ay).
Quitte a conjuguer £ par un élément de M, on suppose que 5 fixe (B,T) Dans la
définition d’une telle donnée intervient un cocycle ays tel que adz(m,w) = (ay(w)m, w)
pour tout w € Wg. Sa classe est ap;. Si on remplace f par un élément de Z(M)f, ce
cocycle est modifié par un cobord. Pour quelques instants, notons plus précisément a,,

le cocycle associé a 5 Ona R
(1) dans Pensemble Z(M)C, il existe une unique classe modulo Z(M)"* Z(G) telle
que, pour ' dans cette classe, ayr ¢ prenne ses valeurs dans Z (G)

Preuve. L’hypothese que aj provient d’un élément de H YWg; Z (G)) entraine qu’il
existe au moins un ¢’ € Z(M)( tel que a,, & prenne ses valeurs dans Z (G). Fixons-en

un et pour simplifier les notations, supposons que ce soit C lui-méme. Pour z € 7 (M ),
on calcule ay, (w) = 2w(z)” aMC( w). Ce terme appartient & Z(G) pour tout w si

et seulement si I'image z,q de 2 dans Z(Mad) est fixe par I'rp (on M,y = M/Z( A))
Or Z( ad)FF est connexe (c’est bien connu; on rappelle la preuve dans celle de 3.3(2)
ci-dessous) donc est l'image naturelle de Z (M )I'F. La condition équivaut donc & z €
Z(M)'rZ(@). O

Quitte & remplacer ¢ par un élément convenable de Z (M )5 , on peut supposer que
Q: appartient a l'unique classe déterminée par (1). C’est ce que I'on supposera toujours,
pour simplifier les notations. Autrement dit, on suppose que a,; prend ses valeurs dans
Z(@). Remarquons qu'alors, la classe de ay; dans HY (Wp; Z(G)) est égale & a, d’apres :

(2) 'homomorphisme Hl(WF, Z(G)) — H (Wg; Z(M)) est injectif.

Par la suite longue de cohomologie, cela résulte de la surjectivité remarquée ci-dessus
de Vapplication Z(M)'" — Z(M,q)"".

Au lieu d'un espace de Levi et d’'une donnée endoscopique de cet espace, considérons
deux telles paires (M, M) et (M, M), soumises aux mémes hypotheses que ci-dessus. On
réalise LM et LM comme sous-groupes de “G et LM et LM comme sous-ensembles de “G
(il n’est pas nécessaire d’utiliser une paire de Borel commune). Appelons équivalence entre

ces données un élément z € G tel que ady(M) = M, ad,(M') = M, ad,(C) € Z(_M)§
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Remarquons que les ensembles M = “M et M = M, réalisés comme sous-ensembles de
LG, sont des espaces de Levi et que les conditions imposées & 2 entrainent que ad, (M) =
M. D’apres 3.1(10), & x est donc associé une classe gM (F) dans W (M, M).

Fixons un isomorphisme ¢/ : M’ — M’ défini sur F dual a la restriction de ad’
a Remarquons que ad, définit un isomorphisme de Z(M) sur Z(M). De ces deux
isomorphismes résulte un isomorphisme 7' : M’ — M g Supposons M’ relevant et fixons
des données supplémentaires Mj,...,A;. Posons M| = M, C; = (1, avec pour homo-
morphisme M| — M’ le composé de M| — M’ et de /. On pose M1 = M/ muni de
I’application M — M composée de M/ — M’ et de 7. On pose f = 51 oad;': M —
LM LM Ces données vérifient les conditions requises relativement & la donnée M’
Pour (01, ) € D; (I'ensemble relatif aux premicres données), on a (d,gv9~ 1) € D,
(I’ensemble relatif aux secondes). On vérifie I’égalité

A (01,9797 Y01, 9797 = A (01,7 67, 7).

On choisit alors pour facteur de transfert pour les secondes données le facteur

A (01,9797 = w(g)As(d1, 7).

Cette définition ne dépend que de la classe gM(F'). Ces choix fournissent les isomor-
phismes extrémes de la suite

/

C2(M) = O35, (M{(F)) = C25, (M, (F)) = CX(M).

Ici encore, 'isomorphisme obtenu dépend du choix de ¢/. Mais il devient indépendant
de ce choix si on se limite a des fonctions invariantes par I'action des groupes adjoints.
Comme en 2.6, dans le cas particulier ot M = M et M/ = M’, on note Aut(M, M’)
le groupe des automorphismes de la paire (M, M’) (c’est-a-dire de ses équivalences avec
elle-méme). On obtient une action de ce groupe sur C2°(M’). il y a une suite exacte

1 — Aut(M') — Aut(M,M') — W (M, M) — 1

ott W (M, M) est un sous-groupe de W (M). En particulier, on a une égalité d’espaces
invariants ) )
S](M/)Aut(M,M’) _ (S](M/)Aut(M’))W(M,M’) )

3.3 Données endoscopiques de G associées a une donnée endo-
scopique d’un espace de Levi

Soient M un espace de Levi de G et M/ = (M, M ,Q:) une donnée endoscopique
de (M ,apr). On reprend la situation du début du paragraphe précédent et on note P
le sous-groupe parabolique standard dont M est la composante de Levi standard. Pour
5 € Z(M)'#(, posons G'(3) = Z4(5)° et G'(5) = G'(35)M'. On vérifie que G(5) est un
groupe. Remarquons que :

(1) M’ est un Levi de G/(3).

En effet, d’apres les définitions, M’ est égal & (M N @’(5))0. La méme preuve qu’en
3.1(11) montre que M est le commutant de Z(M)?° dans G. Donc M N G'(3) est le

48



commutant de Z(M)?° dans G'(3). Remarquons que Z(M)%° est un tore dans G'(3).
Donc M N G'(3) est un Levi de ce groupe. Un Levi est connexe et (1) s’ensuit.

Fixons une paire de Borel épinglée de G(3) pour laquelle (P'(5), M) est standard, of
P'(3) = G'(3) N P. On munit G/(3) de l'unique action o oz de I'p conservant cette
paire de Borel épinglée et telle que, pour tout (m,w) € M’, I'action par conjugaison
de (m,w) sur G'(3) soit égale & wer(z) composé avec un automorphisme intérieur. Cette
action conserve la paire (P'(3), M’). On introduit un groupe dual G/(3) réductif connexe
défini et quasi-déployé sur F'. Alors G/(5) = (G'(5),G'(8), §) est une donnée endoscopique
pour (G, G, a). En particulier, il y a un espace endoscopique G'(8). Puisque la paire
(P'(3), M’) est invariante par T'p, M’ s’identifie & un Levi de G'(3) et on vérifie que
'espace endoscopique M’ s'identifie conformément & un espace de Levi de G’ (3).

Soient § € M,’,eg(F) ety € M,e,(F). Sila classe de conjugaison par M’ de d correspond
a la classe de conjugaison par M de v, alors la classe de conjugaison par G'(§) de  corres-
pond a la classe de conjugaison par G de 7. Autrement dit D(M’) C D(G'(3)). Inverse-
ment, pour (§,7) € D(G'(3)) N (M'(F) x M(F)), il existe un élément n € Norme ) (M)
tel que (0, nyn™!) appartienne & D(M’'). Supposons M’ relevant. Alors G'(5) I'est aussi.
On voit que le bifacteur de transfert pour la donnée M’ coincide avec la restriction a
D(M') x D(M') du bifacteur de transfert pour la donnée G'(5). Fixons des données auxi-
liaires G (3), G(3), C1(3), £1(8), A1(3). On note Ay (3) le caractére de Cy(3) associé a ces
données. On note M/ (3) et M!(3) les images réciproques de M’ et M’ dans G/,(5) et G (3).
On note & /(3) la restriction de &,(3) & M, Dy 5 Pimage réciproque de D(M’) dans Dy
et Ay (3) la restriction de Ay (3) & Dy yp. Alors (M](3), M{(5), C1(3), E1.0/(3), Ay e (3))
sont des données auxiliaires pour M’. Par une variante de la construction de 3.1, on a
un homomorphisme

Lu)(Gi(5: F)) @ Mes(G'(5: F)) = I (M{(5 F)) ® Mes(M'(F))
f = fir

On vérifie que, quand on change de données auxiliaires, ces homomorphismes sont com-
patibles aux applications de recollement de 2.5. On obtient un homomorphisme

[(G'(3)) ® Mes(G'(5, F)) — I(M') @ Mes(M'(F))
f > fir

Pour A € Z(M)'F et v € Z(G)'F, posons § = vASA~L. Alors la donnée G/(3) est
équivalente a G'(8), I’équivalence étant définie par A. Dans les constructions ou seule la
classe d’équivalence de G'(3) importe, on pourra considérer que § parcourt 'ensemble des
classes de conjugaison par Z(M)'* dans (Z(M (e e, Par I'application z (z,
cet ensemble de classes de conjugaison s ‘identifie & Z (M Yo [(Z(G)Fr (1 — 0)(Z(M)Fr)).

On le remplacera souvent par CZ(M)TF9)7(G)r P grace a Passertion suivante. On y

note 6M 1’ automorphisme de A, induit par ad, pour n’importe quel v € M. On a
(2) 'homomorphisme naturel

202G = Z(M)' [(Z(G)FF (1= 0)(Z(M)'))

est surjectif ; son noyau a pour nombre d’éléments |det((1 — HM)|AM/(AM+,4G)|.

Preuve. Introduisons ’ensemble des racines simples A de T, le sous-ensemble AM
associé a M et celui des copoids fondamentaux {co.;a € A} C X, (T,q). Le groupe
Z(Mq)'F est le sous-groupe des éléments [Toca_amv @alta) € T.q avec t, € C* et
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v o est constante sur les orbites de I' dans A — AM . Done Z(M,4)"'" est connexe.
Il en résulte que 'homomorphisme

Z(M)'F — Z(Maa)'"
est surjectif. Le méme calcul montre que Z (Z\Zfa )FF ' est connexe et que I’homomorphisme
Z(M) 0 — Z(Moa)'*?

est surjectif. Les ensembles de départ et d’arrivée de I'homomorphisme (2) s’identifient
respectivement & Z(Muq) 7 et Z(Mag)'F /(1 — 6)(Z(Moq)'F). Tout se décompose selon
les orbites dans A — AM de l’action du groupe engendré par I'y et é, ce qui nous ramene
au cas otl il n’y a qu'une seule orbite. Fixons un élément o € A — AM notons [a] son
orbite sous l'action de T'p, n le plus petit entier > 1 tel que 6"(c) € [a] et posons
Wa] = Eﬁe[a} wg. Un élément de Z(Mad)FF s’écrit Hi:07...,n—1 fvﬂéi[a}(ti), avec des t; €
C*. 11 appartient & (1 — 0)(Z(Mq)') si et seulement si [[;t: = 1. 1l appartient &
Z(M,q)"7? si et seulement si les t; sont tous égaux. Il résulte de cette description que
notre homomorphisme est surjectif et que son noyau a n éléments. Or n est égal au
déterminant figurant dans I'assertion (2). OJ

On a aussi

(3) ensemble des § € (Z(M)'#9/7Z(G)'7 tels que G'(5) soit une donnée endosco-
pique elliptique de G est fini; si M’ est une donnée endoscopique elliptique de M, cet
ensemble n’est pas vide.

Preuve. Cf. [W2] 3.2(1) pour la finitude. Pour la deuxieme assertion, utilisons les
mémes notations que dans la preuve précédente. Ecrivons ¢ = ¢ 6. Soit Ay un ensemble
de représentants dans A — AM des orbites pour 'action du groupe engendré par I'p et
0. L’homomorphisme

Z(M)FF,GO/Z( )I‘F,GO N (CX)AO
x = (a(z))aea

est surjective a noyau fini. Il existe donc = € Z(M)FF"Q0 tel que (Na)(z() = 1 pour
tout a € Ag. Pour un tel élément, posons § = 2. L’algebre de Lie de G'(5) contient
> ico....ma—1(ads)’ (Ea) pour tout @ € Ay, ol n, est le plus petit entier i > 1 tel que

9’( ) = a. Un élément de Z(G'(3)) fixe cet élément donc aussi chaque composante
E . Remarquons que les actions galoisiennes relatives a Getad (8) coincident sur

(G’( ))N Z(M). Un élément de Z(G'(3))'7 N Z(M) fixe donc F_z_ pour tous o € Ay,
i€ Net o €T'p. Donc il fixe E, pour tout o € A — AM . Appartenant de plus & Z(M),
il fixe tout G. Donc Z(G'(3))'* N Z(M) C Z(G). Or

Z(G' ()0 € Z(M)'r0 = Z(N)'F 00

par U'hypothese d’ellipticité de M. Donc Z(G ()70 ¢ Z(G) et forcément Z(G'(s))Fr0
Z(G)'r90. O

3.4 Levi de données endoscopiques

Soient G" = (G, G, §) une donnée endoscopique de (G, G.a) et M' C G’ un Levi,
auquel est associé un espace de Levi M’ (puisque G’ est & torsion intérieure). On fixe une
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paire de Borel épinglée de G et on normalise I'action galoisienne sur ce groupe de sorte
qu’elle conserve cette paire. Le choix d'un parabolique P’ de G’ de composante de Levi
M’ permet d’identifier M’ & un Levi standard de G, donc & un sous-groupe de G. Notons
M, M, M les commutants de Z(M')'70 dans G, LG, L@, Fixons x, € X,(Z(M')"'r0)
en position générale. Il détermine un sous-groupe parabolique P de G, engendré par M
et les sous-groupes radiciels associés aux racines a de T telles que < o,z >> 0 (T étant
choisi comme en 1.5). On pose P = PM, P = PM. Le couple (P, ./\/l) est une paire
parabolique de ZG. Les seuls points non évidents & vérifier sont que la pro jection de P sur
W est surjective et que P est non vide. Mais § appartient & P, ce qui vérifie ce deuxiéme
point. Pour w € W, il existe g, = (g(w), w) € G tel que ad,, agisse sur G’ comme we.
Alors ad,,, fixe z, donc aussi P. Donc Jw € P, ce qui vérifie le premier point. On pose
M = G'NM. On se rappelle qu’il y a une injection de I’ensemble des paires paraboliques
de G dans celui des paires paraboliques de “G. Si G n’est pas quasi-déployé, (75 M) peut
ne pas appartenir a l'image : c’est le cas si et seulement si (P M ) ne contient pas de
conjugué d’une paire (PO, MO) comme en 3.1. On sait que les Levi My ont une propriété
particuliere : tous les paraboliques ayant My comme composante de Levi sont conjugués.
Cela entraine que la condition précédente ne dépend que de M et pas du choix de P.
Supposons que (P ./\/l) soit I'image d’une paire parabolique (P M ) de G. On dira dans
ce cas que M correspond a lespace de Levi M. Alors M/ = (M', M, 3) est une donnée
endoscopique pour (]\Zf ays). Cette donnée est elliptique par construction. Méme si G’
est relevant, il peut se produire que M’ ne le soit pas. On dira que M’ est relevant si
d’une part, M correspond & un espace de Levi M, d’autre part M/ est relevant. Dans ce
cas, comme dans le paragraphe précédent, des données auxiliaires pour G’ se restreigent
en des données auxiliaires pour M’ et on définit un homomorphisme

I(G')® Mes(G'(F)) — I(M')® Mes(M'(F))
/ = i

En fait, seule la classe d’équivalence des données (M, M) est bien déterminée car on
a effectué divers choix. Changer ces choix compose ’lhomomorphisme ci-dessus par des
éléments de Aut(M,M’). Cela entraine la propriété suivante : si f est un élément de
I(G') ® Mes(G'(F)) et ¢ est un élément de [(M') ® Mes(M'(F)) invariant par 'action
de Aut(Z\Zf , M), alors la relation fy;, = ¢ est indépendante des choix. De méme, levons
I’hypothese que M’ est relevant, supposons seulement que G’ le soit. On ne peut plus
définir d’espace I(M'). Mais, pour f € I(G') ® Mes(G'(F)), la relation fy;, = 0 a un
sens : elle signifie que si, par le choix de données auxiliaires, on identifie f a un élément
fi € f‘/’\l(é'l(F)) ® Mes(G'(F)), alors (f1)y; = 0. Ceci est indépendant du choix des
données auxiliaires.

On peut remplacer dans les constructions ci-dessus les espaces [(G') par SI(G’).

3.5 K-espaces

Supposons F' = R et considérons un K-espace KG sur un K-groupe KG comme en
1.11. Les constructions des quatre paragraphes précédents valent pour chaque compo-
sante ép. Mais en travaillant composante par composante, on perd la notion de K-espace.
Pour la retrouver, il faut définir correctement les notions d’espace parabolique et d’es-
pace de Levi d'un K-espace. Sur C, tous les groupes G, ou espaces ép sont isomorphes,
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d’oll une correspondance bijective entre leurs classes de conjugaison de paires parabo-
liques. On définit une paire parabolique (K P, KM) de KG sur C comme une famille
(P, My)perr, ou (B, M,) est une paire parabolique (sur C) de G, de sorte que, pour
p, P € 11, les classes de conjugaison de (P,, M,) et (P, M,) se correspondent. On définit
de méme une paire parabolique de K'G. La définition est plus subtile sur R. On définit
une paire parabolique (K P, K M) (sur R, précision que I’on omettra dans la suite) comme
une famille (P,, M,)aerr ol

- II’ est un sous-ensemble non vide de IT;

- pour tout p € IT', (P,, M,) est une paire parabolique (sur R) de G, ;

- pour p,p’ € IT', les classes de conjugaison de (P,, M,) et (P, M,,) se correspondent ;

- pour p € II-1II', la classe de conjugaison de paires paraboliques de (G, correspondant
a celles des (P, M,) pour p’ € II' ne contient aucun élément défini sur R.

En particulier, si I" # II, une telle paire n’est pas une paire parabolique sur C. On
définit un Levi de KG' comme une famille KM intervenant dans une paire parabolique
(KP, KM). On définit de méme les paires paraboliques et les espaces de Levi de K G.
On appellera plutot ces derniers des K-espaces de Levi. Si (K P, KM ) est une paire
parabolique de KG, la paire sous-jacente (K P, K M) est une paire parabolique de KG.
On a

(1) tout espace de Levi KM s’identifie & un K-espace tordu sur le K-groupe K M.

Preuve. On complete KM en une paire parabolique (Kf’, KM) On fixe py dans
I'ensemble d’indices II' relatif a cette paire, on pose G = G,,, M = M, etc... Pour
p € II', on choisit x, € Gsc tel que ad,, o ¢y, envoie (P, My,) sur (P, M). On note
gbé” la restriction de ad,, o ¢p,, & M, et g?)é” celle de ad,, o gz;po,p a Mp. Pour o € I,
on pose V(o) = x,Vp, p(0)o(z,) " On vérifie que V) est un cocycle, & valeurs dans
Gsc. On a ¢ 0 o(¢") ™! = adyy (o), oMo o(GM) ! = ady (). Puisque ¢)" o o(4)")~!
préserve (P, M), on en déduit VY (o) € M,.. D’apres le théoreme 1.2 de [K2], 'image de
I’application

(2)  H'(Tr; Msc) = H'(Tr; My.)
est le noyau d'une application H'(T'g; My.) — mo(Z(Maa)"®). Or Z(M,q)"® est connexe
car Z (Mad) est un tore induit. Donc I'application (2) est surjective et, quitte a modifier
I’élément x,,, on peut relever Vg/f en un cocycle VI];/ISC a valeurs dans Mgc. Pour prouver

que K M est un K-espace tordu issu de M comme en 1.11, il reste & prouver que la famille
(VIs€) e s’envoie bijectivement sur 7(H'(Tr; Mgc)) NH' (Tr; M)? (ol 6 est déterminé
par M). Puisque M est un Levi de G, Papplication H'(I'g; M) — H'(I'g; G) est injective.
Elle est équivariante pour I'action de 6. Il en résulte qu'un élément de H'(T'g; M) est
invariant par 6 si et seulement si son image dans H!(T'g; G) l'est. L’image de ngsc dans
H'(Tg; G) est égale a celle de V,, ,,, donc est invariante par §. Donc I'image de V)'s¢
dans H'(T'g; M) est invariante par 6. De méme, pour p,q € IT' avec p # ¢, les images
de V;‘fsc et Véwsc dans cet ensemble sont distinctes car leurs images dans H!(T'g; G) le
sont. Soit enfin VM : g — M un cocycle dont la classe appartient & 7(H(I'g, Mgc)) N
H(T'g; M)?. Son image VY dans H!(T'g; G) appartient & 7(H(T'g, Gs¢)) N H(Tr; G)?.
1 existe donc p € II tel que V¢ soit cohomologue & V,, ,,. Fixons y € G tel que VM (o) =
YVpop(0)o(y) ™! pour tout o € I'g. Puisque VM prend ses valeurs dans M, cette relation
implique que I'image réciproque (P, M)) de (P, M) par 'application ad, o ¢y, , est une
paire de Borel de G, qui est définie sur R. Cette paire est conjuguée par un élément de
G,(C) a I'image réciproque de (P, M) par I'application ¢y, ,. Il en résulte que p € I’ et
que les paires de Borel (P, M]) et (P,, M,) sont conjuguées par un élément de G,(C).
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Etant toutes deux définies sur R, elles sont conjuguées par un élément de G,(R). On
peut donc fixer un élément g, € G,(R) tel que ady o ¢y, o ady, (P,, M,) = (P,M).
En posant ¢ = ¢,,,(gp), cela équivaut a ady, o ¢p (P, M,) = (P, M). Cela entraine
que I'élément m = ygx, ! appartient a M. Parce que g, € G,(R), on vérifie que la
multiplication de y par g ne modifie pas I’égalité de cocycles ci-dessus, c’est-a-dire que I'on
a VM(0) = ygVp,p(0)o(yg)~" pour tout o € I'r. Ou encore VY (o) = mV) (o)o(m)~".
Donc VM a méme classe dans H'(I'g; M) que V). Cela acheve la preuve de (1). O

On doit décrire comme en 3.1 la correspondance entre classes de conjugaison de paires
paraboliques de KG et classes de conjugaison de paires paraboliques de G. Dans le cas
non tordu, cette correspondance est décrite par le lemme 2.1 de [Al]. A priori, celui-ci
ne s’applique pas dans le cas général car, comme on l’a dit en 1.11, notre notion de K-
groupes est plus restrictive que celle d’Arthur. Nous allons prouver que ce lemme reste
malgré tout valable. Fixons une paire de Borel épinglée £ = (B, T, (Ed)de 4) de G. On
suppose qu’elle est stable par 'action galoisienne et on fixe un élément 0 relatif & cette
paire. On note o + og+ l'action galoisienne. Les sous-groupes paraboliques standard
P=MU qui sont stables par 6 et par 'action galoisienne sont en bijection avec les sous-
ensembles AM de A qui vérifient les mémes propriétés de stabilité (AM est I’ensemble
des racines de T dans M).

D’autre part, fixons une composante de notre K-espace KG, que Uon note simplement
G. Fixons une paire de Borel épinglée & = (B, T, (Eq)aca) de G et fixons une cochaine
o +— u(o) de I'r dans Ggo de sorte que adye) 0 0g(E) = £ (ot 0 — o est l'action
naturelle). On définit I’action quasi-déployée o — og+ = ady ) 00 de T'r sur G et, pour
simplifier, on note G* le groupe G muni de cette action. On note 6* I'automorphisme
ad, pour un élément e € Z (é, &) quelconque. Cet automorphisme préserve € et 'action
galoisienne quasi-déployée. La bijection naturelle o — & de A sur A est équivariante pour
les actions galoisiennes et échange 'action de 6* avec celle de . Posons u*(0) = u(o) ™!
et notons u’,(0) 'image de u*(0) dans G% . On vérifie que u, est un cocycle, qui définit
un élément de H'(T'g; G% ) noté encore u*,;. On a une application naturelle

H'(Tp; Glyp) = H*(I'r; Z(G0))-

Ce dernier groupe s’identifie facilement au groupe des caracteres de Z (@SC)FR qui sont
triviaux sur l'image de la norme

Z(Gsc) — Z(GSC)FR

On renvoie pour cela a [K2|, théoreme 1.2. Ainsi, u!, définit un caractere x5 de
Z (GSC)FR. On a fait divers choix, qui affectent méme notre construction de G*. Quand
on change de choix, on voit que les deux groupes G* construits s’identifient naturelle-
ment et que le caracteére X obtenu est le méme. Cest facile a voir pourvu que I'on
conserve la méme composante connexe (. Considérons une autre composante G’. Par
définition, il y a un isomorphisme ¢ : G’ — G et un cocycle V. € HY(Tr;Gsc) tel
que ¢ o o(¢)"' = ady(,) pour tout 0 € I'z. On prend pour paire de Borel épingée
&' = ¢71(€). On vérifie que I'on peut choisir u/'(c) = ¢~ (u(c)V(c)). Il est clair que ¢
définit un isomorphisme défini sur R de G™* sur G*. Via cet isomorphisme, u*(o) s’iden-
tifie a V(o)u*(o). Le calcul montre que la condition que V est un cocycle (pour l'action
naturelle sur G) équivaut a ce que d(Vu*) = d(u*), ou d est la différentielle sur G*. Les
images de u* et Vu* dans H*(T'r; Z(G%)) sont donc les mémes et on récupere ainsi le
meme caractere X a. Remarquons que, par hypothese, G (R) est non vide. On peut donc
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fixer v € G(R). Ecrivons v = ge, avec g € G et e € Z(G, ). Pour tout o € I'g, on a en-
core ady(yy00g(e) € Z(G, ), donc il existe z(0) € Z(G) tel que ad, ) oaa(e) = z(0) e
La condltlon v E G(R) équivaut a ce que, pour tout o € I'r, on alt l’egahte oc(y) = 7.
Or on a les équivalences suivantes

oc(7) =7 <= oclg)ocle) = ge == g '0a(g)adyp)-1(2(0)e) = e

= g log(g)u(0) 0" (u(0))z(0) e = e = g loa(g)u(o) 10" (u(0))z(0) T =1
= g 'u(0)og-(9) = 2(0)0" (u*(0)).
Il en résulte que la classe du cocycle u, est invariante par 6*, donc x e est invariant
par 6.
Pour z, € X,(T,q), choisissons un entier N > 1 tel que Nz, € X,(Ty). Alors

I’élément Nz, (e2™/N) appartient & Z (G sc) et ne dépend pas du choix de N. L’application
z, — Nz, (e?™/N) se quotient en un isomorphisme

X*<Tad)/X*<Tsc> = Z<GSC>

A tout élément o € A est naturellement associé un copoids w, € X, ( 4). On
note w.® la somme des éléments w, pour les o’ dans l'orbite de a sous I'action de I'g
(puisque ce groupe a deux éléments, les orbites ont au plus deux éléments). L’élément

FR s’envoie sur un élément de Z (G’ SC)FR. On note A,,;, 'ensemble des o € A tels que
X KG( w!l®) # 1. On note A,uin Vensemble des & pour o € A,,;,. Cet ensemble est stable
par 'action galoisienne et aussi par 6 puisque X l'est.

Lemme. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G stable paré et par
P'action galoisienne. Alors P correspond a une classe de conjugaison de sous-K-espaces
paraboliques de KG si et seulement si AM contient Ain.-

C’est exactement 1'énoncé du lemme 2.1 de [A1]. Nous le prouverons dans le para-
graphe suivant.

Il résulte de ce lemme que

(3) parmi les classes de conjugaison par K G(R) de paires paraboliques de KG, il y a
une unique classe minimale.

Une propriété équivalente est qu’il y a au moins un p € II tel que G, soit "plus
quasi-déployé” que les autres composantes.

On doit définir correctement les espaces L(K M), P(KM) et F(KM) pour un K-
espace de Levi K M. Si on définit £(K L) comme Pensemble des K-espaces de Levi de
KG contenant KM, il y en a beaucoup trop. Pour cela, on fixe pour tout p € II une
paire parabolique minimale (P, ¢, M, ), qui donne naissance a une paire d’espaces tordus
(KP,o, KM,p). Le résultat précédent entraine qu’il existe un unique sous-ensemble non
vide ITMo de II vérifiant les deux conditions suivantes :

- la famille KM, = (Mno)peHMO est un K-espace de Levi de KG';

- pour tous p € II, p’ € T, il existe z,7, € Gy tel que ad,, o G (P, Myo)
contienne (P o, My ).

On fixe de tels éléments x;,,. La construction suivante ne dépendra pas de leur
choix. Il est facile de montrer que, pour tout K-espace de Levi KL = (L Jperiz de K G,

I'ensemble d’indices - contient 11", On note £(K M,) ensemble des K-espaces de
Levi KL = (L,)ene de KG vérifiant les deux conditions suivantes :

o4



-L,D Mp@ pour tout p € IT";

-adg, o ¢p »(Ly) = Ly pour tous p € TIF, p' € 1Mo,

Pour KM = (M, Jperiv € E(KMO) on note £(K M) ensemble des KL = (L, Jpenit €
L(K M) tels que TIM € IT* et M, C L, pour tout p € ITI™. On définit de facon similaire
les ensembles P(K M) et ]:(KM)

Les considérations des quatre paragraphes précédents s’adaptent aux objets définis ci-

dessus Du coté dual, il faut bien stur prendre pour paire (PO, MO) une paire qui correspond
a (K Py, KMy).

3.6 Preuve du lemme 3.5

La nécessité de la condition résulte du lemme d’Arthur. Nos K-groupes peuvent se
compléter en K-groupes au sens d’Arthur. Si un sous-groupe parabolique P=MU (stan-
dard, invariant par 0 et par l'action galoisienne) correspond & une classe de conjugaison
de sous-K-espaces paraboliques de KG, il correspond a fortiori & une classe de conju-
gaison de sous-K-groupes paraboliques de ce K-groupe étendu, donc vérifie I'inclusion
AM S A

Pour la réciproque, il suffit de traiter I'unique sous-groupe parabolique P = MU tel
que AM — Amm En effet, si celui-ci correspond bien & une classe de conjugaison de
sous- K-espaces paraboliques de K G, on peut fixer une composante G de KG et un sous-
espace parabolique P de G correspondant 2 P. Les considérations de 3.1 s ‘appliquent
a cette composante. En particulier, tout sous-groupe parabolique P’ contenant P et
invariant par 0 et par I'action galoisienne correspond a un sous-espace parabolique P’ de
G contenant P. Dorénavant, on note P le sous- groupe "minimal” défini ci-dessus.

Montrons que on peut se ramener au cas ott KG n’a pas d’autre espace de Levi que
lui-méme. En effet, supposons qu’il existe un espace parabolique propre K Q, de Levi
KL. 1l correspond & KL un sous-ensemble AL de A, d’ott un sous-ensemble AL de A.
Remplagant dans les constructions K G par KL, on définit un sous-ensemble A#m de
AL. Si on suppose l'assertion prouvée pour K L, il correspond & ce sous-ensemble Amm
un sous-espace parabolique de K L, d’otl aussi un sous-espace parabolique de KG. Pour
obtenir I'assertion cherchée pour G il suffit de prouver 'égalité

(1) Amin Aern

Par le sens déja prouvé du lemme, on a en tout cas A,,;, C AF. En affectant des
exposants L aux termes construits a l’aide de K i, les définitions nous ramenent a prouver
I’égalité

(2) Xga(@i®) = xki(@ pour tout o € A*.

Fixons une composante L de KL, qui est incluse dans une composante G de KG.
On utilise ces composantes pour effectuer les constructions du paragraphe précédent,
en les affectant d’exposants G ou L. On suppose que L est standard pour la paire de
Borel épinglée € et on prend pour paire de Borel épinglée £ la restriction de €. On
peut alors supposer que u*(o) est le produit d'un élément de Z(Lg.) et de I'image de
ul(o) € Li dans G¥o. Alors u* est une cochaine a valeurs dans L., qui définit un

LFR)
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élément de H'(T'r; Laq) que 'on note v*. On a des applications naturelles

H'(Tr; Gap)
a
HI(PR; Lad)

hY
Hl(FR; LAD)-

L’élément v* s’envoie sur u’, par la fleche du haut et sur u par celle du bas. D’apres
[K2] théoreme 1.2, v* définit un caractere y de Z(Ly.)™/Z ( J)T®0% On a un diagramme
dual

Z(Ggo)'®

N A
Z(LSC>FR /Z(LSC)FR’O
A S
Z(Lgc)'t®

Le caractere x & est composé de x et de la fleche du haut tandis que 7 est composé de
x et de la fleche du bas. Cela nous rameéne & prouver que, pour o € A¥, les images dans
Z(Lse)'® ) Z(Lye) ™0 de w'® et de w '™ sont égales. Ecrivons w'® € X, (T,4) sous la forme
(2. +y.), olt N est un entier strictement positif, z. € X.(Z(Ls.)?) et y. € X.(T%). Ici
T FL est I'image réciproque de T dans Lgc. Le groupe X, (T L) est engendré par les éléments
de AL (un élément 8 € A étant identifié & la coracine associée & 5 € A). Il résulte des

définitions que wlil® = Ny* et que x, est invariant par I'g. Par définition, 1’élément

de Z(Gsc) correspondant a @ ® est ,(C)y.(C), ou ¢ = ¥V tandis que 1'élément de
Z(Lsc) correspondant & w ™ est y*(¢). Quand on pousse ces éléments dans Z (L), ces
deux éléments different par z,(¢), qui appartient & Z(L,.)™®°. Cela prouve (2) et (1).

On suppose désormais que K Grna pas d’autre espace de Levi que lui-méme. Remar-
quons qu'il revient au méme de supposer que, pour chaque composante G, le groupe G
lui-méme n’a pas de groupe de Levi propre. On a vu en effet qu'un groupe de Levi mini-
mal donnait naissance a un espace de Levi. Remarquons aussi que, sous notre hypothese,
la propriété a prouver est I'égalité A,,;,, = A.

Montrons maintenant que 'on peut supposer que G est simplement connexe. En ef-
fet, fixons une composante G' de KG' et un élément v € G(R). L’automorphisme ad,, se
releve en un automorphisme de Gge. On peut introduire un espace tordu Gge sur ch,
que 'on note formellement Ggc7ys., de la fagon suivante. La multiplication a gauche est
évidente. Celle de droite est définie par gs.VscTse = gscad(Tsc)Vse. Enfin Paction galoi-
sienne est 0(gscVse) = 0(gse)Vse- L'application Gsc — G définie par gseVse — 7(gse)y est
un homomorphisme d’espaces tordus en un sens évident. On peut compléter Gsc en un
K-espace K G o et on vérifie que Iapplication précédente s’étend en un homomorphisme
KGsc — KG (remarquons toutefois que 'application qui s’en déduit entre les ensembles
de composantes connexes de ces espaces n’est en général ni injective, ni surjective). Il est
clair que 'hypothese sur K G est aussi vérifiée pour KGsc : Gge et les autres groupes
de KG sc n'ont pas d’autres groupes de Levi qu’eux-mémes. L’ensemble A,,;, ne change
pas puisque n’interviennent dans sa définition que les groupes G sc et G Ap qui n’ont pas
changé. Si on suppose démontrée Iassertion pour KGge, on conclut A, = A, ce qui
est la méme assertion que pour K G.

On suppose désormais que G est simplement connexe. On conserve toutefois la nota-
tion Ggc quand elle est plus suggestive. On fixe une composante G de KG et un élément
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ve@ (R) fortement régulier. On choisit une paire de Borel épinglée £ de G = Gg¢ dont
le tore sous-jacent 1" = T, est conservé par ad,. On utilise cette paire de Borel épinglée
dans les constructions du paragraphe précédent. Le tore est défini sur R pour I'action
naturelle comme pour l'action quasi-déployée. Il en résulte que u*(o) normalise Ty, pour
tout ¢ € ['g. Nécessairement, son image w(o) dans le groupe de Weyl W est invariante
par 6*. L’hypotheése que G n’a pas d’espace de Levi propre entraine que T = Ty, est
elliptique. En notant o 'unique élément non trivial de I'g, w(o) o og+ agit donc par —1
sur X, (7). Il en résulte que w(o) envoie toute racine positive sur une racine négative.
C’est donc 'élément de W de plus grande longueur, que l'on note w. Introduisons la
section de Springer n : W — Ggc, cf. [LS] 2.1. A ce point, on a prouvé que l'on pouvait
supposer supposer
u (1) =1, u*(o) = tn(w),

pour un élément t € Ty.. Soit a € A. On dispose déja de I'élément E,, de I'épinglage. On
introduit I'élément F_, de 'espace radiciel de g associé a —a, normalisé de sorte que
[E., E_,] = &, en identifiant la coracine & a un élément de t. Notons G, le sous-groupe
de G engendré par T et les sous-groupes radiciels associés a o et —a. Puisque 'action
galoisienne naturelle échange « et —a, ce groupe est défini sur R. Puisque G est semi-
simple et n’a pas de Levi propre, G(R) est compact, donc aussi G,(R). Comme on le
sait ([S2] paragraphe 2), cela implique qu’il existe des éléments c,,c_, € C* tels que
[c_aEy, caEy] = & et o0g(caEy) = —c_oF_4. La premiere relation dit que c_, = ¢t
Montrons que 'on a

(3) adpw) 0 g+ (Ey) = —E_,.

On a adyw) © og+(&) = —a et il existe des nombres complexes non nuls = et y de sorte
que adn(w) © 0= (Ea) = tE_q, adpw) © 0g+(E_o) = yE,. Ces trois relations entrainent
xy = 1. Notons s, la symétrie relative a «. Par définition,

n(sq) = exp(Xa)exp(—X _o)exp(X,).

Un calcul matriciel entraine 'égalité n(w)o g« (n(sq.))n(w)™! = &(—z7)n(s,). Mais le
lemme 2.1.A de [LS] entraine n(w)n(s,)n(w)™! = n(s,). Dot a(—2x7 ') =1let z = —1
puisque notre groupe est simplement connexe. Cela prouve (3).

Il résulte de (3) que og(coFs) = —a(t) 'eaE_o = —a(t) " (caCa)c_aF—_q. La condi-
tion de compacité nous dit donc que «(t) est un réel positif, et cela pour tout o € A.
Cette propriété implique que 'on peut trouver un élément ¢ = [ . &(ts), avec des t,
réels positifs, tel que (¢)? a méme image que ¢ dans T,4. Notons que og(t') = (/)7L
Donc t = (t'aq(t')™!, avec ¢ € Z(G) = Z(Ggsc). Alors

uw* (o) = (Pog(t) " 'n(w) = ('n(w)og-(t') .
En remplacant £ par ad, 1(€), on fait disparaitre le cobord et on obtient
u' (o) = ¢n(w),

avec ( € Z(Ggsc). Mais on peut toujours multiplier notre cochaine par une cochaine a
valeurs dans Z(Gg¢). Cela nous ramene au cas ol



Calculons le cobord du*. On a du*(1,1) = du*(o,1) = du*(l,0) = 1 et du*(o,0) =
n(w)og-(n(w)). L’élément w est invariant par I'action galoisienne et n est équivariant
pour cette action. Donc og«(n(w)) = n(w). En appliquant de nouveau le lemme 2.1.A

de [LS], on obtient
o) =[] a-

a>0
ol le produit est pris sur toutes les racines de T' dans GG qui sont positives pour B. Il est
d’usage de noter 2p la somme ) _,&. On prendra garde a cette notation : p n’est pas
forcément une somme de coracines a coefficients entiers, mais seulement a coefficients
demi-entiers. En tout cas, p appartient a X,(T,4) car on sait que < «, p >= 1 pour tout
a € A. On peut écrire de fagon unique 2 comme somme d’un élément de 2X,(T;.) et

d’un élément
€ = E €a Y,

acA
avec des coefficients ¢, égaux a 0 ou 1. On obtient du* (o, o) = (2p)(—1) = é(—1).
Rappelons comment on identifie un élément de H?*(T'r; Z(Gsc)) & un caractere de
Z(Gsc)'®. Tout d’abord, fixons un entier N > 1 tel que NX,(T,q) C X.(T,) et une

racine primitive d’ordre N de 'unité ( € C*. L’application z, — (Nx,)(¢) définie sur
X.(Taa) se quotiente en un isomorphisme

X*<Tad)/X*<Tsc> = Z<GSC>

Il n’est pas équivariant par l'action galoisienne : puisque o(¢) = ¢~!, I'isomorphisme
transporte 1'action de o en l'opposé de cette action. Un élément de H?*(Tr; Z(Gsc))
peut toujours se représenter par une cochaine v vérifiant comme ci-dessus v(1,1) =
v(l,0) = v(o,1) = 1. L’élément v = v(o, o) vérifie v = o(v) = 1 (par la condition
de cocycle) et s’identifie donc a un élément x € X, (Thq)/X(Tse) tel que zo(x) = 1.
On voit que x est uniquement déterminé par la classe de v modulo un élément de la
forme yo(y) . Puisque X,(T,q) est le dual de X, (T o) et X, (Ty.) est le dual de X,(T,q),
les deux groupes X, (Tuq)/Xu(Ts) et Xi( Tod)/ X, (Ty) ~ Z(Gse) sont duaux. Donc z
définit un caractére de Z(Gge). La restriction de ce caractére au sous-groupe Z(Gge)'®
ne change pas si on multiplie x par un élément de la forme yo (y)~!. Cette restriction ne
dépend donc que de v. C’est le caractere associé a v.

Appliquée a du*, cette construction nous dit que le caractere y . s’identifie au ca-
ractere de X, (Thq)/ X, (Ty) associé a Pélément p € X,(T,q). Par définition, I'ensemble
A,in est alors la réunion de

- 'ensemble des o € A tels que og«(a) = a et < wu,p >E 7Z;

- ensemble des o € A tels que og+ () # a et < @y, p > + < og«(wa), p >¢ Z.

L’élément p est invariant par I’action galoisienne et son produit avec tout élément w,,
appartient a %Z. Le second ensemble ci-dessus est donc vide. D’autre part la condition
< Wy, p >¢ 7 équivaut a €, = 1. On obtient que A,,;, est formé d’éléments fixes par
I’action galoisienne et que l'on a une égalité

= (Y @)+ (Y a+oe(@)
aEAmin acA!

ou A’ est un certain sous-ensemble de A — A, formé d’éléments « tels que og-(a) # a.
Remarquons que, puisque p est invariant par 6%, é 'est aussi. Donc A,,;, Uest (ce qui
était déja évident) ainsi que l'ensemble AU ag«(A").
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Reprenons les calculs effectués dans le paragraphe précédent. On peut écrire v = te,
avec t € T et e € Z(G, ). Comme on I'a dit, on a pour tout o € I'r une égalité

ady(ey 0 og(e) = z(o) e,
avec z(0) € Z(G) = Z(Gg¢c). Ou encore
oc(e) = 2(0) ady (o) (€) = 2(0) " u(0)f*(u* (o)) e.

Mais 0*(u*(c)) = w*(0). La condition devient simplement og(e) = z(o) te. Puisque
v € G(R), on a og(te) = te, ou encore og(t) = z(o)t. Cela entraine que I'image t,q
de t dans T,4 appartient a T,4(R). Mais T,4 est elliptique. Donc T,4(R) est connexe
et 'application 7 : Ts.(R) — T,4(R) est surjective. On peut donc écrire t = ¢y(, avec
to € Too(R) et ¢ € Z(Gge). Alors Ce =ty € G(R) Quitte a remplacer e par (e, on a
construit un élément e € Z(G, E) qui appartient & G(R).

Traduisons maintenant ce que 1’on cherche. On veut trouver un cocycle V : I'r — G ¢
tel que sa classe dans H'(T'g; Gs¢) soit invariante par 0 et tel que la condition suivante
soit vérifiée. Introduisons un groupe G’ sur R muni d’un isomorphisme ¢ : G' — G
de sorte que ¢ o 0(¢)~! = ady(y) pour tout o € I'r. Notons P* = M*U* le sous-groupe
parabolique standard de G* tel que ’ensemble de racines simples associé a M™* soit A,in.
On veut que P* se transfere a G'. Comme on I'a dit dans le paragraphe précédent, que V
soit un cocycle a valeurs dans Gg¢ revient a dire que d(Vu*) = du*. De plus, quand on
remplace G par G’, on remplace u* par Vu*. La derniere condition ci-dessus signifie que
I'image de Vu* dans G, est cohomologue a une cochaine a valeurs dans M} ;. Traduisons
la condition d’invariance par 6. On se rappelle que cette action 6 est l'action ad, pour
un élément v € G(R). On peut choisir pour y 'élément e fixé ci-dessus. Alors § = 6* et
la condition signifie qu’il existe g € Ggc tel que 6*(V (o)) = gV (o)og(g)™ pour tout
o € I'r. Puisque u*(0) est fixe par 6%, cette relation équivaut a

0" (V(o)u*(0)) = gV(0)oa(g) " u*(0) = gV(o)u*()oc-(9) ™"

Supposons trouvé une cochaine v* : I'g — M = M* telle que

(4) dv* = du*;

(5) il existe t € Ty, tel que 6*(v*(0)) = tv*(c)og«(t)~! pour tout o € I'y.

Alors le cocycle V = v*(u*)~! répond & la question.

Pour construire v*, on a besoin de quelques remarques préliminaires concernant les
ensembles A,,;, et A’. Rappelons que A,,;, UA'Uog(A’) est ensemble des a € A tels
que, quand on écrit 2p = )| sea oD, le coeflicient ¢, soit impair. Or on sait calculer 2p
pour chaque systeme de racines irréductible. On renvoie aux tables de Bourbaki ([Bour]).
On s’apergoit en consultant ces tables que A, UA Uag(A’) est formé de racines deux
a deux orthogonales. Puisque de plus, g« fixe tout élément de A,,;,, il en résulte que
M. est un produit de groupes SL(2) indexés par les racines a € A,,;,. Introduisons
I’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl de M*, que l'on note w. C’est
simplement le produit des symétries s, associées aux a € A, €t on a w(a) = —a pour
tout @ € Ay, Enfin, puisque A’ U o g« (A’) est orthogonal a A, on a w(a) = o pour
tout @ € A" U oag-(A").

Introduisons 1’élément

29



D’efinissons la cochaine v* par v*(1) = 1 et v*(o) = zn(w). Elle prend ses valeurs dans
M?.. On va montrer qu’elle vérifie les conditions (4) et (5).
On a

“n(w)og-(n(w)).

On a og+(x) = [[ear o(@)(=1). On a vu plus haut que toutes les coracines intervenant
ici sont fixes par w. D’ou

radyw) o oc(x) ' = [] a(-1)oe-(a)(-1).

a€eA!

dv*(o,0) = vad,w) 0 og-(T)

On calcule n(w)o g+ (n(w)) comme on a calculé plus haut n(w)o g (n(w)). Ce terme vaut
(2pM7)(—1), ot 2pM" est la somme des racines positives dans M*. Puisque M, est un

produit de groupes SL(2), on a simplement 25" =" _ A, @. Cela conduit a I'égalité

dv*(o,0) = é(—1),

autrement dit
dv*(o,0) = du*(o,0).

Cela vérifie la condition (4).

On a zo6+(7) = [[reariog. (an) @(—1). Or ensemble A" L og-(A") est invariant par
0*. Donc xog-(r) est invariant par 6*. Autrement dit, I'élément y = 0*(x)z~! vérifie
yog-(y) = 1. Considérons le sous-tore 7" de Ty, tel que X, (T") = A’ U og+(A’), muni
de laction o + gg«. C’est un tore induit donc H'(T'g;T”) = 0. L’application 1 +— 1,
o — y est un cocycle a valeurs dans ce tore, donc est un cobord. Il existe donc t € T"”
tel que y = tog-(t)~!. Parce que w opere trivialement sur A’ U o g+ (A), adys(») fixe T".
On a aussi bien y = tad,(s) © o= (t)~'. Autrement dit

0" (2)a" = o (0)o (1) 0" (o),

ou encore
0*(z)z~ v (o) = tv*(a)og- (1),
ou encore
0* (z)n(w) = tv*(a)og(t) 7,
ou encore

0" (v*(e)) = tv*(o)oc- (1),

puisque n(w) est fixe par 6*. La relation précédente équivaut a (5). Cela acheéve la
démonstration. [J

4 Stabilité et image du transfert

4.1 Rappels sur la descente d’Harish-Chandra et la transfor-
mation de Fourier

Le corps I est de nouveau un corps local quelconque de caractéristique nulle. Dans
les premiers paragraphes, on fixe des mesures de Haar pour se débarrasser des espaces
de mesures.
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Oublions pour un temps les espaces tordus, c’est-a-dire supposons G = G, mais
conservons le caractere w. Un certain nombre de définitions se descendent aux algebres
de Lie, par exemple les intégrales orbitales. On utilise pour ces algebres des notations
analogues a celles pour les groupes.

On introduit une transformation de Fourier f — f dans lespace C°(g(F)) rela-
tive & un bicaractere invariant par conjugaison par G(F') (en appelant conjugaison 'ac-
tion adjointe). Cette transformation de Fourier conserve le noyau de ’lhomomorphisme
C=(g(F)) — I(g(F),w), donc passe au quotient en une transformation f — f dans
I(g(F),w). D’autre part, pour tout Levi M de G, on a une égalité (f)M,w = (fuw)
Cela entraine que la transformation de Fourier conserve le sous-espace Cgy,,(9(F'),w) C
C>(g(F')) des fonctions f telles que far,, = 0 dans I(m(F'),w) pour tout Levi propre M
de G.

Les propriétés suivantes résultent d’une part de la conjecture de Howe (qui n’est plus
une conjecture depuis longtemps), ou plutot de sa variante concernant les intégrales orbi-
tales tordues par w, d’autre part de 'intégrabilité des transformées de Fourier d’intégrales
orbitales.

Soit u un ouvert de g,.,(F') dont I'adhérence contienne un voisinage de 0. Alors

(1) si F est non-archimédien, pour tout f € C°(g(F)), il existe f' € C°(u) telle que
les intégrales orbitales de f et de f’ coincident dans un voisinage de 0.

Notons g(F')ey le sous-ensemble des éléments semi-simples réguliers et elliptiques dans
g(F). Alors

(2) si I est non-archimédien, pour tout f € Cgr  (9(F),w), il existe f' € C°(uN
9(F)ey) telle que les intégrales orbitales de f et de f" coincident dans un voisinage de 0.

Supposons donné un groupe = d’automorphismes de G, définis sur F' et conservant
le caractere w. Supposons que 'image de = dans le groupe d’automorphismes extérieurs
de G soit finie. On peut supposer que le bicaractere utilisé pour définir la transformation
de Fourier est invariant par =. Alors la transformation de Fourier est équivariante pour
I’action de =. Dans les assertions précédentes, si 'on suppose que u est invariant par =
et que I'image de f dans I(g(F'),w) est fixe par =, on peut imposer qu’il en est de méme
de celle de f'.

Revenons au cas général (on ne suppose plus G = G). Soient 7 € Gy(F) et u un
voisinage ouvert de 0 dans g, (F') vérifiant les deux conditions suivantes

- u est invariant par conjugaison par Zg(n, F');

- si X € u, alors sa partie semi-simple X, appartient a u.

On va énoncer des propriétés qui sont vraies pourvu que u soit assez petit. En
particulier, on suppose u assez petit pour que ’exponentielle y soit définie. On pose
U, = exp(u) C G,(F). Notons U l'ensemble des éléments de G(F) qui sont conjugués
par un élément de G(F) & un élément de Uyn. C'est un ouvert de G(F). Notons I(U,w)
Pimage de C°(U) dans I1(G(F),w), I(U,,w) celle de C=°(U,)) dans I(G,(F),w) et I(u,w)
celle de C2°(u) dans (g, (F),w). L’exponentielle établit un isomorphisme entre I(U,,w)
et I(u,w). Remarquons que le groupe Zg(n; F') agit naturellement sur I(G,(F),w) et
(g, (F),w). Définissons une correspondance entre C°(U) et C=°(U,) par : f € C2(U) et
¢ € C°(U,) se correspondent si et seulement si on a 1'égalité I(zn,w, f) = 1% (z,w, ¢)
pour tout élément régulier x € U, tel que xn soit fortement régulier dans G (il est sous-
entendu que les mesures sur G, (F) = (G)),(F) qui interviennent dans la définition de
ces intégrales orbitales sont les mémes pour les deux intégrales). La théorie de la descente
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affirme que cette correspondance se quotiente en un isomorphisme
G . 7(7 Zag(m;F
desc,’ : [(U,w) = I(Uy,w) c(mF)

ou, selon 'usage, 'exposant Zg(n; F') désigne le sous-espace d’invariants par ce groupe.
Via I’exponentielle, on peut aussi considérer que desan prend ses valeurs dans I (u, w)Z¢(mF),

Supposons 7 elliptique. Alors le méme résultat vaut pour les fonctions cuspidales.
C’est—z}-dire: définissons C’t‘;jsp(ﬁ) = C’;‘jsp(é(F)) N C(U), notons Iy, (U, w) son image
dans Ieysp(G(F),w) et définissons de méme Cgy, (U,,) et Leusp(Uy, w). L'application précédente
se restreint en un isomorphisme

du%’cnév : ICUSP(ij) - Icusp(Un,uJ)ZG(mF)-

4.2 Filtration de I(G(F),w)

L’espace G et le corps I sont quelconques. Pour un entier n > —1, notons 7"/ (G(F),w)
Pespace des f € I(G(F),w) tels que f; , = 0 pour tout espace de Levi M tel que ay; > n.
C’est aussi I'espace des f € I(G(F),w) qui vérifient la condition

(1) pour tout v € Gyey(F) tel que dim(Ag,) > n, on a 1%(y,w, f) = 0.

Ces espaces forment une filtration

{0} = F e (G(F),w) C Lasp(G(F),w) = F%(G(F),w) C Foe™(G(F),w) C ...

C I(G(F),w) = F10 (G(F),w),
ol My est un espace de Levi minimal. On note GrI(G(F),w) Pespace gradué associé i
cette filtration. Fixons un ensemble de représentants £ des classes de conjugaison par
G(F) d’espaces de Levi de G. Notons L le sous-ensemble des M € L tels que ay; = n.
L’application 3 . )

FU(G(F),w) = Oyeenl (M(F),w)"D

f = (fM,w)MEQ”

se quotiente en un homomorphisme injectif

GrI(G(F),w) = FMI(G(F),w) /F* U(G(F),w) = ®yrepnLeusp(M(F),w)V D,
Lemme. Cet homomorphisme est bijectif.

Preuve. Dans le cas ou F est réel, I'assertion est prouvée par Bouaziz ([Boual,
théoreme 3.3.1) dans le cadre non tordu et par Renard ([R1] théoréme 11.2) dans le cadre
tordu mais pour w = 1. La preuve de Renard s’étend au cas w quelconque. En effet, un
argument de descente nous ramene a une question analogue pour l'algebre de Lie. Intro-
duisons le groupe Gy = Z(G)? x Ggc et espace I(gy(F)) des intégrales orbitales relatives
a ce groupe et a son caractere trivial. Il y a un homomorphisme m : Gy(F) — G(F) de
conoyau fini et w se factorise par ce conoyau. D’autre part, G} et G ont méme algebre
de Lie. Le conoyau G(F')/m;(Gy(F)) agit naturellement sur I(g;(£')). Alors notre espace
I(g(F),w) d’intégrales orbitales tordues par w s’identifie au sous-espace de I(g;(F)) ol ce
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conoyau agit par le caractere w. Passer a un tel sous-espace est une opération a peu pres
triviale et tous les résultats voulus pour I(g(F'),w) se déduisent ainsi de ceux concernant
I(g:(F)).

Le cas ou F' = C se ramene au cas F' = R en remplacant les groupes et les espaces
par leurs images par restriction des scalaires de C a R.

On suppose maintenant F' non-archimédien. On doit prouver la surjectivité de 1'ho-
momorphisme. On va d’abord prouver un analogue partiel pour les algebres de Lie.
Supposons pour un moment que G' = G. On a de méme une filtration sur I(g(F),w) et
un homomorphisme injectif

GriI(g(F),w) = F*(9(F),w)/F" (9(F),w) = Sumecr Lousp(m(F), w)" M.

Montrons que :

(2) pour tout élément (™) rrecr € Barecr Leusp(M(F), w) VM) il existe p € FI(g(F),w)
tel que, pour tout M € L", les intégrales orbitales de ¢ et de f™ coincident dans un voi-
sinage de 0 dans m(F").

On peut fixer M € L" et supposer f™ = 0 pour tout M’ € £" différent de M. En
fixant un bicaractere invariant par conjugaison de g(F’), on introduit une transformation
de Fourier dans C°(g(F)), cf. 4.1. On a de méme des transformations de Fourier dans
C>(I(F)) pour tout Levi L de G. D’apres 4.1(2), on peut fixer f' € C°(m(F)) telle que

- son support est formé d’éléments elliptiques dans m(F) et réguliers dans g(F');

- les intégrales orbitales de f™ et de f’ coincident dans un voisinage de 0.

En remplagant f’ par la moyenne de ses conjugués par un ensemble de représentants
de W(M), on peut supposer I'image de f’ dans I(m(F'),w) invariante par W (M). Parce
que le support de f’ est formé d’éléments réguliers, on n’a aucun mal & trouver une
fonction ¢’ € C°(g(F)) telle que

Py = ' dans I(m(F),w):

- le support de ¢’ est un voisinage assez petit dans g(F') de celui de f’.

Cette deuxieme condition implique que le support de ¢’ est formé d’éléments réguliers
dans g(F') et conjugués par G(F') a des éléments elliptiques de m(F'). Si M’ est un Levi
de GG, un tel élément ne peut appartenir & m’(F') que si M’ contient un conjugué de M.
A fortiori ¢}, , = 0 si M’ ne vérifie pas cette condition

Posons ¢ = ¢'. On a vy, = ', donc les intégrales orbitales de p et de f™ coincident
dans un voisinage de 0 dans m(F'). Soit M’ un Levi de G qui vérifie soit apy > n, soit
ayr = n et M’ n’est pas conjugué a M. Alors oy = (¢hy,,) = 0. Cela entraine que
p € F'I(g(F),w) et que gy, = 0 pour tout M’ € L différent de M. Alors ¢ satisfait
les conditions de (2).

Supposons de plus quun groupe = agit sur GG par automorphismes définis sur F' en
conservant le caractere w. Supposons que 'image de = dans le groupe d’automorphismes
extérieurs de G est fini. Supposons les transformations de Fourier équivariantes pour
cette action. L’action du groupe = conserve la filtration (F"I(g(F),w))nen- 1l agit na-
turellement sur Uespace @precn Leysp(m(F), w)V M) (un élément ¢ € = envoie le terme
indexé par M sur celui indexé par 'unique élément de L™ conjugué a £(M)). En prenant
les invariants par =, on obtient un homomorphisme

GriI(g(F),w)® = F'I(g(F),w)%/F" 1(g(F),w)® = (Duesr Lusp(m(F), w) VD)=,

On peut aussi bien remplacer ici = par son image finie dans le groupe des automorphismes
de G quotienté par celui des automorphismes intérieurs définis par des éléments de G(F).
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En moyennant sur ce groupe fini, on obtient pour cet homomorphisme une assertion
analogue a (2).

Revenons a l'assertion du lemme. Un argument familier de partition de I'unité nous
ramene a prouver l’assertion suivante : i

(3) soient M € L™, f € Lysy(M(F),w)V M et n € My (F); alors il existe ¢ €
F'I(G(F),w) tel que

- P, = 0 pour tout M’ € £" différent de M ;

- les intégrales orbitales de f et ¢ coincident dans un voisinage de n dans M (F).

Fixons donc M € L") f € Tysp(M(F),w)V ™M) ety € M,,(F). Sinn'est pas elliptique
dans M, les intégrales orbitales de f sont nulles au voisinage de 1 par cuspidalité de f
et la fonction ¢ = 0 résout la question. On suppose maintenant 7 elliptique dans M (F).
Fixons un voisinage u de 0 dans g,(F'), ouvert et fermé et vérifiant les conditions de 4.1.
Posons uy; = uNm,(F). On déduit de u et uy des ouverts U C G(F) et Uy € M(F).
Posons F"I(U,w) = I(U,w) N F'I(G(F),w), F' (4, F) = I(u,w) N F*I(g,(F),w). La
descente nous fournit un isomorphisme I(U,w) =~ I(u,w)?¢) . Celui-ci se restreint en
un isomorphisme

(4)  FUU,w) ~ F*(u,w)?0s),

C’est clair en utilisant la caractérisation (1) des filtrations. Par ailleurs, la descente nous
fournit un isomorphisme

L:usp(UMa w) = [cusp(uM7 w)ZM(n;F)-

Notons fio. 'image par cet isomorphisme de la restriction de f & Uy. Soit N orm(M .05 F)
I'intersection de Zg(n; F') avec le normalisateur de M dans G. Ce groupe est égal au
normalisateur de M, dans Zg(n; F) : un élément de Zg(n; F) normalise M ou M, si
et seulement s’il normalise Ay = Ay, . Parce que f est invariante par W(M )y fioc est
invariante par Norm(M, n; F). Notons L} I'analogue de L™ pour le groupe G,,. Pour R €
Ly, on définit un élément f* € L., (I(F),w) de la fagon suivante. Si R n’est pas conjugué
a M, par un élément de Zg(n; F'), on pose f* = 0. Si R est conjugué a M, par un élément
de Zg(n; F), on fixe un tel élément . L’automorphisme ad, définit un isomorphisme de
Tewsp(my (F),w) sur Iys,(v(F),w) et f est I'image de fi,. par cet isomormophisme. La
propriété d’invariance ci-dessus montre que cette définition ne dépend pas du choix de
. La famille (f*)recr appartient a @Reézlcusp(t(F),w)WG”(R) et, par construction, elle
est invariante par l'action de Zg(n; F'). En appliquant 'assertion (2) renforcée comme
on I'a expliqué ci-dessus, on choisit un élément ¢, € F™I(g(F),w)2cmF) satisfaisant
la conclusion de (2). En utilisant (4), on releve @ en un élément ¢ de F*(U,w).
Considérons un voisinage u' de 0 dans g, (F") vérifiant les mémes conditions que u. On
en déduit un voisinage U’ de i dans G(F). Notons ¢ le produit de ¢’ et de la fonction
caractéristique de U’. On va montrer que, si t est assez petit, ¢ vérifie (3). Cette fonction
appartient a F”(U ,w), cet espace étant évidemment stable par multiplication par la
fonction caractéristique d'un ensemble ouvert et fermé et invariant par conjugaison par
G(F). Pour X € m,(F') assez proche de 0, on a

1€(eap(X)n, w, ) = 1% (exp(X)n, w, ¢') = I%(X, 0, Pioc)

= IMW(Xawa floc) = IM(e:L‘p(X)T],W, f)’

ce qui est la derniere condition requise. Soient M’ e L£" différent de M et ~ un élément G-
régulier de M’'(F). On doit montrer que 1%(vy,w, ¢) = 0. C’est clair si v ¢ U’. Supposons
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v € U'. On peut alors écrire v = g exp(X)ng, avec g € G(F) et X € v'. Quitte &
changer g, on peut conjuguer X par un élément de G, (F) et supposer X assez proche
de 0. Posons M" = gM'g~". Puisque v € M'(F), on a e:cp(X)n € M"(F). Donc Ay, C
Za(exp(X)n). Pour X assez petit, ce commutant est inclus dans Zg(n). Alors n € M"(F),
puis X € my(F). On a comme ci-dessus

w(g) (g exp(X)ng,w, @) = I¢(exp(X)n,w, ¢') = I(X,w, P1oc) = IM7 (X, 0, Proc.rty ).

On a Ay C Apgy. Si cette inclusion est stricte, dim(Ayy) > n et les intégrales orbitales
ci-dessus sont nulles puisque @ € F"I(g,(F),w). Sil'inclusion ci-dessus est une égalité,
M, est conjugué par G, (F') & un élément de L} et il résulte de notre construction que les
intégrales ci-dessus sont encore nulles sauf si M, est conjugué a M, par un élément de
Za(n; F). 1l reste a exclure cette possibilité. Mais, parce que l'on a a la fois A7, = AM;{
et Ay = Au,, dire que M, et M, sont conjugués par un élément de Zg(n; F') revient a
dire que M” et M le sont. Puisque M” et M’ sont conjugués par g, cela est exclu par
notre hypothése que M’ n’est conjugué & M par aucun élément de G(F).O

4.3 Image de la restriction

Pour un espace de Levi M de G, on note res,;; ’'homomorphisme

I(G(F),w) — I(M(F),w)
f = St 00

ou sa variante envoyant I(G(F),w)® Mes(G(F)) dans I(M(F),w) ® Mes(M(F)). Soit
(M;) =1, r une famille finie d’espaces de Levi de G. Considérons l'application linéaire

-----

KTES gy, [(G(F),w) ® Mes(G(F)) = @jor.. 1 I(M;(F),w) ® Mes(M;(F)).

Lemme. L’image deres est I'espace des (¢;);=1,... WL (M;(F),w)@Mes(M;(F))
qui vérifient les conditions équivalentes suivantes :

(i) soient j,j' € {1,...k}, v € M;(F) et o' € M;(F) deux éléments G-réguliers et
soit g € G(F) tel que v = gyg~'; munissons G- (F) et G,/ (F) de mesures de Haar se

.....

correspondant par ad, ; alors IM"(7 w, @) =w(g )IM'(%w goj)
(ii) soient j, j' € {1, ..., k}, R un espace de Levi de M; et R' un espace de Levi de M,
et soit g € G(F) tel que R' = ad (R) alors @p, , est 'image de pp, , par 1 1somorph1sme

I(R,w) ® Mes(R(F)) — I(R',w) ® Mes(R'(F)) déduit de ad,.

Remarque. Dans (i), la donnée de v et d'une mesure de Haar sur G, (F') définit une
intégrale orbitale qui est naturellement une forme linéaire sur I(M;(F), w)@Mes(M;(F)).

Preuve. Pour simplifier les notations, on oublie les espaces de mesures. Il est clair que
les deux conditions de I’énoncé sont équivalentes et qu’elles sont vérfiées sur les éléments
de I'image de res. Posons

et, pour tout n,

=1,..,



Notons J le sous-espace des (¢;);=1,..r € I satisfaisant les conditions (i) ou (ii). II est
clair que res envoie F"I(G(F),w) dans F"I, donc aussi dans .J N F"I. Donc res définit
une application

(1) GrI(G(F),w) = (JAFI)/(JNF ).
On va montrer qu’elle est surjective. L’espace de départ est isomorphe a
() Dpegr Lusp( L(F), )" P
tandis que 'espace d’arrivée est inclus dans
(3) Gr'l ~ @j_1._ B ity [Cusp<é<F),w>W]\Jj(R)'

L’image dans l'espace (2) de (J N F"I)/(J N F" ') est contenu dans le sous-espace
des éléments vérifiant la condition (i) restreinte aux espaces de Levi R € L£Mi™ et

R € £Y"". Pour un élément (goj ) vérifiant cette condition, on définit un

1,..k,RecMim
élément (f~)iel:n de 'espace (2) de la facon suivante. Soit L € £". S'il n’existe pas de
je{l,..,k}etde R e QMJ"" tel suq L soit conjugué & R par un élément de G(F), on
pose fi = 0. Si au contraire il existe un tel couple (j, R), on en fixe un et on choisit un
élément g tel que adg(R) = L. Alors fi est I'image de ch par l'isomorphisme déduit de
ad,. La condition (ii) entraine que cela ne dépend pas des choix et que la fonction f L ost

bien invariante par W (L). Il est clair que (gof) est 'image de (fi)ieén par

j=1,...k,ReLMim
la composée de l'application (1) et de 'inclusion de son espace d’arrivée dans l’espace
(3). Cela démontre la surjectivité de l'application (1)

Par récurrence sur n, on en déduit que I'application
res: F'I(G(F),w) — JNF"I

est surjective. Pour n grand, cela signifie que J est bien 'image de I'application res. [J

4.4 Conjugaison stable

On a déja rappelé la notion de conjugaison stable pour les éléments de (N}’reg(F ) : deux
éléments de cet ensemble sont stablement conjugués si et seulement s’ils sont conjugués
par un élément de G' = G(F). Pour un élément n € G(F), on note I, = G, Z(G)? et on
pose

Y(n) ={y € G:Vo € Tr,yo(y)~" € I,}.

Pour deux éléments 1,77 € Gy(F), on appelle diagramme joignant 7 et 7/ un sextuplet
(n,B,T,B',T", 1) tel que

(1) (B,T) et (B',T") sont des paires de Borel de G;

(2) ad, conserve (B,T) et ad,y conserve (B',T");

(3) T' et T" sont définis sur F' et I'isomorphisme &pqv : T — 7" issu des deux paires
est équivariant pour les actions galoisiennes;

complétons les deux paires en des paires de Borel épinglées &£ et &', écrivons n = te,
avec t € T et e € Z(G, &) et écrivons de méme 1/ = ¢’ ; on impose que e et ¢ aient
méme image dans Z(G) ; alors
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(4) & (t) € /(1 —0)(T"), o 0 est 'automorphisme de 7" déterminé par &'

On voit que la condition (4) ne dépend pas des choix auxiliaires.

Dans le cas ou n et 1’ sont fortement réguliers, on montre comme au lemme 1.10(i)
qu’il existe un diagramme joignant 7 et 7’ si et seulement si ces deux éléments sont
stablement conjugués. En général, considérons les conditions suivantes :

(st1) il existe y € Y(n) tel que ' =y 'ny;

(st2) il existe un diagramme (n, B, T, B, T",1');

(st3) il existe un diagramme (n, B, T, B’,T",1') tel que

(st3)(a) si F est non archimédien, 7% est elliptique dans G,, (c’est-a-dire T%°/Z(G,)
ne contient pas de sous-tore déployé non trivial) et (7")?"C est elliptique dans G, ;

(st3)(b) si F est véel, T%° est fondamental dans G,, et (T")?C est fondamental dans
Gy ;

(st4) (n,7') appartient a I'adhérence dans G(F) x G(F) de Pensemble des couples

(7,7') € Greg(F) X Gheg(F) tels que v et 4 sont stablement conjugués.

Lemme . Les conditions (st1) a (st4) ci-dessus sont équivalentes.

Preuve. La méme preuve qu’au lemme 1.10(ii) montre ’équivalence de (st2) et (st4).

Supposons (st2) vérifiée et fixons un diagramme (n, B, T, B, T",1’). On complete les
paires de Borel en des paires épinglées et on écrit 7 et 17 comme en (4). Soit € G tel que
ad, envoie £ sur &'. Les éléments e et ad,(e) ont par définition méme image dans Z(G).
L’hypothése de (4) est que € et e ont méme image dans Z(G). Cela signifie que, quitte
a multiplier z par un élément de Z(G), on peut supposer ad,(e) = €. L’isomorphisme
&r nest autre que la restriction a 7' de ad,. D’apres (4), on peut donc écrire ad,(t) =
t'(1 = 0)(t"), avec un t" € T'. Alors znz—! = ¢"n/(¢#")~'. Posons y = z7'". On a
y~'ny = 1. L’isomorphisme {77 est encore la restriction de ad,,. Puisqu’il est défini sur
F, yo(y)~! commute & T, donc appartient & T, pour tout o € I'p. L'égalité y~tny =’
et le fait que 7 et i appartiennent & G(F) entrainent que yo(y)~! appartient aussi i
Za(n). Or TN Zg(n) C 1, ([W1] 3.1(1)). Donc y € Y(n) et (stl) est vérifiée.

Supposons (st1) vérifiée, fixons y € Y(n) tel que y~'ny = 7. Fixons, ainsi qu'il
est loisible, une paire de Borel (B,T) conservée par ad,, telle que T soit défini sur
F et T% soit elliptique dans G, si F' est non archimédien, ou fondamental si F' = R.
L’automorphisme ad,-1 envoie G,, sur G,y et 'hypothese que y appartient a Y(n) entraine
que sa restriction a G, est un torseur intérieur entre ces deux groupes. On sait qu'un
tore elliptique, ou fondamental, se transfere a toute forme intérieure (et son transfert
est encore elliptique ou fondamental). Quitte a multiplier y a droite par un élément
de G,;, on peut donc supposer que ad,—1(T%°) est défini sur F et que la restriction de
ady-1 = T — ad,—1(T%°) est défini sur F. Posons B’ = ad,~1(B), T' = ad,~(T).
Puisque T est le commutant de 799, les propriétés précédentes impliquent que 7' est
défini sur F' et que ady-1 : T — T’ T'est aussi. Evidemment, ad,, conserve (B',7").
On complete nos paires en des paires épinglées et on écrit n et ' comme en (4). Soit
x € G qui envoie & sur €. Comme ci-dessus, on peut imposer que ad,(e’) = e. Puisque
ad,-1 et ad,-1 envoient tous deux (B,T) sur (B',T"), on peut écrire y = xt”, avec un
t" € T'. L’égalité ad,~1(n) = 1’ entraine que ad,—1(t) = t'(1 — 0')(t"). Puisque {77 est
la restriction de ad,-1 a T, on obtient (4). Donc (n, B,T, B',T',n') est un diagramme
vérifiant les conditions supplémentaires de (st3).

Enfin, (st3) implique évidemment (st2). [J
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Définition. On dit que n et i)’ sont stablement conjugués si et seulement si les conditions
(stl),...,(st4) sont vérifides.

4.5 Conjugaison stable et application N G

Lemme . Soient 7, 7' deux éléments stablement conjugués de G.s(F). Alors on a I'égalité
N€(n) = N%(n/) dans G ap(F).

Preuve. On fixe une paire de Borel £, on écrit n = 7(x)e, avec © € Ggo et e €
Z(G,E). On pose 6 = ad,. L’élément N (1) est Pimage dans G q(F) du cocycle (7, &) €
ZW0(p; 2(Gse) O Z(@)), on v(o) = 0(ue(0))z o (x)ue (o)~ (les™désignent les images
dans Z(Gge) ou Z(G)). Soit y € V(i) tel que ' = y~'ny. Ecrivons y = z7w(v), avec
2z € Z(GQ) et v € Ggo. Alors f = 7(2')€, avec ' = v 1x0(v), ¢ = 2716(2)e. L’élément

NC(1) est Pimage du cocycle (7€), ol
V(o) = 0(ug(a)0(v) 'z vo(v) to(z)o(0(v))us (o).

Introduisons I'action quasi-déployée o +— og- = ady,.(s) © 0 qui préserve £. Puisque
e€ Z(G,E), 8 =ad, est fixe pour cette action. Donc

ug(0)o(0(v))ue(o) ™ = 0(ue(0))0(o(v))0(ue (o)) ™

Puisque v/ est a valeurs centrales, on peut aussi bien conjuguer /(o) par cette expression
et on obtient

V(o) = 0(ug(o)0(c(v)v Dz o (v) o (x)us (o)t

L’hypothese y € Y(n) entraine que 7(vo(v)™!) € Z(G)G,, a fortiori v,q0(vea) ™ € Gap,y,-
Mais Gsc, s'envoie surjectivement sur G ap . Donc vo(v)™! € Z(Gsc)Gsc,y. Ecrivons
vo(v)~t = ((0)g(0), avec ((0) € Z(Gsc) et g(o) € Gsc,y. Cette derniere relation signifie
que z6(g(c))z~! = g(o). On calcule alors

Donc ¥/ = v. On a aussi € = € et le lemme s’ensuit. [J

4.6 Description locale des classes de conjugaison stable

Pour 17 € G(F), fixons un ensemble de représentants J(n) de I'ensemble de doubles
classes I,\Y(n)/G(F). L’application qui & y € Y() associe la classe de conjugaison par
G(F) de nly] = y~'ny est une surjection de Y(n) sur I'ensemble des classes de conjugaison
par G(F') contenues dans la classe de conjugaison stable de 7. En général, elle n’est pas
injective. C’est toutefois le cas si n est fortement régulier.

Soit n € é’ss(F). Fixons une forme quasi-déployée G de G,. On peut, si on veut,
fixer un torseur intérieur entre ces deux groupes. Nous préférons dire que nous fixons
une identification entre la paire de Borel épinglée de G et celle de G,. Pour tout y €
Y(n), Pautomorphisme ad,-1 permet d’identifier la paire de Borel épinglée de G, et
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celle de Gy, d’ot1 une identification de cette derniere avec celle de G. 11y a donc une
correspondance entre classes de conjugaison stable semi-simples dans G, (F') et classes
de conjugaison stable semi-simples dans G/(F'). D’autre part, les groupes Za(n[y])/ Ly
s’identifient de fagon équivariante pour les actions. On note = ce groupe commun. On le
fait agir sur G de sorte que cette action conserve une paire de Borel épinglée définie sur
F fixée. Cette action est fidele (seul I’élément neutre de = agit par Iidentité). Les actions
galoisiennes sur = et G sont compatibles. En particulier, Z'* agit par automorphismes
définis sur F.

Fixons un ouvert u de g(F') contenant 0, tel que

- X € uisiet seulement si X, € 1, ot X, est la partie semi-simple de X ;

-si X €niet X' € g(F) sont conjugués par un élément de G(F), alors X’ € 1

- U est invariant par ='F.

Pour tout y, il lui correspond un tel voisinage u,y C gy (F), formé des X tels
que la classe de conjugaison stable de X, corresponde a celle d'un élément de u. Soit
X € UNGyeq(F). Pour tout y € Y(n), fixons un ensemble X' (X, y) C Uy, de représentants
des classes de conjugaison par I, (F') dans la classe de conjugaison stable de gy, (F)
correspondant & celle de X, si cette classe existe. Sinon, on pose X (X,y) = 0. Notons
C(X) la classe de conjugaison stable commune dans G(F) des exp(X)n[y], pour y €

V(n) et X € X(X,y). Notons UG e, le sous-ensemble des X tels que C'(X) soit formé

d’éléments fortement réguliers dans G.

Notons U lensemble des éléments v E @(F ) tels que la partie semi-simple de 7y
soit stablement conjuguée & un élément exp(X)ny] pour un y € Y(n) et un X € u,y,
(en supposant u assez petit pour que ces exponentielles soient définies). Notons U’ des
éléments v € G (F) tels que la partie semi-simple de 7 soit conjuguée par un élément de
G(F) & un élément exp(X)nly] pour un y € Y(n) et un X € u,p.

Lemme. Siu est assez petit, les propriétés suivantes sont vérifiées.
(i) L’ensemble U est ouvert et égal a U’
(ii) L’application X + C(X) est une surjection de ug_,,, sur I'ensemble des classes

de conjugaison stable contenues dans U N Glyey(F).

(iii) On a C(X) = C(X') si et seulement s’il existe & € ZE'F tel que £(X) soit
stablement conjugué a X'.

(iv) Pour tout X € uig_,,,, Uensemble {exp(X)nyl;y € V), X € X(X,y)} est un
ensemble de représentants des classes de conjugaison par G(F) dans C(X).

Preuve. On a évidemment U’ C U. Pour démontrer Uinclusion opposée, on peut se
limiter aux éléments semi-simples. Soit v € U un tel élément. On peut fixer y € y(n),
X € uyp) et un diagramme (v, B, T, B, T',+"), ou v = exp(X)n[y]. Posons ¢ = ad.,. Le
tore (7")7° est un sous-tore maximal de G.. Si i est assez petit, G est le commutant
de X dans G,. Donc X appartient au centre de g, a fortiori a ()% (F). Soit Y
I'image de X par application &g V'(F) — t(F). Alors Y est fixe par ad,, et on vérifie
que (exp(=Y)vy,B,T,B',T',n[y]) est un diagramme. Donc exp(—Y )~y est stablement
conjugué a nly]. Il existe donc y; € Y(n) tel que exp(—Y )y soit conjugué & nly,] par un
élément de G(F). Quitte a effectuer une telle conjugaison, on peut supposer que ces deux
éléments sont égaux. Alors v = exp(Y)nlyi], avec Y € gy, (F) (parce que Y commute a
v et a exp(Y)). Il résulte des définitions des voisinages et de I'hypothese X € ) que Y
appartient a u,,,;. Cela prouve I'égalité U = U’. L’ensemble U’ étant clairement ouvert,
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cela prouve (i).

Le (ii) est évident. Le (iv) est le lemme 3.8 de [W1] (dans cette référence, le corps F'
est non-archimédien, mais la preuve vaut aussi bien pour F' archimédien). Pour le (iii),
on peut identifier G & G, muni d’une action galoisienne de la forme o — o = ady(,) o0,
ot u(o) € Gy sc. Posons v = exp(X)n, v = exp(X')n. Dire que C(X) = C(X’) revient
a dire qu’il existe g € G tel que gyg~' = 4. Si 1l est assez petit, cela entraine g €
Za(n). Pour o € T'p, on a o(g)o(y)o(g)~! = o(v'). Puisque X € g(F), on a o(y) =
u(o)yu(o). De méme, o(v') = u(o) Yu(c). D'on u(o)o(g)u(c) tyu(o)g tu(o)™! =
7. Alors g tu(o)o(g)u(o)~* fixe y, donc est contenu dans I, lui-méme contenu dans I,.
Donc I'image de g dans = est fixe par ['r et la conclusion de (iii) s’ensuit. La réciproque
est claire. [

4.7 Conjugaison stable et K-espaces tordus

Dans le cas ou F' = R, les définitions et résultats des trois paragraphes précédents
s’adaptent aux K-espaces tordus. Il suffit de définir correctement la notion de conjugaison
stable et les ensembles V(1) et Y(n). Pour des éléments v € G eg(R) et 7' € Gy reg(R),
on dit simplement qu’ils sont stablement conjugués si v est conjugué a <;~5p7p/(fy’ ) par
un élément de G,. Soit 7 € G 4(R). Pour p’ € II, on note Y, (n) Pensemble des y €

Gy tels que yo(y) 'V (o)™t € Iép/p(n) pour tout o € I'r. Pour y € Yy (n), on pose

nly] = y‘lqu/’p(n)y. On note yp/ (n) un ensemble de représentants des doubles classes
I;, oy \Vy )/ Gy(F). On pose Y(n) = Lyendy (), () = Lyeny (n). Remarquons
que, puisque les paires de Borel des différents groupes G, s’identifient, on peut définir
sans changement la notion de diagramme joignant deux éléments semi-simples de K G (R).
Avec les définitions ci-dessus, les propriétés (st1) a (st4) de 4.4 restent équivalentes pour
n,n € K GSS(R). On dit que n et 1’ sont stablement conjugués si et seulement si ces
conditions sont vérifiées.

4.8 Descente d’Harish-Chandra et stabilité

Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On sait que tout élément
semi-simple de G(F ) est stablement conjugué a un élément € pour lequel G, est quasi-
déployé. Soit e vérifiant ces conditions. Posons E. = Z5(€)/G.. C'est le méme groupe
qu’en 4.6 compte tenu du fait que G, = I, puisque la torsion est intérieure. On a vu que
le groupe Z!'F agissait sur G, par automorphismes définis sur F'. Pour simplifier, on note
cette action comme une conjugaison. Soit 1 un voisinage ouvert de 0 dans g.(F') vérifiant
les conditions suivantes

- X € usi et seulement si sa partie semi-simple X, appartient a u;

-si X €uet X' € g.(F) sont conjugués par un élément de G(F), alors X’ € u;

- u est invariant par I'action de Z!'F.

On suppose u assez petit, en particulier I’exponentielle y est définie.

Pour tout y € YV(e), on définit u.,) comme en 4.6 et on pose Uy = exp(uy) (sim-
plement U, = ezp(u)). On note U I'ensemble des éléments de G(F) dont la partie semi-
simple est stablement conjuguée a un élément de U.e. C’est 'ensemble du (i) du lemme
4.6. En effet, pour y € Y(e), tout élément semi-simple de Ug,je[y] est stablement conjugué
a un élément de U.e, cela parce que G, est quasi-déployé. On définit une correspondance
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entre C®(U) et C2((U,) ~ C(u) par : f e CP(U 7) et ¢ € C=°(U,) se correspondent si
et seulement si on a I'égalité S%(ze, f) = S (z,¢) pour tout élément = € U, tel que ze
soit fortement régulier dans GG. Avec des notations évidentes, on a le résultat suivant.

Lemme. Cette correspondance se quotiente en un isomorphisme

FF

desc : SI(U) — SI(U)Z" ~ SI(u)

Si € est elliptique dans G(F), cet isomorphisme se restreint en un isomorphisme

—I'p S

STesp(U) = STeusp(U)Ze 22 STyep (1)

Preuve. Notons C°(U) et C2°(u)’ les projections dans C°(U) et C*°(u) du graphe de
la correspondance. Notons SI(U) et SI(u) leurs images dans SI(U) et SI(u). Puisque
toute classe de conjugaison stable dans U contient un élément exp(X)e avec X € u,
la correspondance se quotiente alors en un isomorphisme entre SI(U) et SI(u). Ce

dernier espace est inclus dans ST (u)EEF . cela résulte du fait que, pour g € ZLF et
X € u, I'élément exp(g~'Xg)e est stablement conjugué & exp(X)e. On va montrer que
C=(U) = C*(U) tandis que C(u)’ est Iespace des éléments de C2°(u) dont l'image
dans ST(u) est invariante par ZL'¥.

Soient f € C®°(U) et X un élément régulier de u. Le lemme 4.6(iv) décrit un ensemble
de représentants des classes de conjugaison par G(F') dans la classe stable de exp(X)e.

En appliquant les définitions, on obtient

SCleap(X)e. /)= Y 3 I9eap(X)ely), f).

yeY(e) X' €X' (X y)

On effectue la descente d’Harish-Chandra au voisinage de chaque point €[y|. La fonction
f correspond ainsi & une fonction disons ¢;, € C2°(uy)). Le groupe quasi-déployé G, se
complete de la facon habituelle en une donnée endoscopique de G et la fonction ¢ se
transfere en une fonction ¢, € C2°(u). La formule précédente devient

SSeap(X)e, f) = Y S%(X,0,).

yeY(e)

Donc la fonction ¢ = 3 5 ¢y correspond & f. Cela prouve I'égalité C=(U) = C=(U).

Inversement, soit ¢ € C’g"( ) dont I'image dans SI(u) est invariante par ZL¥. On a
une inclusion Zg(e; F)/G(F) C ZLF. Sans changer 'image de ¢ dans SI(u), on peut
remplacer ¢ par la fonction

X — | Zgle; F) /G (F \1Z¢ (971X g),

ou g parcourt un ensemble de représentants de Zg(€; F')/G(F'). On peut ainsi supposer
que I'image de ¢ dans I(u) est invariante par Zg(e; F'). Appliquant la descente d’Harish-
Chandra, on peut trouver f € CSO(U ) qui correspond a ¢ et dont les intégrales orbitales
sont nulles en tout point qui n’est pas conjugué par un élément de G(F') a un élément
de exp(u)e. Appliquant la premiere partie du raisonnement a cette fonction, on construit
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une fonction ¢y € C°(u) qui correspond & f. On va montrer que I'image de ¢; dans
S1I(u) est égale a celle de N¢, o N est un entier non nul, ce qui achevera la preuve de
la premiere assertion du lemme. On a une inclusion naturelle

EF ) Z6(6; F) — GA\Y(e)/G(F).

Notons yo(e) le sous-ensemble de y(e) représentant I'image de cette inclusion. On peut
supposer que, pour y € yo(E), ely] = € et 'automorphisme ad, de G, est un élément
de ZI'7. On peut aussi supposer que y = 1 appartient & Yy(e). Pour y = 1, ¢, = ¢
a par définition méme image que ¢ dans I(u), a fortiori dans SI(u). Pour y € Yy(e),
¢, = ¢ puisque y ey = e. D’aprés la propriété ci-dessus de ad,, le transfert ¢, de ¢,
a méme image dans ST(u) que I'image de ¢ par laction d’'un élément de ZI'F. Puisque
cette derniere image est invariante par ce groupe, ¢, a méme image que ¢ dans SI(u).
Pour y € Y(€) — Vo(e), aucun élément de Ue€ly] n'est conjugué par un élément de G(F')
a un élément de Uce. Sinon, en supposant u assez petit, cela entrainerait que €[y serait
conjugué a € par un élément de G(F) et on voit que cela contredirait I'hypothese que

y & Vo(e). On peut donc supposer ¢ = 0 pour ces y et on conclut comme on le voulait

que 'image de ¢; dans SI(u) est égale a celle de |Vy(€)|¢. Cela acheve la preuve de la
premiere assertion de 1’énoncé.

Si € est elliptique, pour X € u régulier, X est elliptique dans g.(F) si et seulement
si exp(X)e est elliptique dans G(F). Il en résulte que l'isomorphisme de la premiere
assertion conserve la cuspidalité. [J

Variante. Supposons donnée une extension

l1-C -G —-G—1
ou ('] est un tore central induit, une extension compatible
G, — G
avec él a torsion intérieure et un caractere A\; de C1(F'). Soit € comme précédemment.
Fixons €; € G1(F') se projetant sur €. On a une suite exacte
0—=¢ =g —9 —0

On a besoin de scinder convenablement cette suite. La partie semi-simple de g, se scinde
canoniquement par le diagramme

J1,e1,5C = Ye,5C
{ {

91751 — 95

Notons Z,, et Z, les centres de Gy, et Ge. Le groupe Zg(¢€) agit par conjugaison sur é’l.
Cette action conserve Gy, . En effet, un élément g € Z(e) envoie €; sur ¢(g)e; pour un
unique c(g) € Cy, donc envoie Gy, sur Gy og), = G- L'action de Zg(€) se restreint
en une action sur Z,,, qui est l'identité sur C';. On peut alors trouver une décomposition

3, =CDs

stable pour les actions de I'r et de Zg(€). On fixe une telle décomposition. La projection
01, — ge se restreint en un isomorphisme

5@ gl,el,SC — B
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et on prend pour section I'isomorphisme réciproque. Soit 1 un voisinage comme précédemment,
que 'on identifie par la section a un sous-ensemble de g1, ¢, (F). On note (71 I'image
réciproque de U dans G(F) et on définit 'espace STy, (U;), quotient de CS&I(Ul) par
le sous-espace des fonctions dont les intégrales orbitales stables sont nulles. On définit
comme précédemment une correspondance naturelle entre (Ul) et C°(u). Comme
on I'a dit ci-dessus, un élément de Z(€) envoie €; sur c(g)el pour un unique ¢(g) € Ch.
On a ¢(g) = 1 pour g € G.. D’autre part, si 'image de g dans Z5(€)/G, = =, est fixe par
['r, c¢(g) appartient & C;(F). On obtient un caractere g — A(c(g)™"') du groupe ZI'#
Alors

(1) la correspondance ci-dessus se quotiente en un isomorphisme entre Sy, (U;) et le
sous-espace des éléments de ST(u) qui se transforment selon ce caractere de ZL'7

Considérons maintenant d’autres extensions

150, =G —G—=1, GG

et un caractere Ay de Cy(F'), vérifiant les mémes conditions que ci-dessus. Introduisons
comme en 2.5 les produits fibrés Gis et G12 et supposons donnés un caractere Ao de
G12(F) et une fonction non nulle Ajg sur Glz( ) vérifiant les conditions de ce paragraphe,
c’est-a-dire

- la restriction de Az & C1(F) x Co(F) est Ay x Ay'; .

- pour (71,72) € Ga(F) et (z1,22) € Gua(F), on a I'égalité Ap(z171,7272) =
)\12(3717372))\12(’71,’72)-

Par la construction ci-dessus, chaque série de données définit un caractere de =,
On a

(2) ces caracteres sont égaux.

Fixons €; comme plus haut et €5 de fagon similaire. Soit g € Zg(€) s’envoyant sur un
élément de ZL7. Pour i = 1,2, on a ady(e;) = ¢;(g)e; avec ¢;(g) € Ci(F). 1l s’agit de prou-
ver que A1(c1(g)) = A2(c2(g)). En posant €15 = (€1, €2) et €], = (ad,(€1), ady(€2)), il revient
au méme de prouver que 5\12(612) = 5\12(6'12). Puisque G5 est quasi-déployé, il coincide
avec le groupe G0 qu’on lui a associé en 1.12. 1l en résulte que I'application N2 se quo-
tiente en linjection 7(G1a,5¢(F))\G12(F) — Giaa(F). Par construction, les éléments
€12 et €}, sont stablement conjugués. D’apres le lemme 4.5, on a N912(e15) = N12(¢€),),
donc €}, € (G1a,50(F))e12. Le caractere Ajp est forcément trivial sur 7(G1a 5o (F)). Done
A2(€12) = Ai2(€)5) comme on le voulait. Cela prouve (2).

4.9 Conjugaison stable et endoscopie

Soit G’ une donnée endoscopique relevante pour (G, G, a). Fixons un diagramme
(e, B',T',B,T,n). On fixe une forme quasi-déployée G de G,. On fixe de méme une
forme quasi-déployée Gt de G’. A I'aide du diagramme, on a construit en [W1] 3.5 une
donnée endoscopique G’ = (G',G’,5) de Gsc 11 s’agit d’endoscopie usuelle, il n’y a ici
ni torsion, ni caractere. Les deux groupes G- g, et G’ forment une paire endoscopique
non standard ([W1] 1.7). Précisons les Correspondances de tores. Fixons des paires de
Borel dans chacun des groupes, dont on note les tores T pour G, T" pour G’ et T"* pour
G<". Si on oublie les actions galoisiennes, on peut identifier 7' & T?°, ot § = ad,), et T"*
a T". De I'homomorphisme {71 se déduit un isomorphisme

X(T)®Q — X(T") ® Q.
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De méme, on peut choisir un homomorphisme &, 7 (qui est un isomorphisme puisque
la situation n’est pas tordue), d’ott un isomorphisme

X (Tye) ®Q — X,.(T") ® Q.
Enfin, sous-jacent a la notion d’endoscopie non standard, il y a un isomorphisme
X(T;)) Q- X.(T,) ® Q,

qui, lui, est équivariant pour les actions galoisiennes. Ces homomorphismes sont compa-
tibles. De plus, il s’en déduit un isomorphisme

X.(Z(G)") Q= (X.(2(G)) @ Q) & (X.(Z(G)") ® Q)

qui est compatible aux actions galoisiennes.

Ces isomorphismes induisent des correspondances compatibles entre classes de conju-
gaison stable d’éléments semi-simples réguliers dans les algebres de Lie des différents
groupes.

Rappelons que 1'on dit que € et 1 se correspondent s’il existe un diagramme les
joignant.

Remarque. Si € et 7 se correspondent, il existe un diagramme (¢, B, 7', B, T, n) tel
que 7" est un tore elliptique de G si F est non-archimédien, resp. est un tore fondamental
de G si F est archimédien. A I'aide des rappels ci-dessus, cela résulte que, puisque G’
est une donnée endoscopique relevante de G, g¢, tout sous-tore maximal elliptique, resp.
fondamental, de G’ se transfere a G, sc.

Cette correspondance induit une correspondance entre classes de conjugaison stable
d’éléments semi-simples dans G(F) et G(F). Précisément, pour de tels éléments

(1) si € correspond a 1 et 1, alors n et i’ sont stablement conjugués;

(2) si € correspond a 7 et € est stablement conjugué a e, alors € correspond a 7;

(3) si € correspond & 7 et si @, est un automorphisme défini sur F de G’ provenant
d’un élément x € Aut(G'), alors a,(€) correspond a 7.

Le (1) est le lemme 3.4 de [W1]. Pour (2), d’apres la remarque ci-dessus, s'il existe
un diagramme (¢, B', 7", B,T,n), on peut le remplacer par un autre ou 7" est elliptique
ou fondamental dans G~. Un tel tore se transférant a toute forme intérieure, (2) s’ensuit.
Le (3) résulte des définitions.

Remarquons que les assertions réciproques de (1) et (2) sont fausses en général. La
réciproque de (1) devient toutefois vraie si G’ est elliptique ainsi que e (avec notre
définition : € est elliptique si il appartient a un sous-tore maximal elliptique de G’).
D’autre part, parce que 'on sait que dans la classe de conjugaison stable de €, il y a
toujours un élément dont le commutant connexe est quasi-déployé, (2) nous permet de
nous limiter a considérer des e vérifiant cette propriété.

Restreignons-nous maintenant aux éléments elliptiques. Pour un élément semi-simple
elliptique € G(F), considérons les couples (G, €) ot G’ est une donnée endoscopique
elliptique de (G, G, a) et e € G'(F) est un élément semi-simple elliptique qui correspond &
n et dont le commutant connexe G est quasi-déployé. Disons que deux couples (G, €;) et
(G}, €3) sont équivalents si et seulement s’il existe un isomorphisme & : G — GY défini
sur F' et provenant d’une équivalence entre G} et G/, de sorte que e, soit stablement
conjugué & a(e;). On fixe un ensemble X€(n) de représentants des classes d’équivalence
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de ces couples. Pour tout (G',¢) € X%(n), on fixe des données auxiliaires G/, ..., A,
(notons que G’ est forcément relevant) et un élément e; € G/ (F) qui releve e.
Considérons d’abord le cas ou 7 est fortement régulier et F' est non archimédien. On
a d’abord
- si w n’est pas trivial sur Zg(n; F), alors X€(n) = 0, cf. [KS1] lemme 4.4.C.
Supposons w trivial sur Zg(n; F'). Fixons un ensemble de représentants X (n) des
classes de conjugaison par G(F') dans la classe de conjugaison stable de n. On définit les
deux applications linéaires

Cx ()
(y((;/,e))(c;/,e)e;es(n)

2(n)

(4) C*\n —

("L‘n/)n/e.}’f(n) =
ou

A0 > Av(e, ) Za(f F) 2 Gy (F)] 2y

n' eX(n)

(le Ay est bien str celui de G);
) CXem) — cXx)
H

(Wie0) @ 0erem) (@ )y ()

ou
Ty =Za(ns F) : Gy(P)|X(m)| 70777 Y Aglen ) yaro-
(G',e)eX€(n)

L’assertion fondatrice de la théorie de I’endoscopie tordue est que ces deux applica-
tions linéaires sont inverses I'une de I'autre. On renvoie pour cette assertion a Kottwitz-
Shelstad ([KS]) et a Labesse ([Lab2]), bien que ces auteurs détaillent plutot le cas ot le
corps de base est un corps de nombres.

Dans le cas ou F' = R, on doit considérer un K-espace tordu. Pour n € KGTEQ(R),
on définit sans changement Iensemble X €(n). On fixe pour tout p € II un ensemble de
représentants X,(n) des classes de conjugaison par G,(R) dans I'intersection de G,(R)
avec la classe de conjugaison stable de . On pose X (n) = I_IpenX (n). Avec ces définitions,
les applications (4) et (5) sont encore inverses I'une de 'autre. C’est la raison d’étre des
K-espaces tordus.

La correspondance entre éléments semi-simples elliptiques non fortement réguliers
est plus compliquée. L'important pour nous est qu’elle forme un ”bord” satisfaisant a
celle des éléments fortement réguliers. Notons éss<F )en 'ensemble des éléments semi-
simples elliptiques de G(F), pas forcément réguliers. Notons Gys(F)ey/st — conj Ven-
semble des classes de conjugaison stable dans GSS(F Jeu- Soit G’ une donnée endosco-
pique elliptique pour (G, G, a). On définit de méme Pespace é” (F)eu/st —conj. D’apres
le lemme 4.5, 'application N G" restreinte a C~¥ <(F)en se factorise par cet ensemble de
classes de conjugaison stable. A fortiori, 'application N ¢'\G e factorise de méme. Dans
le cas ot F' est non-archimédien, on note G (F)S,/st — conj ensemble des éléments de
G;S(F)eu/st — conj dont 'image par cette application appartient & I'image de Gp(F)
par N@. Dans le cas oit F' = R et oil on travaille avec des K-espaces tordus, on pose la
méme définition en remplacant G;(R) par K Gy (R). Montrons que

(6) un élément € € G (F)ey correspond & un élément semi-simple de G(F) (ou de
KG(R)) si et seulement si sa classe de conjugaison stable appartient & G._(F)&,/st—conyj.
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Preuve. Supposons qu'’il existe un diagramme (e, B, T', B, T, n). Pour X € t(F) assez
petit et en position générale et pour Y = & (X), les éléments exp(Y )e et exp(X)n sont
fortement réguliers et se correspondent. D’apres la proposition 1.14(i), I'image par N oG
de exp(Y )e appartient & l'image de G, (F) par N¢. Cette image étant fermée, N (¢) lui
appartient aussi et I'image de € dans C?’SS(F)ell/st—conj appartient a é;S(F)gl/st—conj.
Inversement, supposons que cette condition soit vérifiée. Supposons pour simplifier F'
non archimédien, I'extension aux K-espaces étant similaire. Puisque € est elliptique,
on peut fixer un sous-tore maximal 7" de G., défini sur F' et elliptique dans G'. Pour
Y € {(F) assez petit et en position générale, exp(Y )e est elliptique régulier et son image
par N¢C appartient & I'image de éab(F) par N¢. Par la proposition 1.14(ii), il existe
v € G(F)yeq tel que (exp(Y)e,v) € D. On peut fixer un diagramme joignant exp(Y )e
et 7. Le tore 7" de ce diagramme est imposé : c’est le commutant de exp(Y)e, donc
c’est le tore T" déja introduit. Notons (exp(Y)e, B, T', B,T,~) ce diagramme. Puisque
exp(Y)e conserve (B',T") et Y € ' (F), € conserve lui-aussi (B’,7"). De 'application
&r résulte un isomorphisme tY(F) — ¢/(F). Soit X € tY(F) correspondant & Y, posons
n = exp(—X)y. Par le méme argument, n conserve (B,T). Alors (¢, B',T', B,T,n) est
un diagramme. [

D’aprés (1) ci-dessus, et en remarquant qu'un élément elliptique de G'(F) ne peut
correspondre qu’a un élément elliptique de G (F), on a une application

(1) GL(F)G /st — conj — Gea(F)an/st — conj.

Munissons GSS(F)QH de la topologie induite par celle de é’(F) et éss(F)e”/st — conj de
la topologie la moins fine pour laquelle la projection éss(F)e” — éss(F)e”/st — conj est
continue. On munit de méme G’ (F)q/st — conj d'une topologie et G (F)S,/st — conj
de la topologie induite.

Lemme. L’espace GSS(F Jen/ st — conj est séparé et localement compact. La projection
Gss(F)eyy — Gss(F)ey/st — conj est ouverte. L’application (7) est continue et propre.

Preuve. Soient 1 et 1y deux éléments de GSS(F )en qui ne sont pas stablement conjugués.
On construit comme en 4.6 des voisinages (71 et (72 de n; et my. La caractérisation du
lemme 4.6(i) montre que 'on peut les construire disjoints. Ils sont invariants par conju-
gaison stable. Alors leurs images dans GSS(F)eu /st — conj sont des voisinages disjoints
des images de 7y et 7. Pour un seul élément 7, construisons un voisinage U comme
en 4.6 issu d’un voisinage u de 0 dans g, (F') qui est compact modulo conjugaison par
G, (F). Alors son image dans G, (F)q/st — conj est un voisinage compact de 'image de
7. Cela prouve les deux premieres assertions de I’énoncé. Par ailleurs, I'image de U est
égale & celle de exp(u)n. En effet, un élément de U est conjugué par G(F) & un élément
exp(X)nly] pour un y € Y(n) et X € u,y. Si I'élément est semi-simple elliptique, il
existe un sous-tore maximal elliptique T} de Gy tel que X € t,(F). Parce que ce tore
est elliptique, il se transfere par le torseur ad, en un sous-tore elliptique de G, et notre
élément est stablement conjugué a un élément de exp(u)n. Cela prouve l'assertion. Mais
alors I'image de exp(u)n dans GSS(F)eu /st—conj est un voisinage de celle de 7. Puisqu’on
peut prendre u aussi petit que 'on veut, modulo conjugaison par G, (F), la projection
Gos(F) et = SGys(F)oy est ouverte. Puisque Papplication G (F)ey — Gy (F)en/st—conj
est ouverte, il suffit, pour prouver la continuité de (7), de prouver que ’application com-
posée G'SS(F)EU — GSS(F)ell/st — conj lest. Soient € € G'SS(F)GU et n € éss(F)eu qui se
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correspondent. Pour tout élément € de G’ (F).y assez proche de ¢, il y a un sous-tore
elliptique 7" de G tel que € = exp(Y)e, avec Y € t(F') et Y proche de 0. Puisqu’il n’y a
a conjugaison pres qu'un nombre fini de tores elliptiques 7", on peut fixer celui-ci. On voit
en précisant ce que 'on a dit plus haut que 1'on peut fixer un diagramme (¢, B', 7", B, T, n)
ou 1" est le tore fixé. En fixant une section de 'homormophisme &rpr @ ¢(F) — (F),
on voit que, quand Y tend vers 0 dans t'(F), I'élément exp(Y )e correspond & un élément
exp(X)n avec X € t(F) tendant vers 0. Cela prouve la continuité de (7). Soit mainte-
nant n € éss<F>ell- Fixons un ensemble de représentants X des classes de conjugaison par
G'(F) dans 'ensemble des éléments de G, (F)q; qui correspondent & 7. C’est un ensemble
fini puisqu’il est en tout cas inclus dans un ensemble fini de classes de conjugaison par
G(F). Soit (€, Mn )nen une suite de couples qui se correspondent dans G S(F)en X GSS( )ell
telle que 7, tend vers 7. Un raisonnement similaire a celui de la preuve du lemme 1.10(ii)
montre que, quitte a remplacer €, par un élément stablement conjugué, on peut supposer
que €, appartient a un voisinage arbitraire de X quand n est assez grand. Autrement dit,
I'image dans G;S(F)ell/st —conj d'un voisinage de X contient I'image réciproque par (7)
d’un voisinage assez petit de 'image de 7 dans GSS(F)ell/st — conj. Cela entraine que
(7) est propre. O

On peut préciser la derniere assertion de la facon suivante. Soit 1 € é’ss(F)e”. On fixe
comme plus haut un ensemble X¢(n). Pour tout (G, ¢) € X¢(n), fixons un voisinage U’
de € dans G'(F). Alors il existe un voisinage U de 1 dans G(F) tel que, pour tout v € U
elliptique régulier, on peut choisir pour X (7) un ensemble tel que, pour tout élément
(G',6) de cet ensemble, il existe € tel que (G',€) € X¢(n) et 6 € U,

4.10 Rappels sur la transformation de Fourier et ’endoscopie

Supposons F non-archimédien, G = G et w = 1. La théorie de endoscopie vaut
aussi pour les algebres de Lie, avec quelques simplifications. Par exemple, pour une
donnée endoscopique G’, les données auxiliaires G, C; et él ne servent plus a rien.
Modulo le choix d’un facteur de transfert, on peut poser C:°(g') = C°(g/(F')). Fixons
une transformation de Fourier dans C2°(g(F')) comme en 4.1. Elle en détermine une dans
C>(g/(F)), cf. [W1]. Elle se quotiente en une transformation de SI(g/(F)). On a

(1) il existe un nombre complexe non nul y(g) tel que, pour toute donnée endosco-
pique G et toutes f € I(g(F)), f' € SI(g'(F)), I'égalité f' = transfert(f) équivaut a

(8 f' = trans fert(1(g) f)-
Arthur a prouvé en [A2] lemme 3.4 que
(2) 'homomorphisme de transfert

I(g(F)) = ®arece)S1(g' (1))
se restreint en un isomorphisme

Leusp(8(F)) = Daree(c)SLeusp (8 (F)) 5.

Remarques. (3) L’action de Aut(G') est définie comme en 2.6. On peut définir une
action intrinseque de Aut(G’) dans ¢'(F’) mais I'action que 'on considere est cette action
intrinseque tordue par un caractere qui tient compte du facteur de transfert.

(4) Supposons G quasi-déployé. Par définition, SI..s,(g(F’)) est le sous-espace de
SI(g(F)) annulé par les applications f — fy; pour tout Levi propre. C’est donc l'image
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du sous-espace des f € C>®(g(F)) telles que SY(X, f) = 0 pour tout X régulier dans
une sous-algebre de Levi propre. Ce sous-espace contient évidemment Cgf, (g(F)) mais
ne lui est pas égal. En fait, 'assertion (2) montre que S1l..s,(g(F)) est bien I'image de
Consp(8(F)). On reviendra sur ce point en 4.15.

Soient maintenant G et G’ deux groupes en situation d’endoscopie non standard, cf.
[W1] 1.7. Rappelons que G et G’ sont quasi-déployés et simplement connexes et qu’il y
a une application de transfert entre C°(g(F)) et C°(g'(F')) (avec facteur de transfert
égal a 1 sur les couples qui se correspondent). On a

(5) 'homomorphisme de transfert définit des isomorphismes
SI(g(F)) =~ SI(g'(F)),

STewsp(9(F)) == STeusp(g'(F)),

qui commutent a la transformation de Fourier.

4.11 Image du transfert

On fixe un ensemble de représentants £ (é’ ,a) de représentants des classes d’équivalence
de données endoscopiques elliptiques et relevantes de (G, G, a). On étend en un en-
semble des représentants €+(C~¥, a) de représentants des classes d’équivalence de couples
(M, M) ott M est un espace de Levi de G et M’ est une donnée endoscopique el-
liptique et relevante pour (M, ay). On note I¢(G(F),w) le sous-espace des éléments
(Fr ) € @(M,M/)§5+(é,a)S[(M/2 ® Mes(M'(F)) qui vérifient les coriditions suivantes :

(1) pour tout (]\{, M) € £.(G,a), {7 \p) est invariant par Aut(]l/[, M);

(2) soit G' € £(G,a) et M’ un Levi de G’ qui est relevant ; soit (M, M') I'élément de
£,.(G,a) qui lui est associé par la construction de 3.4 ; alors (fg/) 7 = VRYOE

(3) soit G’ € £(G,a) et M’ un Levi de G’ qui n’est pas relevant ; alors (fg/) g = 0.

D’apres (2) et 3.3(3), la projection n~aturelle de I (G(F),w) dans Dares(@.a91(G) ®
Mes(G'(F)) est injective. On note I¢(G(F),w) I'image de cette projection.

Dans le cas on F = R, on travaille avec un K-espace tordu KG. Les espaces
I(G(F),w) et Iusy(G(F),w) ont des analogues évidents I(KG(R),w) et Loyep(KG(R),w).

Il est peut-étre judicieux de noter If(KG(R), w) et I€(KG(R),w) les espaces Ii(é(R), w)
et I¢(G(R),w), bien que leurs définitions ne fassent pas référence au K-espace.

Proposition. (i) Supposons F' non archimédien. Alors 'application de transfert
I(G(F),w) ® Mes(G(F)) = SeeianSHE) © Mes(G'(F)

est injective et a pour image I'espace I¢(G(F),w). L’image de Iy, (G(F),w)®Mes(G(F))
est
Paree(@ayS Leusp(G) M) @ Mes(G'(F)).

(ii) Supposons F' = R. L’assertion devient vraie si on remplace I(G(F),w), Lusy(G(F),w)
et I¢(G(F),w) par [(KG(R),w), Luu(KG(R),w) et I*(KG(R),w).
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La preuve occupe les paragraphes 4.12 et 4.13. Remarquons que 'on peut définir une
application de transfert

n [(G(F),w)® Mes(G(F)) = Y irmnee, Ga) ST(M) @ Mes(M'(F))
f

= f(M,M’))(M,M’)66+(G~’,a)

out £ ;7 \p) est le transfert & M'de fy; , € I(M(F),w)®@Mes(M(F)) (on peut évidemment
remplacer les I(G(F),w) etc... par des I(KG(R),w) etc... dans le cas réel). L'application
du (ii) de I’énoncé est la composée de cette application et d’une projection naturelle. Or
il est clair par construction et d’apres 2.6 que I'image de I'application (4) est contenue
dans Uespace I¢(G(F),w). Donc I'application de transfert de 1'énoncé prend ses valeurs
dans I¢(G(F),w). D’autre part, la premiere assertion de I'énoncé équivaut a dire que
I'image de 'application (4) est Iji(é(F),w)

Dans les deux paragraphes suivants, on suppose fixées des mesures de Haar sur tous
les groupes intervenant, ce qui nous débarrasse des espaces de mesures.

4.12 Preuve de la proposition 4.11 dans le cas non-archimédien

On a défini en 4.2 la filtration (F"I(G(F),w))nen. Notons .F”Iji(é(F),w) le sous-
espace des éléments (fizr,)) € I£(G(F),w) tels que fiiry = 0 pour tout espace de
Levi L tel que a; > n. Ces sous-espaces forment une filtration de I¢(G(F),w). Notons
GrI(G(F),w) et GrIS(G(F),w) les gradués associés & ces filtrations. Fixons un ensemble

de représentants L des classes de conjugaison par G(F') d’espaces de Levi de G. D’apres
le lemme 4.2, on a I'isomorphisme

(1) GrI(G(F),w) = yepLusp(M (F), )" 0.
On a d’autre part une inclusion naturelle
(2)  GrIS(G(F),w) C irep(Onpeeqin.aySLeusy (M) MWD
= @(M,Mf)e5+(é,a)SIcusp(M/)Am(M’Ml)-

L’ application de transfert (4) de 4.11 est compatible aux filtrations et 'application
qui en résulte entre les gradués n’est autre que la somme des applications naturelles de
transfert. Supposons prouvé que le transfert induit un isomorphisme

(3) Loysp(G(F),w) >~ @G'Ef(é’,a)SIcusp(G,)AUt(G )
On a alors un isomorphisme analogue
ICUSP(M(F)’ w) = @M’EE(J\;La)Sjcusp(M/)AUt(M/).

pour chaque M € L. Le transfert est compatible aux actions de W(M ), on peut donc
remplacer les deux membres ci-dessus par leurs sous-espaces d’invariants par W(M ).
On voit alors que 'inclusion (2) est elle-aussi une égalité et que l'application graduée
GrI(G(F),w) — Grlﬁ(é(F),w) est un isomorphisme. Le (i) de la proposition 4.11 en
résulte.
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Il faut montrer que (3) est un isomorphisme. Rappelons d’abord une propriété fonda-
mentale. Notons C%5(G(F)) le sous-espace de C°(G/(F)) formé des éléments & support
elliptique fortement régulier et notons I;(G(F),w) son image dans I(G(F)). On définit
de facon similaire des espaces S15s__,(G’) en remplacant la condition fortement régulier
par fortement G-régulier. Alors

(4) le transfert définit un isomorphisme

ell(é< ), w) =~ @G'es(é,a)S[éfeu(G,)AUt(G,)-

Cela résulte des faits suivants. D’abord, les n € G (F) elliptiques et fortement réguliers
pour lesquels w est non trivial sur Zg(n; F) ne comptent pas : du coté de I, (G(F),w), les
intégrales orbitales sont toutes nulles au voisinage d’un tel point ; et il ne leur correspond
rien du coté droit de la formule ci-dessus. Fixons n € G (F)ey tel que w soit trivial sur
Za(n; F). Pour chaque G’ € 5(@ a), on fixe des données auxiliaires G, ..., A;. Soit f €

2o (G(F)). Alors les familles (I(r, w ) ypeiim et (S (e, fG/l))(G/7e)€Xg(n) se déduisent
I'une de l'autre par les transformations bljectlves (4) et (5) de 4.9.

L’application (3) est injective : si f € Iy (G(F),w) a un transfert nul, il résulte de
(4) (ou plus exactement de sa preuve) que I9(7y,w, f) = 0 pour tout élément fortement
régulier et elliptique; la cuspidalité de f entraine alors f = 0.

La preuve de la surjectivité nécessite quelques préparatifs. Fixons n € GSS(F Jeu €t
une forme intérieure quasi-déployée G de G,. On fixe un voisinage u de 0 dans g(F)
vérifiant les conditions de 4.6. et on utilise les constructions de ce paragraphe. La descente
d’Harish-Chandra nous fournit une application

(5) Lewsp(U,w) - — @yeﬂn)fcusp(”n[y%”)ZG("M’F) .
foooe Fu)yesim)

Son image est formée des familles (f,), <y, telles que f, = f, sinfy] = nly’]. Fixons une

transformation de Fourier sur C2°(g(F’)), dont on déduit de telles transformations dans

chaque C2°(gy,(F)). On vérifie que ces transformations sont les mémes dans le cas olt

nly) = nly/). ,

Pour tout (G’,€) € X¢(n), on fixe un diagramme joignant € & un élément nfy] (on
peut d’ailleurs supposer n[y] = 1 mais peu importe). On utilise les constructions de 4.9
pour ce diagramme, en les affectant au besoin d’indices €. C’est-a-dire que ’on introduit
la donnée endoscopique G! = (G’,G’,5.) de Gsc. Les isomorphismes décrits en 4.9
fournissent une correspondance entre classes de conjugaison stable semi-simples dans
g.(F) et dans g(F). On note u. I'ensemble des éléments de g.(F) dont la partie semi-
simple a une classe de conjugaison stable qui correspond a celle d'un élément de u. En
scindant la projection g ., (F') — g¢(F) comme en 4.8, on identifie u & un sous-ensemble
de g; ., (F). On note U{’ Pensemble des éléments de G (F) dont la partie semi-simple
est stablement conjuguée a un élément de C;(F)exp(u.)e;. Rappelons qu'un élément de
Aut(G') est défini par un élément = € G, lequel détermine un automorphisme é, de G'.
On note ULe . la réunion des ozx(U .) pour tous les z € Aut(G'). Puisque les fonctions

que 'on consideére sur G (F) se transforment selon le caractére A1 de C1(F), la descente
définit une application

S cusp(U1e,) = SLeusp().

D’apres 4.8, son image est le sous-espace des éléments de S1.,s,(u.) qui se transforment
selon un certain caratére de =17, ot =, = Zar(€)/G".
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L’espace ST ,\l,cusp(f]Lq) est stable par 'action de Aut(G’). Nous voulons déterminer
I'image de I’application

(6) S[)\l,cusp< ! )AUt(G,) — S[CUSp<ule)'

1,61

Pour x € Aut(G’), 'action de = n’impose une condition au voisinage de €; que si a,/(€)
et € sont stablement conjugués. S’il en est ainsi, un élément ¢’ € G’ qui établit cette
conjugaison stable définit un torseur intérieur entre les commutants connexes de ces
éléments. Or on a supposé ces groupes quasi-déployés. Quitte a modifier ¢’, on peut
donc supposer que ce torseur intérieur est un isomorphisme défini sur F. Cela conduit
a introduire 1’ensemble Aut. des couples (¢’,z) ou x est comme ci-dessus et ¢ € G’
est tel que ¢g'a,(e)(¢))"' = € et que l'automorphisme ady o o, de G. soit défini sur
F. Soit (¢',x) € Aut.. Considérons les couples (YY) € u. x u. d’éléments tels que
Y’ =ady oo, (Y), avec Y en position générale. D’apres la construction de 2.6, il existe
une fonction (YY) — Ay, (Y',Y) sur cet ensemble de couples telle que pour f| €
ST ,\l,cusp(f]{,e .), la condition que f] soit invariante par I’automorphisme déterminé par x
se traduise par I'égalité SC1(exp(Y')er, f1) = Ay (Y, Y) S (exp(Y ey, f]) pour tout tel
couple. En fait, la fonction Ay , est la restriction d'une fonction qui se transforme selon un
caractere du groupe G| (F') x G| (F'). Pour u, assez petit, elle est donc constante, de valeur
disons A(¢’, ). Par descente, la condition précédente se traduit pour f’ € S1.,s,(ul) par
I'égalité SO (ad roa,(Y), f') = Alg', 2)SC(Y, f') pour tout Y € u’. Notons que, dans le
cas ¥ = 1, ¢’ définit un élément de ZLF et cette égalité n'est autre que la condition de
transformatlon déja introduite sous ’action de ce groupe. La formule précédente définit
une action du groupe Aut, sur S1.,s,(u.). On obtient

(7) 'image de I’application (6) est égale a S, (ul)
relative 'action définie ci-dessus.

Comme on l'a dit en 4.10, de la transformation de Fourier fixée sur C°(g(F)) se
déduit une transformation de Fourier sur C°(gl(F')). On peut supposer la premiere
invariante par toute action d’un élément de G. La seconde 'est alors par l'action de
Aut,. Il en résulte que

(8) STeusp(g.(F))Auk est invariante par transformation de Fourier.

Pour y € Y(n) et f, € C2(u, v]), nous allons construire une fonction ¢, € C°(u.).
Par linéarité, on peut supposer que f, = fy 7 ® fy s, avec f, 7 € C&(3q,,, (F)) et
fyse € C(gy.sc(F)). Les centres Z(G) et Z(Gyyy) s'identifient. On peut donc identifier
fy,z & une fonction sur 34 (F). La donnée G/, est aussi une donnée endoscopique de Gy sc:
donc f, s se transfere en une fonction disons ¢, sur g.(F'). Par linéarité, on peut supposer
by = Oyz @ Oyse, avec ¢y 7 € CF (35 (F)) et ¢y € CZ(@. 50(F)). Par endoscopie non
standard, ¢, .. se transfere en une fonction @, . € C°(g. 5o (F')). Par les isomorphismes
de 3.7, on a l'identification 3o (F) = 36(F) @ 3¢ (F'). La fonction f, z ® ¢, 7 s'identifie
a une fonction @, z sur 3o (F). On pose Yey = Pey,z @ Peyse- 1l est (plus ou moins)
clair que I'on peut effectuer les choix de sorte que cette fonction soit a support dans
u,. L'utilité de cette construction est l'existence dune famille (ccy),cy(, de nombres

Aute Pinvariance étant bien siir

complexes non nuls telle que la propriété suivante soit vérifiée. Soit f € Icusp(é(F ), w)
(la condition de cuspidalité ne sert ici a rien mais peu importe). Soit (f,) yed(n SO image
par lapplication (5). Soit ¢ € SIy, cusp(GY(F')) le transfert de f et soit ¢, la fonction sur
u. qui se déduit de ¢ par (6). Alors
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(9) on a 'égalité suivante dans SI.,s,(ul) :

Pe = Z CeyPey-

yeY(n)

Cela résulte de la preuve de [W1] 3.11 (bien siir, cela suppose que le voisinage it est
assez petit).

Prouvons maintenant la surjectivité de (3). Le lemme 4.9 et un argument de partition
de I'unité sur ’espace GSS(F )en/ st—conj montrent que, pour prouver cette surjectivité, il
suffit de prouver I'assertion suivante. Soient (fa')greg(Ga) € @G/eg(é’a)SIcusp(Gl)AUt(G,)
et 7 € Gys(F)ey. Alors il existe f € Iy(G(F),w) telle que pour tout (G, €) € X¢(7), les
intégrales orbitales stables de fg: et du transfert f&' de f (ces fonctions étant identifiées
a des fonctions sur G (F))) coincident dans un voisinage de €;. On fixe 7 et on utilise les
constructions ci-dessus. D’apres les propriétés de I'application de descente (6), on peut
aussi bien prouver l’assertion suivante. Soient (G, €) € X%() et ¢ € ST,y (1)), Alors
il existe f € C°(U) dont les transferts f& vérifient les deux conditions :

(10) I'image de f€ par descente au voisinage de €, a les mémes intégrales orbitales
stables que ¢ dans un voisinage de 0;

(11) pour (G',€) € X(n) différent de (G’,¢) € X¢(n), 'image de f€ par descente
au voisinage de €; a des intégrales orbitales stables nulles dans un voisinage de 0.

D’apres 4.1(2), on peut trouver ¢’ € Sl (ul) a support régulier elliptique et tel
que ¢ et gzg/ alent mémes intégrales orbitales stables au voisinage de 0. La propriété (8)
nous permet de supposer que ¢’ est invariante par le groupe Aut.. On peut relever ¢’ en
un élément ¢’ € STy, cusp( ~{,61)A“t(G') a support régulier elliptique, et compléter ¢’ en
un élément de @Qeg(@,a)SIcusp(Q’)A“t(g), nul sur les autres composantes. D’apres (4),

c’est le transfert d'un élément f' € I.;(G(F),w). Il est clair que 'on peut supposer f’ €
Iusp(U,w). Appliquons a f’ les constructions précédant la formule (9), en les affectant
d’un ’. On obtient les deux propriétés suivantes :

- la fonction ¢’ a‘les meémes intégrales orbitales stables que Zyej/(n) CeyPry

- pour (G', ) € Y(€) différent de (G', ¢), la fonction D _yey(n) Cey'Pey @ des intégrales
orbitales stables nulles. )

Pour tout y € Y(n), notons f, la fonction y(gé)*lv(gn[y])f; restreinte a u,,. D’apres
la description de I'image de (5), il existe f € Iup(U,w) dont I'image par descente
s0it (fy)yey - Soit ¢ € @Qeg(é,a)Sfcusp(gl)A“t(Q) le transfert de f. On applique a f
les constructions précédant la formule (9). D’apres 4.10, toutes les fonctions issues de
f se déduisent de celles issues de f’ par transformation de Fourier et éventuellement
multiplication par des constantes 7. On obtient que, pour (G',¢) € Y¢(n), I'image par
descente de f€ a les mémes intégrales orbitales stables que

: : Cﬁyy(pgyy7

yeY(n)

ou encore que

A Y el
yeY(n)

ou encore que ¢ si (G',€) = (G, €), 0 sinon. D’apres le choix de ¢/, f satisfait (10) et
(11), ce qui achéve la démonstration.
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4.13 Preuve de la proposition 4.11 dans le cas réel

On reprend la preuve du cas non-archimédien. Son début reste pertinent. En adap-
tant les notations aux K-espaces tordus, il faut prouver que le transfert induit un iso-
morphisme

(1) Icusp(Ké(R),W) ~ Bares(xd ) cusp(G/)Aut(G)

Commengons par décrire l'espace Lusp(G(R),w). On a défini en 1.3 la notion de tore
tordu maximal elliptique dans G. Notons que, pour un tore tordu maximal 7T, la condition
d’ellipticité revient a dire que (T%°/Az)(R) est compact. Il y a au plus un nombre fini
de classes de conjugaison par G(R) de tores tordus maximaux elliptiques (j’ignore s’il
y en a au plus un comme dans le cas non tordu). Fixons un ensemble de représentants
Tou des classes de conjugaison par G(R) parmi les tores tordus maximaux elliptiques T
tels que w soit trivial sur TY(R). Cet ensemble peut étre vide. Considérons I'application
qui & f € Iysp(G(R),w) associe la famille de fonctions (97)Fe7,, U g est la fonction

définie sur les éléments fortement réguliers de T(R) par

pr(7) = I%(y,w, f).

Elle est injective. Une famille (¢7)7c7, dans I'image vérifie la condition

(2) pour tout~f € Ty, tout élément fortement régulier v € T(R) et tout g € G(R)
tel que gyg~' € T(R), on a p7(979~") = w(g)e#(7)-

Par descente d’Harish-Chandra, nos fonctions vérifient localement les conditions de
régularité ou de saut habituelles dans cette théorie. Mais, parce que 'on considere ici
des fonctions cuspidales, ces conditions se simplifient grandement. Soient T € 7;” et
n € T(R). Notons X(T), 'ensemble des racines de T%° dans G,,. Puisque (T%°/Az)(R)
est compact, toutes ces racines sont imaginaires. Fixons un sous-ensemble de racines
positives et définissons une fonction A, sur le sous-ensemble des éléments de t(R) qui
sont réguliers dans G, par la formule

Ax)= [T  sentia(x)),

a€X(T)y,0>0

ol sgn est le signe usuel d’un réel non nul. Cette fonction prend ses valeurs dans {+1}.
On a simplement

(3) pour T et n comme ci-dessus, la fonction X + A, (X)gs(exp(X)n) se prolonge
en une fonction C* au voisinage de 0 dans t’(R).

Inversement, la théorie de la descente montre que toute famille (¢7)5c7, vérifiant
(2) et (3) est 'image d’un élément de Icusp(é(R) w). Ce résultat se propage au K-espace
KG. Pour pE II, on note plus précisément 7.y, I'ensemble associé a la composante G
On pose K Ty = pen’ﬁu »- On obtient que ’application

f = (SOT)TEK’%@“

est injective et que son image est formée des familles vérifiant (2) et (3).
Soit G’ € £(KG,a). Fixons des données supplémentaires G1,...,A; et identifions
C*(G') a C)\I(G’( )). Parce que G’ est a torsion intérieure, il y a au plus une classe

de conjugaison par G'(R) de tores tordus maximaux elliptiques dans G'. S'il n’y en a
pas, il est clair que Sle,.s(G’) est nul. Supposons qu'il existe un tel tore tordu maximal
elliptique, fixons-en un que 'on note 7”. Notons 77 son image réciproque dans G (R).
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On considere 'application qui, & f € S1.,s,(G’), associe la fonction Py sur T! (R) définie

par ¢ (1) = S (6, f) pour tout d; € T/(R) fortement régulier. Cette application est
injective. Un élément de I'image vérifie les conditions

(4) @g(c101) = Al(cl)_lwﬁ(él) pour tout 6, € T/(R) fortement régulier et tout
c1 € Cl (R) ;

(5) pour deux éléments 01,8, € T/(R) fortement réguliers et stablement conjugués,
@T{@i) = P (61)-

De nouveau, par descente, la fonction vérifie localement les conditions établies par
Shelstad. Puisqu’on travaille avec des fonctions cuspidales, ces conditions se simplifient.
Soit € € T'(R). On définit comme ci-dessus une fonction A, sur I'ensemble des éléments
t'(R) qui sont réguliers dans GZ. On la remonte en une fonction définie presque partout
sur ¢} (R). Alors

(6) pour € € T"(R) et €, € T/(R) au-dessus de e, la fonction Y — Ac(Y) g (exp(Y)er)
se prolonge en une fonction C* au voisinage de 0 dans t} (R).

Inversement, une fonction vérifiant les conditions (4), (5) et (6) est dans I'image de
STeusp(G'), cf. [S1] théoréme 12.1. On doit déterminer I'image du sous-espace des inva-
riants par Aut(G'). Notons T'(R); Uensemble des éléments § € T'(R) tels que N KC(§)
appartient a I'image de K éab(R) par NEC_ Cet ensemble est ouvert et fermé (cela résulte
des définitions). D’apres le (iii) de la proposition 1.14, pour tout élément G-régulier
5 € T'(R),, il existe v € KG(R) tel que (6,7) € Dgg- Les définitions et le corollaire 2.6
entrainent que la condition d’invariance par Aut(G’) se traduit simplement par les deux
conditions suivantes :

(7) ¢ est nulle sur I'image réciproque de T'(R); dans T} (R);

(8) pour deux éléments 01,8, € T!(R) fortement réguliers pour lesquels il existe
v e KGR ) de sorte que (d1,7) et (},7) appartiennent tous deux a D, ., on a 'égalité
A1 (01,7) oz (01) = Av(d1,7) oz (1),

Remarquons que cette condition implique (4) et (5).

Quand on se limite a des fonctions a support régulier elliptique, 1'assertion 4.12(4)
reste vraie sous la forme : le transfert définit un isomorphisme

(9) Iy(KGR),w) ~ Bares(kCon) S[éie”<G/)Aut(G’).

Comme dans le cas non-archimédien, cela entraine que le transfert est injectif sur Z.,s, (K G(R),w).
Notons £(KG,a)y l'ensemble des G’ € E(KG, a) tels que G’ possede un sous-tore
tordu elliptique. Comme on I’a déja dit, il n’y a qu’'une classe de conjugaison de tels sous-

tores et on en fixe un que I'on note 7[G’]. Considérons une famille (Pran ) aree(rca):

o1, pour tout G’ € E(KG,a), P, est une fonction sur T[G'1(R) (définie presque
partout) vérifiant (6), (7) et (8). Nous allons en déduire une famille (¢7) ¢ K7y O, pour
tout T € KT, ¢z est une fonction définie presque partout sur T( ). Soient T e KTy,

et v € T(R) N KGhey(F). On peut supposer que chaque élément de I'ensemble XE(7) de
4.9 est de la forme (G',0) ou G’ € E(KG,a)g et 6 € T[G'](R). On pose alors

pr(y) = [T°(R) : TR)NX () 71O Y A6, eien (91),
(G/9)eR?(7)

cf. 4.9(5). Dans le cas ol (@5, )areg(ra), €St & support régulier, cest-a-dire pro-

0
vient d'un élément de Sgce(xaaySla_en (GG, la famille (¢7)5e7, Provient de
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Pélément de I;(KG(R),w) qui correspond & cet élément par Iisomorphisme (9). Dans
le cas général, les éléments de la famille (¢7)5cf7, vérifient (2) par construction. Pour
démontrer la surjectivité de I'application (1), il suffit de prouver qu’ils vérifient aussi la
condition (3). Pour cela, fixons T € K7Tg; et n € T(R). Introduisons I'ensemble X¢ (7).
Comme ci-dessus, on peut supposer que tout élément de cet ensemble est de la forme
(G')¢), ot G’ € E(KG,a)g et ¢ € T[G'](R). On a méme ¢ € T[G"|(R)y d’apres 4.9(6).
Soit X, € tY(R) assez petit et régulier dans g,. L’élément o = exp(Xo)n est elliptique et
fortement régulier. Introduisons I'ensemble }€ (7o) et, pour simplifier, indexons-le par un
ensemble {1,...,n} d’entiers. D’apres la remarque suivant le lemme 4.9, on peut supposer
que, pour k = 1,...,n, le k-itme élément de Y% (7o) est de la forme (G4, exp(Yio)er), oil
(G, ex) € XE(n) et Vi est un élément régulier de 0., (R). Remarquons en passant cque
Papplication k — (G}, €) n’est pas injective en général. Notons T} = T[G4]. L’élément
Yi0 est elliptique. Puisque 7} est, a conjugaison pres, I'unique sous-tore elliptique de

k.o ON peut supposer Yo € ). (R). Dun diagramme reliant exp(Yy0)ex a exp(Xo)n se
déduit alors un isomorphisme t?(R) ~ t; (R) qui envoie Xy sur Y} . En fixant une section
t,.(R) — . ,(R) de la projection naturelle, on obtient un homomorphisme

'R) — ,(R)
X — Y.

Soit X € t/(R), assez petit et régulier dans g,, et posons v = exp(X)n. Il est (plus ou
moins) clair que 'on peut prendre pour ensemble X¢(v) I'ensemble des (G}, exp(Yy)ex)
pour k = 1,...,n. En appliquant la définition ci-dessus, on obtient

pi(exp(X)n) = d(67) [T (R) : T"°(R)]| X (70)] "
> Al(exp(yk)(?k,hGIEP(X)U)ASOT,;J(exp(Yk)Gk,l)-

On veut prouver que la fonction X — A, (X)pz(exp(X)n) se prolonge en une fonc-
tion C*° au voisinage de 0. On sait d’apres (6) que, pour tout k, la fonction Y ~—
Aek(Y)gofé 1(exp(Y)ek,1) se prolonge en une telle fonction. Il suffit donc de prouver que,

pour tout k, la fonction
X = A (X)A, (V) Ay (exp(Y)er 1, exp(X)n) ™!

se prolonge en une fonction C' au voisinage de 0. C’est ce que fait Shelstad dans [S1],
dans une situation plus générale. Puisque 'on est ici dans un cas beaucoup plus simple,
redonnons 'argument. Pour simplifier, on fixe k£ et on abandonne les indices k. Il existe
une constante ¢ # 0 telle que

Ar(exp(Y)er, exp(X)n) = cAi(exp(Y)er, exp(X)n; exp(Yo)er, exp(Xo)n).

Il est clair que le facteur Ay, (exp(Y)er, exp(X)n;exp(Yo)er, exp(Xo)n)™! est C°° au
voisinage de 0. Cela nous ramene a considérer la fonction

X = Ay (X)AY) ' Arr(exp(Y)e, exp(X)n) '

Utilisons les notations de 1.6 et 2.2. Le terme v de 2.2 est de la forme exp(X)r,. On a
décrit en [W1] 3.3 'ensemble de racines 3(7T'),, du groupe G,,. C’est

2<T)17 = {ares;a S E(T), «o de type 1 ou?2 7(NO[)(I/17) = 1}
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U{20,c5; 0 € 2(T), a de type 2, (Na)(v,) = —1}.

On a aussi décrit I'ensemble de racines ¥(7"). du groupe G~. Cest
(T ={Na;a € X(T), adetype 1, (Na)(s) =1, (Na)(v,) = 1}

U{2Na;a € X(T), « de type 2,(Na)(s) =1, (Na)(v,) = £1}
U{Na;a € X(T), a de type 2,(Na)(s) = —1, (Na)(v,) = 1}.

Puisque (T%°/Az)(R) est elliptique, la conjugaison complexe agit sur 3X(7T)yesind par
multiplication par —1. Fixons un ensemble >, de représentants des orbites. Dans les
définitions de A, et A., on peut remplacer les sous-ensembles de racines positives par
des ensembles de représentants d’orbites pour la conjugaison complexe, cela ne change
ces fonctions que par des constantes. On peut supposer que ce sont les ensembles déduits
de ceux ci-dessus en ajoutant la condition a5 € 3,. Chacune des nos fonctions A, (X),
A(Y)E et Arr(exp(Y)e, exp(X)n)~t est un produit indexé par a,.; € X,. Le terme
indexé par a,..s est donné par le tableau suivant

typedea (Na)(v) (Na)(s)  Ay(X) A Anleap(Y)e, exp(X)n)!
1 1 1 sgn(icues(X))  sgn(i(Na)(Y)) 1
1 I A1 sgnliae(X)) 1 T,
1 41 1 1 1 1
1 A1 #1 1 1 Yoo (msres—)
2 1 1 sgn(icges(X))  sgn(2i(Na)(Y)) 1
) 1 S sgnlio(X)  sgn((Na)(Y))  Xew (i)
2 I A1 sgnliane (X)) 1 Neren (yiese)
2 -1 1 sgn(2iages(X)) sgn(2i(Na)(Y)) 1
) o1 sgniana(X)) 1 R
2 1 #EL sgn(iag(X) 1 RO g
2 # +1 1 1 1 1
2 41 -1 1 1 O G —
2 441 A+ 1 1 Xares ((RaSE—

On peut choisir les a-data et les y-data de sorte que, pour tout a,..s € ¥y, aq,., = @ et
Xare. (2) = 2z/|z|. On vérifie alors que, dans chaque cas, le produit des trois contributions
ci-dessus est C'*° au voisinage de X = 0. Par exemple, considérons le cas a de type 2,
(Na)(vy) = 1et (Na)(s) = 1. L’homomorphisme X +— Y identifie Nov & nq e, 011 0y est
le plus petit entier n > 1 tel que 0" () = a. Donc sgn(2i(Na)(Y)) = sgn(ic,.s(X)) et le
produit de ces deux termes vaut 1. Considérons maintenant le cas a de type 2, (No)(v,) =
let (N&)(s) # £1.Ona (Na)(v)? = exp(2(Na) (X)) (Na)(vy)? = exp(2naaires(X)) d'olt

Xares((]vva)(a%) = i|€xp<2naares<x)) - 1|(€xp<2naares<x> - 1>71'

Le produit de cette expression avec sgn(iag.s(X)) est C* au voisinage de 0. On laisse
les autres cas au lecteur. Cela acheve la preuve.
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4.14 Un corollaire de la preuve dans le cas réel

Le corps de base est R. On suppose (G, G, w) quasi-déployé et a torsion intérieure.
Notons I3}, (G(R)) le sous-espace des f € Leusp(G(R)) tels que la fonction y — I(v, f)
est constante sur les classes de conjugaison stable formées d’éléments fortement réguliers

et elliptiques.

Lemme. L’application naturelle I*t, (G(R)) — SIusp(G(R)) est un isomorphisme.

cusp

Remarque. Ce lemme vaut aussi sur un corps F' non-archimédien mais, dans ce cas,
c’est une conséquence directe de la proposition 4.11. Dans le cas présent ou le corps de
base est R, cette proposition ne s’applique qu’a un K-espace. Ici, nous considérons un
seul espace G.

Preuve. On peut supposer que G contient un tore tordu maximal elliptique, sinon
les deux espaces sont nuls. Puisque G est & torsion intérieure, il n’en contient quun a
conjugaison pres. On en fixe un, que I'on note 7. L'espace Icusp(G(R)) resp. Seusp(G(R)),
s’identifie a celui des fonctions ¢z définies presque partout sur T(R) qui vérifient les
conditions (2) et (3) du paragraphe précédent, resp. (5) et (6) (la condition (4) est
triviale en identifiant SI(G) & SI(G(R))). On voit que ces deux derniéres conditions
sont équivalentes a la réunion des deux premieres et de la condition : ¢ est constante
sur les classes de conjugaison stable formées d’éléments fortement réguliers et elliptiques.
Il en résulte que vz € Slae(G(R)) si et seulement si w7 € I, (G(R)). On n'a pas tout-

cusp

a-fait fini car Papplication naturelle I (G(R)) — SIus(G(R)) ne se traduit pas par

~cusp

I'identité en termes de fonctions sur T (R), mais par application ¢z — goj(f définie par
=> 0i(v)
>

oll on somme sur les v € T~(R) stablement conjugués a d, a conjugaison pres par G(R).
Il reste a voir que le nombre de ces éléments v ne dépend pas de §, pourvu que 9§ soit
fortement régulier. Mais ce nombre est égal au nombre d’éléments de ’ensemble

T(C)\{g € G(C); go(g9)* € T(C) pour tout o € I'g}/G(R).

Cela acheve la preuve. [

4.15 Filtration de I’espace SI(G(F))

On suppose (G, G, w) quasi-déployé et a torsion intérieure. On a filtré en 4.2 'espace
I(G(F)) Il y a deux filtrations naturelles sur SI(G(F)). Pour un entier n > —1, notons
]:"SI(G( )) le sous-espace des f € SI(G(F)) tels que f; = 0 pour tout espace de Levi
M tel que ay; > n. Ces espaces forment 'une des filtrations. On note GT’S[(G(F)) le
gradué associé. On peut d’autre part considérer I'image de la filtration de I(G(F)) par la
projection naturelle de cet espace sur SI(G(F)). Autrement dit, si on note I"***(G/(F))
le noyau de cette projection, les termes de la filtration sont les espaces

(F'I(G(F)) + I™H(G(F))/ I (G(F)).

87



11 est clair que Pespace ci-dessus est inclus dans F*ST(G(F)).

Lemme. Pour tout n, on a les égalités :

(FUI(G(E) + I"™H(G(F)) /1™ (G(F)) = F'SI(G(F)

et

Gr'SI(G(F) = @ Me&nszmp(z\z(p))w(m

Preuve. Notons pour simplifier K" l'espace de gauche de la premiere égalité. On

raisonne par récurrence et on suppose prouvé que E" ! = F*1S[(G(F)). Puisque E" C

F*SI(G(F)), on a alors une injection
(1)  E"/E™'c Gr"SI(G(F)).

Il s’agit de voir qu'elle est surjective. Le premier espace est quotient de Gr"I(G(F)), ou
encore, en utilisant le lemme 4.2, de

Bz grLeusy(M(F) .

Par définition, I'espace Gr"SI(G(F')) s’envoie injectivement dans

Diiregn Seus(M(F))W D,

L’homomorphisme (1) composé avec cette injection se quotiente en I’homomorphisme
naturel ) ) . )
Oxren Leusp(M ()Y — @ e pn S Lousp (M (F))V .

Pour prouver les deux assertions de 1’énoncé, il suffit de prouver que ce dernier est
surjectif. Mais c’est un cas particulier de I’assertion 4.12(3) dans le cas non archimédien
et c’est le lemme 4.14 dans le cas réel (le cas complexe est trivial). O

Comme toujours, il y a une variante de ce résultat quand on considere des extensions
centrales comme a la fin du paragraphe 4.8.

4.16 Un corollaire

On suppose encore (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Soit (M) =1
une famille finie d’espaces de Levi de G. Considérons ’application linéaire

preVT T Myt AT S = e

goooy =1,...,



et, pour tout n € N, F'I = ®;—; k}"”I(Mj(F)). On va prouver que, pour tout n € N,

(1) res(FI(G(F)) NI C res(I™™(G(F)) + (res(F"I(G(F)) 0 I™).

Posons F"I'™'(G(F)) = I"™G(F)) N F*I(G(F)). On note GrI™(G(F)) le gradué
associé a cette filtration. En conséquence du lemme 4.15, la suite

0 — Gr"I™Y(G(F)) — Gr*I(G(F)) — Gr"SI(G(F)) — 0

est exacte. Donc Gr™I™(G(F)) est 'espace des (fi)ieﬁn € @Eeﬁnlcusp(i(F))W@) tels
que les images de fL dans ST, (L(F)) soient nulles pour tout L. Soit f € F "I(G(F))
tel que res(f) € I, Soit (fi)Leﬁn son image dans @EeLnIcusp(f/(F))W@) Notons L}
Pensemble des L € L™ qui sont conjugués par G( ) & un espace inclus dans l'un des
M;. L’hypothese res(f) € I entraine que, si L € L7, I'image de fL dans ST.,.,(L(F))
est nulle. Par le résultat précédent, on peut trouver fo e FrI™st(G(F)) dont l'image
(fo )iecn dans le gradué vérifie &= fL siLefLr f& = 0 sinon. Alors, pour tout j =

.k, Vimage de resy; (f — fo) dans Gr™I(M;(F)) est nulle. Autrement dit res(f— fo) €
]:"*1.7. D’apres la preuve du lemme 4.3, res(I(G(F))) N F* ' = res(F* ' I(G(F))). 11
existe donc f' € F" U(G(F)) tel que res(f — fo — f') = 0. On a encore res(f’) € It
L’égalité res(f) = res(fo) + res(f’) montre que res(f) appartient au membre de droite
de (1). Cela prouve cette relation.

Par récurrence sur n, (1) implique que le membre de gauche de I’énoncé est inclus
dans celui de droite. L’inclusion opposée étant évidente, cela démontre le corollaire. [

4.17 Produit scalaire

Dans ce paragraphe, on suppose w unitaire. On munit G(F') d’'une mesure de Haar.
On doit aussi munir As(F) d'une telle mesure. Par souci de cohérence avec [W3], on
procede ainsi. On munit ’espace vectoriel réel A5 d’une mesure de Haar. On dispose de
I’homomorphisme habituel

Hy :AG<F) %Aé.

Pour a € Ax(F) et ¥ € X*(Ag), on a |z*(a)|p = e~ 45> Notons Aa(F)° le noyau
de Hy_. Clest le sous-groupe compact maximal de Ag(F). Si F' est non-archimédien,
image Im(H,_.) de 'homomorphisme Hy4_ est un réseau de Ag, tandis que Ag(F)°
est un sous-groupe ouvert de Az (F). On munit A5(F') de la mesure de Haar telle que
mes(Ag(F)°) = mes(Ag/Im(Hag)). Si F est archimédien, on munit As(F)¢ de la me-
sure de Haar de masse totale 1. La suite

G

1—)A@(F)C—>AG(F)—>.A@—>O

est exacte et on munit A5 (F') de la mesure compatible avec cette suite et avec les mesures
déja fixées sur les deux autres groupes.

Commengons par supposer F' non-archimédien. Pour tout sous-tore tordu maximal
T de G, munissons T?°(F) d'une mesure de Haar. Notons G,..,(F)/conj 'ensemble des
classes de conjugaison par G(F) dans Uensemble G.ey(F). Pour v € G,y (F), Iapplication

G(F) = Greg(F)/conj
t —  classe(ty)
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est injective dans un voisinage de 1. On munit Gy..,(F)/conj de la topologie (ou de
la structure de variété analytique sur F') et de la mesure telle que, pour tout 7, cette
application soit, au voisinage de 1, un isomorphisme préservant la mesure. On a alors la

formule d’intégration, pour f € C°(G(F)) :
|otoi= [ et npn,
G(F) Greg(F)/conj

(v, f) = / f(g~ vg)dg.
Za (v F)\G(F)

ou

_ Soient fi, fa € C(G(F)), supposons les supports de f; et f, contenus dans I'ensemble
G(F)ey des éléments elliptiques réguliers de G(F'). On pose

(1) Jalw, fi fo) = /

[ T fag~ v9)dveo(g)dy.
A&(F\G(F) JG(F)

Cette intégrale est absolument convergente et on a

G(F)eu/conj

@ gt = [ i) mes( (NG (NI . 1 (s o)
ot on a posé i(y) = [Za(7; F) : G4(F)] et ou on rappelle la définition

Ié(’}/ W f) _ { Dé(7)1/2 fG'y(F)\G(F) W(g)f(EfIVQ)dga si w est trivial sur ZG(’}/, F)
Y 0, sinon.

Dans la formule (2), on peut considérer que f; et fo ne sont plus des fonctions sur G (F)eu
mais sont plutot leurs images dans Io,s,(G(F),w). Cela définit un produit hermitien sur
un sous-espace de Icusp(é(F ),w), & savoir I'image de 'espace des fonctions a support
elliptique régulier. Il résulte de la formule des traces locale que la méme formule (2)
s'étend en un produit hermitien sur tout 'espace I, (G(F),w) (c’est-a-dire que cette
formule reste absolument convergente), cf. [W3] 6.6(1).

Considérons le cas particulier ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure. On
dispose de la donnée endoscopique maximale G pour laquelle S1(G) = SI(G(F)). On a
aussi SIuysp(G) = Sluusy(G(F)). La proposition 4.11 identifie cet espace  un sous-espace
de I (G(F)). Cest le sous-espace des f € I (G(F)) dont les intégrales orbitales
sont constantes sur toute classe de conjugaison stable fortement réguliere. Le produit
hermitien ci-dessus se restreint en un tel produit sur ce sous-espace. Notons G(F )ell
Pensemble des éléments fortement réguliers et elliptiques de G(F) et G(F)e/st — conj
P’ensemble des classes de conjugaison stable contenues dans G (F)eu- Par le méme procédé

que ci-dessus, on le munit d’une topologie et d’une mesure. Pour fi, fo € SI(G(F')), on
a I'égalité

G(F)ey/st—cong

B)  Jalfif) = / K(S) " mes(Ag(F)\G(F))SC(5, 11)5% (6. f)d6

o, pour toute classe de conjugaison stable §, on a noté k(§) le nombre de classes de conju-
gaison par G(F') contenues dans §. Remarquons que les centralisateurs sont connexes dans
le cas ou la torsion est intérieure.
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Revenons au cas général, soit G' = (G',G',5) € £ (é, a). On peut choisir des données
auxiliaires G',...,A; de sorte que le caractere Ay soit unitaire. Pour fi, fo € Sy, cusp(GL(F)),
la fonction

81— SG(8y, f1)SC1 (61, f)

sur G (F)ey se descend en une fonction de § € G'(F)y/st — conj. Modulo les choix de
mesures de Haar sur G'(F) et Ag (de cette derniere se déduisant une mesure sur A (F)
comme plus haut), on peut donc définir le produit Jz (f1, f2) par la formule (3) ol G
est remplacé par G Quand on change de données auxiliaires, ces formules se recollent
et on obtient un produit hermitien Jg/ sur 'espace Sl.,s,(G').

On suppose maintenant fixées des mesures de Haar sur G(F), sur Ag et sur G'(F)

pour tout G’ € £(G, a). Pour tout tel G', on a un isomorphisme naturel A5 — Ag. On
munit Ag de la mesure telle que cet isomorphisme préserve les mesures. On pose

oG, G') = det((1 = )agrag)| Imo(Z(G) )| Z(G))| 7|
|Out(G|mo(Z(G)0 N &) |mo((Z(G)/(Z(G) n G))FF)

La proposition 4.11 nous fournit un isomorphisme

LanlGU) = Eeeciy Sleunl @)
/ = (f<)

G'eg(Ga)

Chaque espace est muni d'un produit hermitien.

On a supposé le corps F' non-archimédien. Dans le cas ou F' est réel, toutes ces
constructions s’adaptent aux K-espaces. Le produit hermitien sur I,.,(KG(R),w) est la
somme directe des produits sur les différents I, (G, (R), w). Attention : dans la formule
(3), k(6) est un nombre de classes de conjugaison dans un K-espace associé a G’

Proposition. Soient f, f € Lusp(G(F),w). Alors on a I'égalité

Jé(w,i, f) - Z C(év G,)JG’(ilefG/)'

G’c&(Ga)

Remarque. La démonstration s’inspire de celle du lemme 6.4.B de [KS1].

Preuve. Tous nos espaces d’intégration sont des revétements de 'espace G(F)q /st —
conj, cf. 4.9(7). Les mesures sur nos espaces dépendent de choix de mesures sur les tores.
Si on impose a ces choix la méme condition qu’en 2.4 (les mesures sur deux tores se
correspondent localement quand il y a un isomorphisme naturel entre ces deux tores),
les revétements préservent localement les mesures. L’égalité de 1’énoncé résulte dune
égalité plus forte : quand on considere les deux cotés de la formule comme des intégrales
sur G(F)ell/st — conj, les fonctions que 'on integre sont égales. C’est ce que l'on va
prouver. Fixons v € é’(F )en €t considérons les valeurs de nos fonctions sur la classe de
conjugaison stable de . Si w n’est pas trivial sur Zg(y; F), ces deux valeurs sont nulles.
On suppose w trivial sur Zg(7y; F). Pour G’ € £(G, a), le groupe Out(G') agit librement
sur I'ensemble des éléments de G'(F).y/st — conj qui se projettent sur cette classe de
conjugaison stable. L’ensemble X (7) est un ensemble de représentants de ces orbites.
La fonction du membre de droite vaut donc

(4) Z (G, G)|Out(G")|k(8) " mes(Aa (F)\G5(F))SS (5, f)SE (6, ).

(G',0)eXE (v)
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Celle du membre de gauche vaut
i) mes(Ag(F\G(F) D 190y, HIC(.f).
Y'EX(7)

En utilisant la formule 4.9(5) qui exprime I'inverse du transfert et en se rappelant que
|X(7)| = k() on transforme cette expression en

d(67) " k(7) 2mes(Ag(F\Za(v: F)) Y 3
Y'EX(v) (G,8),(G’,6)EXE (v)
A7) A(B,y)1SE (8, £9)S (5, 19).

Comme on le sait, la formule 4.9(5) exprime essentiellement une transformation de Fou-
rier, les ensembles X' (7)et X% () pouvant étre muni de structures de groupes abéliens
finis pour lesquelles ils sont duaux. La somme en +" des produits de facteurs de transfert
vaut | X' (v)|, c’est-a-dire k(v), si (G’,d) = (G, 4), 0 sinon. On obtient

d6) " k() tmes(Ag(F\Za(y: F)) Y SE(6, f9)S90, f9).
(G/,3)eXe ()

On veut prouver que cette expression est égale a (4). 11 suffit de prouver que, pour tout
(G',6) € X¢(v), on a I'égalité
(5) (G, G) = |0ut(G) " k(6)mes(Ac (F)\G5(F))"d(6") " k(v) " mes(Ag(F)\Za(7: F)).

On note ¢;(G,G’) le membre de droite de cette relation. Notons T le centralisateur
de G, dans G et T" = G45. On a G, = T%° Zg(y) = T? et T = T/(1 — 0)(T). De
I’homomorphisme {77+ se déduit un homomorphisme

a: Ag(F)\T?(F) — Ag:(F)\T'(F).

L’homomorphisme &g @ T?(F) — T'(F) conserve localement les mesures. Par contre,
sa restriction ¢ : As(F) — Ag/(F') ne les conserve pas. Notons m’ la mesure sur A (F)
tel que ¢ conserve localement les mesures et C' la constante telle que notre mesure sur
Aq (F) soit Cm’. On obtient alors

mes(Ag(F)\T?(F)) = C mes(Im(a))|Ker(a)|.

On a aussi
mes(Ag (F)\T'(F)) = mes(Im(a))|Coker(a)|.
D’ou )
e (G, G) = ClOut(G)| 1 d(6*)  k(8)k(y) | Ker(a)||Coker(a)| ™
Considérons le diagramme commutatif
1 = Aa(F) — TUF) — A(F)\T°(F) — 1

e ) la
1 - Ag(F) — T'(F) — Ac(F)\T'(F) — 1

Ses lignes horizontales sont exactes. On en déduit aisément 1’égalité

|Ker(a)||Coker(a)|™" = |Ker(c)|!|Coker(c)||Ker(b)||Coker(b)| .
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Montrons que

(6) C' = |Ker(c)||Coker(c)|~*.

On peut identifier As(F) a Ag(F)° x Im(Ha,) et Ae(F) & Aq/(F)° x Im(Ha,,) de
sorte que ¢ se décompose conformément en produit de deux homomorphismes. Le second
homomorphisme est la restriction a I'm(Ha) de 'isomorphisme de Ag sur Agr. D’apres
nos définitions, il préserve les mesures (il s’agit des mesures de comptage dans le cas non-
archimédien). Soit V' un ouvert compact de Im(H_), posons U = Az (F)°x V. Si les me-
sures se correspondaient localement, on aurait 1'égalité mes(c(U)) = |Ker(c)|'mes(U).
Puisque ce n’est pas le cas, 'égalité correcte est mes(c(U)) = C|Ker(c)|"'mes(U). On

ames(U) = mes(Ag(F)°)mes(V) et
mes(c(U)) = mes(c(Ag(F)°))mes(c(V)) = [Aa (F)° : c(Ag(F)%)] 'mes(Ag (F))mes(V).
On obtient
C = [Ker([Ac(F)* : c(Ag(F))] 'mes(Ag(F)")'mes(Ac (FY).
Les mesures sur les groupes compacts sont définies de sorte que
mes(Ag(F)°) " 'mes(Ae (F)) = [Im(Ha,,) : c(Im(Ha )]
On a aussi I'égalité
[Im(Ha,,) : cIm(Hag)[Ac(F)* : e(Ag(F))] = |Coker(c)|.

Ces égalités conduisent a (6).
Posons V' = (1 — 6)(T'). Considérons le diagramme commutatif

(7) 1
!
V(F) % V(F)
s |
1 - T%F) — T(F) S V(F)
| L f

T(F) % T/(F)

ou d et e sont toutes deux égales a 1 — . Les deuxiemes lignes horizontale et verticale
sont exactes. On a Ker(b) = T°(F)NV(F) = Ker(d). On a aussi

|Coker(b)| = |Coker(f)|T(F)/(T°(F)V(F))|,
[ T(F)/(T°(F)V(F))| = |e(T(F))/d(V(F))| = |Coker(d)||Coker(e)] .
D’ou
|Ker(b)||Coker(b)| ™t = |Ker(d)||Coker(d)| ™' |Coker(e)||Coker(f)|™".

Considérons un tore D défini sur F' et une isogénie ¢ : D — D. Notons ici pp : D(F) —
D(F) 'homomorphisme qui s’en déduit entre groupes de points sur F'. Notons ? I'algebre
de Lie de D. On a

(8)  |Ker(pp)l|Coker(pr)|™ = [Xu(D)'" [o(X.(D)'F)| " |det(pp)| p
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= ‘det(90|X*(D)FF®Q)‘_1‘d€t(90|0)‘F'
Preuve de (8). Puisque ¢ est injectif sur le Z-module libre X, (D)7, on a I'égalité

[ X(D)' [p(X (D) F)| = |det(¢)x.oyrreo)l

et les deux derniers membres de (8) sont égaux.
Notons D(F')¢ le plus grand sous-groupe compact de D(F) et X = D(F)*\D(F). On
utilise le diagramme commutatif :

1 - DF) —- DF) - X — 1

523 L or b ex
1 - DWF) — DF) - X — 1

Ses lignes étant exactes, on a
|[Ker(er)||Coker(pr)| ™" = [Ker(gh)||Coker(9%)| ™ [Ker(px)||Coker (px)| ™.
Munissons D(F')¢ d'une mesure de Haar. On a
mes(D(F)%) = [Coker (¢ )[mes(Im(¢k)),

mes(Im(gy)) = j(¢)mes(D(F)°) Ker(o5)| ™.

ou j(p%) est le jacobien de ¢%. Si F' est non-archimédien, ce jacobien est la valeur
absolue (au sens |.|rp) du déterminant de ¢ agissant sur l'algebre de Lie de D(F)° :
J(¢%) = |det(pp)|p. Si F est archimédien, le groupe D(F)¢ est un groupe de Lie réel et
J (%) est la valeur absolue réelle du déterminant de ¢ agissant sur son algebre de Lie.
Cette algebre de Lie est 0(F)/(X.(D)'F @ R), d’ott

J(ef) = |det(90|0)|F|d6t(90\X*(D)FF®R)|_1 = |d6t(90\0)|F|d6t(90\X*(D)FF®Q)|_1'

Si F' est archimédien, X est un produit de groupes R} et ¢y est bijectif. Si F' est
non-archimédien, ¢x est injectif et |Coker(¢x)| = |det(¢|xeo)|- Fixons une uniformi-
sante wp. L’application qui a z, € X,.(D)'F associe 'image de z.(wr) dans X identifie
X.(D)'F & un sous-groupe d’indice fini de X. Donc

|det(p1xs0)| = |det(p)x, (pyrreo)l-

En mettant ces calculs bout a bout, on obtient (8) OJ
On utilise (8) pour calculer

|[Ker(d)||Coker(d)|™" = det((1 = 0)x, (ryreag)l " 1det((1 = 0)ja-0)) -
Le dernier terme n’est autre que d(6*). En rassemblant les calculs précédents, on obtient
(9)  @(G,G) = |0ut(G)| " |det((1 — 0)x. (vyrreo)|

k(0)k(y) " |Coker(e)||Coker(f)|~".

On considere la suite
H'Tw T % H' (Dp;T) 5 H' (Dps G).
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Supposons F' non archimédien. L’application qui & y € Y(7) (cf. 4.4) associe le cocycle
o — yo(y)~! se quotiente en une bijection de Y(v) sur Ker(io g). Donc

k() = 1Y) = |Ker(iog)|.
De g se déduit une suite exacte
1 — Ker(g) — Ker(iog) — Im(g) N Ker(i) — 1.

Il est bien connu que Ker(i) est égal a 'image de j : H (Tp; Tye) — H'(T'r; T). La suite
horizontale centrale de (7) se prolonge en une suite exacte de cohomologie

(10)  T(F)SV(F) = H T T % H' (Cp T) S H (Tw; V).
Donc Im(g) = Ker(k) puis
k(y) = [Ker(g)||Ker(k) N Im(j)|.

Si F' = R, parce que 'on travaille avec un K-espace, y(fy) s’identifie avec le sous-ensemble
des éléments de H'(T'g; T%) dont I'image par i o g appartient a I'image de I’application
H'(Tg;Gsc) — H'(Tr; G). La suite du calcul s’adapte et on obtient la méme formule
que ci-dessus. Revenons a F' quelconque. Considérons la suite

H'(Tp;Tyo) > H (Tp; T) & HY(Tp; V).

Il s’en déduit une suite exacte
1 — Ker(j) = Ker(koj) — Ker(k)nIm(j) — 1.

Dot |Ker(k) N Im(j)| = |Ker(ko j)||Ker(j)|~! puis

k(y) = [Ker(g)l|Ker(k o j)||Ker(j)| .
En utilisant la suite (10), on a

|Coker(e)| = |Ker(g)|.

La suite centrale verticale de (7) se prolonge elle-aussi en une suite exacte de cohomologie

T(F) 5 T'(F) - H{(Tp; V) 5 HYTp; T).

D’ou
|Coker(f)| = |Ker(l)|.
On obtient

(11)  k(y) "' |Coker(e)||Coker(f)| ™ = |Ker(k o j)|~'|Ker(j)| | Ker(l)| ™,
ou on rappelle
j:H' Tp;Toe) = H (Tp;T), koj - HY(Tp, Toe) = H'(Tg; V), 1 H(Tg; V) — H (Tg; T).
Tous ces groupes sont finis. On utilise ’égalité

| Ker(j)||H'(Tp; T)| = |Coker(5)||H' (Tp; Tie)|
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et les égalités analogues pour ko j et [. On voit alors que, dans le membre de droite de
(11), on peut remplacer les noyaux par les conoyaux.

Le terme k(0) se calcule comme k(7), le calcul étant beaucoup plus simple puisque
la torsion est intérieure. On a k(0) = [Im(m)|, ou

m: H'(Cp; Ty) = H' (s T').
On obtient
k(0)k(y)~t|Coker(e)||Coker(f)|~' = [Im(m)||Coker(k o 7)| ' |Coker(5)||Coker(l)|~".
On utilise maintenant la dualité. Par exemple 7o(77) est le dual de H'(I'p; T). On
voit que |Coker(j)| = |Ker()], ott J : mo(T"F) — mo(TLF) est dual de j. On calcule de

méme |Coker(koj)| et |Coker(l)|. On a aussi |Im(m)| = |Im(m)]| et la formule ci-dessus
se transcrit en

(12)  k(8)k(y)~"|Coker(e)||Coker(f)| ™" = [Im(i)||Ker(j o k)| | Ker(j)|[Ker(D)]".
Rappelons que T = 799, On a une suite exacte
mo(Z(C)'r) = m(Tr) B m (170 2(G))').

La donnée G’ est elliptique et 7" est un tore elliptique. Donc Z(G”)FF’O = TOrr0 —
Z(G)%Tr0. La premiere fleche ci-dessus est injective, d’olt

(13)  [Tm(m)] = [mo(T**)[|mo(Z(G")" 7).
Rappelons que V= T/ 790, On a une suite exacte
wo(TOOTFY 2 o (TTF) L o (V).

Ici, la premicre floche n’est pas injective. Son noyau est (190N TTF0) /T0LF0 — 7 (700
TTF0). Dot

(14)  |Ker(i)| = |Coker()| = |mo(T*O%)||mo (170 A TTr0) 1,

De méme, on a une suite exacte

m0(Z(G)'") —= mo(T77) 2 mo(ThF ).
Le noyau de la premiere floche est m(Z(G) N T F0) et on obtient
(15)  [Ker(j)] = [mo(Z(G)™)||mo(Z(G) N TTr0)| 7.

On a le diagramme commutatif

N,

T /100 —
N\ S1—46
Toa/TY,

ad
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d’ou la factorisation

mo((T/T70)Tr) = (15
\ -
mo((Toa/ TE)")

Puisque T est elliptique, on a X*(Tad)FF’é = 0. Done X, (Tg) " @Q = (1—0)(X, (1) ")®

~ ~

Q puis 717" = (1 — G)(T1 7). 1l en résulte que ’homomorphisme
L6 mo((Ta/ Tip)") = mo(Tyf)
est injectif. Le noyau de j o k est donc égal a celui de 'homomorphisme
mo(T/T"0)%) = mo((Ta/ Ti) ).
Ce dernier se complete en la suite exacte
mo((Z(G)/(Z(G)NTO)F) B wo((T/T0)F) = wo((Tua/ Ti)").

D’ou : )
(16)  [Ker(jo k)| = |mo((Z(G)/(Z(G)NT")'r)||Ker(p)| .

On calcule ) ) B A A B
Ker(p) = (Z(C) nTTr0T%0)/(2(G)r(2(G) N 1°%).

La suite suivante est exacte :
1— (TN T /(Z(G)'0 N TO0) = (Z(G)T™0) N TT0) ) Z(G)'F0 — Ker(p) — 1
Le premier terme de cette suite a pour nombre d’éléments
|mo(1%0 N T |mo(Z(G)TF0 N T00) |
Le deuxieme terme s’insere dans la suite exacte
L= (Z(G)N T 0)/2(G) 0 — (Z(G)T) N TT=0) /Z(G)F

— ((Z(G)T?°) N TTF0)/(Z(G) N TTF0) — 1.
Le premier terme de cette suite n’est autre que mo(Z(G) NTTFP). On voit que le second

n’est autre que T ;lF %% " Ce dernier groupe est fini puisque T est elliptique. A ce point,

on obtient
A7) |Ker(p)| = |mo(T° N T"70)| o (Z(G)'FO N TH0)||mo(Z(G) N TVFO)|| T8 7).

Puisque I'endomorphisme 1—0 de Tade ¥ est une isogénie, son noyau Tade 00 a pour nombre
d’éléments la valeur absolue du déterminant de 1 — 0 agissant sur X, (T wa)'F ® Q. Par
dualité, c’est aussi la valeur absolue du déterminant de 1— 6 agissant sur X, (T.)'* @ Q.
On utilise les égalités

X,(V)'"FoQ=(1-6)(X(T)")®Q
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= (1-0)(X(T)'") @ Q) & (1 - 0)(X(2(G)) ") 2 Q).
On a (1 —6)(X.(T,)'") ® Q = X, (Ts)'F ® Q toujours parce que T est elliptique. D’ott

~T 0,0 _
o %) = |det((1 = 0) x, (vyrroo)lldet(1 = 6)j0_oyx. (z@p)rree)|

Pour calculer ce dernier déterminant, on peut remplacer (1 — 0)(X.(Z(G)°)'r) @ Q par
(1-0)(X.(Z(G))'F) @ R. Cet espace est isomorphe & Ag/As. On obtient alors

(18) [T, = ldet((1 = 0) x, vyrrag)lldet((L = 0) ag/ag) "
Rassemblons les formules (9) et (12), (13),...,(18). On obtient

c:(G,G) = |det((1 = 0) agra0)|~ mo(Z(G) )1 Z(G) )|

Out(G)|~Hmo(Z(G)TFO N TP |70 ((Z(G) (Z(G) N TP0))TF)| .

On a l'égalité Z (@) N T00 = 7 (@) NG’ La formule ci-dessus est alors celle qui définit
c(G, G’). Cela démontre 1'égalité (5), ce qui acheve la preuve. OJ

5 Distributions ”géométriques”

5.1 Distributions ”géométriques” dans le cas non-archimédien

On suppose F non archimédien. On note D yeom(G(F),w) I'espace des formes linéaires
sur C°(G(F)) qui se factorisent en une forme linéaire sur I(G(F),w) et qui sont sup-
portées par une réunion finie de classes de conjugaison par G(F'). On a déja construit
de telles formes linéaires en 2.4 : lintégrale orbitale f ~ I%(y,w, f) associée a un
dément v € G(F) et aux choix de mesures sur G(F) et G.(F). On se débarrasse du

choix de la mesure sur G(F') en considérant cette forme linéaire comme définie sur

C®(G(F))®Mes(G(F)). On obtient donc un élément de D y¢om (G(F),w)®Mes(G(F))*.

Il est commode de noter tout élément de cet espace comme une intégrale orbitale. C’est-

a-dire que, pour ¥ € Dyeom(G(F),w) ® Mes(G(F))* et f € CX(G(F)) ® Mes(G(F')), on
notera I9(v, f) la valeur de ~ sur f. On utilisera différentes variantes de cette notation
(pour les intégrales orbitales stables par exemple).

Si O est une réunion finie de classes de conjugaison (par G(F')) semi-simples, on
note Dgyeom (O, w) le sous-espace de ces distributions a support dans {y € Gives € O},
ou 7, est la partie semi-simple de 7. Notons qu'un tel sous-espace peut étre nul, a
cause du caractére w. Plus concrétement, notons I(G(F),w)o, le sous-espace des f €
1 (G(F ),w) pour lesquels il existe un voisinage V de O invariant par conjugaison par
G(F) tel que I%(vy,w, f) = 0 pour tout v € V N Gyey(F). Posons I(G(F),w)ou0 =
I(G(F),w)/I(G(F),w)o,. La projection naturelle

C(G(F)) = HG(F),w)0.10c

est surjective et on a 3
(1) Dyeom (O, w) est 'espace des formes linéaires sur C2°(G(F)) qui se factorisent par
cette projection.
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Preuve. Notons C2°(G(F))o. le sous-espace des éléments C°(G/(F)) dont le support
ne contient pas d’élément de partie semi-simple dans O. Par définition, D gepm (O, w) est
Pespace des formes linéaires sur C2°(G(F)) qui annulent C®(G(F))o, et qui se fac-
torisent par I(G(F),w). 1 suffit donc de prouver que I'image de C®°(G(F))o, dans
I(G(F),w) est égale a I(G(F),w)oo. Il est clair que cette image est contenue dans
I(G(F),w)o,. Inversement, soit f € C®°(G(F)) dont 'image dans I(G(F),w) appar-
tienne a ce sous-espace. On choisit un voisinage V de O invariant par conjugaison tel
que [G(fy,w f) = 0 pour tout v € VN G,ey(F). On peut supposer V ouvert et fermé.
Notons 1 sa fonction caractéristique. On a f = f1; + f(1 — 1). Toutes les intégrales
orbitales fortement régulieres de la fonction f1; sont nulles. Cela entraine que I'image
de cette fonction dans [ (G(F),w) est nulle. La deuxiéme fonction f(1 — 1) appartient
A C(G(F))ow. O N

D’apres (1), Dgyeom(O,w) s’identifie au dual de I(G(F'),w)o o1l est bien connu que
tout élément de DQéOm(é(F ),w) est combinaison linéaire d’intégrales orbitales. Cela en-
traine que Dgeom(G(F),w) est la somme directe de ses sous-espaces Dgeom (O, w) quand
O décrit les classes de conjugaison semi-simples.

Soit M un espace de Levi de G. Dualement & Papplication

I(G(F),w)® Mes(G(F)) — I(M(F),w)® Mes(M(F))
f — vaw,

on a un homomorphisme d’induction

Dgeom(M(F),w) @ Mes(M(F))*
v

> Dyeon(G(F), ) © Mes(G(F))

— 'YG

Soit @ une classe de conjugaison semi-simple contenant un élément ~ tel que v € M (F) et
G, C M. Alors D yeom (O, w) est contenu dans I'image de cet homomorphisme d’induction.

5.2 Distributions ”géométriques” dans le cas archimédien

On suppose F' = R ou C. On munit CSO(G(F)) d’une topologie de la fagon suivante.
Notons U(G) D'algebre enveloppante de l'algebre de Lie de G. Cette algebre agit sur
C=(G(F)) de deux facons : via les translations & gauche ou & droite. Considérons par
exemple l'action via les translations a gauche. Pour Y € (G), on définit la semi-norme
vy sur C®°(G(F)) par vy(f) = sup{|(Y ) ()i € G(F)}. Soit H un sous-ensemble
compact de G(F). Notons C°(H) le sous-espace des éléments de C>°(G(F)) & support
dans H. On munit ce sous-espace de la topologie définie par les semi-normes vy pour
Y € U(G). L’espace C’OO(G (F)) est limite inductive des C2°(H) quand H décrit les sous-
ensembles compacts de G(F') et on le munit de la topologie limite inductive des topologies
sur ces sous-espaces. On appelle distribution sur é’(F ) une forme linéaire continue sur
C’OO(G( )). Une distribution w-équivariante est une distribution qui se factorise par
I(G(F),w). En imitant Bouaziz, on munit Pespace I(G(F),w) d'une topologie de la
facon suivante. Fixons un ensemble 7 de représentants des classes de conjugaison par
G(F) de tores tordus maximaux 7' tels que w soit trivial sur T?(F). Un tel ensemble est
fini. En fixant des mesures sur G(F') et sur T'(F') pour tout 7" € T, on peut considérer
I(G(F),w) comme un espace de familles 07 = (pf)Feq Ol o7 est une fonction C* sur
T(F) N Gyey(F) (Iintégrale orbitale sur T'(F)). Dans la suite, on considérera I(G(F),w)
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soit comme un quotient de C°(G(F)) (ses éléments seront alors notés f), soit comme un
espace de telles familles (ses éléments seront alors notés 7). On pose Uy = [[ 7.+ U(T).
Pour une famille Yz = (Y;)7c7 € Y7, on définit la semi-norme

vy (¢7) = sup{|(Yper)(V)]; 7 € T(F) N Greg(F), T € T}

Elle est bien définie c’est-a-dire que ce sup est fini pour les éléments de I(G(F)).
C’est un résultat profond d’Harish-Chandra (sa généralisation au cas tordu par des-
cente est immédiate). Soit H» = (Hz )77 une famille telle que pour tout T, H; est
un sous-ensemble compact de T(F). On note I(Hz,w) le sous-espace des éléments
07 = (p7)ier € I(G(F),w) tels que pour tout T, ¢z est & support dans Hz. On
munit ce sous-espace de la topologie définie par les semi-normes vy, pour Y57 € Uz Cela
le munit d’une topologie d’espace de Fréchet, c’est-a-dire que [ ([:I:r,w) est complet :
les conditions de saut qui définissent 1’espace des intégrales orbitales sont des conditions
fermées. On munit I(G(F),w) de la topologie limite inductive de celle sur les sous-espaces
I (]jl:r, w). On a

(1) I'homomorphisme C®(G(F)) — I(G(F),w) est une surjection continue et ou-
verte.

Cf. [R1] théoreme 9.4. Renard suppose w = 1 mais, ici encore, la preuve se généralise
au cas w quelconque.

D’apres (1), espace des distributions w-équivariantes s’identifie a celui des formes
linéaires continues sur I(G(F),w). On note Dygom(G(F),w) espace des distributions w-
équivariantes qui sont supportées par un nombre fini de classes de conjugaison par G(F).
Concretement, considérons un tore tordu 7' € T et un élément n € T(F). Fixons une
composante connexe ) de t(F) N g, ,(F) et un opérateur différentiel D sur t*(F) & co-
efficients constants. Pour v = (¢7/ )7 € I(G(F),w), la fonction X — Dyz(exp(X)n)
est C° sur Q) et a une limite quand X tend vers 0 dans €. Notons 7, 7 p(¢7) cette
limite. La forme linéaire =, 7 o p ainsi construite appartient a D geom(G(F),w) et cet
espace est engendré linéairement par de telles formes linéaires.

Si O est une réunion finie de classes de conjugaison (par G(F')) semi-simples, on définit
le sous-espace Dyeom(O,w) comme dans le cas non-archimédien. Notons I(G(F),w)o.
le sous-espace des f € I(G(F),w) pour lesquels il existe un voisinage V de O invariant
par conjugaison par G(F') tel que IG(%w f) = 0 pour tout v € V N é’reg( ). Notons
CUI(G(F),w)oo sa cloture dans [(G( )). Cest_le sous-espace des @5 € I(G(F),w)

vérifiant la condition suivante. Soient 7' € 7,1 € T(F)NO et Y € U(T). Alors la fonction
Y ¢z bien définie sur T(F) N Ghreg(F) a une limite nulle en 1. On pose I(G(F),w)o.10c =
I(G(F),w)/CtI(G(F),w)e, et on munit cet espace de la topologie quotient. Il y a un
homomorphisme surjectif, continu et ouvert

CX(G(F)) = I(G(F), )00
On a

(2) Dyeom (O, w) est I'image par I'homomorphisme dual de 'espace des formes linéaires
continues sur I(G(F),w)o joc.

Preuve. On note C°(G(F))o, le sous-espace des f € C°(G(F)) dont le support
ne contient pas d’élément de partie semi-simple dans ©. Son image dans I(G(F),w) est
évidemment contenue dans I(G(F),w)o.o. En fait, cette image est égale a I(G(F),w)o.o.
La preuve est essentiellement la méme que celle de 5.1(1). Il suffit d’y remplacer la
fonction 1; par une fonction C'°°, invariante par conjugaison, a support dans V et
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valant 1 au voisinage des éléments de partie semi-simple dans O. D’apres (1) et la

définition, Dgeon(O,w) est l'espace des formes linéaires continues sur I(G(F),w) qui

annulent I'image de C°(G(F))o,0. Autrement dit qui annulent I(G(F),w)e . Puisqu’il

s’agit de formes continues, cela équivaut a annuler C4I(G(F),w)o0 ou encore a se fac-

toriser en une forme linéaire continue sur I(G(F'),w)o,i0c- U
Remarquons que si M est un espace de Levi de G, 'homomorphisme f — fy |

de I(G(F),w) dans I(M(F),w) se descend en un homomorphisme de I(G(F),w)o .10
dans I(M(F),w)o, 1oc 00 Oy = M(F)N O. Iy a deux fagons naturelles de définir un

sous-espace Icusp(é(F), W)o,i0c C I(G(F), W)o,i0c : SOIt comme image par localisation de
Lousp(G(F),w), soit comme le sous-espace de [ (G(F),w)o,10c annulé par les homomor-
phismes f +— fy;  pour tout M propre. On a

(3) ces deux définitions coincident.

Preuve. Supposons F' = R. La premiere définition donne évidemment un sous-espace
de T'espace défini par la seconde. Soit p7 € I (G(R),w) un élément dont 'image par
localisation appartient a ce dernier espace. Fixons un élément elliptique T €T et un
élément n € T(R) N O. Comme en 4.13(3), considérons la fonction

4) X = Ay (X)pgp(exp(X)n)

au voisinage de 0 dans t(R) N g, ,,(R). Soit  une composante connexe de cet en-
semble, contenant 7 dans son adhérence. La fonction ci-dessus est C'™ sur {2 et on sait
qu’elle se prolonge en une fonction C'* dans un voisinage de €2 (cf. [Boua] remarque 3.2).
Notons ¢4 un tel prolongement. L’hypothese de cuspidalité sur @5 implique que le
développement infinitésimal au voisinage de n de ¢ ne dépend pas de (2. C’est-a-dire
que, pour tout Y € (T%°), (Y ¢z q)(n) est indépendant de Q. Considérons le normalisa-
teur de 7%° dans Zg(n, R) et son quotient fini W, (T%°) par T?°(R). Ce quotient agit sur
les fonctions sur t/(R). La fonction A, se transforme selon un certain caractere y de ce
groupe. Parce que les intégrales orbitales sont invariantes par ce groupe, la fonction (4)
se transforme selon le méme caractere y. Donc le développement infinitésimal commun
des fonctions ¢, se transforme lui-aussi selon le caractere x. Fixons (2 et introduisons
la fonction
G = WM 3 x(w) Mwdrg,

weW, (T?:0)

Elle a méme développement infinitésimal que nos fonctions ¢y . Il existe une fonction
@ sur T(R) N Gyey(F) vérifiant la condition 4.13(2) et telle que la fonction

X = Ay (X) @l (exp(X)n)

coincide avec ¢ au voisinage de 0 dans t'(R) N gyreg(R). Quitte & multiplier cette
fonction par une fonction C* invariante par conjugaison et a support concentré dans un
voisinage invariant de n, on peut supposer que @’T vérifie la condition 4.13(3). Donc cette

fonction, prolongée par 0 sur les autres éléments de T, appartient & Icusp(é(R), w). Par
construction, ¢/, a méme développement infinitésimal que ¢z en 7. On fait maintenant
varier ) parmi un ensemble (fini) de représentants des classes de conjugaison dans O N
T(R) et on fait varier 7 parmi Iensemble des éléments elliptiques de 7. Un argument

de partition de I'unité nous fournit un €lément ¢% € I (G(R),w) qui a méme image que

@5 dans I(G(R),w)o,10c- Cela acheéve la preuve pour F' = R. Si I’ = C, il n’y a qu'un
seul élément dans T, qui est un espace de Levi minimal. L’espace I.,s,(G(C),w) est
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nul sauf si G est un tore, auquel cas I, (G(C),w) = I(G(C),w). Il en est de méme
infinitésimalement, quelle que soit la définition. [

Rappelons que, pour nous, un élément est elliptique s’il appartient a un sous-tore
tordu maximal elliptique. On a

(5) supposons O formé d’éléments non-elliptiques; alors D yeom (O, w) est formé de
combinaisons linéaires de distributions induites a partir d’espaces de Levi propres.

Preuve. L’espace Dgyeom(O,w) est engendré par des distributions 7, 7 o , comme plus
haut, on T € T et neon T( ). Notre définition d’ellipticité implique que T n'est pas
elliptique. 11 est donc contenu dans un espace de Levi propre M. Les mémes données
n, T, Q, D définissent une distribution Vitnfap € D géom(M(F),w) dont Vo ia.p €st
I'induite. [J

Décrivons plus concretement I'espace D yeonm (O, w) dans le cas ou F' = R et O est une
unique classe de conjugaison. Fixons 7 € O. Fixons un ensemble fini T de sous-tores
tordus maximaux de G tels que :

e 7 € T(R) pour tout T € T ;

e pour tout sous-tore maximal S de G, il existe T €T etil existe g € Zg(n; R) tels
que S = ad,(T%9).

Pour tout T' € T, notons Q7 'ensemble des composantes connexes de t(R)Ng, yeq (R).
Pour f € C®°(G(R)), pour T € T et Q € Qz, considérons la fonction ¢ 7.0 sur Q définie
par ~

1 7.0(X) = I%exp(X)n,w, f).
Elle est nulle si w n’est pas trivial sur T%(R). Comme on I’a dit, Harish-Chandra a prouvé
que cette fonction se prolongeait en une fonction C'**° dans un voisinage de (). Fixons

des coordonnées sur t?(R) et notons C[[t’(R)]] 'espace des séries formelles sur t’(R). On
note ¢;5q € C[[t?(R)]] le développement en série de la fonction b5 en X = 0. On

pose g = ((pfj,g)fe:r,gegf. L’espace I(G(R),w)o.0c est celui de ces familles ¢; quand
f décrit C°(G(R)). Cest un sous-espace de

(6) @Tei’,ﬂegf C[[te(R)H

On sait le décrire. C’est le sous-espace des familles de séries formelles (‘Pif,ﬂ)fe’f,ﬂe@f qui
vérifient deux conditions :

(7)soient T, 7" € T et g € G(R) tel que gng~' = net gTg~" = T"; alors ad, envoie Q7
sur Q7 et C[t?(R)] sur C[t'?(R)]; pour © € Qz, on doit avoir o4 ady(@) = w(9)ady(o7 o) ;

(8) soient T € T et Q, Q' deux éléments adjacents de €27 ; alors une condition de
saut relie Pr0r Pra €t P70, ot T} et Q; sont déterminés par T, Q, €, T étant plus
déployé que T (c’est-a-dire que 'on a dim(Az) < dim(Az,)).

On renvoie & [R2] 3.2 pour cette condition de saut. La topologie sur I(G(R),w)o e
s’'identifie a celle déduite de la topologie habituelle sur les espaces de séries formelles
(un voisinage de 0 contient les séries qui s’annulent en 0 & un ordre assez grand). Pour
T € T, notons D[t’(R)] 'espace des opérateurs différentiels & coefficients constants sur
t(R). Cet espace se plonge naturellement dans le dual de C[[t’(R)]] : on applique un
opérateur différentiel a une série formelle et on évalue le résultat en 0. Ainsi

Dietoeq, D [t’(R)]
se plonge dans le dual de I’espace (6). Par restriction, on obtient une application linéaire

Sretaen, DI R)] = (I(G(R), w)o0)"
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L’espace Dgeom(O,w) est 'image de cette application.
Remarque. Arthur donne une description beaucoup plus précise en [A3] lemme 1.1.

5.3 Filtration de D¢ (G(F),w)

Fixons des mesures de Haar sur G(F') et sur M (F) pour tout Levi M de G. Pour tout
entier n > —1 notons f"DgéOm(é(F) w) le sous-espace de Dgegm(é(F) w) engendré par
les distributions induites (v,7)¢, ol M est un espace de Levi de G tel que ay;=n+1
et Y7 € Dyéom(M(F),w). Ces espaces forment une filtration

{0} = F* Doz (G(F),w) € F*0 ™ Dygorn( G(F), w) C ..

C F 6™ Dyiom(G(F),w) = Dyeom(G(F), w).
Pour une réunion finie @ de classes de conjugaison semi-simples dans G(F), notor}s
F™ Dygéom (O, w) le sous-espace de Dyéom (O, w) engendré par distributions induites ()¢,

ot M est un espace de Levi de G tel que ay =n+1 et v € Dyéom(O N M(F) w).
Rappelons que I'on a défini en 4.2 une filtration (F*I(G(F),w))n>_1 de I(G(F),w).

Proposition. (i) Pour tout entiern > —1 , F'"I(G(F),w) est 'annulateur de F"Dgéom
dans [(G(F),w) et F™Dysom(G(F),w) est Pannulateur de F*I(G(F),w) dans Dgéom( ), w
(ii) Pour toute réunion finie O de classes de conjugaison semi-simples dans G(F') et

tout entier n > —1, on a I'égalité

Fanéom(O7 w) = Fanéom<é(F)7 w) N Dgéom<o7 w)-

Preuve. On aura besoin d’une propriété préliminaire. Pour tout n > 0, fixons un
ensemble £ de représentants des classes de conjugaison par G(F') d’espaces de Levi M
de G tels que ay; = n. On considere I'application

nHGF),w) o M= @y (M(F),w)V D

P
<1) f = EBMGQ"fM,w-

Posons ~ N
Ly = @Meénlcusp<M<F)vw)W(M)-

cusp

Par définition, F"I(G(F),w) est 'image réciproque par p" du sous-espace 12, de I".
On a vu en 4.2 que de 'application p™ se déduisait un isomorphisme

2)  FI(G(F),w)/FU(G(F),w)~I"

cusp*

Soit O une réunion finie de classes de conjugaison semi-simples dans G (F). On a défini
Pespace I(G,w)o0e €n 5.1 et 5.2. Pour tout espace de Levi M, posons O = ONM(F).
Montrons que

(3) soit f € I(G(F),w); supposons que, pour tout M € L", l'image de fir . dans
[(M(F),W)OMJOC soit nulle; alors il existe f' € I(G(F),w) telle que p*(f') = p™(f) et
dont I'image dans I(G(F),w)o e soit nulle.

Supposons d’abord F' non-archimédien. L’hypothese signifie que fy; , € 1 (M (F),w)o. .0
pour tout M € £", autrement dit il existe un voisinage Vy; de @,; dans M (F), invariant
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par conjugaison, tel que fy; , soit nul sur VM. Fixons de tels voisinages. On peut fixer un
voisinage V de O dans G'(F), invariant par conjugaison, tel que V N M(F) C f/M pour
tout M € L£". On peut supposer V ouvert et fermé. Alors la fonction f = f (1-1p)
répond a la question.

Supposons maintenant F' archimédien. Si n = aG, I’application p” est l'identité de
I(G(F),w) et l'assertion est claire (f' = f répond a la question). Supposons n > ag
et raisonnons par récurrence sur n. Soit M € L™, considérons I'élément Jirw €
I(M(F),w)" ™) Lhypothese implique que son image dans I(M(F),W)OM,JOC est cus-
pidale au sens de la deuxieme définition de 5.2 (3). Précisément, cette relation nous dit
qu’il existe pM € Icusp(M(F) w) qui a méme image que fj; , dans [(Z\;[(F),w)@M,loc.
En moyennant ¢ sur W (M), on peut supposer oM € I (M (F),w)" ™). Posons
¢ = (™) yreen-1. En appliquant (2) pour n — 1, on releve ¢ en un élément f, €
FU(G(F),w). Pour tout M € £"! la fonction (f — fo)j1., est par construction
d’image nulle dans I(M (F),w)o. 1oc- L'hypothese de récurrence assure l'existence de
f' € I(G(F),w) d’image nulle dans I(G(F),w) et telle que p"~*(f') = p"~'(f — fo). L’ap-
plication p" se factorise par p"~*. On a donc aussi p™(f") = p"(f — fo). Mais p"(fy) =0
puisque fo € F*'I(G(F),w). Donc f’ répond & la question. Cela prouve (3).

Puisque F"I(G(F),w) est 'image réciproque par p" de I tusps (3) entraine

(4) soit f € F"I(G(F),w); supposons que, pour tout M € L", 'image de fir ., dans
I(M(F), W)o -, loc SOit nulle; alors il existe f' € FrI(G(F),w) telle que p™(f') = p"(f) et
dont I'image dans I(G(F),w)o e soit nulle.

Venons-en a la preuve de la proposition. Il est clair que 'annulateur de Deom ( F(F),w)
dans I(G(F),w) est nul et que 'annulateur de I(G(F),w) dans Dygom(G(F),w w) est nul.
Soient f € I(G(F),w)etn > —1. Alors f appartient & 'annulateur de F” Dyeom(G(F),w)
si et seulement si, pour tout M € L™ et tout v, € Dyeom(M(F),w), on a I%((~ )G w, f) =
0. Cette égalité équivaut a I'M (v, w, firw) = 0. Comme on vient de le dire, elle est
vérifiée pour tout 7,; si et seulement si fi; , = 0. Donc f appartient a I'annulateur
de F"Dyeom(G(F),w) si et seulement si f, = 0 pour tout M € L™ Mais c’est la
définition de 'espace F"I(G(F),w). Cela prouve la premicre assertion.

Pour tout entier n > —1, notons Ann” 'annulateur de FI(G(F),w) dans Dygom(G(F),w).
Fixons une réunion finie O de classes de conjugaison semi-simples dans G(F ). On va
prouver que

(5) F"Dgeom(O,w) = Ann™ N Dyeom (O, w).

D’apres ce que l'on a déja démontré, on a
F"Dysom(G(F),w) C Ann".
D’autre part, par définition, on a
F'Dygéom(O,w) C FDysom (G(F), w).

Donc le membre de gauche de (5) est inclus dans celui de droite. On démontre 'inclusion
inverse par récurrence descendante sur n. Sin = ay, on a FrI(G(F),w) = I(G,w) et
Ann™ = {0} comme on I'a dit ci-dessus. L’inclusion est évidente. Supposons que n < a o
et que l'assertion soit vérifiée pour n + 1. Soit v € Ann™ N Dyeom (O, w). Supposons
d’abord F non-archimédien. On a défini en 5.1 I'espace I(G(F),w)o,. Cest le noyau de
Papplication I(G(F),w) — I(G(F),w)o0c. La propriété (4) entraine que 'application

FHU(GF),w)NI(G(F),w)oo — @ Me&nﬂl(z\zw), w)o,0N Losp(M(F), w)"W )
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est surjective. Puisque v € Ann", la distribution -y se factorise en une forme linéaire ~ntt
sur F"(G(F),w)/FI(G(F),w) ~ I*H Puisque v € D yeom (O, w), la surjectivité ci-

cusp*
dessus entraine que 4! annule le sous-espace

@MEQ"‘HI(M(F)v w)(’) -0 Icusp(M(F), W)W(M) C In+1

JVE) cusp®

On peut donc prolonger 4" en une forme linéaire sur

ireprst (1T(F),w)oy,0 + Loy (N (F), )V

M>

nulle sur

EBM€§”+1[(M<F)7 w)@ o0

M>

On peut ensuite prolonger cette forme linéaire en une forme linéaire @ 7 oni1y 57 sur

[n+1 — @Meén+1[<M<F),w).

Pour tout M, ~ 7 annule I(M(F),w)o -

M>

o donc v,7 € Dyéom(Ojp,w). La distribution

Y = Suregr (Vi)

appartient & F"Dysom (O, w) donc annule FI(G(F),w). Puisque B yrecn+1Yyr coincide

par construction avec 4" sur 171 4" coincide avec y sur F* I (G(F),w). Alors vy —~'

appartient & Ann™* N D eom(O,w). En appliquant 'hypotheése de récurrence, on a
Y =" € F""'Dysom(O,w) C F"Dysom (O, w).

Donc aussi ¥ € F"Dyeom (O, w). Cela prouve (5) quand F' est non-archimédien. Suppo-

sons maintenant F' archimédien. Le noyau de 'application I(G(F),w) — I(G(F),w)o.10c

est maintenant l'espace CUI(G(F),w)oo défini en 5.2. On peut reprendre le raisonne-
ment en utilisant cet espace a la place de I(G(F),w)o,. 1l faut vérifier que les formes
linéaires que l'on construit sont continues. La continuité de 4™*! résulte du fait que
les espaces F"I(G(F),w) sont évidemment fermés et que lisomorphisme (2) est un
homéomorphisme ([R1] théoreme 11.2). Il faut pouvoir choisir des -,; continus. Pour
cela, il suffit de prouver que
(6) pour tout M € L™, le sous-espace
CU(M(F),w)o 0+ Leusp(M(F),w)" ™

M>

de I(M(F),w) est fermé. 3
Le groupe W (M) agit sur I(M(F'),w). On peut décomposer cet espace en somme
de sous-espaces isotypiques pour cette action. Chacun de ces sous-espaces est fermé et

I(M(F),w) en est la somme directe topologique. Notons cette décomposition

[(M(F),w) = &, ey iy L (M (F), w).

Par définition de Oy, l'espace [(M(F),w)oﬂ,o est invariant par W (M), donc somme
directe de ses intersections avec chacun des sous-espaces [ (M(F),w),. Il en résulte que
CU(M(F),w)o,, 0 vérifie la méme propriété. Notons

CUM(F),w)0,,0 = Orew iy CUM(F),w)o,, 0

M M
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la décomposition obtenue. Remarquons que le sous-espace d’invariants [ (M (F), w)W(M )

n’est autre que I(M(F),w)y, ou 1 est la représentation triviale de W (M). Alors
CU(M(F), )00+ Tousp(M(F), )V

est la somme directe de

CUI(NI(F), )"0 4 Ly (M (F), )" 0D

et des espaces C’U(Z\;[(F),w)omoj pour 7 # 1. Ces derniers étant fermés, il suffit de

prouver que le premier Pest. Celui-ci est Iintersection de I(M(F),w)" ) avec
CU(M(F),w)o0+ Lusp(M(F), w).

Puisque (M (F),w)V @) est fermé, il suffit de prouver que le sous-espace ci-dessus est

fermé. Or la propriété 5.2(3) assure que c’est l'image réciproque dans I(M(F),w) du
sous-espace des éléments cuspidaux de I(M(F ),W)o o Et celui-ci est fermé (d’apres
sa seconde définition, cf 5.2(3)). D’ou 'assertion (6).

Modulo ces propriétés, la méme preuve que dans le cas non-archimédien s’applique.
Cela prouve (5) pour tout F'.

Soit v € Ann”. Par définition de Dy (G(F),w), il existe une réunion finie O de
classes de conjugaison semi-simples dans G(F) telle que 7 € D yeom (O, w). En appliquant
(5), on obtient

Y € F'Dyeom(O,w) C F'Dyeom(G(F),w).
D’ott linclusion Ann®™ C F™Dyeom(G(F),w). On a déja prouvé l'inclusion réciproque.
D’ou I'égalité de ces espaces, ce qui est la deuxieme assertion de (i). Grace a cette
assertion, le (ii) de I’énoncé n’est autre que (5). O

5.4 Distributions géométriques stables dans le cas non-archimédien

Supposons F' non-archimédien et (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On

note D5, (G(F)) le sous-espace des éléments de Dyeon (G(F)) qui se factorisent en une

forme linéaire sur ST(G(F)). Soit O une réunion finie de classes de conjugaison stable
dans G(F). On note D (0) = D;égm(é(F)) N Dgeom(O). Notons ST(G(F))o, le sous-
espace des éléments f € SI(G(F)) pour lesquels il existe un voisinage U de O tel que
S¢(y, f) = 0 pour tout v € U. Posons SI(G(F))oe = SI(G(F))/SI(G(F))o. On a
encore

(1) D;tpm(O) est I'espace des formes linéaires sur C°(G(F')) qui se factorisent par la

projection CX(G(F)) — SI(G(F))o ioc-

On a aussi
(2) D3, (G(F)) est la somme directe des sous-espaces D2 (O) quand O décrit les

classes de conjugaison stable semi-simples.

Preuve. Soit d € D;;,,, (G(F')). Les parties semi-simples des éléments de son support
restent dans un ensemble fini de classes de conjugaison stable. Notons Oy, ..., O, ces
classes. En utilisant la construction de 4.6, on peut trouver pour chaque ¢ = 1,...,n un
voisinage ouvert et fermé U; de O; de sorte que

—Uiﬂfsz@sii;ﬁj;
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-siy,y € éreg(F ) sont stablement, conjugués, alors v € Uj si et seulement si 7 € Uj.

On note 1y, la fonction caractéristique de U; et 8; la distribution f — &(f 15). Elle
est encore stable d’apres la seconde condition ci-dessus. Elle appartient clairement a
D.,.(O0;). Enfin, § est la somme des d; d’apres la premiere condition ci-dessus. [

Soit M un espace de Levi de G. L’application d’induction préserve la stabilité (parce
que, si f € I(G(F)) a une image nulle dans SI(G(F)), alors 'image de f;; dans
SI(M(F)) est nulle). On a donc un homomorphisme d’induction

Dst

seom (M(F)) ® Mes(M(F))* = Dyl (G(F)) @ Mes(G(F))*

B — o¢

5.5 Distributions géométriques stables dans le cas archimédien

On suppose F' archimédien et (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On

st
note D aéom

(G(F)) le sous-espace des éléments de D yeom(G(F)) qui se factorisent en une

forme linéaire sur SI(G(F')). En adaptant la construction du paragraphe 5.2, on munit
SI(G(F)) d’une topologie. L’espace D;’éom(é(F )) s’identifie & celui des formes linéaires
continues sur cet espace qui sont supportées par la réunion d’un nombre fini de classes
de conjugaison stable semi-simples. Pour une telle réunion finie O, on définit les espaces
D, (O) et SI(G(F))o,0 comme dans le cas non-archimédien. On note CLST(G(F))o.
sa cloture dans ST(G(F)) et le quotient ST(G(F))o e = SI(G(F))/CtSI(G(F))oo. On
a comme en 5.2(2)

(1) D3k, (O) s'identifie & 'espace des formes linéaires continues sur ST (G(F))0.10e-
La preuve de 5.2(3) s’adapte :

(2) les deux définitions possibles d’un espace S[cusp(é’(F ))o.10c SONE équivalentes.
Enfin, on a

(3) D;’éom(é (F)) est la somme directe des sous-espaces D?%,
classes de conjugaison stable semi-simples.

La preuve de 5.4(2) s’adapte, en remplagant les fonctions 15, par des fonctions C*
convenables.

Décrivons concretement 'espace D3y, (O) dans le cas ot F' = R et ot O est une
unique classe de conjugaison stable. On doit fixer n € O tel que G, soit quasi-déployé.
On choisit un ensemble 7~ de sous-tores tordus maximaux de G de sorte que

e 7 € T(R) pour tout T € T ;

e pour tout sous-tore maximal S de G, il existe T € T et il existe g € Za(n) tels
que S = ady(T') et I'isomorphisme ad, : T — S soit défini sur R.

En remplacant les intégrales orbitales par les intégrales orbitales stables dans les

définitions de 5.2, l'espace ST(G(R))o 10 s'identifie & un sous-espace de ’espace

@Tefﬂegfc[[t(R)H-

Grace aux résultats de Shelstad, on peut encore le caractériser par des conditions simi-
laires & 5.2(7) et (8). On construit de méme une application linéaire

(0), quand O décrit les

Bretgen, DIUR)] = ST(G(R))o i
dont 'image est Dt (O).

géom
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L’écriture des intégrales orbitales stables comme somme d’intégrales orbitales fournit
une application linéaire surjective

Do I(G(R))or 10e — ST(G(R))o 100,

ou O décrit les classes de conjugaison par G(R) contenues dans @. Dualement, on a une
application linéaire injective

DSt (O) — Dgéom(o) == @(’)’Dgéom(ol).

géom

5.6 Constructions formelles

Le corps F est quelconque et (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure. On
suppose donnée une extension

1-Ci—-G —=-G—=1

ou (] est un tore central induit, une extension compatible
él — é
avec él a torsion intérieure, et un caractere \; de C(F).

En adaptant les définitions des paragraphes précédents, on définit les espaces de dis-
tributions Dyeom, (G1(F)) et Do, >\1<G1( )). Leurs éléments sont des formes linéaires
respectivement sur Iy, (G1(F)) et SI,\I(C?1~(F) De méme, pour une réunion finie O de
classes de conjugaison semi-simples dans G(F'), on définit des espaces localisés que 1'on

note Iy, (G1(F))o.0e €t Dycomnr, (G1(F),0). Si O est une réuniong finie de classes de
conjugaison stable, on a les variantes STy, (G1(F))o.0c €t D r, (G1(F), O).
0)

~— —

Décrivons concretement Dggom », (G1(F),0) quand F = R et O est une unique classe
de conjugaison. On fixe cette fois n; € Gl( ) se projetant en un élément de O. Rem-
placons G par G1 et 1 par 7, dans les constructions de 5.2 pour définir un ensemble T
et, pour tout T} € 77, un ensemble Q7 7, Pour f € c,)\l(Gl( )), on définit la famille

(@f,fl,g)flefh,ﬂegfl < @Tle’h,aegfl(c[[fl(R)H

comme en 5.2. Alors I, (G1(R)) o 0c est Iespace de ces familles quand f décrit s, (G1(R)).
On peut décrire cet espace comme celui des familles de séries formelles (07 )7 7 Qeq,
’ T

qui vérifient la condition 5.2(8) et les conditions (1) et (2) suivantes. 3
(1) Soient T, T € Ti, g1 € G1(R ) et ¢ € C1(R) tels que gimg; ' = o et ady, (Th) =
T7; pour tout Q € Oz, on a 9z 4 () = A (e) " ady, (07, o)-

Remarquons que cette condition est plus forte que 5.2(7). Pour tout T € 7~'1, on peut
fixer une décomposition t; = t @ ¢; de sorte que t contienne l'intersection de t; avec
I’algebre de Lie du groupe dérivé de GG;. On a alors une application injective

ClitR)]} @ Cllex (R)]] — C[[t1(R)]]-

En développant en série formelle le caractere A;*, on obtient un élément ¢y, de C[[c;(RR)]].
Alors

108



(2) pour tout Q € Q, il existe vz € C[[t(R)]] tel que vz o = V7 P, -
De nouveau, on a une application linéaire

B, 00, DR = (1, (GL(R))010c)™

L’espace Dyeom ., (G1(R), O) est I'image de cette application.
Notons O; la classe de conjugaison par G;(R) engendrée par ;. Il résulte des des-
criptions ci-dessus que

[)\1 (él (R))O,loc - [<é1 (R))Ol,loc
et qu’il y a une application linéaire naturelle et surjective

Dgé0m<01> — Dgéom,)\l (él (R)v O)

Supposons toujours F' = R et soit O une classe de conjugaison stable semi-simple.
On suppose G, quasi-déployé. Les espaces SIy,(G1(R))o.oc €t D;’éom £ (G1(R),0) se
décrivent comme précédemment, avec de légeres variantes. On a les mémes conséquences

que ci-dessus, a savoir que 'on a l'inclusion

S[)q (él (R))O,loc - S[<é1 (R))Ol,loc

et qu’il y a une application linéaire naturelle et surjective

D;iom<01> geom A1 (él (R)7 O)

On revient a un corps de base F' quelconque. Considérons une autre série de données
Gs, Gy, Oy, \y vérifiant les mémes hypotheses. Notons Gig le produit fibré de Gy et G
au-dessus de GG et G12 celui de G1 et G2 au-dessus de G. Considérons un caractére continu
A1z de Gio(F) dont la restriction a Cy(F) X Cy(F) soit A x Ay ! et une fonction non nulle
A1z sur Ga(F) telle que A2(gy) = A12(g9)A12(7y) pour tous g € Gio(F) et v € Gio F).
On a alors un isomorphisme

S5 (G1(F)) = O, (Go(F))

qui, & f; sur é’l(F), associe la fonction fo sur GQ(F) telle que fo(y2) = f1 (71)5\12(71,72)
pour tous (7y1,72) € Gi2(F). Remarquons que, dans le cas archimédien, il s’agit d'un
homéomorphisme, Ao étant nécessairement C°°. On voit que l'isomorphisme ci-dessus
se dualise en un isomorphisme

Dyeomra(Go(F)) 2 Dyéompy (G1(F))

qui se restreint en un isomorphisme

Ditoma(Go(F)) = Dyl 5, (G1(F)).

Revenons au cas ou (G, G, a) est quelconque. Soit G’ une donnée endoscopique re-
levante pour (G, G, a). Des constructions ci-dessus se déduisent la définition de I'espace
Dyéom(G') et de son sous-espace D3, (G'). Leurs éléments sont des formes linéaires sur
I(G'), resp. SI(G’), continues dans le cas ot F' est archimédien. Soit O" une réunion
finie de classes de conjugaison stable semi-simples de G'(F'). On définit comme en 5.4
le sous-espace D, (G',0") C Dst,.(G'), Uespace SI(G')or o, sa cloture CLST(G')or o
dans le cas archimédien, et le quotient

s1@) B SI(G")/SI(G")or o, si I est non-archimédien
O'sloc = (G)/CLSI(G)or o, si F' est archimédien.

L’espace Dy,,.(G',O') est celui des formes linéaires sur C°(G') qui se factorisent en
une forme linéaire (continue dans le cas archimédien) sur SI(G')or joe-
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5.7 Transfert de distributions ”géométriques”

Si F' est non-archimédien ou F' = C, soit O une classe de conjugaison stable semi-
simple dans G(F). On a défini espace Dysom(O,w) C Dygom(G(F),w). Si F = R, on
doit travailler ici avec un K-espace KG. Soit O une classe de conjugaison stable semi-
simple dans KG(R). On définit Pespace Dgyeom(O,w) C Dygom(G(R), w), somme directe
des Dyeom(0,,w) pour p € TI, ot O, = O N GH(R) (O, peut étre vide). Pour tout
G’ € £(G,a), il correspond & O une réunion finie Og de classes de conjugaison stable
semi-simples dans G'(F), qui peut étre vide. Considérons I'espace

(1) @arescia Dikom (Ocr) @ Mes(G/(F))*.

Nous allons en définir différents sous-espaces. Soient G’ € £(G,a) et M’ un Levi de
G’. On note Oy, la réunion des classes de conjugaison stables semi-simples dans M'(F)
qui sont incluses dans O . En fixant des données supplémentaires G,...,Aq, on dispose
de I'application

SI (GL(F)) ® Mes(G'(F)) — SL,(M{(F)) ® Mes(M'(F))
f = fM{

Par dualité, on en déduit un homomorphisme

Dst

@) stomon MG (F), Ojr) @ Mes(M'(F))* = Dy, (G1(F), Ogr) @ Mes(G'(F))*

géom,\1

B — 6¢

ou les espaces de distributions sont définis de fagon évidente. Le second espace s’identifie a
Pespace déja défini DL, (G', Og ). L'espace D, \ (M{(F), Oy ) et 'homomorphisme
ci-dessus ne sont a priori définis que modulo le choix de données auxiliaires. On vérifie

toutefois que I'image de cet homomorphisme dans D% (G',Og) ® Mes(G'(F))* ne
dépend pas de ce choix. On note cette image IQ',((’) i77)- Supposons que M’ soit relevant.

Soit (M, M) I'élément de £,.(G,a) qui lui est associé par la construction de 3.4. On
identifie M’ & l'espace endoscopique issu de M. Remarquons qu’il y a deux facons de
définir un ensemble Oy, : soit, comme on l'a fait, par une suite O — Oz — Oy, soit
par une suite O — O,; — Oj;,. Les deux procédés donnent le méme résultat. L’espace
D3t a (M{, Oy) s'identifie & Iespace D3t (M, Oy, relatif & M. Toutefois, I'homo-
morphisme ci-dessus dépend du choix de I'identification. Le groupe Aut(Z\Zf , M) agit sur
SI(M'). 1l résulte de la définition de Oy que cette action préserve ST(M')o_, o et sa
cloture dans le cas archimédien. Donc 'action se descend en une action sur ST(M')o

et il y a aussi une action duale sur D%

géom
. . YAV . ‘. .
du sous-espace des invariants D5y, (M, O )AMM) 6t de son unique supplémentaire

invariant par ’action du groupe. On note D;’éom(M' , Oy)"°" ™Y ce supplémentaire et

M,,loc

(M, Oy/). On décompose cet espace en la somme

~/ . . . s . .
I](\;Z,((’)M/)"O"_m” son image par ’homomorphisme (2). On vérifie que ce dernier espace
ne dépend pas des choix. Enfin, on vérifie que la restriction de (2) au sous-espace des
invariants devient un homomorphisme

Dst

géom

(M, O g A & Mes(M'(F))* — Dt (M, Op) @ Mes(G/(F))*

géom

B — 6%

qui est indépendant des choix.
On considere les sous-espaces suivants de I'espace (1) :
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(3) les espaces I%((’)M/), pour un G’ € £(G,a) et un Levi M’ de G’ qui n'est pas
relevant ; i

(4) les espaces IAGZ',(OM,)"O"_i"”, pour un G’ € £(G,a) et un Levi M’ de G’ qui est
relevant ;

(5) les espaces images d’'un homomorphisme

Dst (M, O ) MIM) @ Mes(M'(F))* — D3t (G, Op) @ Mes(G/(F))*

géom géom
+D5tom (G, Oy) ® Mes(G'(F))*
b > 8¢ — o¢

pour deux éléments G', G’ € £(G, a) et un Levi commun M’ qui est relevant.

Remarque. Précisément, dans cette derniere condition, on considere G/, G’ € € (é ,a),
des Levi M" de G’ et M’ de G’ et on suppose que 'élément (M, M’) de (G, a) associé &
ces Levi est le méme. Mais les données G’ et G’ peuvent étre les mémes, un méme élément
(M , M) pouvant étre associé a deux Levi distincts du méme groupe G’. Par exemple, si
G = SO(11) et G' = SO(5) x SO(7), aux Levi GL(2) x (GL(1) x GL(1) x GL(1)) et
(GL(1) x GL(1)) x (GL(2) x GL(1)) de G’ est associé le méme élément de (G, a). Si
les données G’ et G’ sont les mémes, les applications & — 8¢ et § — 6% sont A valeurs
dans le méme espace mais ne sont pas forcément les mémes comme le montre ’'exemple
ci-dessus (et malgré la notation imprécise qui pourrait le faire croire).

Proposition. Par dualité, le transfert définit une application linéaire

transfert : @G,Eg(@,a)DSt (G',0p) ® Mes(G'(F))* = Dyeom(O,w) @ Mes(G(F))*.

géom

Elle est surjective. Son noyau est la somme des sous-espaces décrits ci-dessus.

La preuve est donnée dans les deux paragraphes suivants.

5.8 Preuve dans le cas non-archimédien

On suppose F' non-archimédien. Pour simplifier, on fixe des mesures de Haar sur
tous les groupes intervenant, ce qui élimine les espaces de mesures. Définissons un espace
IE(G(F),w)0,10c- Clest le sous-espace des éléments (o) 100) € B mryee, G5 T (M )o
qui vérifient les conditions (1), (2) et (3) de 4.11. Ces conditions conservent un sens pour

nos espaces "localisés”. On note I° (G(F),w)o oc la projection naturelle de I¢ (G(F),w)o 10
dans @G'eg(é,a)S[(Gl)O@/,loc- Il y a un diagramme naturel de localisation

M,,loc

E(G(F),w) —  IF(G(F)w)
1 1
[i(é<F>7w)(9,loc — [g<é<F)7w>(9,loc

qui est commutatif. Montrons que

(1) les fleches verticales de ce diagramme sont surjectives.

Par définition, les fleches horizontales le sont. Il suffit donc de prouver que la fleche
verticale de gauche I'est. Soit (f y7.m)10c) € I (G(F),w)o 100 On releve chaque foir ) goe
en un élément f(M,M/) € SI(M’). On peut remplacer cet élément par la moyenne de

ses images par 'action de Aut(M ,M’). Cela nous permet de supposer que f(M,M/) est
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invariant par ce groupe. Soient G’ et (M , M) vérifiant les hypotheses de la condition
(2) de 4.11. Fixons des données auxiliaires G,...,A;. Cette condition affirme ’égalité
S (61, far) = SM{(él,f(M’M,)) pour tout d; € M|(F) assez régulier. Elle n’est pas
forcément vérifiée par les fonctions que 'on vient d’introduire. Mais, parce que la famille
de départ appartient a Iji(é(F), W) .10, €lle Vest si I'image § de d; dans M’(F) est assez
proche de O,;. Fixons un voisinage V de O dans é( ), ouvert et fermé et tel que
V N Gy(F) soit invariant par conjugaison stable (un tel voisinage existe, cf. 4.6). De
méme que de @, on a déduit Oy, de V se déduit un voisinage Vi, de O dans M'(F).
Remplagons chaque fonction f(MM,) par son produit avec la fonction caractéristique

de ‘71\7[/- Si V est assez petit, alors égalité d’intégrales orbitales ci-dessus est vérifiée
pour tout 4y, autrement dit la condition 4.11(2) est satisfaite. Un méme raisonnement
s’applique & la condition 4.11(3). Donc la famille (f 7)) appartient a IE(G(F),w).
Cela prouve (1).

Il y a un diagramme commutatif naturel de localisation

I(G(F),w) 5  SagesanSIG)
(2) { l
= trige /
I(G(F),w)o,loc : @G’es(é,a)S](G )OG/JOC

ol tr est le transfert. D’apres la proposition 4.11, 'image de tr est I¢(G(F),w). Grace
a (1), celle de try, est donc I¢(G(F),w)o.10e. Montrons que

(3) 'homomorphisme tr,. est injectif.

Soit f € I(G(F),w) dont I'image dans I(G(F),w)o.0c appartient au noyau de t7,..
Les intégrales orbitales de f en des éléments fortement réguliers se calculent par inversion
de Fourier & partir des intégrales orbitales stables des fonctions f& pour G’ € € (é, a).
On a expliqué cela en 4.9(5) pour les éléments elliptiques mais cela vaut pour tout élément
puisque tout élément est elliptique dans un espace de Levi convenable. L’hypothese
implique donc que I%(y,w, f) = 0 pour tout v € éreg(F) assez proche de O. Par
définition, cela signifie que I'image de f dans I(G(F),w)o0c est nulle. Cela prouve (3).

La commutativité du diagramme (2) entraine que le transfert "dual”, restreint a
Daree(Ga) Ly ot (G, Og), se factorise par le dual

géom

tTl*OC . @G/eg(é a)DSt (G/, Oé/) — Dgé0m<o7 CU)

géom

de trjp.. L’assertion (3) entrain~e que try,. est s~urjective. Posons pour simplifier X iy =
DSt (MI, OM/) pour tout (M, MI) € g+(G, a), X+ = @(M M’)65+(G’ a)X(M M’) X =

géom
Dares@a)Xe Y = Oprmes, oz X iy I = IH(G(F),w)o I+ = IE(G(F), w)o,
Le noyau de tr},, est 'annulateur de I dans X. Puisque I est la projection sur ©¢ ¢ () SI( )OG,JOC
de I, cet annulateur est l'intersection avec X de l'annulateur de I, dans X. L’espace
I, est défini par différentes conditions qui définissent chacune des sous-espaces. Son an-
nulateur est la somme des annulateurs de ces sous-espaces. La condition 4.11(1) (ou
plutét son analogue localisée) fournit 'annulateur
(4) Xnon inuv DSt (M/’ OM,)non—inv C X(M7M/)

(N1, M) géom
pour tout (M,M’) € £,(G,a). La condition 4.11(2) founit pour annulateur I'image de
I’application
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pour (M,M') € £,(G,a) et G’ € £(G,a) tel que M’ est un Levi propre de G’ (pour
étre correct, il faut choisir des données auxiliaires pour définir I'application ci-dessus).
La somme de l'espace (4) avec cette image est aussi la somme de cet espace (4) et des
deux espaces suivants :

(5) I'image par 0 — 0¢" de XZ‘]&"M’,T)W ; cette image est Ig,(@M,)"O”*i”” C Xgr;

(6) I'image de l'application

X(ZJT\LJUM/ - D;ﬁmm(M’, OM')AM(M’MI) - X(M,M’) @ Xar
4} — (o, —5G/).

La condition 4.11(3) fournit pour annulateur 'espace

(7) Z8,(Oyp) C Xar,
pour tout G’ € £(G, a) et tout Levi M’ de G’ qui n’est pas relevant. Les espaces (7) sont
les mémes qu’en 5.7(3). Les espaces (4) pour M = G ou (5) pour M # G sont les mémes
qu’'en 5.7(4). Ces espaces sont inclus dans X. Il reste a prouver que 'intersection avec
X de la somme des espaces (6) et (4) pour M # G est la somme des espaces 5.7(5). Un
élément de cette intersection est une somme sur (M, M) € &F(CN}’, a), M # G, de termes

577,077/ znv+ Z 517_5

i=1,...,n

ot1 gron—inv g X("A‘;["MZ,"” 0; € X(’;\‘; My Pour tout i et o on a noté Gi,...,Gj, les éléments de
E(G,a) dont M’ est un Levi (ces termes ne sont pas forcément distincts, cf. la remarque
suivant 5.7(5)). Fixons (M, M') et projetons sur X 3.y Cette projection doit étre nulle.
Cela entraine que la projection de T3y st nulle. Avec les notations ci-dessus, on a

gnon—inv — () ot Zi:l,...,n 0; = 0. Alors

T = ) ((51 o 07) St = (G 5i)G;)

i=1,..n—1

qui appartient a la somme des espaces 5.7(5). La réciproque est claire. Cela achéve la
preuve. [l

5.9 Preuve dans le cas archimédien

On suppose F = R ou C. Pour unifier les notations, on pose KG = G si F = C.
On fixe des mesures de Haar sur tous les groupes qui interviennent. On définit I'es-
pace I$(G(F),w)o,0 C B mee. (GayS L (M)o,,, comme dans le cas non-archimédien
mais on le note plutot I$ (K G(F),w)o joe- On note I (KG(F),w)o 0c 52 projection dans
@G'ES(da)S I(G )Oé/,loc. Remarquons que ces espaces, ainsi que les espaces non localisés

IE(KG(F),w) et I¥(KG(F),w), qui sont définis comme sous-espaces de certains espaces
topologiques, sont fermés dans ceux-ci. On a un diagramme naturel de localisation

F(KG(F),w) =  IF(EG(F)w)
1 1
[j:_ (Ké<F)7 w)@,loc — [5<KG<F), w)(’),loc

qui est commutatif. Montrons que
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(1) les fleches verticales de ce diagramme sont surjectives.

11 suffit de prouver que celle de gauche 'est. On a une filtration sur I¢(KG/(F),w)
dont le gradué est décrit par 4.12(2). En fait, on a prouvé que les inclusions de cette
relation étaient des égalités. Le méme procédé définit une filtration sur I jE(K G (F),w)o,10c
et on a

Aut(M,M’)
O yprsloc

(2) Gr IS(KG(F)vw)OJOC - @(J\?I,M’)e&r(é,a)SICUSp(M/)

Remarque. Cette description est facile a condition d’utiliser pour les espaces de
droite leur ”deuxieme” définition, cf. 5.4(3). Mais d’apres la propriété 5.5(2), la premiere
définition convient aussi bien.

La fleche verticale de gauche est compatible aux filtrations et définit une fleche

GrI¢(KG(F),w) — GrI¢(KG(F),w)o.ic-

D’aprés 4.12(2) (qui est une égalité) et 5.5(2), Gr I¢(KG(F),w) s’envoie surjectivement
sur le membre de droite de (2). Il en résulte que I’homomorphisme ci-dessus entre gradués
est surjectif. Donc la fleche verticale de gauche du diagramme est aussi surjective. []
Remarquons que ce raisonnement prouve aussi que (2) est une égalité.
Il y a un diagramme naturel de localisation

[KG(F)w) 5 OgegcaSI(G)
\J 1
[(KG(F),w)oie % DOarescaST(G)og o
Grace a (1) et a la proposition 4.11, I'image de try,. est Ig(Ké(F),w)@vloc. On a
(3) ’homomorphisme #7,, définit un homéomorphisme de I(KG/(F))o 10e sur I€(KG(F))o.ioc-
Preuve. L’homomorphisme ¢r se calcule par une formule explicite comme on en a
utilisé en 4.13. Il résulte de cette formule que tr est continue pourvu que les facteurs de
transfert soient des fonctions C*°. Or cela résulte du lemme 2.8. Donc tr est conti-
nue. Il en résulte que try,. l'est aussi. Soit @7 € I(KG(F),w). Supposons que son
image dans I¢(KG(F),w)o 0 soit nulle. L'élément ¢r(p+) a un développement infi-
nitésimal nul en tout point correspondant a un élément de O. Par une formule d’inversion
généralisant 4.9(5) au cas non elliptique, la fonction ¢+ a elle-méme un développement
infinitésimal nul en tout élément de O. Donc son image dans I(KG(F),w)o joc est nulle.
Cela prouve que try,. est injectif. Donc tr,. est une bijection continue de I (K G (F),w)o,10c
sur I¢(KG(F),w)o 00 Or ces deux espaces sont des espaces de Fréchet. Une telle bijec-
tion est donc nécessairement ouverte. []
Grace a (3), Papplication duale

trl*oc : @G’eg(é,a)D;l;om(G/v Oé’) - Dgéom(ov w)

se quotiente en un isomorphisme de l'espace de départ quotienté par 'annulateur de
IE(KG(F),w)o0 sur I'espace d’arrivée. Il reste & prouver que cet annulateur est la
somme des espaces décrits avant 1’énoncé de la proposition 5.7. Le méme raisonnement
que dans le cas non-archimédien nous ramene & prouver que I'annulateur de ¢ (KG(F), w)0 joc
est la somme des espaces décrits en 5.8(4), (5), (6) et (7). Notons Ann 'annulateur de
I°(KG(F),w) et Ann’ la somme de ces espaces . L'espace I$(KG(F),w)o 0 est in-
tersection finie de sous-espaces et Ann’ n’est autre que la somme des annulateurs de
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ces sous-espaces. Mais, a cause de la topologie, il n’est pas completement évident que
I’annulateur de I'intersection soit la somme des annulateurs. On va le prouver.

Considérons d’abord le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure.
Lespace ST(G(F))o.ioc est inclus dans I(G(F))o e (il correspond & la donnée maximale
G). Restreinte a ce sous-espace, 'inclusion (2), dont on a prouvé que c’était une égalité,
donne une égalité

~ ~ W (M
(4)  GrSIG))owe = OnerSlaw(M(F))g o
ou L est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de Levi. L’application
naturelle du terme de gauche dans celui de droite est continue. Puisque nos ensembles sont
des espaces de Fréchet, c’est un homéomorphisme. Pour tout Levi M, notons IA%(OM)
I'image de I’homomorphisme

Dt (Oy) — D, (O)

géom géom

5 — 6¢

Notons Z¢(O) la somme de ces espaces I%((’)M) pour M # G. On peut se limiter aux

M € L. Le fait que (4) soit un homéomorphisme implique que IG(O) est annulateur
dans D;gom(O) du sous-espace S1eusp(G)o,0c. Le méme résultat vaut pour tout Levi M.
L’action du groupe W (M) préserve Z"(Oy;). Fixons un supplémentaire D5%, ....(Oy)
de ce sous-espace, invariant par ’action de ce groupe, notons Z](\%’cusp(@]\;[)i"” son image

dans D5t (O) par Uapplication ci-dessus. Par dualité, on déduit de (4) I'égalité

géom

D;éom(o) - @MEQI]\GZ@usp(OM)inU'

Revenons au cas général. Ce que 'on vient de dire s’adapte aux espaces S1(M’) pour
(M,M') € £,(G,a), munis cette fois de Paction de Aut(M,M’). En particulier, on fixe
un sous-espace Xy vy cusp © XMy = DM, Ojy,), qui est un supplémentaire
de la somme des espaces induits a partir de Levi propres de M’ et qui est invariant

par Aut(M ,M’). On note XZE),M’),cusp son sous-espace des invariants par ce groupe. Cet

. . N . . . Aut(M,M’
espace s’identifie a celui des formes linéaires continues sur S1.,s,(M’ )01{/(106 ). Pour les
M
mémes raisons que ci-dessus, la bijection (2) est un isomorphisme. Par dualité, on en
déduit que le sous-espace

inv

X++ = G9(1\;[,M’)65+(G~,a)‘XV(Z\Z,M/),cusp C X+ - @(J\;I7M’)ES+(G~,a)X(]\;I,M’)

s’identifie par restriction & I'espace des formes linéaires continues sur I (K G(F))0,10e- En
particulier AnnNX, ; = {0}. Il est clair que Ann’ est inclus dans Ann. Pour prouver que
cette inclusion est une égalité, il suffit de prouver que X, = X, , + Ann’. On démontre
par récurrence descendante sur le corang de M que X (i1, vy est inclus dans X 4 + Ann”.

inv
(M, M), cusp
et des sous-espaces obtenus par

Fixons (M ,M'). L’espace Xy est somme de X , de son supplémentaire
non—inuv
X(M,M’),cus
induction & partir de Levi propres de M’. Le premier espace X

) conservé par Aut(M, M’) dans X (51 M%) cusp
inv
(M ,M'),cus

est inclus dans Ann’ (5.8(4)). Fixons un Levi propre

, est contenu dans
non—inv

(M,M’),cusp -
R' € M’ et des données auxiliaires pour M'. Soit § € D%, (R(F),Of). On veut

géom, A1

X,4. Le deuxieme X
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prouver que son image 6™ par induction appartient & X, , + Ann’. Supposons d’abord
R’ relevant. 11 lui est associé un élément (R, R’) € £,(G,a) et § s’identifie & un élément
de D3, (R’, Op ). Fixons G’ € £(G,a) dont un Levi s’identifie & M’. En utilisant 5.8 (5)
et (6) pour (M, M) et pour (R, R/), on voit que les deux éléments 6™ — (6" et § — ¢
appartiennent & Ann’. Par transitivité de I'induction, (5M/)G/ = 6. Donc § — oM ¢
X,4 + Ann’. Par hypothese de récurrence, ¢ appartient & X, + Ann’. Donc aussi 6 "
Supposons maintenant R’ non relevant. On a de nouveau § " 0% € X4 + Ann’. Mais
6% appartient & Ann’ (5.8 (7)). Donc 6" € X, + Ann’. Cela achéve la preuve. O]

5.10 Localisation

Fixons un élément semi-simple 7 € G(F) et un voisinage u de 0 dans g, (F) ayant les
mémes propriétés qu’en 4.1. Avec les notations de ce paragraphe (et en rétablissant les
espaces de mesures), on a défini une application

descC - 1(U,w) @ Mes(G(F)) — I(Uy,w) @ Mes(G,(F)).

Il s’en déduit une application duale entre espaces de distributions. Pour s’affranchir de
I’ensemble u qui complique les notations, nous noterons

descné’* : Dysom (Gy(F),w) @ Mes(Gy(F))* = Dyeom(G(F),w) @ Mes(G(F))*
cette application duale, étant entendue qu’elle n’est définie que pour des distributions
dont le support dans G, (F) est assez voisin de 1. Notons O la classe de conjugaison
de 7 dans G(F). On a défini Uespace D¢ (O,w). En appliquant la méme définition
en remplagant G par G, et O par la classe de conjugaison réduite a {1}, on obtient un

espace que 'on note plutét D, (G, (F'),w). L'application ci-dessus se restreint en une
application surjective

descné’* t Dunip(Gy(F),w) @ Mes(G(F))" = Dyeom(O,w) ® Mes(G(F))*.
Plus précisement, cette application se factorise en
Donip(GH(F),w) @ Mes(G,(F))" ™ Doynip (G (F), w)ZemF) & Mes(G,(F))*

,
descy]

~  Dyeom(0O,w) ® Mes(G(F))*,
ou p, est la projection naturelle sur I'espace des invariants (rappelons que I'action natu-
relle de Zg(n; F') tient compte du caractere w).
Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On considére un élément
semi-simple 1 € G (F') tel que G, soit quasi-déployé. On note O sa classe de conjugaison
stable et on pose =, = Z¢(n)/G,. On a de méme une application linéaire

st,é,* . st
desc,  Dicom

(Gy(F)) ® Mes(G,(F))* — D (G(F)) ® Mes(G(F))*.

géom
Elle se restreint en une application

(G,(F)) ® Mes(Gy(F))* 2 Dt

Dyt 2 Go(F)™" @ Mes(Gy(F))'

unip
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st, G *
descy”’

~ D% (0)® Mes(G(F))*.

géom

Attention. L’application descSt G pest pas la restriction de descg’* a I'espace des dis-

tributions stables. La preuve du lemme 4.8 fournit la relation entre ces deux applications.
On a

desc;) Z desc y* o transfert,,
yeY ()
ou transfert, : D3 (Gy(F)) = Dyeom(Gry(F)) est le transfert déduit du torseur

intérieur ad, : G’77 v — G-

5.11 Induction et classes de conjugaison stable

Soient M un espace de Levi de G et 1 un élément semi-simple de M(F). On a défini
le groupe I,, et I'ensemble Y () en 4.6. En remplacant G par M, on définit de méme un
groupe et un ensemble que 'on note I,sz et Y™ (n). Remarquons que

(1) I} =I,n M.

Preuve. On a légalité Z(M)? = Z(M)?°Z(G)? et linclusion Z(M)%" C M,. Donc
I = Z(M)M, = Z(G)’M, C I, M. L’inclusion opposée provient de I'égalité G, N
M = M,. O

1l résulte de (1) que YM(n) = Y(n) N M. On en déduit une application naturelle

2 LYY 0)/M(F) = L\Y(1)/G(F).

On note Y™ (n) et Y(n) les ensembles de doubles classes ci-dessus.

Lemme. L’application (2) est injective. Pour y € )Y(n), I'image de y dans ) (n) appar-
tient a I'image de cette application si et seulement si le Levi M, de G, se transtere par le
torseur intérieur ad,-1 en un Levi de Gy,. Plus précisément, soit y € Y(n) dont I'image
dans Y(n) n’appartient pas a I'image de (2). Soit T' un sous-tore maximal de M, défini
sur F'. Alors le tore T' ne se transfére pas par le torseur intérieur ad,-1 en un sous-tore
maximal de G, défini sur F.

Preuve. Soient y, 3’ € Y™ (n) dont les images dans Y(n) sont égales. On doit prouver
que leurs images dans Y™ (1) le sont aussi. L’élément (y')~'y appartient & Y™ (n[y']). Son
image dans Y(n[y']) est égale a celle de 1. On vérifie qu'il suffit de prouver que les images
de (y)"'y et de 1 dans YM(n[y']) sont égales. Quitte & remplacer n par n[y’], on est
ramené au probléme initial avec cette fois 4’ = 1. A y, on associe le cocycle o — yo(y) ™!
de I'r dans Ié” . L’hypothese signifie que ce cocycle, poussé en un cocycle a valeurs dans
I,, est un cobord. La conclusion est que ce cocycle lui-méme est un cobord. II suffit de
prouver que le noyau K de l'application

H (FF,[M) — H'(Tp; L)

est réduit a {1}. Remarquons que, dans le cas ou F' est archimédien, les ensembles ci-
dessus ne sont pas des groupes. Le noyau est 'ensemble des éléments de H*(T'p; I MY qui
s’envoient sur 'élément trivial de H'(I'g; I,,). Le centre Z(I,,) de I, est égal & Z(G)? Z(G )
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et on a un diagramme commutatif

HYTp; Z(1,) — HYTp;I,) — HYTr;Gyap)
H t i

Hl(FF,Z<[n)) — H1<FF,[7§W) — H1<FF;Mn,ad>

Les suites horizontales sont exactes. Parce que M, ,q4 est un Levi de G, ap, la derniere
fleche verticale est injective. Il en résulte que K est I'image dans H'(I'p; Ié” ) du noyau
C de Dlapplication H'(T'p; Z(1,)) — H'(Tp; I,). Un élément ¢ € C est un cocycle de
la forme o — ¢(0) = zo(z)™!, ou x est un élément de I, dont I'image x4 dans G, ap
appartient a G, ap(F). Notons 7, : G, = G, ap la projection naturelle. Puisque M, .4
est un Levi de Gy ap, la projection naturelle M, ,4(F) — Gy ap(F)/7ea(Gy(F)) est
surjective. Quitte a multiplier x a droite par un élément de G,,(F'), on peut donc supposer
Tad € My aq(F). Alors x € I} et P'image du cocycle ¢ dans H'(T'p; I)') est un bord. Cela
démontre que 'image K de C' dans H'(I'g; 1)) est réduite a {1}, d’out I'injectivité de
'application (2).

Pour y € YM(n), l'image de M, par ad,—1 est M,p;. C’est un Levi de G,y (c’est-a-
dire qu’il est défini sur F') et M,, se transfere en un tel Levi. Il en résulte plus généralement
que, pour y € Y(n), si 'image de y dans ) (n) appartient a I'image de 'application (2),
le Levi M,, de G, se transfere par le torseur intérieur ad,-1 en un Levi de G,p,. Soit
maintenant y € )Y(n) et T un sous-tore maximal de M,. Supposons que 7' se transfere
par ad,-1 en un sous-tore maximal de G, défini sur F. Cela signifie que, quitte a
multiplier a gauche y par un élément de G, le tore T, = ad,-1(T") est défini sur F' et
la restriction ad,-1 : T — T, est équivariante pour les actions galoisiennes. Il en résulte
que ad,-1 se restreint en un isomorphisme défini sur F' de Ar sur Az,. Notons R et
Ry les commutants de Ar et Az, dans G. Fixons un élément x, en position générale
dans X,(Ar). Il détermine un espace parabolique S e P(R) . Ar agit dans ug par
des caracteres « tels que < a,z, >> 0. A ad,-1(x,) est de méme associé un espace
parabolique S, € P(R,). Alors ad,1 envoie la paire (S, R) sur (S,, R,). On sait que
deux telles paires définies sur F' qui sont conjuguées par un élément de G(F) le sont
aussi par un élément de G(F). Quitte a multiplier y a droite par un élément de G(F'), on
peut donc supposer que les deux paires paraboliques sont égales. Cela entraine y € R.
Mais Ay C Ay, C Ar C Ap, done R C M et y € Y(n) N M = Y (n). Cela démontre
la derniere assertion de I’énoncé. Enfin, soit y € Y(n), supposons que M, se transfere
par le torseur intérieur ad,— en un Levi M, de G,. On choisit un tore maximal T'
de M,, défini sur F' et elliptique si F' est non-archimédien, resp. fondamental si F' est
archimédien. Alors 7" se transfere en un tore maximal défini sur F' de M, a fortiori de
G- D’apres ce que I'on vient de démontrer, I'image de y dans Y(n) appartient a I'image
de I'application (2). Cela acheve la preuve. O

5.12 Un résultat de réduction

On conserve la méme situation. On note O la classe de conjugaison stable de n dans
M(F) et OF sa classe de conjugaison stable dans G(F). Remarquons qu’en général, O
est plus petit que I'intersection O N M(F) Notons N le groupe des = € G(F)) tels que
ad, conserve M et O. Ce groupe agit naturellement sur D yéom(O,w) via son quotient
fini N/M(F'). On note py la projection naturelle sur le sous-espace des invariants par
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(0). On

. = . , , < . . s . . . st
N. Si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, N agit aussi sur Diéom
note pi la projection sur le sous-espace des invariants

Lemme. On suppose G, = M, et Ay = Ay, .

(i) L’application (2) de 5.11 est bijective.

(ii) La restriction & D yeom(O,w) ® Mes(M(F))* de I'application d’induction de M &
G se factorise en

Dyeom (O, w)Mes(M(F))* 25 Dyiom (O, w)N@Mes(M(F))* 2 Dyiom(OF, w)@Mes(G(F))*.

(iii) Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. La restriction & D (0, w)®
Mes(M(F))* de Iapplication d’induction de M & G se factorise en

Dst

o (0,w)@Mes(M(F))* 2 Dt (0%, w)@Mes(G(F))*.

géom

(O, w)N@Mes(M(F))* ~ D

géom

Preuve. L’hypothese G, = M, entraine I, = I}'. Un élément y € Y(n) définit un
cocycle o +— yo(y)~" & valeurs dans I, dont 'image dans H'(I'y; G) est triviale. Mais
I'application H(T'p; M) — HY(T'p; G) est injective. Donc I'image du cocycle ci-dessus
dans H'(T'p; M) est triviale. Cela signifie que I'on peut écrire y = 3/g, avec g € G(F) et
y' € M. Nécessairement, y' € Y (n), donc 'image dans Y(n) de y appartient a I'image
de lapplication (2) de 5.11. D’ou la surjectivité de cette application et sa bijectivité
d’apres le lemme précédent.

Introduisons le groupe Z, = Zg(n) N Y(n) et son quotient Z, = Z,/I,. Le groupe Z,
agit sur J(n) par multiplication a gauche. On vérifie que I’ensemble de doubles classes

X(n) = Z)\Y(n)/G(F)

parametre les classes de conjugaison par G(F') dans 0% En remplacant G par M, on a
de méme un ensemble

XM (n) = 2y \YM () /M (F)
qui parametre les classes de conjugaison par M (F') dans O. L’assertion (i) déja prouvée
entraine que l'application naturelle

XM(n) — X(n)

est surjective. On peut donc fixer un ensemble de représentants X(n) de X(n) qui est
inclus dans Y™ (n). Fixons aussi un ensemble de représentants X (n) de X(n). L’appli-
cation précédente devient une application surjective

q: XM(n) = X(n).

Pour tout y € XM(n), on fixe 2y € Zy et g, € G(F) tels que y = z,q(y)g,. Remarquons
que, pour un élément y de I'un ou l'autre de ces ensembles, les égalités G, = M, et
Ay = Ap, et le fait que y € M entrainent que Gy = My et Ay = Ay, - On
pose D[y] = Dypip(M,p,w) et on note ¢, : D[y] — D[y)?¢0lE) Ta projection naturelle.
En oubliant pour simplifier les espaces de mesures, la description de 5.10 fournit des
isomorphismes

D yeom(0,w) = @yeXM(TI)D[y]ZM(n[y};F)’
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Dgéom<OG, w) = EByeX(n)D[y]ZG("[y];F)-

Modulo ces isomorphismes, 'application d’induction se décrit de la facon suivante. A
(dy)yein(y € @yeXM(n)D[y]ZM("[th), elle associe (dy,), ¢, € @y,ex(n)D[y]ZG("[y]?F), ol

d;/:Cy’( Z W(gy)_ladgy(dy))-

yeq~H(y')

On voit que cette application est surjective. D’autre part, 'application d’induction est
insensible a l’action par conjugaison (tordue par le caractere w) de tout élément de G(F)
conservant M. Elle se factorise donc par la projection py. Pour obtenir (i), il reste a
prouver que 'application d’induction

Dgéom(oa W)N — Dgéom(OGa CU)

est injective. A l'aide de la description ci-dessus, cela résulte de la propriété suivante.
Soit (dy),exn(y € @yeXM(n)D[y]ZM(”[th). Supposons cet élément invariant par N. Soit

y € X(n). Alors

(1) I'élément w(g,) 'ady,(d,) est indépendant de y € ¢~ *(y’) et il est invariant par
Ze(nly']; F).

On ne perd rien & supposer que ¥’ = 1 et que y = 1 appartient & ¢~1(1). Soit y €
g~ (1). Alors ady, (n]y]) = n, donc aussi ady, (Gp) = G,. Puisque g € G(F), ad,, envoie
Ag,,,, sur Ag,. Mais ces deux tores sont égaux a Ay;. Donc ad,, conserve Ay et aussi son

commutant M. Puisque ady, envoie n[y] sur 7, il conserve la classe de conjugaison stable
commune O de ces deux éléments. Donc g, € N. L’hypothese d’invariance par N entraine
Pégalité w(g,) 'ady,(dy) = di, d’ott la premiere assertion de (1). Le méme argument que
ci-dessus montre que Zg(n; F') C N. L’hypothese d’invariance par N entraine que d; est
invariant par Zg(n; F'). Cela démontre (1) et le (ii) de la proposition.

Pour le (iii), quitte a changer I’élément 7 de O, on peut supposer G, quasi-déployé. La
description de 5.10 identifie D%, (O%) & Djﬁlip(Mn(F))E*FIF et D%, (O) a D, (M,
L’application d’induction n’est autre que la projection sur ’espace d’invariants par EZF )
Elle est surjective. De nouveau, cette application se factorise par p% et il reste a prou-
ver que cette application d’induction est injective sur D;@Om((’),w)N . Mais on vient de
prouver qu'elle était injective sur I'espace plus gros Dyeom(O,w)?. D’olt I'assertion, ce
qui acheve la démonstration. [J

5.13 Induction et stabilité

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Soient M un espace de Levi
de G et (Oj);=1,.k une famille finie de classes de conjugaison stable semi-simples dans

M (F).Rappelons que 'on note v — v I'homomorphisme d’induction de D géom(M(F))®

Mes(M(F))* dans Dgeom(G(F)) @ Mes(G(F))*.

Lemme. Soity € >3, ; Dyeom(O;) @ Mes(M(F))*. Supposons que ~¢ soit stable.
Alors il existe § € Y., D, (O5) @ Mes(M(F))* telle que 8¢ =~

géom

Preuve. On fixe des mesures de Haar pour se débarrasser des espaces de mesures. Pour
tout 7, notons (’)]G la classe de conjugaison stable dans G/(F) qui contient O;. On peut
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regrouper les classes O; selon ces classes (’)JG C’est-a-~dire que 'on peut fixer une famille

(O))1=1...m de classes de conjugaison stable semi-simples dans G(F), distinctes deux-a-

deux, et une application surjective ¢ : {1,...,k} — {1,...,m} de sorte que (’)-G = ;(j)

pour tout j = 1,...,k. On peut écrire v = Ez 1m Yi> AVEC Y € > i1 Dgeom((’)]).
Alors ) ,_, ’yl est stable. Mais les distributions v¢ sont supportées par des classes de

conjugaison stable distinctes. Il résulte des constructions de 4.6 qu’alors, chaque ’yl est

stable. Pour résoudre notre probleme, il suffit de trouver pour chaque [ une distribution
01 € X ici10) Dyeom(Oj) telle que 67 = ~“. Cela nous rameéne au probleme initial,
avec I'hypothese supplémentaire que chacune des classes O; engendre la méme classe de
conjugaison stable dans G(F). Nous faisons désormais cette hypothese et nous posons

simplement 0% = OG pour tout j =1, ..., k.

On fixe n € OF tel que G, soit quasi- deployé et on fixe une paire de Borel épinglée
&, de G, définie sur F, de paire de Borel (B,,T'). Pour tout j =1, ..., k, on fixe n; € O;
tel que M,, (donc aussi G,;) soit quasi-déployé et on fixe une paire de Borel épinglée
&, de G, définie sur F, de paire de Borel (B,,,T;), de sorte que M, soit standard.

R
Puisque n; € O, on peut fixer y; € Y(n) de sorte que n; = nly;]. L’automorphisme ad,,
se restreint en un torseur intérieur de G, sur G. Quitte a multiplier y; a gauche par un
élément de I, = G, on peut supposer que ce torseur envoie &, sur &,. Un tel torseur
intérieur est alors un isomorphisme défini sur F. Il se restreint en un isomorphisme
défini sur F de T sur T'. Puisque Ay C Ay, C T, le tore ad,,(Ayr) est défini sur F

et 'application ad,, : Ay — ad,;(Ay) est un isomorphisme défini sur F'. Notons Mj
le commutant de ad,,(Ay;) dans G. Clest un espace de Levi de G, on a 7 € M(F) et
le groupe M, est standard pour &, puisque c’est I'image par ad,, de M, . Le méme
raisonnement que dans la preuve du lemme 5.11 montre que y; se décompose en g;m;,
avec m; € M et g; € G(F). On voit que m; " appartient & Y(n;), donc ad,; (n;) € O;. Le
groupe Gadm (n;) est égal a ad -1(Gy), donc est quasi-déployé. Quitte a remplaeer n; par

ady,, (n;), on peut donc supposer m; = 1 et y; = g; € G(F). L’élément g; conjugue M
en Mj, n; en n et la classe O; en la classe de conjugaison stable O’ de  dans M](F ). On
peut écrire v = Zj:1 kY 01 Y € Dyeon(Oj). Pour tout j, notons +; I'image de +;

par ady;. C'est un élément de Dy¢om(O)). 11 est clair que 7]6 = 7;G Done 37, 7;»G

est stable. Supposons trouvées des distributions stables 5'- € D, (0}) de sorte que

Dot k’y;»G =D 1. k(S] Pour tout j, on note alors §; 'image de &’ par ad, - En

inversant le calcul ci- dessus on voit que la distribution § = ) i=1ok 5 resout notre
probleme.

Oubliant notre probleme initial pour simplifier les notations, on est ramené au probleme
suivant. On considere une famille (M;),—1,._x d’espaces de Levi de G tels que 7 € M;(F).
Pour tout j, on note O, la classe de conjugaison stable de 7 dans M](F ) et on considere

une distribution v; € Dyéon (O;). On suppose que Z 1 k’y]G est stable. On veut prou-

ver qu'il existe pour tout j une distribution &; € Dy, (O;) de sorte que 37, k'yf =

G
Z] 1,....k 6]

Fixons un voisinage u de 0 dans G, (F') ayant les mémes propriétés qu’en 4.8. On
pose U, = exp(u) et on note U I'ensemble des éléments de G(F) dont la partie semi-
simple est stablement conjuguée a un élément de U,n. Pour tout j = 1,...,k, on pose
U,; = U, N M;,(F) et on note U; 'ensemble des éléments de M;(F) dont la partie
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semi-simple est stablement conjuguée (dans Mj) a un élément de U, ;n. Considérons le
diagramme commutatif

<
13
»

1(U) — @)1,k 1(U))
N\t L
I(G(F))oé 0 e @ikl (MG(F))o, 0
S i Sloc \l/ Sloc i i S
SIGF)) oo e 5 @it bSTVG(F))o, 100
LSt /‘ !\ést
SI(D) res! @1 1SI(;)

Les fleches sont les applications naturelles. Décrivons l'espace I(U). Pour y € Y(n),
il correspond a u un voisinage u, de 0 dans Gy,. Posons U, = exp(u,). On pose Z, =
Za(n) N Y(n). Comme on I'a vu dans la preuve de 5.12, 'ensemble

X(n) = Z)\Y(n)/G(F)

parametre I'ensemble des classe de conjugaison par G/(F') dans O, Si on fixe un ensemble
de représentants X'(1)) de cet ensemble de doubles classes, la théorie de la descente iden-
tifie I(U) a @yex(n)[(Uy)ZG("[y}?F). Fixons plutdt un ensemble de représentants ) (n) de

I'ensemble de doubles classes

Y(n) = G\Y(n)/G(F).

Alors I(U) s’identifie au sous-espace des (fy),cy,) € @yerm!(Uy) qui vérifient la condi-
tion suivante :

(1) soient y, 4/ € Y(n) et g € G(F) tels que ady(nly]) = n[y/]; alors f, = ad,(f,).

Remarquons que le quotient Z, /G, est égal au groupe E};F de 4.8. Ce groupe agit
sur Y(n) par multiplication & gauche. Il s’en déduit une action de ce groupe sur Y(n)
que l'on note (§,y) — & x y. Le stabilisateur dans E;F d’un élément y est I'image dans
ce groupe de ady(Za(nly); F)). Comme on I'a vu en 4.6, le groupe I 7 agit sur G,
par automorphismes définis sur F'. Rappelons la construction. Considérons un élément
2 € Z,. Quitte a multiplier z a gauche par un élément de G,, on peut supposer que
ad, conserve &,. L'élément z est alors bien déterminé modulo multiplication a gauche
par un élément de Z(G,) et on a zo(z)~! € Z(G,) pour tout o € I'r. La restriction de
ad, a G, est un automorphisme de ce groupe qui est défini sur F'. Cet automorphisme
ne dépend que de I'image de z dans E,FZF . On note adg 'automorphisme déterminé par
¢ € Z, 7. Posons V(1) = V(n)NZ,G(F). Les éléments de cet ensemble sont les y € V(1)
tels que nfy] est conjugué a n par un élément de G(F'). On impose a notre systeme de
représentants (1) la condition

(2) supposons y € Y°(n); alors y est un élément de Z, tel que ad, conserve &,).

Il en résulte que, pour un tel élément y, on a nly| = 7 et, en notant &, 'image de y
dans EEF , la restriction de ad, a G, coincide avec adg, .

On décrit de facon similaire les espaces I (UJ) et on impose la méme condition. On
ajoute des indices j pour les objets relatifs a ces espaces. D’apres le lemme 5.11, il y a
pour tout j une injection ¢; = yj(n) — Y(n) de sorte que, pour tout y € yj(n), il existe
z, € Gy et g, € G(F) tels que y = x,q,(y)g,. On fixe de tels éléments x, et g,. Montrons
que
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(3) soit y € Y;(n), supposons g;(y) € Y°(n); alors on peut supposer z, = 1.

On a z,q;(y)o(q;(y)) to(z,)™! = yo(y)~! pour tout o € T'p. D’apreés (2), le terme
4 (y)a(qj(y))_1 appartient a Z(G,). Donc, d’'une part, il commute a z,,, d’autre part, il
appartient & M;,, a fortiori & M;. L’égalité précédente entraine que z,o(z,)"" € M;.
Puisque c’est aussi un élément de G, il appartient a M;,. On obtient un cocycle o
zy0(x,) & valeurs dans M;, qui devient un cobord dans G,. Puisque H'(I'r; M;,) —
HY(Tr; G,) est injective, il existe 2’ € M;,, et ¢’ € G,(F) tel que z, = 2’¢’. On a alors
y=2'9'q;(y)gy = ¥'q;(y)ady,)-1(9')gy- Puisque ady,(,) est un automorphisme défini sur
F de G, le terme ady,(,)-1(g')g, appartient & G(F). On peut remplacer y par (z’)~'y,
x, par 1 et gy par ady,,)-1(g')gy- Avec ces nouvelles définitions, on a y = ¢;(y)g,, ce qui
démontre (3).

L’application res du diagramme se décrit par

@ ey € LO) = (Fi)ier, kyedsm € Bi=1 kI (T5)

oll, pour tout j et tout y € Y;(n), fi, est Vimage de adg;1<qu(y)> par I'application
resw;, - Rappelons que pour tout y € Y(n), du torseur intérieur ad, se déduit une
apphcatlon trans fert, : 1(U,) — SI(T,). Soit (f,) e I(U). Pour tout y € Y(n) et
tout £ € _FF on a I’égalité

yeY(n)

(5) trans fertey(feo) = ade(trans fert,(f,)).

A ce point, nous allons séparer les cas F' non-archimédien et F' archimédien.

5.14 Suite de la preuve, cas F' non-archimédien

On suppose F' non-archimédien. On va prouver

(1) soit f € I(U); supposons que 'image de f dans @j:L,..,kS[(Mj(F))oj,zoc est nulle;
alors il existe f S I(U) qui a méme image que f dans @j—1,. kI (M;(F))o, 10 €t dont
'image dans ST(U) est nulle. )

Soit f = (fy)yeym € L(U). Onmnote (fjy);_1, kyey,m son image dans ®;—1,..xl (Uj),
cf. 5.13 (4). Supposons que l'image de f dans @j:l,...,kS[(Mj(F))Oj,loc est nulle. Posons
¢ =2 ey transferty(fy). Cest un élément de SI(U,). Montrons que

(2) pour tout j = 1,..., k, I'image ¢y, de ¢ dans ST(U, ;) est nulle au voisinage de
0.

Soit j € {1,....k}. Posons ¢; = > cy ) transfert,(f;,). Cest un élément de
SI(U, ;). D’aprés la description de 4.8, dire que l'image de f dans S[(Mj(F))OMOC
est nulle revient a dire que ¢; est nulle au voisinage de 0. Il suffit donc de prou-
ver que ¢; = ¢y, Par commutation du transfert a la restriction, on voit que, pour
tout y € Y;(n), on a transfert,(f;,) = (transfertq, ) (fq;)))m;,- D’autre part, pour
Yy € ;))(77) qui n’appartient pas a l'image de ¢;, aucun sous-tore maximal de M;, ne
se transfere a Gy, cf. lemme 5.11. Il en résulte que (transfert,(f,))n,;, = 0. Cela
démontre I'égalité ¢; = dar,, et (2).

Quitte a multiplier f par la fonction caractéristique d’'un voisinage ouvert et fermé
de OY invariant par conjugaison stable (c’est-a-dire tel qu’en 4.6) et assez petit, ce qui
ne change pas l'image de f dans @j:L...,kf(Mj(F))oj,zoc, on peut donc supposer que
¢n;,, = 0. On dispose d'une action de Z}7 sur G,(F), donc aussi sur I(G,(F)) et
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SI(G,(F)). On a aussi une action de G, ap(F’). Les deux actions se combinent en une
action du produit semi-direct H,, = G, ap(F') % EEF . On sait que ¢ est invariant par EEF
cf. lemme 4.8. On retrouve d’ailleurs ce résultat en utilisant 5.13(5). D’autre part, les
classes de conjugaison stable dans G, (F') d’éléments fortement réguliers sont invariantes
par l'action de G, ap(F). Il en résulte que U, est invariant par G, ap(F') et que 'action
de ce groupe G, ap(F') sur SI(G,(F)) est triviale. Donc ¢ est invariant par H,. Cela
entraine que @aq,(n1,,) = 0 pour tout j et tout h € H,. L’action de H, sur I(G,(F))
se factorise par I'action d’'un groupe fini puisque l'image de G, (F') dans G, ap(F') agit
trivialement. I en résulte que l'on peut relever ¢ en un élément ¢ € I(U,) qui est
invariant par H,. Cet élément vérifie : 'image de @qq, (r,,) dans ST(ady(M;,(F))) est
nulle pour tout j =1, ..., k et tout h € H,,. Pour la méme ralson que ci-dessus, 1 ensemble
des Levi intervenant dans cette relation est fini modulo conjugaison par Gn(F ). On peut
donc appliquer le 4.16 : il existe py € ™G, (F)) tel que ©0,ady, (M;.,) = Pady,(M;,,) Pour
tous j,h. On peut moyenner ¢, sous l'action de H, et supposer ¢, invariant par ce
groupe. On peut aussi remplacer ¢y par son produit avec la fonction caractéristique de
U, et supposer ¢y € I(U,). '
Notons N le nombre d’éléments de Y°(n). Définissons une famille f' = (f! )yey(n)

€
®yeye ! (Uy) par f = f, pour y & V°(n) et f, = f, + %(o — @) pour y € V().
Remarquons qu’en vertu de 'hypothese 5.13(2), on an[y] = net U, = U, pour y € V(7).
Nos fonctions appartiennent bien a l’espace indiqué. Montrons que

(3) la famille f’ appartient & I(0).

On doit vérifier la condition 5.13(1). Soient y,y' € Y(n) et g € G(F ) tels que
ad,(n[y]) = nly']. Ces conditions entrainent que y € Y°(n) si et seulement si y' € Y°().
Supposons d’abord que y, " ¢ V°(n). Alors la condition ad,( fy) = [,y résulte de la condi-

tion initiale ady(f,) = f,/. Supposons maintenant y,y" € Y°(n). Dans ce cas 1[y] = n[y],
donc g € Zg(n; F). En vertu de la condition initiale ad,(f,) = f,, il nous suffit de prou-
ver que ¢ et g sont invariantes par ad,. Puisque ces fonctions sont invariantes par H,, il
suffit de prouver qu'il existe h € H, tel que ad, = ady,. Or Zg(n; F) C Z,. On peut donc
trouver x € G, et z € Z,, de sorte que g = zz et ad, conserve &,. On a ad, = adyad,. On
a ad, = ade, ou & est I'image de z dans EEF . Puisque ad, et ad¢ sont définis sur F', ad,
aussi, ce qui implique que I'image de x dans G, ap appartient a G, ap(F). On a bien
décomposé ad, en produit de I'action d'un élément de G, sp(F') et d'un élément de EEF
Cela prouve (3).

On a

(4) I'image de f" dans SI(U) est nulle.

Posons ¢’ = 3_ ) transfert,(f,). C'est un élément de SI(U,). En vertu de 4.8, il
s’agit de prouver que ¢’ = 0. Par définition,

¢ =+ % Z trans fert,(po — ¢).

yeYO(n)

Rappelons que I'image de ¢ dans SI(U,) est ¢. Pour y € )°(n), Vimage de transfert,(y)
est (@), qui est égale a ¢ puisque ¢ est invariant par HSF. L’image de ¢q dans SI(U,)
est nulle, et celle de transfert,(yg) est 'image de la précédente par §,, donc est nulle.
L’égalité ci-dessus entraine ¢’ = 0, d’ou (4).

Montrons que

(5) pour tout j = 1,...,k, f et f' ont méme image dans I(Mj(F))@jlec.
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Par 5.13(4), la famille f* définit une famille (fj,);_  x,ep,mn- On doit prouver

que f;, = f;, pour tous j, y. Fixons j et y. Alors f;, et fi sont les images de

adg1(fg,(y)) €t adggl(f;j(y)) par 7S, ,q)- Si ¢;(y) € V°(n), on a fo) = f(;j(y), d’ou
I’égalité cherchée. Supposons ¢;(y) € Y°(n). En vertu de la définition de oy 11 suf-

fit de prouver que les images de adgy-l(cp) et de adgy-l(cpo) par resy;,, .. sont égales.

[v]
Cela équivaut & @ud, (m;,,) = Poady, (M, Posons z = ¢;(y). D’apres 5.13(3), on a
y = zgy. Donc ady, (M; ) = ad.-vady(M;.)) = ad,-1(M;,), puisque y € M;. D’onr
adg, (M 1) = ade(M;,), ot € est I'image de 2" dans Z] 7. La définition de ¢, entraine
AU Padg(M;.)) = P0,ade (M), C€ qui prouve (5).
D’apres (3), (4) et (5), on a prouvé (1). Prouvons maintenant le lemme 5.13. Pour
tout j = 1,..., k, soit v; € Dyéom(O;). On suppose que Ej:17___7k 'ij est stable. On siest
ramené a trouver pour tout j une distribution d,; € D;’éom((?j) desorteque >, 'y]G =

ZjZl,...,k 6]G L’élément EBjZL...,k’Y

; est une forme linéaire sur @©;—1, 1 (M;(F))o; 10c-
L’élément @,_1 10, cherché est une forme linéaire sur ®j:17,,_7kSl(Mj(F))Oj,loc. On peut
la considérer comme une forme linéaire sur ©;—1 . &I (M;(F))o, 10 nulle sur le noyau de
Sioes @vec la notation du diagramme de 5.13. La condition d’égalité des induites revient
a ce que ces deux formes linéaires coincident sur 'image I'm de 'application res;,.. La

condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution est que ;-1 _x7; annule

ImN Ker(s,.). Un élément de I'm N Ker(s,,,.) est I'image d'un f € 1(U) tel que l'image
de f dans @j—1,.. xSI(M;(F))o, e est nulle. D’apres (1), on peut supposer que I'image

de f dans SI(U) est nulle. Par ailleurs, la valeur de @;—;,.. x7; sur I'image de f est égale

a celle de ij:Lm’k'y]G sur f. Celle-ci est nulle puisque cette distribution est stable. Cela
acheve la démonstration.

5.15 Suite de la preuve, cas [' archimédien

Le probleme pour F' = C se ramene au méme probleme pour F' = R en remplacant
chaque groupe et chaque espace par l'objet sur R obtenu par restriction des scalaires.
On suppose donc F' = R. Tous les ensembles du diagramme de 5.13 sont des espaces
de Fréchet et toutes les applications sont continues. Les applications s, ¢, t* et s;,. sont
surjectives. Il en est de méme de s, ¢, ¥ et s;,.. Montrons que

(1) les images de res et res™ sont fermées.

On a décrit ®;-1,...x!(U;) comme un espace de familles (fjy);_1  yyep,o o0 fiy €
I(Uj,) pour tous j,y. On va montrer que I'image de res s’identifie au sous-espace des
familles (fjy);_1.. kyey,m dui vérifient la condition suivante :

(2) soient j,5’ € {1,....,k}, y € Yi(n), ¥' € Yy (n), R, un Levi de M; iy, R, un Levi

Y

de Mj i et g € G(R) tel que ady(ny]) = nly'] et ady(R,) = R’y,; alors fj,,y,7R/y, =

ady(fjy.r,)-
La condition est nécessaire. En effet, soit x € R,(R) en position générale. Si notre

collection (fj,y)j:17...7k,yej/j(n) provient de f € I(U), on a

1% (ady(@), firym,) = T 50 (ady (@), fy) = T (explady(@)nly), f,)

= I%(eap(ad,(x))nly], f) = 1S (ady(exp(x)nly]), f) = I (exp(a)nly], f)
= [Mj (eﬂ?p(ﬂf)ﬁ[y]a fMJ) = [Mjm[y] (SL’, fj,y) = [Ry ('Tv fj,y,Ry)'
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Inversement, supposons (2) vérifie. Pour tout y € Y(n), considérons I'ensemble des
triplets (,',g) tels que j € {1,....k}, v € Y;(n), g € G(R) tels que ad,(n[y]) = ny]-
Le groupe G, (R) agit sur cet ensemble par multiplication de g & droite. L’ensemble
des orbites est fini. Fixons un ensemble de représentants Gy de cet ensemble d’orbites.
A tout élément g = (j,¥',g) € G, sont associés un Levi L, = ady-1 (M) de Gy et
une fonction f, = ady,-1(f;,) € I(Ly(R)). La condition (2) assure que ces famllles de
Levi et de fonctions vérifient la condition du lemme 4.3. On peut donc fixer une fonction
¢y € 1(Gy)(R)) de sorte que (¢y)r, = f, pour tout g € G,. Puisque chaque f;, est
a support dans Uj,, il est plus ou moins clair que 'on peut fixer une fonction o sur
Gn[y} (R), qui est C'™ et invariante par conjugaison, dont le support est contenu dans Uy,
de sorte que f, = af, pour tout g € Gy. On peut aussi bien remplacer ¢, par a¢, et

supposer ¢, € I(U,). Considérons I'ensemble des couples (y', g) tels que y' € V(n) et
g € G(R) tels que ady(n[y]) = n[y']. De nouveau, le groupe Gy, (R) agit sur cet ensemble
par multiplication de g a droite. On fixe un ensemble 'Hy de représentants de 1’ensemble
d’orbites. Tl résulte de (2) que, pour tout (y/,g) € H,, la fonction ad,1(¢,) vérifie la
meéme condition que ¢,. On pose

:|,Hy‘71 Z adg-1(¢y ).

(v',9)EMy

On voit que la famille (f,),cy(, vérifie la condition (1) de 5.13. Elle s’identifie donc a
un élément de I(U). On voit que son image par res est la famille (f;,) ) de
départ. Cela prouve (2).

Cette relation (2) décrit I'image de res par des conditions qui sont fermées. Il en
résulte que cette image est fermée. Une preuve similaire s’applique & Papplication res®.
D’ou (1).

Montrons que (1) vaut aussi pour les applications localisées, c¢’est-a-dire

(3) les images de resj,. et res;t, sont fermées.

L’espace I(G(R)) 06 10 S'1dentifie & celui des familles (f,),cyy, telles que

-on a f, € I(Gyy)(R))unipioe POUr tout y € Y(n), ot Vindice unip signifie le localisé
relatif a la classe de conjugaison {1} de Gy, (R);

- soient y,y' € Y(n) et g € G(R) tels que ad,(n[y)) = nly]; alors f,, = ady(f,).

On décrit de fagon analogue 'espace @,/ (M i(R))0, i0c- 11 est facile de reprendre
la preuve de (1) et de montrer que I'image de res;,. est formé des familles (fj7y)j:17...7k,yej/j(
@j:1,...7k1(Mj(R))(’)j,loc qui vérifient la condition (2) ci-dessus. On laisse cette preuve au
lecteur. De nouveau, ces conditions sont fermées, ce qui prouve que I'image de res;,. est
fermée. Une preuve similaire s’applique a res;’.. D’ou (3).

De la commutativité du diagramme de 5.13 résulte que I'image de Ker(s) par res;, ot
est incluse dans I'm(res;,.) N Ker(s,,.). On va prouver

(4) I'image de Ker(s) par res,. o ¢ est dense dans I'm(resy.) N Ker(s,,.)-

On a Im(resp.) = Im(resie o t). Soit f € I(U), supposons resy o t(f) € Ker(s,,,).
Soit V7 un voisinage de 0 dans EB]»:L___,;C[(MJ-(F))@MOC. Puisque res,. o ¢ est continue,
on peut fixer un voisinage V5 de 0 dans I (U ) tel que res;e o t(Va) C Vi. Lapplication
sores = res*os est d’image fermée d’apres (1). Puisqu'il s’agit d’une application continue
entre espaces de Fréchet, elle est ouverte sur son image. Il existe donc un voisinage V3
de 0 dans ©,—1,._xSI(U;) tel que VaN Im(sores) C sores(Va). Fixons un tore maximal
T de G, et munissons t(C) d'une forme hermitienne définie positive invariante par le
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groupe de Weyl absolu de T" dans . Si 'on suppose u assez petit, tout élément v € U
est conjugué par un élément de G(C) a un élément exp(X)n avec X € t(C) proche de
0. La norme |X| est bien déterminée. Soit b une fonction C*° sur R qui vaut 1 dans un
voisinage de 0 et est nulle sur [1, +o0o[. Pour tout entier n > 1, on définit une fonction B,
sur U par By(7) = b(n|X|?) avec la notation précédente. Elle vaut 1 dans un voisinage
de OY et sa restriction aux éléments fortement réguliers est invariante par conjugaison
stable. On a

(5) limy, seos ores(fB,) = 0.

En effet, fixons j = 1, ..., k et un sous-tore maximal de M; ,, défini sur F'. Pour simpli-
fier la notation, on peut aussi bien supposer que c’est le tore T" précédent. Définissons des
fonctions 1 et 1, sur t(R) par ¥(X) = S (exp(X)n, f) et ¥, (X) = SC(exp(X)n, fB,).
Soit D un opérateur différentiel sur t a coefficients constants. On doit prouver que

limn%oosupXet(R) ‘Dwn <X> | = 0.

On a 1,(X) = ¢¥(X)b(n|X]?). On voit que D1, (X) est combinaison linéaire de termes
n* D) (X)(Dyb)(n| X |?)P(X), avec des opérateurs différentiels D; et D, a coefficients
constants et un polynome P, les coefficients de cette combinaison linéaire ne dépendant
pas de n (les termes n* et P(X) proviennent par dérivation de n|X|?). L’hypothese sur f
est que 1 osores(f) = 0. Cela implique que toutes les dérivées de ) sont nulles en 0. Le
développement d’Euler-Mac-Laurin entraine que 1’'on a pour tout m € N une majoration
|D19(X)| < C,| X|™. Le terme ci-dessus est donc majoré par

oy | X2 P(X)(D2b) (n] X ).

Le terme (Dyb)(n|X|?) est majoré uniformément et sa non-nullité implique |X|? < n~!.
A fortiori, |X|*> < 1 et |P(X)| est uniformément majoré dans ce domaine. Le terme
n*Dyh(X)(Dab)(n| X |*)P(X) est donc majoré par Cn~! pour une constante C' conve-
nable. Cela prouve (5).

Pour n assez grand, on a donc s o res(fB,) € V3. On peut alors choisir une fonction
fn € Vi de sorte que sores(fB, — f,) = 0. On peut alors reprendre la démonstration du
cas non-archimédien en 'appliquant & fB,, — f,,. On a ’analogue de 5.14(1), a savoir qu’il

existe f' € I(U) qui a méme image que fB, — f, dans @1 I (M;(R))o; 10c €t dont
image dans S1(U) est nulle. Cette derniére condition signifie que f appartient & Ker(s).
La premiere condition signifie que resy. o t(f’) = resjec o t(f By — fn). Puisque B, vaut 1
dans un voisinage de O, on a res;p.ot(fB,) = respeot(f). On a aussi res.ot(f,) € Vi.
Cela prouve qu’il existe un élément f' € Ker(s) tel que res;.ot(f — f') € V4. D'ou la
densité affirmée par (4).

Prouvons maintenant le lemme 5.13. Pour tout j = 1,..., k, soit v; € Dgeom(O;). On
suppose que » i1k "/jG est stable. On s’est ramené a trouver pour tout 7 une distribu-

tion 8; € Dy, (O0;) desorte que Y, 'y]G = icl.k 6JG Posons pour simplifier v =

@j=1,...kY,- C'est une forme linéaire continue sur @;j_1,_. 1l (M;(F))o; 1o- Comme dans le

cas non-archimédien, la stabilité de > i1k 'yJG implique que ~ est nulle sur 'image de
Ker(s) par resp.0t. D’apres (4) et puisque cette forme linéaire est continue, elle est nulle
sur Im(resi.) N Ker(s,,.). Les espaces intervenant ici sont fermés d’apres (3). Donc = se
descend en une forme linéaire continue sur Im(resy.)/(Im(res;.) N Ker(s,,)). L’appli-
cation s,,. se quotiente en une bijection continue de cet espace sur I'm(res;’,). D’apres
(3) et parce que nos espaces sont de Fréchet, cette bijection est un homéomorphisme.
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On obtient qu’il existe une forme linéaire continue & sur I'm(resit)) telle que &' o s,
coincide avec v sur Im(resy,.). Toujours d’apres (3), on peut prolonger 8 en une forme
linéaire continue 6 = Eszl,___,kfsj € @j=1,...,kDf;éom(Oj)- La condition précédente signifie

que > iy "/]G =D ici.k 85, Cela acheve la démonstration. [J

6 Le cas non ramifié

6.1 La situation non ramifiée

Les données sont les mémes qu’en 1.5. On suppose

(1) F est local non archimédien ;

(2) G est non ramifié (quasi-déployé sur F' et déployé sur une extension non ramifiée) ;

(3) a est non ramifié (si on note F, le corps résiduel de F et 'V = Gal(F,/F,), a
provient par inflation d'un élément de H (T, Z(G))) ;

(4) G(F) possede un sous-espace hyperspécial.

Expliquons cette derniére condition. Soit K C G(F') un sous-groupe compact hy-
perspécial (il en existe d’apres (2)). Le normalisateur Norme g (K) = {7 € G(F);ad,(K) =
K} peut étre vide. Sinon, c’est un espace principal homogene sous Z(G; F)K et on
appelle sous-espace hyperspécial une classe K = vK = K~ pour un élément v €
N ormé(F)(K ). On dit que G(F) posséde un sous-espace hyperspécial s'il existe K tel
que Normegp (&) ne soit pas vide.

Remarque. L’hypothese que G est non ramifié n’implique pas 'existence d’un sous-
espace hyperspécial. Par exemple, pour un entier n > 1 et un élément d € F'*, considérons
G = SL(n) et G = {g € GL(n);det(g) = d}. On vérifie que G(F) posséde un sous-espace
hyperspécial si et seulement si la valuation de d est divisible par n.

On fixe un couple (K, K) comme ci-dessus.

Dans certains cas (en particulier pour les applications globales), on peut imposer une
hypothese supplémentaire, a savoir

(Hyp) la caractéristique résiduelle p de F' est grande, plus précisément p > N(G)er+
1, ou N(G) est 'entier dépendant de G défini en [W1] 4.3 et ey est I'indice de ramification
de F/Q,.

Nous ne I'imposons pas ici.

6.2 Données endoscopiques non ramifiées

On note Ir C W le groupe d’inertie. Soit G’ = (G, G’, §) une donnée endoscopique
de (G,G,a). On dit qu’elle est non ramifiée si Iz C G'. Cela entraine :

(1) G’ est non ramifié.

Preuve. Pour w € Ip, soit g, = (g(w),w) € G’ qui agit par wg sur G’. Puisque
w € G, on a aussi g(w) € G. Puisque ¢ NG = @', on a g(w) € G'. On a we =
adg(y) © WG = adg(y), car wg = 1 (G est non ramifié). Donc wgr est un automorphisme
intérieur de G'. 11 conserve par définition une paire de Borel épinglée, c¢’est donc 'identité.
0

On suppose désormais G’ non ramifiée.
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Rappelons que, si € est une paire de Borel épinglée de G définie sur F', la théorie
de Bruhat-Tits lui associe un schéma en groupes K défini sur 'anneau des entiers o de
F, et K(0) est un sous-groupe compact hyperspécial de G(F'). Réciproquement, tout tel
sous-groupe est construit ainsi. Fixons donc une paire de Borel épinglée de G définie sur
F dont est issu le groupe K déja fixé. On peut la noter £* = (B*,T*, (E%)aca). Notons
F™ T'extension non ramifiée maximale de F' et 0™ son anneau d’entiers. Montrons que

(2) I'ensemble Z(G,E*)(F™) N T*(0")K n'est pas vide.

Soit v € K. La paire ad,(E*) est une paire de Borel épinglée définie sur F. Deux
telles paires sont conjuguées sous le groupe adjoint G4p(F). Soit donc x € G 4p(F) tel
que ad, o ad,(£*) = £*. L’automorphisme ad, o ad, est défini sur F. Puisqu’il conserve
&*, il conserve aussi le sous-groupe hyperspécial associé a € : ad, oad,(K) = K. Puisque
ad,(K) = K, on a donc ad,(K) = K. Cela entraine que z appartient au sous-groupe
hyperspécial K4p de Gap(F') associé a la paire de Borel épinglée (Bf,, T, (EX)aen)
déduite de £*. On montre que 'application produit

;d(o) X K — KAD

et 'application naturelle
(™) = Tg(0™)

sont toutes deux surjectives. Donc z est I'image dans Gap(F') d'un produit tk, avec
t € T(o™) et k € K. Puisque ad, o ad,(E*) = £*, on a thky € Z(G,£*). On a aussi
thky € T(0™)K. Cela prouve (2). O

Fixons un élément e € Z(G)(F™), image d’un élément de Pintersection Z (G, £*)(F™)N
T(0")K, soit ¢ son image dans Z(G')(F™). Fixons une paire de Borel épinglée £ =
(B', T, (E!)aca) de G" définie sur F. Soit K’ le sous-groupe compact hyperspécial de
G'(F) qui s’en déduit. Pour 0 € T'p, soit 2/(c) € Z(G') tel que ¢ = 2'(0)o(¢’). Par
construction, le cocycle 2z’ est non ramifié et prend ses valeurs dans 77(0""). Or ce
groupe est cohomologiquement trivial (cela résulte du théoreme de Lang). On peut
choisir ¢ € T'(0™) tel que 2/(0) = o(t)t'"1. Alors t'e’ € G'(F) et il est clair que
t'e" € Normeg p(K'). L'ensemble K' = K't'¢’ est un sous-espace hyperspécial de G'(F).
On voit qu'il ne dépend pas des choix de e et t'. La classe de conjugaison par G',,(F')
du couple (K, K’ ) ne dépend pas des choix des paires de Borel épinglées. Elle dépend
par contre du couple (K, K) que 'on a fixé.

Ainsi Iespace K que P'on a fixé détermine un espace analogue K’ pour G'(F), &
conjugaison pres par G',,(F'). Dans les raisonnements par récurrence, et dans ce qui
suit, G'(F) sera supposé muni d'un tel ensemble K’ issu de K.

Lemme. La donnée G’ est relevante.

Preuve. Notons 6* Pautomorphisme ad, pour tout élément e € Z(G,E*). Tl est défini
sur F. Introduisons le groupe G; = G 0. A £* est associé une paire de Borel épinglée
&1 = (B1,T1,(Es )asen,) de G1. On a By = B*NG1, T1 = T*NGy, Ay est 'image de A par
restriction a T}. Pour ay € Ay, E,, est la somme des F, pour a € A de restriction a; (ces
a forment une seule orbite pour I'action du groupe engendré par 6*). De la paire & est issu
un sous-groupe compact hyperspécial K; de G (F). Il résulte des constructions de Bruhat
et Tits que K7 C K. Des paires £* et £ est issu un homomorphisme {p« v @ T — T 11
existe un cocycle wer : I'p — W tel que o(&rqv) = Ere v 0 wer (o). 11 est évidemment
non ramifié. Choisissons un élément de Frobenius ¢ € ['p. Introduisons la section de
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Springer n; : W% — G;. Comme on I'a dit, & K; est associé un schéma en groupes
IC1 sur o tel que Ky X, FF' = Gy et Ki(0) = Kj. Il résulte des constructions que ng
prend ses valeurs dans Ki(0™"). Posons x = nj(wg (4)). On vérifie que = appartient
a un sous-groupe fini de K;(0"") invariant par ['r (le groupe engendré par l'image de
ny et les éléments d’ordre 2 de T7(0™") convient). Appliquant par exemple [W1] 4.2(1),
on voit qu’il existe k € Ky(0™) tel que x = k¢(k)™!. Posons £ = ady-1(E*), notons
(B,T) la paire de Borel sous-jacente a £. L’homomorphisme &7 déduit de cette paire
et de & est &« o ady. D’apres les constructions, il est équivariant pour les actions
galoisiennes. Fixons e € Z(G,E*)(F™) N T*(0™)K. Pour o € T'p, soit z(c) € Z(G) tel
que e = z(o)o(e). Alors z est un cocycle non ramifié a valeurs dans Z(G)NT*(0"™"). Mais
Z(G)NT*(0") = Z(G)NT(0"). Le groupe T'(0™") étant cohomologiquement trivial, on
peut choisir 7 € T(0™) tel que z(c) = o(r)7~'. Alors e € G(F). Puisque T(o "7")
T*(0,,) sont tous deux inclus dans K(0™") (ou K est le schéma en groupes associé a K),
on a méme 7e € K. Puisque k € Gy, la paire € est fixée par 0* = ad,. Il en résulte que
ad.. conserve (B,T). Soit maintenant ¢ € T'(0), posons v = tTe. Notons €' l'image de
e € Z(G,E) dans Z(G"), posons t' = Enpi(tr) et § = t'e’. 1l est clair que § € G'(F) et
que (0, B, T", B, T,~) est un diagramme. Si ¢ est en position générale, v est fortement
régulier, donc (4,7) € D(G’). O

6.3 Facteur de transfert

Soit G’ = (G, G, 5) une donnée endoscopique non ramifiée de (G, G, a). Considérons
des données auxiliaires G, G, C4, él. On dit qu’elles sont non ramifiées si G est non
ramifié et le plongement & : G/ — LG"1 est 'identité sur Ir. De telles données existent.
En fait

(1) on peut choisir G} = G'.

Preuve. On normalise 1'action galoisienne sur G et G en fixant des paires de Borel
épinglées de ces groupes et en imposant que les actions conservent ces paires. Choisissons
un Frobenius ¢ € Wg et un élément g, € G’ agissant comme ¢ sur G’. Alors G est
le produit semi-direct (G’ x Ip) x g%. On définit une application & : ¢’ — =G par
& ((z, w)gy) = (r,we") pour x € G, w e Ip, n € Z. Cest un isomorphisme. [J

Supposons les données auxiliaires non ramifiées. De K’ se déduit un sous-groupe
compact hyperspécial K de G (F). Choisissons un élément 6,0 € G’ (F) dont 'image
do dans G'(F) appartient & K’. Alors K| = K161 est un sous-espace hyperspécial de
G (F). Ce sous-espace étant fixé, nous allons définir un facteur de transfert A; sur D;.

On fixe g, = (9(¢),¢) € G' comme dans la preuve de (1) ci-dessus et un élément
gsc(0) € Gse dont ' image dans G Ap est la méme que celle de g(¢). 1l existe un unique
cocycle w +— g(w) de Wg dans G qui est non ramifié et tel que g(¢) soit I’élément
que l'on vient de fixer. De méme, il existe un unique cocycle w +— gs.(w) de Wr dans
Gsc qui est non ramifié et tel que gsc(®) soit 'élément que l'on vient de fixer. Soit
w — z(w) le cocycle de Wi dans Z(G) tel que g(w) = z(w)m(gse(w)). On a évidemment
(9(w), w) € G' pour tout w € W et on pose & (g(w), w) = ((1(w), w). L'application ¢,
est un cocycle de Wp dans Z (G/l) Les cocycles z et (; déterminent des caracteres A, de
G(F) et A, de G| (F'). Parce que les cocycles sont non ramifiés, A, est trivial sur K et A
est trivial sur K ([W1] 4.1(1)). Il existe donc une unique application A, : G(F) = C~
qui vaut 1 sur K et Verlﬁe A:(97) = A:(g )A.(7) pour tous g € G(F) et v € G(F). De
méme, il existe une unique application A, : G (F) — C* qui vaut 1 sur K/ et vérifie
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R (9101) = Ay (91)2, (61) pour tous gy € G4(F) et 6, € G4(F).

On fixe comme en 6.2 une paire de Borel épinglée £* de G, définie sur F', dont
le groupe K est issu. Soit (d1,7) € D;. On fixe un diagramme (0, B', T, B, T,~) et
on utilise les constructions de 2.2. En particulier, on complete (B,T) en une paire de
Borel épinglée £. On fixe g € Ggc tel que ady(€) = £*. On choisit pour cochaine wug
Papplication ug(o) = g~'o(g). On fixe e € Z(G,E). Comme en 2.2, on définit une
cochaine Vi : I'p — T, par

V(o) = rr(o)ne(wr(o))ue (o).

La cochaine Vp est un cocycle. On écrit 7 = ve, avec v € T. On note v,y 'image de

v dans T,4. Alors le couple (Vr, vaq) appartient & Z10(Tp; T, g Tua)- On définit une
cochaine tp 4. : Wp — T}, par la méme formule qu’en 2.2 :

tr,sc(w) = Pr(w)i(wr (w))gse(w) e (wrar(w)) i (w) ™

C’est un cocycle. On note s,q 'image de s dans Tha (rappelons que § = sé) Le couple

(t7.sc; Saq) appartient a Z10(Wp; T, Y Tq). On dispose du produit

<> HY( T S Tog) x HYO Wiy The = Thg) — €.

On pose . 3
Aimp(01,7) = )\41(51)_1)\z(7) < (V1 Vaa), (t1,s¢s Sad) >~
et
Ay(01,7) = Arr(6,7) Aimp(61,7)-

Lemme. (i) Le facteur A ne dépend que des choix des sous-espaces hyperspéciaux K
et K1, c’est-a-dire qu’il ne dépend d’aucune autre donnée auxiliaire.
(ii) Pour (61,7),(d1,7) € Dy, on a I'égalité

A1<517 Y éb 7) = A1(517 7)A1(é17 7)71'

Preuve. On commence par démontrer (ii), sous la réserve que les choix de données
auxiliaires pour les deux paires (d1,7) et (d;,7) soient cohérents. Dans les constructions
de 2.2 intervient un élément r € Gge tel que ad,(€) = £. Puisqu’on a choisi ¢ € Gse
tel que ady(€) = £* et de méme g € Ggeo tel que ady(£) = £*, on peut choisir et
on choisit 7 = g~!g. Il est clair que le cocycle V de 2.2 est 'image de (V7,V; ') par
l’homomorphisrﬂe naturel Ty, x IT';, — U. En utilisant la compatibilité des produits aux
deux diagrammes duaux

Tsc XISC 1—>_0 Sl
1 l
v s
et R
S = Tua Xiad
T T
S =0,
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on voit que

~

AiMp(517 fy;éh fy) =< ((VT7 V£1)7 V1)7 (‘/17 <8ad7 Sad)) >717

le produit étant celui sur

H1’0<FF; Tsc X Zsc 1;>9 Sl) X H1’0<WF; Sl 1;>9 Tad X Tad)-

Le cocycle Vi est le produit des deux cocycles suivants :

- I'image V.. de (t7,5¢; tr,sc) Par 'homomorphisme naturel ¢ : T, x isc - S qui, a
(t307 Esc)? aSSOCie qA<tSC7 Esc) = <j<t80)7 j(zsc)? tsczs_cl) ;

- le cocycle w = Z(w) = ((C(w), z(w)™), (G (w), z(w)™1),1) € Sy.

Et le cocycle (Vl, (Sads Sad)) est le produit des deux cocycles (VSC, (Sads Saa)) €t du
cocycle (Z,1). On en déduit 'égalité
(2) Aimp<517 ;04,5 7) =< ((VT7 Vil)v V1>7 (Vscv (Sad7 Sad)) >l (VT7 Vil)v V1>7 (Zv 1) >t

En utilisant de nouveau une compatibilité des produits, le premier terme est égal a

(3) < ((VTv Vz_l)? q(l/l)), ((tT7sca tI,SC)v (Sadv Sad)) >_1>

ouq: S — T,y xT, est dual de 'homomorphisme ¢ défini ci-dessus. On voit que
q(v1) = (Vag, Vyg)- Le produit ci-dessus est maintenant celui sur

HLO(FF; Tsc X Zsc 1;>9 Tad X Iad) X HLO(WF; Tsc X igc 17_>€ CZAjatd X iad)'

Ces espaces comme ce produit se scindent selon les termes provenant de T et ceux
provenant de 7. Le produit (3) est alors égal a

(4) < (VT7 Vad)7 (tT,sca Sad) >_1< (VZ, Zad)a (tI,sca Sad) >

Introduisons le tore R formé des (t,t,ts) € T x T x T, tels que j(ty,) = tt! et le

tore Ry formé des (¢, t,t,.) € T} x ill X Tfe tels que j(ts) = tt~'. On a des diagrammes
commutatifs

pro1-dy
Sl 1%9 AG,d Xiad?
Rl — 1
il !

Sl = Tad X iada

ou 7, p et p; sont les homomorphismes naturels. On introduit aussi les tores duaux R et
R; et les homomorphismes 7 : Ty, x T',. — R, p: S = Ret p; : S = Ry duaux de 7, p
et p1. Le cocycle Z est le produit des images des deux cocycles suivants :

- Pinverse du cocycle z : w — (2(w), z2(w),1) € R;

- le cocycle ¢t w — (G (w), G(w),1) € Ry.

On utilise la compatibilité des produits aux diagrammes ci-dessus et la relation [KS1]
A.3.13 (ou le signe disparait d’apres [KS2] 4.3). On voit que le deuxiéme terme de (2)
est égal a

G <((A=0)(Vr),(1=0)(VL ")) p(r1)), (2,1) >< pr(v1), ¢, >,
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le premier produit étant celui sur
HY(Cp; T x Too = R) x HO(Wp; RS Tog x T,)

et le second celui sur

Hl’O(PF; Ry) x Hl’O(WF; Rl)

On a Dégalité Ry = (T x T)/diag_(Z(G, @), ou Z(G},G) est le sous-groupe des
éléments de Z(G') dont I'image dans Z(G') appartient a I'image naturelle de Z(G) (ou
encore, c’est la projection dans Z(G}) du groupe 3; de 2.2). Le tore R; est un sous-tore
maximal du groupe (G} x G')/diag_(Z (G, G)). L’élément p; (v1) est égal a I'image dans
Ry de (ul,ﬁl_l). Son image dans (G} x GY)/diag_(Z(G',G)) est celle de (:Eﬂl,ﬁl_l), ol
x € GY(F) est I'élément tel que xd; = 9. Le calcul de la preuve du lemme 2.5 montre que
le produit de cet élément avec ¢; vaut A, (z). En appliquant les définitions, on obtient

(6) < pr(v1), ¢y >71= A (61) 7 A (6y).

On a l'égalité R = (T x T)/diag_(Z(G)). C’est un sous-tore maximal du groupe G° =
(Gx@)/diag_(Z(G)). On al'égalité G’ = Gso x Gsc et Ty x T, est I'image réciproque
de R dans G%. On se retrouve dans la situation de 2.4. C’est-a-dire que z est un cocycle &
valeurs dans Z(G”) qui détermine un caractére A, du groupe G*(F). Si ((1—6)(Vy), (1—
0) (Vi 1)), p(vy)) est 'image de > € G°(F) par 'homomorphisme surjectif

G'(F) —» HYTp: Ty x T,, = R),
on a I’égalité
(7) <((L=0) (Vi "), (1= 0)(Vp)), p(r1)), (z,1) >= Aa(y)).

Il reste & calculer un élément y° vérifiant la propriété ci-dessus. Introduisons 1’élément
e = geg™! € Z(é’, E*). Remarquons que, d’apres nos choix, on a aussi e* = geg™'.
Ecrivons v = ye*, v = ye* avec y,y € G. Puisque £* est défini sur I, on a o(e*) € Z(G)e*
pour tout o € I'p. Il en résulte que 'image de (y,y!) dans G” appartient & G°(F).
Montrons que -

(8) on peut choisir pour ¢’ I'image de (y,y~!) dans G°(F).

Décomposons v en m(vs.)Vz, avec vy € Z(_G) et Vge € Tye. On a v = ve = vg~le*g =
vg~lad.(g)e*. Donc y = 7(Yse)Vz, avec Yse = Veeg ‘tade<(g). On définit le cocycle
7:Tp — Z(Gsc) par 7(0) = yse0(yse) ' En utilisant des notations analogues pour
élément 7, le calcul de 2.4 montre que 'image de (y,y ') dans HY(Tp; The x T, =
R) est le cocycle ((1,771), (vz,v5")). On doit montrer que celui-ci est cohomologue &
(1= 0)(Vz), (1 — ) (Vi h)), p(vy)). Tout d’abord, on a I'égalité p(v1) = (v,v~!). Donc

(1= 0)(Vr), (1= 0)(V 1), plwn)) est cohomologue & (7', (') 1), (v7,7")), ot /(o) =
Vee(1 —0)(Vr(0))o(vs) . Rappelons que le 6 de cette relation est plus précisément ad,.,
¢’est-a-dire aalg_1 o ade~ o ad,. En reprenant la définition de V7 et en se rappelant que les

termes r7(0) et ng(wp(o)) sont fixes par ade, on obtient

7 (0) = veeade(ue (o) Nug(0)o(vse)

= vscad, ' o ade- o ady(o(g9) "' 9)g o (g)o(vee) ™"

= Vseg ™ ade- (90(9) ) (g
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L’automorphisme ad.- est défini sur F'. D’ou

T/<U) = Vscgilade* (g)O’(CLde* (gil)gysi(:l) = ysca<y3c>71 = T<0>-

Un calcul analogue vaut pour 7/, ce qui démontre (8).

On peut donc appliquer (7) en prenant pour g’ I'image de (y, y~'). Un calcul analogue
a celui de la preuve du lemme 2.5 montre que \,(y’) = \.(7), ot z est I'élément de G(F)
tel que y = zy ou encore v = xy. D’ou

(9) < (L= 0)(Vr). (L =) (VL ), p(r1)), (2, 1) >= A(MA(2)

Rassemblons nos calculs. Le facteur Ay, (d1,7;0;,7) est le produit des termes (4),
(6) et (9). Autrement dit

A (61,73 61,7) = Dimp(61,7) Dimnp (81, 7)™

Cela démontre le (ii) de I’énoncé.

Prouvons maintenant l’assertion (i). Les données auxiliaires pour une paire (dy,7)
sont

(10) le diagramme (9, B', T", B, T, ), la paire de Borel épinglée £, 1’élément g € G,
les a-data et les y-data;

(11) la paire de Borel épinglée £, les paires de Borel épinglées des groupes duaux,
les termes g(6) ot go.()

(12) Pélément e € Z(G, ).

On voit tout de suite que le choix de e n’influe pas : ce terme ne sert qu’a définir ad,
et v. L’automorphisme ad, ne dépend pas du choix de e. Le terme v en dépend, mais il
n’intervient que via v,4 qui, lui, n’en dépend pas. Quand on consideére deux couples (dy, )
et (9;,7), faire des choix cohérents signifie que 'on prend les mémes objets (11) pour les
deux couples (il y a aussi une condition portant sur les termes e et e, mais on peut 'oublier
d’aprés ce que l'on vient de dire). Il n’y a aucune condition de cohérence portant sur
les objets (10). Puisque A;(d1,7;9;,7) ne dépend d’aucun choix et puisque A;(J;, ) ne
dépend pas des objets (10) relatifs au couple (dy, ), on déduit de notre preuve (partielle)
de (ii) que A1(61,7) ne dépend pas des objets (10) et qu’il ne dépend des objets (11)
que par multiplication par un scalaire. Il nous suffit donc de prouver que pour un couple
particulier (d7,7), le facteur A;(d1,y) ne dépend pas des objets (11). On choisit I'une des
paires (d,7) que 'on a construites dans la preuve du lemme 6.2. L’élément § appartient
A Despace K’. On vérifie facilement que I’application f({ — K’ est surjective. On reléve
§ en un élément §; € K 1. On choisit pour diagramme et pour élément g le diagramme et
I’élément &k que l'on a construits dans cette preuve. Les tores T' et T’ sont non ramifiés.
On peut supposer que x, est trivial pour un élément o € X(7"),csinq appartenant a une
orbite asymétrique et est non ramifié pour un « appartenant a une orbite symétrique.
Cette derniere condition détermine X, : on a Yo (z) = (—1)*%# @ pour 2 € F,, ot valg,
est la valuation usuelle de F,. On peut aussi supposer que les a-data a, sont des unités
de F,. Il résulte alors des constructions que (Vr,v,q) appartient a

HY(T /T s Tao(0™) = Tog(0™)).
Par ailleurs, (7, Sqeq) appartient a
Hl’O(WF/WFm; Tsc 17—>€ Tad)-
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Or la restriction de la dualité de Kottwitz-Shelstad au produit des deux groupes ci-dessus
est triviale. Donc

< (VT7 yad)a (tT,sm Sad) >=1.

Puisque 0; € K] et v € K, ona A;, (61) = A.(7) = 1. Dot Ajpp(61,7) = 1 et Ay (01, 7) =
Arr(9,7). Ce terme ne dépendant pas des données (11), cela acheve la démonstration. [

Dans [W1], on a donné une autre fagon de normaliser le facteur de transfert, sous
I'hypothese (Hyp) de 6.1. On a

(13) sous I'hypothese (Hyp), le facteur de [W1] coincide avec celui ci-dessus.

Le facteur de [W1] est caractérisé par le fait que, pous (01, y) appartenant & un certain
sous-ensemble D; ,,, C Dy, on a Ay(d1,7) = Arr(6,7). Or, parmi les couples que 'on a
considéré a la fin de la démonstration ci-dessus, il y en a qui appartiennent a D; ,,,. On
a prouvé que notre présent facteur vérifiait 1’égalité ci-dessus pour ces couples-la. Cela
conclut. U

6.4 Le lemme fondamental

On suppose G’ non ramifié. Considérons des données auxiliaires GV, ... 51 non ra-
mifiées. On fixe comme dans le paragraphe précédent un sous-espace hyperspemal K 1
G (F). Notons 1z la fonction caractéristique de K et 1 &1 Lélément de CF A1<G/ (F ))

qui est & support dans Cy(F)K] et vaut 1 sur K/. On utilise le facteur de transfert
normalisé de 6.3 pour définir la notion de transfert. Grace a Ngo Bao Chau, on a :

Théoréme (lemme fondamental pour les unités). 1z, , est un transfert de 1.

Notons H, resp. H}, I'algebre des fonctions sur G(F'), resp. G (F), a support compact
et biinvariantes par K, resp. K{. Notons ¢ € Wy un élément de Frobenius et 7—[ resp. ?—[’
resp. H l’algebre des fonctlons polynomiales sur G x ¢ C La, resp. G N (G X @), resp.
G’ X ¢ C Gl, invariantes par conjugaison par G, resp. G, resp. G” On a un diagramme

Satake ~
H =~ H
}  restriction
7_2/
1T restriction
Satake ~
/ a /
H, =~ Hi

D’autre part, H agit par convolution é droite et & gauche sur C°(G(F)) et H} agit par
convolution & droite et a gauche sur (G’ (F)). On peut peut-étre énoncer un lemme
fondamental sous la forme suivante.

Conjecture. Soient h € H et hy € Hj. On suppose que h et h ont méme image dans
H'. Alors by x 1, \ = 1z, * hi est un transfert de h 1z comme de 1 x (w™h).

Ces énoncés se traduisent aisément selon le formalisme introduit en 2.5. A T'aide
du facteur de transfert normalisé, on identifie C25 (GY(F)) a C>°(G’). Notons 1 X
I'image de 1 Rl dans ce dernier espace. On vérifie qu’elle ne dépend pas des données
auxiliaires choisies. Le théoreme signifie que cet élément est un transfert de 1z. De
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méme, on peut introduire une algebre H' limite inductive des algebres H| quand GY,...,
A; parcourent toutes les données auxiliaires non ramifiées. Elle s’identifie, mais de fagon
non canonique, a l'algebre des fonctions sur G'(F') a support compact et biinvariantes
par K'. L’isomorphisme de Satake identifie %' & H'. L’algtbre ' agit sur C*(G') et la
conjecture ci-dessus se récrit immédiatement en termes de cette action.
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