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❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❤❛♥❞❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ♦✈❡r✲s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ❡✈❡r②
s❡❣♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❧❛ss ♠❛② ❜❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❛ss❡s✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❡①♣❡rts t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❡♥❡ ✐♥t♦ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✳ ❆s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✈✐s✉❛❧
❣r❛♠♠❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✏♣❛rs❡ ❣r❛♣❤✑ ♦❢ ❛ t❡st ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❡♥❡✱ t♦ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛rs❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ♣❛rs❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉r❜❛♥ ❞r✐✈✐♥❣ s❝❡♥❡ ❞❛t❛✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❱✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs❀ ❇❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s❀ ■♠❛❣❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉t♦♠❛t✐❝ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ s❝❡♥❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛ ❝❛r ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ t❛s❦ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❞r✐✈✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r s❛❢❡t② s②st❡♠s✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜② ✏✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✑ ✇❡ ♠❡❛♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦♠❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❡✈❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣
❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝❧✉tt❡r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ❛♠♦♥❣
♠❛♥② ♦t❤❡rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳ ▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s✉❜t❛s❦s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢
s❡♥s♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❢❛❧s❡
❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠✐s❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭♣❡❞❡str✐❛♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❇② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ str❡♥❣t❤❡♥ ✇❡❛❦
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♣r✉♥✐♥❣ s♦♠❡ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ t❤❡s❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡♠♣st❡r✲❙❤❛❢❡r t❤❡♦r② ❬✾❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥



❡❧❡❣❛♥t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ t❤❡ ❉❡♠♣st❡r✬s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❢✉s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲s❡♥s♦r ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤✉s t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ s❝❡♥❡ ✇❤✐❧❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥
t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳

✶✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❙❝❡♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ r♦❜♦t✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❖♥ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✱ ❊ss ❡t ❛❧✳
❬✸❪ ❛♥❞ ●❛✈r✐❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❝✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❡r❡♦
❝❛♠❡r❛ ❢♦r ♣❡❞❡str✐❛♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s tr② t♦ ❛♥♥♦t❛t❡ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧s
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❊ss ❡t ❛❧ ❬✹❪ ✉s❡ t❡①t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ tr❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐♥ ♦♥❡ ✈❡rs✉s ❛❧❧ ♦♥ s♠❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙♦♠❡ t❡♠♣♦r❛❧
s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♣✉r❡❧② ❧♦❝❛❧✳ ❲♦❥❡❦ ❡t ❛❧ ❬✶✵❪
❡①♣❧♦✐t t❤❡ s❝❡♥❡ ❧❛②♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥t ✉s✐♥❣ ❥♦✐♥t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❀ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❧✉❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✭t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❞❡str✐❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤❡ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ♦♥t♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❡✳❣✳✱ ♦♥ t❤❡ P❆❙❈❆▲ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✐♥❣ ❲♦r❞◆❡t s❡♠❛♥t✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❬✽❪ ♦r ♦♥ tr❛✣❝ s❝❡♥❡s ❬✶❪ ✇❤❡r❡ ❇r❡❤❛r ✉s❡s t❤❡ ♦♣❡♥❈②❝
♦♥t♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❧✐❦❡ ❲♦r❞◆❡t ♦r ♦♣❡♥❈②❝ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ s❤❡❞
❧✐❣❤t ♦♥ ✐♥t❡r✲❝❧❛ss r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐s✉❛❧ s②st❡♠ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s♣❡❝ts ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ■♥ ❬✶✸❪✱ ❛♥❞✴♦r ❣r❛♣❤s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❝❡♥❡s ✐♥t♦ ♦❜❥❡❝ts✱ ♣❛rts ❛♥❞ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣❛tt❡r♥s ❝❛❧❧❡❞
✏♣r✐♠✐t✐✈❡s✑✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s s❡t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳
❇② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ t❡st ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r✳ ■♠♣r❡ss✐✈❡
r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✶✷❪✳
❚❤❡ str♦♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs ♦✈❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡✐r
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✿ ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥t ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣
❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t ✇❛②s t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛❧❡✳

✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❱✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs t❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭t❡①t✉r❡✱ ❝♦r♥❡rs✱ ❝♦❧♦r ❤✐st♦❣r❛♠s ✳✳✳✮
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜rst st❡♣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
♣r♦✈✐❞❡s ❜② ✐ts❡❧❢ r❛t❤❡r ♣♦♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ✐t ❝♦✈❡rs✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞♦✉❜t
❛❜♦✉t ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛r ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✿ ❡✈❡r② ✐♥♣✉t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
♠♦❞✉❧❡s ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ✏❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧✑ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥



tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✈✐s✉❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✿ ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ♦r ❡✈❡♥ ♦❜❥❡❝ts t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ♦✉r ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛r ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♠❛② ❞❡t❡❝t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡✱ ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ✭❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜st❛❝❧❡
❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❡❞❡str✐❛♥✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r
❦✐♥❞ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s ♥♦t t♦ ❛❞❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❜r✐❡❢✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❛t t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
♥♦ ✇♦r❦ ❤❛s ②❡t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s✳

✶✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs✱ ❧✐❦❡ ♠♦♥♦ ♦r st❡r❡♦ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ❧❛s❡r s❡♥s♦rs✱
♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❞r✐✈✐♥❣ s❝❡♥❡✳ ■♠❛❣❡s ❛r❡ ♦✈❡r✲s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❡♥t✐r❡ s❡❣♠❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧s✳ ❊❛❝❤ s❡♥s♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ r✉♥ t♦t❛❧❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ ❛ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❢✉s❡❞ ♦♥ ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t ✉s✐♥❣
t❤❡ ❉❡♠♣st❡r✬s r✉❧❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❬✶✶❪ ✭❝❢ ❋✐❣ ✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❛✉❣♠❡♥t t❤✐s ✏❧♦❝❛❧✑ ❢✉s✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ✏❣❧♦❜❛❧✑ ❢✉s✐♦♥ st❡♣ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s✿ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts
❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❢❡r ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❤♦✇ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡✈❡❧ t♦
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ s❝❡♥❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❛♥❦ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ✏❢r❛♠❡✇♦r❦✑ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥②
s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♥❞ ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r✱ t❤❡② ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❑■❚❚■ ❱✐s✐♦♥ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❙✉✐t❡ ❬✻❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✶✳ ✭❛✮ ●❧♦❜❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✏❣❧♦❜❛❧ ❢✉s✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✑ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡rs❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡



✷ ❊✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛rs

✷✳✶ ❋♦r♠❛❧ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛♠♠❛rs

❚❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♠♠❛rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❈❤♦♠s❦② ❬✷❪✳ ❆ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ ✹✲t✉♣❧❡ {VN , VT , S, Γ} ✇❤❡r❡ VN ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ VT ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧
♥♦❞❡s✱ S ❛ st❛rt s②♠❜♦❧ ❛t t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮ r✉❧❡s✳ ❆ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡ γ ∈ Γ ❝❤❛♥❣❡s ❛ str✐♥❣ ♦❢ s②♠❜♦❧s ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧✮ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r
str✐♥❣ ♦❢ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ S s②♠❜♦❧ ❛♥❞ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ str✐♥❣ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❛ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♠♠❛r ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② VT ❛♥❞ VN ❝♦♥t❛✐♥
❢❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s✱ ❛ ❣r❛♠♠❛r s❤♦✉❧❞
❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡s
t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r✉❧❡s
❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚♦ r❛♥❦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P ❛s ❛ ✜❢t❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❢♦r♠ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛♠♠❛r {VN , VT , S, Γ, P}✳ ❆ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥
♦t❤❡r s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳

✷✳✷ ❱✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ❣r❛♠♠❛rs ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧❡❢t✲t♦✲
r✐❣❤t ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❡①t✉❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❡✈❡r② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r❧②
♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✇♦r❞s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧✐♥❦s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡
♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s s✉❝❤ ❛s ✏❤✐♥❣❡✑✱ ✏❜♦r❞❡r✑✱ ✏❜✉tt✐♥❣✑✱ ✏s✉rr♦✉♥❞✑ ❛s ✇❡❧❧
❛s ✈❛r✐♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ✸❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ✏♦❝❝❧✉❞✐♥❣✑
❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ♦r t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ✏s✉♣♣♦rt✐♥❣✑ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ✐♠❛❣❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ ♣✐①❡❧s s❡❡♠
♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s✱ ❜✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛rr✐❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
✉s✉❛❧❧② s♦♠❡ s❡ts ♦❢ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ✈✐s✉❛❧
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ t❡①t♦♥s ❬✼❪ ❛s t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠✐♥❛❧
♥♦❞❡s ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦r♥❡rs ♦r ♣❛t❝❤❡s ♦❢ t❡①t✉r❡❀ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②
❞✉r✐♥❣ ❛ st❡♣ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts✱ ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞
❛r❡❛s ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② r❡❧✐❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ s❝❡♥❡s✱ r♦❛❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱
✇❤❡❡❧ ♦r ♣❡❞❡str✐❛♥ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❛s t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ❛ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ✈♦❝❛❜✉✲
❧❛r② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✇✐t❤ ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤✐s t♦ ❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ♦✉rs✿ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s s❡♥s♦rs ♠❛❦❡s ✐t r❡❧❡✈❛♥t t♦ r❡❛s♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❤❛♥✲
❞❧✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❤✐❣❤❡st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ❉❡♠♣st❡r✲❙❤❛❢❡r



t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♥st✐t✉t❡ ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❤❡r❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛rs✳

✷✳✸ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛rs✿

❆♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✺✲t✉♣❧❡ {VN , VT , S, Γ, µ} ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✹✲t✉♣❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t µ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡
s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts VN ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢
t❡r♠✐♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts VT ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ VN ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
VN ∪VT ✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t S ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ✏❙❝❡♥❡✑ ❛♥♥♦t❛t✐♥❣
❡✈❡r② ✐♠❛❣❡✳ Γ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✳ ❊✈❡r② r✉❧❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ VN ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t A ∈ VN ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ✇✐t❤ nk,ξ(A) ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥t♦ k ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♥❞❡r
s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ξ ✭A ♠❛② ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ k ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡s❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❤❛✈❡ ♦t❤❡r s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉ts t❤❛♥ ξ✮✿

✕ Γ1✿ A → A1
1A

1
2 . . . A

1
k

✕ ✳ ✳ ✳
✕ Γnk,ξ(A)✿ A → A

nk,ξ(A)
1 A

nk,ξ(A)
2 . . . A

nk,ξ(A)
k

✇❤❡r❡ t❤❡ Ai
j st❛♥❞ ❢♦r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ VN ∪VT ✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣

♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳
▲❡t R ❜❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ Y ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡

t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ R ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥ k r❡❣✐♦♥s R1✱ R2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Rk ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ Ri ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ✭s❡❡ ❋✐❣ ✷✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
♦♥❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ✭str♦♥❣✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s ♠❛❞❡ t❤❛t ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥
t❤❛t Y ∈ {car, pedestrian} ✭t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ mY ({car, pedestrian}) = 1✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ✭❢✉❧❧✮ ❝❛r ♦r ♦♥❡ ✭❢✉❧❧✮ ♣❡❞❡str✐❛♥✱ ❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥
❛ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❛♥❞ ❛ ❝❛r✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s R1✱ R2✱ ✳ ✳ ✳Rk ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡ Ξ ✭s✐♥❝❡ t❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐s ❛❧✇❛②s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✳ Ξ
❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❛②♦✉t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✭t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✏❛❧✐❣♥❡❞✑ ♦r ✏r❛❞✐❛❧✑✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s Γ1✱✳ ✳ ✳ ✱Γnk,ξ(A) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ mX1,...,Xk|Y=A,Ξ=ξ✳ ❚♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦❝❛❧ s❡ts ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ Ωi = {Ai

1, A
i
2, . . . , A

i
k} ❛♥❞ t❤❡ s❡ts ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✉♥✐♦♥s ♦❢ Ωi✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✿

✶✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ Ωi ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛
st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛♠♠❛r✳

✷✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ mX1,...,Xk|Y=A,Ξ=ξ(∪
nk,ξ(A)
i=1 Ωi) = 1 ✐s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡

❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳



❋✐❣✳ ✷✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ R ✭t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛✮ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ R ✐s t❤❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥ k r❡❣✐♦♥s R1✱ R2✱ ✳ ✳ ✳Rk t❤❡
❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡❝r✐❜❡❞ ❜② ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ssmX1,...,Xk|Y=A,Ξ=ξ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ A ✐♥t♦ k ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ξ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❡✈❡r② s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♦❜❥❡❝t A ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

✸ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

P❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r {VN , VT , S, Γ, µ}✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Ω = VN ∪ VT ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❛♥♥♦t❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✸✳✶ P❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❡st ✐♠❛❣❡ I ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rs❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ✐♥ l ❧❛②❡rs ✭l ≥ 2✮ ♦❢ ❛
♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ❧❛②❡r i ∈ {1, . . . , l} ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ni r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
{Ri1, . . . , Rini

}✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r l✱ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡
✐ts❡❧❢ I✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡ Rl1 = I✳ ■❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ♥♦t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦♥❡ ✭✐❡✱ i > 1✮ ❛ r❡❣✐♦♥ Rij ❝❛♥
❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r ✭s❡❡ ❋✐❣ ✸✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ Xij t❛❦✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥ Ω ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥ Rij ❛♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ mXij

✳
❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xl ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✏❙❝❡♥❡✑ ❧❛❜❡❧✳ ✏❙❝❡♥❡✑

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ S s②♠❜♦❧ ♦❢ ❛♥② ❢♦r♠❛❧ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ s②♠❜♦❧ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
❛❧❧ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ✏❝❛r✑ ♦r ✏♣❡❞❡str✐❛♥✑✱ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❧❛❜❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❧✐❦❡ ✏✇❤❡❡❧✑✱ ♦r ✏♣❡❞❡str✐❛♥ ❤❡❛❞✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐ss✉❡ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♣❛rs❡ ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱✐t ♠✉st ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥② s②♠❜♦❧ ✭❡①❝❡♣t S✮ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡



❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r {VN , VT , S, Γ, µ} ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤
VN = VT ✳

❆ ◆♦❞❡ Nij ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛✐r (Rij , Xij)✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
✐ts ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✶✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ✏✐s ♣❛rt✲♦❢✴✐s ❝♦♠♣♦s❡❞✲♦❢✑✿ {N1, . . . , Np} ❛r❡ ♣❛rt✲♦❢ N ✱ ♦r r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧② N ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞✲
♦❢ {N1, . . . , Np} ✐❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② {N1, . . . , Np} ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞
❜② N ✳

✷✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡ s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐♥t♦
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛②❡r✱
t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛
s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✭r❛❞✐❛❧ r❛②s ♦❢ ❛ ❜✐❝②❝❧❡✮✱ ❡❞❣❡s ❧✐♥❦✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞
✐s ❞❡♥♦t❡❞ Ph(I)

✸✳✷ ❊✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

▲❡t U = {X11, X12, ..., Xl} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞
p t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ Ph(I)✳ ❆ s❡t ♦❢ ♠❛ss❡s M = {m1, . . . ,mp} ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♠❛ss mi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝❡r♥♠❡♥t ❢r❛♠❡ Ui ⊂ U ✇❤❡r❡ Ui ✐s ❛ s❡t ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ❝♦♥s✐st ✐♥ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡
✏♣❛rt✲♦❢✑ ❧✐♥❦ ✭❝❢ ❋✐❣ ✸✮✳ ▲❡t O = {U1, . . . , Up} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝❡r♥♠❡♥t ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ ✸✲t✉♣❧❡
E = {U,O,M} ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
Ph(I)✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ M ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♠❛ss
♦❢ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ui ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ U ✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❥♦✐♥t ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

mU =

p⊕

i=1

mUi↑U ,

✇❤❡r❡ mUi↑U st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✈❛❝✉♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡ ♦❢ U ✳

❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛✈❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡ U t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆t
t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s ❝❧❡❛r❧② st❛♥❞ ♦✉t✿

✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ r❡❣✐♦♥s✱ ❤♦✇ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛✈❡s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r
♥♦❞❡s❄

✷✳ ❲❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡❄

❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✸✳ ✭❛✮ ❍✐❡r❛r❝❤② ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❊✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❆ ❥♦✐♥t ♠❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ✏♣❛rt✲♦❢✑ ❡❞❣❡ ✭t❤❡ s❡ts ❛r❡
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s✳✮

✹ ❇❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✹✳✶ ❇♦tt♦♠✲✉♣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ Ph(I) ♦❢ ❛ t❡st ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ E =
{U,O,M}✱ ❡✈❡r② ♠❛ss mi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ui✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ k ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❧❛②❡r j ∈ {1, . . . , l−1} ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ξ✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞
t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r j + 1 ❜② ❛ ✏♣❛rt✲♦❢✑ ❧✐♥❦✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❧❛②❡r ✷ t♦ ❧❛②❡r l✿ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❧❛②❡r ✶ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❧❛②❡r ✷✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ✈❛❝✉♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s mX1
✱ mX2

✱ ✳ ✳ ✳ ✱ mXp
✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞mX1↑X1,X2,...,Xp,Y ✱mX2↑X1,X2,...,Xp,Y ✱ ✳ ✳ ✳ ✱mXp↑X1,X2,...,Xp,Y ✳ ❚❤❡s❡
❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣✐❡❝❡s ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❡♠♣st❡r✬s r✉❧❡✿

m1
X1,X2,...,Xp,Y

=

p⊕

i=1

mXi↑X1,X2,...,Xp,Y .

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❛❧❧ t❤❡ N ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❣r❛♠♠❛r r✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧ ✐♥t♦ p s②♠❜♦❧s ✉♥❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ξ ❛r❡ ❞❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ N ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡ {X1, . . . , Xp, Y }✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐st✐♥❝t
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡♥❝♦❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤✉s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❉❡♠♣st❡r✬s r✉❧❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

m2
X1,X2,...,Xp,Y

=

N⊕

k=1

mk
X1,X2,...,Xp,Y |Ξ=ξ,



✇❤❡r❡ Ξ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ t♦ ❣❡t ❛ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

mX1,X2,...,Xp,Y = m1
X1,X2,...,Xp,Y

⊕m2
X1,X2,...,Xp,Y

.

❚❤❡ ❥♦✐♥t ♠❛ss mX1,X2,...,Xp,Y ✐s ✜♥❛❧❧② ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t mY ✳

✹✳✷ ❚♦♣✲❞♦✇♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛
t♦♣✲❞♦✇♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❋♦r ❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ui = {X1, X2, . . . , Xp, Y } ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❥♦✐♥t ♠❛ss ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ k ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ mX1

,mX2
, . . . ,mXk

✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❢♦r ❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② r❡✲✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✳

✺ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣s ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✏♣❛rt✲♦❢✑ ❧✐♥❦s ❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ❞❡✜♥❡
❛♥ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t t♦ ❣❡t ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛s ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ❯s✐♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ♦❢ ❛ t❡st
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛rs❡
❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

✺✳✶ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❚❤❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ✐t ✐s t♦ ❣r♦✉♣ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦❞❡✳ ❇② ❝♦♥✢✐❝t✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳

❈♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✏♣❛rt✲♦❢✑ ❧✐♥❦ ✐♠♣❧② t✇♦ r❡♠❛r❦s✿

✶✳ ■❢ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s N1✱ N2✱ ✳ ✳ ✳Np ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥ ✉♣♣❡r ♥♦❞❡ M ❜② ❛ ✏♣❛rt✲♦❢✑ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡
♣❛rs❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡✐r ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦♥✬t ♠❛t❝❤ ❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ♥♦❞❡ M ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❡q✉❛❧s t♦ ✶✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤✐❣❤
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡✳

✷✳ ❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s N1✱ N2✱ ✳ ✳ ✳Np ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥ ✉♣♣❡r ♥♦❞❡ M ❜② ❛ ✏♣❛rt✲♦❢✑ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡
♣❛rs❡ tr❡❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ M ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝♦♥✢✐❝t ♦❢ N1✱ N2✱✳ ✳ ✳Np✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ❝♦♥✢✐❝t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳



❚❤❡s❡ t✇♦ r❡♠❛r❦s ❞r✐✈❡ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ Nl1 ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛s t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐t ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ✐s mXl1

(∅)
✭♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s mXl1

(S) s✐♥❝❡ mXl1
(S) = 1−mXl1

(∅)✮✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❛①✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♠❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ❛t t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t✇♦
❢❛❝t♦rs ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✿

✶✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦❞❡s✳
✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ t♦ ❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ✜t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✿ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡
r✉❧❡s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛♥② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛♥② ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳

✺✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ✐s ✉♥tr❛❝t❛❜❧❡✳
❆ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st ✐♠❛❣❡ ✐♥
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ st❡♣ ❜② st❡♣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✿

✕ ❆ ♣❛rs❡ tr❡❡ ✐s ✜rst ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s
♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✳

✕ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✿
• ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡ ❣r❛♣❤✳ ■❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❛ ♥❡✇
♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ✏♣❛rt ♦❢✑ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤✐s ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■❢ t❤❡
♥♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥
♦❢ t❤✐s ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s✳

• ❚❤❡ ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❦❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
✕ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rs❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❦❡♣t ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❑■❚❚■ ❞❛t❛s❡t ❬✻❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ st❡r❡♦ ❝♦❧♦r ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ ❛♥❞
❱❡❧♦❞②♥❡ ▲■❉❆❘ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s s❡♥s♦rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡



✭❛✮ ❘❛✇ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤

✭❝✮ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❞✮ ❆❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s Ω = {Ground, Sky,Obstacle} ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❞❡❡♣ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳

❞❛t❛s❡t ✇❡r❡ ✜rst ♦✈❡rs❡❣♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛t t❤❡
s❡❣♠❡♥t ❧❡✈❡❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❚❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✿ ✏●r♦✉♥❞✑✱ ✏❖❜st❛❝❧❡✑
❛♥❞ ✏❙❦②✑✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❧✐♥❦s ✏♦❝❝❧✉❞❡✑✱ ✏✐s ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❜②✑✱ ✏❜♦r❞❡r✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏❞✐s❥♦✐♥t✑ ✇❡r❡ ✉s❡❞
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡ S ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r ❛ ❢❡✇ ❜❛s✐❝ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❦②
❝❛♥♥♦t ♦❝❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✮✳ ❆t t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧❡✈❡❧✱ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
✏P❛t❝❤ ♦❢ ❣r♦✉♥❞✑✱ ✏P❛t❝❤ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡✑✱ ❛♥❞ ✏P❛t❝❤ ♦❢ s❦②✑✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❧✐♥❦s ✏♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣✑ ❛♥❞
✏❞✐s❥♦✐♥t✑ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛rs t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♣❧❡①
♦❜❥❡❝ts ✐♥ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ r❡✉s❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r ♣❛rts✲♦❢✲♦❜❥❡❝ts ✇❡r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣❛rt ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❋✐❣ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r✳ ❙✐♥❝❡
♦✉r s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐❣♥♦r❛♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ♥♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t
s♦♠❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ r❡❝❛❧❧ r❛t❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
♠❛tr✐①✳ ❆ r❡s✉❧t ✐♠❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ r❡❝❛❧❧✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢❡rs t❤❡
❢✉s✐♦♥❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡✈❡❧✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐s✉❛❧ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞
❉❡♠♣st❡r✲❙❤❛❢❡r t❤❡♦r②✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥



●r♦✉♥❞ ❖❜st❛❝❧❡ ❙❦② ❘❡❝❛❧❧

●r♦✉♥❞ ✾✻✱✹ ✸✱✻ ✵ ✽✻✱✶

❖❜st❛❝❧❡ ✺✱✾ ✾✹✱✵ ✵✱✶ ✽✶✱✸

❙❦② ✵ ✸✸✱✷ ✻✻✱✽ ✻✻✱✺

●r♦✉♥❞ ❖❜st❛❝❧❡ ❙❦② ❘❡❝❛❧❧

●r♦✉♥❞ ✾✼✱✵ ✸✱✵ ✵ ✾✺✱✼

❖❜st❛❝❧❡ ✻✱✷ ✾✸✱✼ ✵✱✶ ✽✺✱✽

❙❦② ✵ ✸✸✱✷ ✻✻✱✽ ✻✻✱✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳ ✭❛✮ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧
❣r❛♠♠❛r ✭❜✮ ❘❡s✉❧ts ❛❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥t✐❛❧ ❣r❛♠♠❛r

r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜②♣❛ss ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ s♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧✐❛❜❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
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