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1 L’equazione di Vlasov-Poisson

L’evoluzione temporale di una distribuzione di particelle nello spazio delle
fasi R x R™ & descritta da una funzione di densitd f = f(, z, v}, che soddisfa il
sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali, detto sistema di Viasov-
Poisson (VP):

%f(t,a:,v) +v- Vaflt,z,v) + B(t,z) - Vy f(t,2,0) =0,

r—y
E(t,z) = = p(t, y}d
(,;1;) ’Y./R" Fm_yinp( ’y) Y,

p(t, z) :=/ f it z,v)do,
Rﬂ.
f0,z,9) = fo(z,v), t=0, (z,v)c¢R"xR", ~yeR.

Le variabili z € R" e v € R™ rappresentano rispettivamente posizione e velo-
citd nello spazio delle fasi del sistema. Il moto & determinato dal campo E : per
v < {0 esso rappresenta una forza Newtoniana (le “particelle” si attraggono re-
ciprocamente attraverso un campo di tipo gravitazionale) ed il sistema descrive
la classica dinamica stellave; per 4 > 0 rappresenta una forza Coulombiana, in
questo caso il sistema descrive un plasma di cariche che interagiscono tra loro
per mezzo dei campi elettrici da esse generati. La densitd fisica del sistema &
individuata dalla funzione p. Il valore del campo E al tempo ¢ ¢ legato alla
densita f al tempo ¢ stesso, attraverso una relazione che consente di calcolarlo,
nota la soluzione del problema, come convoluzione su un opportuno nucleo

E=Kxp.

L’equaszione che definisce il problema risulta, percio , iperbolica non lineare.
La distribuzione assegnata al tempo 0 & descritta dalla funzione di densita fo.

Una interpretazione fisica pili dettagliata dell’eguazione di Vlasov st ottie-
ne, con um approccio puramente euristico, descrivendone la relazione con le
equazioni di Newton della meccanica classica: al di la delle questioni connesse
con una formalizzazione rigorosa di questo argomento, si ricava l'equazione co-
me limite di campo medio per un sistema dinamico finito (cio¢ discreto e con
un numero finito di “particelle” interagenti).

Si consideri un sistema di N particelle che si muovono in R, in accordo
con le leggi della meccanica classica, interagendo mutuamente atiraverso un
potenziale V, proporzionale alla massa o alla carica delle particelle e “debol-
mente” singolare. Quest’ultima condizione si esprime assumendo che la forza
esercitata da una particella 7 posizionata in un punto &; € R” su una particella
j in z; € R™ abbia la forma

i K (35 — 24),

con K = K(y) applicazione vettoriale che diventa singolare solo nell’origine,
in modo che

f K{x —y)(y)dy
Rn
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esista per tutti gli z € R?, ¢ € LH{R™) N L®(R").
La legge di Newton stabilisce, pertanto, che il moto di ciascuna particella sia
descritto dall’equazione classica

N
mid; =Yy K{(wi —w5), i=1,.,N,
i

dove z; € R®, »; ¢ R" e m; > 0 rappresentano rispettivamente la posizione,
la velocitd e la massa della i-esima particella. Le costanti reali ;; sono legate
alla natura del sistema;:

a) v;j = —I'mymy, dove I’ > 0 & la costante gravitazionale e il sistema descrive
il problema degli N corpi nella meccanica celeste;

b} vi; = ¢ig;, dove ¢; € R. & la carica elettrica della i-esima particella e il
sistema descrive la classica dinamica Coulombiana.

L’esempio tipico, a cui si fa riferimento nello studio dell’equazione di Viasov-
Poisson, &

Y
K(y) i
ciot K(-) := —V@G(-), dove G ¢& la soluzione fondamentale dell'equazione di
Poisson in R?
AG = -4,

che si annulla all’infinito.
Lo stato del sistema in un generico istante di tempo t ¢ descritto dalla posizione
e velocita di tutte le sue particelle

(miyv)) ER" xR, i=1,.,N.

Senza alterare la fisica del problema, si supponga che tutte le particelle
del sistema siano identiche (il che equivale a porre m; = m = 1, ¢ = ¢ =
+1, v =7 %7 =1,..,N ) esiriscalino le forze

T — =
mantenendo y costante fissata ( 1o stesso effetto si produce normalizzando ad
1 la massa/carica totale del sistema, in modo che ciascuna particella abbia
massa/carica j{—, J; in questa situazione si ha la cosiddetta “approssimazione di
campo medio”.

Le leggi del moto si semplificano, allora, nel sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie

oY &
Ui =% NN K (w—wy),  i=1,.,N.

Dato lo stato w$ = (23, v5; ...; 2%, v%) al tempo 0, si definisce lo stato wy(t) =
(21(t), v1(£); ..; 2n (t), vn(t)) al temipo ¢ risolvendo il problema ai valori iniziali
per (1) con

(@:(0),v:(0)) = (&, 7);  i=1,., NN,



La soluzione del problema, tuttavia, potrebbe esistere solo per tempi finiti,
a causa di una singolarithd del nucleo K che definisce il campo vettoriale del
sistema (1); inoltre, l'intervallo di esistenza della soluzione locale dipendera dal
valore N e la sua ampiezza potrebbe ridursi a 0 ¢guando N tende all'infinito.
Per superare questa difficolta si pud assumere K regolare, ad esempio limitato
e continuo, assicurando Vesistenza di una soluzione globale wy () del problema,
per ogni tempo ¢ > .
La regolaritd si pud ottenere, anche, con un procedimento di “mollificasione”
del potenziale, ad esempio sostituendo il nucleo K con uno “mollificato”

z—y
(e — y? +o)n/%

Ks(z ~y) =

L’equazione di Vlasov-Poisson corrispondente & detta equazione di Viasov “mo-
dificata” ed & della stessa forma di quella classica

%f(t, z,v) + v Vo f (4, 2,0) + Es{t,z) - Vo f(t,2,0) =0 (2)

dove, adesso, si considera
Bs(t,a) =1 [ Ksw = y)p(t.u)dy.

La questione fondamentale che si pone ¢ quella di confrontare wy(t) con
una funzione f{t,-,+) : R? x R" +— R, soluzione dell’equazione (2).

Procediamo confrontando i dati iniziali del Problema di Cauchy associato
alle equazioni (1) e {2) rispettivamente, ciot w$ e f(0,-,-) = fo(:,+); poiche
entrambi descrivono distribuzioni di masse o di cariche nello spazio R™ x R”,
possono essere confrontati nel senso delle misure su R2?.

a) w}, viene interpretato come la misura di probabilitd discreta (normaliz-
zata sulla massa/carica totale del sistema)

. 1 N
puy(dz, dv) = 7\?;5%0 (dz, dv)

con §p misura di Dirac concentrata in P € R* e P o= (zf,03), j=1,... N,

allora,
‘E\T

pun (t, de, dv) 25PJ (dz, dv),

con P;(t) := (z;(t),v;(t)), j =1,..,N, definisce la misura evoluta al tempo ¢
associata alla soluzione wy(t) del problema (1) con valore iniziale wjy.
b) fo viene assegnata regolare, non negativa e tale che

/ folz, v)dedy = 1;
R‘?_n

pud essere, pertaito, interpretata come la funzione di densitd di una misura di
probabilitd, ;£°, assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.



Consideriamo, ora, una famiglia di sistemi con N particelle, N crescente,
caratterizzati ciascuno da uno stato w$, al tempo 0 iniziale e supponiamo che

Hy —> p°

per N — o0, Questa convergenza va interpretata nel senso debole tra misure:
sia ¢ una funzione continua e limitata su R?” e

N

@)= [ bl lda, o) = 3 9P,
=1

allora,
,U?\T(QS) 5/2 qﬁ(a:,v)fg(m,v)dmdv
R £i

per N — co.

Sotto queste ipotesi, sfruttando in modo determinante le proprieta di rego-
laritd assunte sul dato fy e sul nucleo Kj, si pud verificare che per ogni tempo
t > 0si ha

pv(tsd) = [ (6,00, 0)dudo

per N — oo, essendo f(t,-,-} la soluzione del problema (2) con valore ini-
ziale fy. In questo senso 'equazione di Vlasov-Poisson modificata viene rigo-
rosamente derivata, in approssimazione di campo medio, dalla dinamica (1),

[ dettagli della dimostrazione di questo risultato si rovano in [N} , svilup-
pati nel caso pit generale di una qualunque misura di probabilitd p° su R2",
anche non assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. I1 proble-
ma dell’esistenza ed unicitd della soluzione dell’equazione di Vlasov-Poisson
modificata & facilimente archiviabile, utilizzando il classico metodo delle carat-
teristiche per EDP, con le assunzioni di regolaritd sulle strutture gid discusse.
Ulteriori considerazioni sul “limite di Vlasov” sono presentate in [BH] e [D].

Qui ¢i limitiamo a sottolineare che quella descritta & , realmente, una pro-
prietd di continuitd della soluzione dell’equazione (2) rispetto ai dati iniziali,
nella topologia della convergenza debole di misure. Si verifica, infatti, che la
misura applicata

N

1
pnltd) = [ dlevun(tde,dv) = 5 L)
soddisfa la relazione
d 1 & :
aﬂu\’(ta $) = N z v(z,v)¢(}3j(t)) - P {t) = pn(t, V(a:,u)‘vb' (v, Bs));
F==1

il che equivale ad affermare che py (¢, ) & una soluzione debole dell’'equazione
(2), riscritta nella forma di una legge di conservazione

%f(t,m,*v) + divgg ] (v, Bs(t, ) f(t, 3,0) | =0 (3)



essendo div(; (v, Bs(t,2)) = 0. In quest’ottica, il sistema (1) si interpreta
come sistema delle caratteristiche associato all’equazione differenziale (3).

Concludiamo questa analisi osservando che, a causa della singolaritd del
nucleo K, 'argomento rigoroso di derivazione non pud essere esteso all’equa-
zione di Vlasov-Poisson classica (VP), per la quale la questione della validita
resta aperta, pur potendosi azzardare una conferma delle considerazioni fatte,
almenoc dal punto di vista euristico.

2 I’equazione di Fokker-Planck per il sistema di
Vlasov-Poisson

Una situazione particolarmente interessante si realizza quando il sistema di
particelle considerato viene immerso in un bagno termico (ovvero, viene messo
a contatto con un termostato), alla temperatura assoluta costante T; i caso
fisicamente pift appropriato & quello del plasma fisico, rappresentato dall’equa-
zione di Viasov-Poisson per v > 0. Si manifesta, allora, una stocasticitd che
comporta una modificazione dell’equazione, ottenuta aggiungendo un termine
di diffusione rispetto alla velocitd . Questo tiene conto delle complesse intera-
zioni tra il sistema ed il bagno termico. La nuova equazione pud essere derivata
mediante il seguente argomento.

Si consideri il sistema di NV particelle in R”, introdotto precedentemente;
quando ¢ immerso nel bagno termico, le equazioni del moto si trasformano
nelle equazioni differenziali stocastiche (eguazioni di Langevin in presenza di
un campo di forze interno)

dz;{t) = vidt i=1,..,.N
dvi(t) = (& Sy K(wi(t) - 25(t)) — Bui] dt + odb;,

dove { bi}i\;l sono N moti Browniani standard indipendenti, 5 ¢ un parametro
di viscosita e la sua relazione con il coefficiente di diffusione o & data da 0?/2 =
KT (con k costante di Boltzmann).
All'interpretazione fisica di queste equazioni & dedicata una vasta letteratura;
in particolare, citiamo [C] e {GS] come riferimenti.

In questo ambito, si & interessati allo studio dell’evoluzione di una distribu-
zione di probabilitd nell’intero spazio (R”? x R?)V, partendo da una assegnata
distribuzione iniziale di densita f3(-) : (R* x RM)Y +— R,

fn20 e ffﬁfdmldvl...dxj\rdvj\r =1,
Tale evoluzione & descritta da una equazione differenziale alle derivate parziali,
equivalente a quella di Liouville in assenza di stocasticita , detta equazione di

Fokker-Planck per la densita

frlty) = vtz vn, oy, va )



quest’ultima, si ricava, pertanto, come soluzione del problema ai valori iniziali
ad essa associalo

P N N 1 N
—fN+ D divg (vifn) + D div [ (< ) 7K (mi — 35} — Pui)fn | =
ot — — N &
i=1 i=1 J#i
o2 Y
= _‘2— Z Av;' fN> (5)
i=1

fn(05) = 15 ().
Sisupponga fy simmetrica rispetto ad un qualunque scambio di due particelle

e si indichi con ff{, la funzione di densitd marginale, funzione di correlazione
per k particelle,

kora. —
fN(t, T1,Y1, ...,:Ek,'vk) =
/f,\r(t;$1,?.i1, ey TN UN AT 41 Vg1 e yduy .

Dallequazione (5) per fu, integrando formalmente per parti e sfruttando le
proprieta di decadenza della densita , si ricava una equazione per f f{}:

g ., o2& , ko ko x
é}-ff{r =7 Z Ay, ¥+ ,BZ(ETUUE (v f5) — Zdwwi (wff{;)-i—
’ i=1 i=1

i=l1

N—kd
N e Z divy, /K(fb‘z' — Tpy1):
N i=1

E1r,. "
' ;\7L (321,01, ooy Ty Uky Th 15 Vb1 ) dBp 1V +

1 kK ‘ ‘
VR Yo divg K{wi — e} R (G, 01, Tk, VL)
i=1 ji

Eseguendo un limite formale per N — oo, si ottiene, infine,

9 k

k k
%f"’ -7 ; Do f¥+ B divg, (wif*) - i:z;dmm,. (v; f5)+

i=1

k
—y 3 divy, f Kz — tpe1)
=1

PR 21,01, B Uk Bhd, V1) @81 dUgs, (6)

dove fR(t;) = limy_so0 f&(#;) si interpreta come densitd di probabilitd per
un sistema continuo di particelle infinitamente piccole.

Questa equazione possiede una proprietd notevole, detta “propagezione del

caos”: se fE(0;21,v1, ., T,y V) = 15, folas, v allora fR (& 21, v1, o0y Ty 0g) =
kot m, ), dove f = f(t,z,v) soddisfa l'equazione

D ft0,0) - Val(,3,0) + dinf(B(t,) = o) (t,2,9)] =



= Uz—gAuf(t,a:,u) (7)

con
Bit,5) =7 [ Kle-net )y, plta)i= [ (6o,

In analogia al caso trattato di assenza di stocasticitd , questa equazione non
lineare viene chiamata “equazione di Viasou-Fokker-Planck” e descrive, ad
esempio, Pevoluzione di un plasma di elettroni in un bagno termico.

I “limyoe” con il guale Pequazione (7) & stata dedotta dalla (6) & as-
solutamente “formale”: la questione di una fomulazione rigorosa di questo
argomento ¢ particolarmente aspra ed ancora aperta, presentando le medesime
difficoltd incontrate nel problema, precedentemente discusso, della derivazione
dell’equazione di Vlasov-Poisson.

3 Il problema della risolubilita

Argomento principale di questa discussione ¢ il Problema di Cauchy associa-
to all’equazione di Vlasov-Fokker-Planck (7). Simostrera che gid noti risultati
riguardanti Pequazione di Vlasov ordinaria {esistenza ed unicitd della solu-
zione, teoremi costruttivi, controesempi notevoli) conservano la loro validita
anche nel caso stocastico.

Ricordiamo che, relativamente al problema al valori iniziali

-

D tt,2,0) + divgg,n)| (0, Bt 2))f(t2,0) | =0,

at
f(0,) = fol-, ), (8)

si definisce soluzione debole una funzione [ che verifica le condizioni seguenti:
f(t,,-) & debolmente continua per ciascun valore ¢ fissato in [0, T';
per ogni funzione test ¢ € CL([0,T] x R* x R") con suppg C ([0,T] x B),
B compatto in R* x R",

L gtt,0) + (0 B09) Vi dlim,) )6, 0) o +
0 JRrxRmn Ot

+f d(0, z,v) folz, v)dzdv = 0.
Rn XRH

In particolare, f diventa una soluzione classica quando fy ed E sono suflicien-
temente regolari.

Definizioni analoghe si danno per il problema corrispondente in presenza di
stocasticita, descritto dal sistema

2

D (k) v Vef(t,0) + dinl(B(L2) - Bo) (6 2,0)] = S (t.2,0)

f(oﬂ'v'):f()('a')' (9)



Per il caso classico (8), lo studio dell’esistenza ed unicitd della soluzione
procede in due divezioni differenti. Da una parte si cercano soluzioni deboli
ed in questo ambito ¢i si deve accontentare di risultati di pura esistenza in
dimensione n < 3, non essendo stato formulato, fino ad ora, un argomento
completo per 'umicitd; teoremi di esistenza di soluzioni deboli sono stati di-
mostrati da Arseneev, Iliner e Neunzert. Dall’altra parte si cerca di otienere
soluzioni classiche, per le quali 'unicitd ¢ facile da provare; tuttavia, il pro-
blema dell’esistenza globale in dimensione n = 3 & stato solo recentemente
archiviato da Pfaffelmoser in maniera rigorosa per dati iniziali generali.
Questo risultato, successivamente semplificato nella tecnica da Shaeffer, supera
i precedenti dovuti a Batt, Bardos e Degon, nei quali vengono fatte assunzioni
restrittive sulla regolaritd del dato iniziale, sulla sua “grandezza” e su certe
proprietd di simmetria del sistema. Queste ultime rendono il problema equi-
valente a quello in dimensione n = 1,2, per il quale esistenza ed unicitd di
soluzioni classiche & stata dimostrata da Okabe ed Ukai e raffinata da Horst, al
quale si deve anche un interessante argomento di risolubilita locale per n = 3.
In dimensioni superiori, 7 > 4, nel caso della dinamica stellare, & noto il ma-
nifestarsi di esplosioni o collassi della soluzione in tempi finiti, anche qualora
si assegnino dati iniziali estremamente regolari; lo stesso si verifica per n = 3
in un caso “relativistico”.

Le difficoltd nella dimostrazione dell’esistenza globale di soluzioni regolari

classiche sullo spazio tridimensionale sono, fondamentalmente, legate ad una
potenziale divergenza della densitd spaziale p in tempi finiti, dovuta ad un
analogo comportamento del campo elettrico .
Si potrebbe, allora, sperare che la modificazione stocastica nel modello {), con
Pintroduzione del termine di viscosita ed una “delocalizzazione” delle particelle
per effetto del jermine di diffusione, possa prevenire la degenerazione delle
soluzioni in tempi finiti; la situazione non &, tuttavia, troppo diversa da quella
del problema ordinario.

Nel caso bidimensionale, n = 2, a cul limitiamo la nostra analisi, gli ar-
gomenti per provare esistenza ed unicitd sono quelli adottati nello studio del-
P'equazione di Vlasov-Poisson semplice; I'idea principale consiste nel sostituire
l'usuale sistema delle caratteristiche associato ad una EDP con un processo
stocastico, ciog il sistema di equazioni differenziali ordinarie che determinano
il moto delle particelle con un sistema differenziale stocastico. Anche il con-
troesempio all’esistenza globale in dimensione n = 4 nel caso della dinamica
stellare pud essere esteso all’equazione Vlasov-Fokker-Planck, verificando la
persistenza del fenomeno in presenza di “diffusione” stocastica.

I risuitati ottenuti e le stime utilizzate dipendono rigidamente daila dimensione
n dello spazio fisico su cui si studia 'equazione e, pertanto, sono difficilmente
generalizzabili alle dimensioni superiori.

La letteratura matematica riguardante il problema di Vlasov-Fokker-Planck
& particolarmente vasta e varia negli argomenti proposti per affrontare la que-
stione della risolubilitd. I lavori pil recenti in tal senso sono quelli di Francgis
Bouchut, José Carrillo e Harold Dean Viciory.



4 Esistenza ed unicita della soluzione nel caso
bidimensionale

Le considerazioni precedenti suggeriscono una tecnica piuttosto “naturale”
per la costruzione di soluzioni al problema in esame; qguesta si basa su un
procedimento di “mollificazione” del nucleo singolare K delle equazioni, che
consente di trattare agevolmente il sistema, completato con una operazione
di Himite per rimuovere il parametro di regolarizzazione introdotto. Numerosi
lavori sulPequazione di Vlasov-Poisson citati utilizzano questo argomento (si
veda, in particolare, [H1}).

In [NPT}, gli autori lo estendono efficacemente al problema dell’equazione di
Vlasov-Fokker-Planck sullo spazio bidimensionale.

Si consideri una famiglia di nuclei regolari {K;}s»p con Ky € C3(R?), che
approssima K nel modo seguente:

Ks(z) = K(z) per |z| = 6, (10)
_ 01 d Cy
| Kzl < T’ |5£I{5(w)| < 2l (11)

perogni z € R?, i=1,2, § >0, essendo C; e () costanti reali positive.
Approssimazioni di questa forma per il nucleo di Vliasov-Poisson si possono
costruire materialmente a partire dall’espressione K introdotta nel paragrafo
1, “addolcendo” la funzione valore assoluto per ottenere ia regolarita richiesta.
Come conseguenza delle proprieta (10) e (11), per ogni funzione ¢ € L'(R?)
N L*®(R?), sono valide le stime

W oo < C L2, (12)

fl?ﬁ(y)llKa(fﬂ—y)—Ka(w’—y)ld’y < Dollr =o' llWllso,  (13)

dove

) r(l—-lr) parr<l1
plr) = { 1 perr > 1

e le costanti C' e D sono indipendenti da § ed opportunamente scelte.
La stima (12) si ottiene decomponendo 'integrale della convoluzione sui domini
complementari

[ Koo vy = [+ [

per R > 0 arbitrariamente fissato; preso il modulo di ambo i membri dell’u-
guaglianza, si tratta separatamente ciascuno dei due integrali, sfruttando le
proprieta del nucleo Kj e della funzione test v; infine, si “ottimizza” la stima
intermedia rispetto ad R. Analogamente si pud procedere per la verifica della
stima (13), complicando opportunamente la decomposizione in modo da con-
siderare la posizione del secondo centro ' (per i dettagli si veda [MP], Lemma

(3.1)).
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Per ognuno dei nuclei regolari K della famiglia approssimante, si consideri
il problema “modificato”

%ftfs(mav) +v: V:cfta(g;a 1}) + divu[(Eg(f,fﬂ) - ﬁv)ff(a:,v}] =

0,2

= 2 Aui@,) (14)

fg(v ') = fO(': )

dove
Es(t,z) /Kaw—y)pt( My, pi(x): f (@, v)d

Il sistema delle caratteristiche stocastiche ad esso associato ¢ definito come
il processo stocastico (ms(t),vs(t))e>0 soluzione delle equazioni differenziali

stocastiche
dzs = vsdi (i5)
dvs = (Bs(t, x5} — Puvg) dt + odb

dove b & il moto Browniano standard in due dimensioni.

Indichiamo con Pt‘fs(:ﬂ,v; y,u) la densita di probabilita di transizione del pro-
cesso dallo stato (y,u) al tempo s allo stato (z, v} al tempo .

11 risultato valido nella situazione appena descritta & dato dalla

Proposizione (4.1) Sia p° une misure di probabilite sullo spazio delle
fasi R? x R2. Allora, per ogni T > 0 esiste una misura di probabilitd el
0 <t<T, soluzione debole del sistema (14)

‘Z
D) = Kl - Va) + 1 (B5(t,) — o) Vo | + Tl (D),

¢
pig = B,
dove la funzione test ¢ = ${x,v) si suppone sie due volte differenziabile con

continuitd , con derivate fino al secondo ordine limitate.
Questa soluzione ¢ unica ed espressa da

1l () = f Py (z, vy, u)(z, v (dy, du) dadv.

Se p° & assolutamente continua rispetto alle misura di Lebesgue, con densila
fo € L®(R? x R?), allora anche la misura soluzione ¢ assolutamente continua

wl (dz, dv) = f2(x,v)dzdv

e siha ||l = follzr, 15 lleo < Cllfolloo-

Per la dimostrazione si adotta un argomento standard, basato su un meto-
do di approssimazione costruttivo, sfruttando la regolarita del campo Ej per
la verifica delle stime di convergenza.

Si costruisce una successione ricorsiva di misure definite per un intervallo li-
mitato dei tempi e si introduce, sullo spazio a cui esse appartengono, una

11



particolare metrica rispetto alla quale definire la convergenza; l'arbitrarietd
nella scelta dell’intervallo di esistenza consente di concludere la globalitddella
soluzione nel tempo.

Passaggi rigorosi per la dimostrazione si possono ricavare combinando la tec-
nica usata in [MK] con quelle in [D] e [N].

1l passo fondamentale di gquesta trattazione consiste nella procedura di eli-
minazione del parametro ¢ dal sistema “mollificato”, cioe lo studio del processo
limite per § N\, 0.

Nella dimostrazione del teorema principale si fa uso di una stima sulla densit
spaziale p{, che presentiamo nel seguente

Lemma (4.2) Sia p°(dz,dv) = fo(z,v)dadv una misure assolutamente
continua, assegnata come dato iniziale del problema (14), con fo € In{R?xR?)
N Loo{R? x R?) ed a supporto compatto rispetto alle variabili di velocita. Sia
[ la densita della soluzione i calcolata nella Proposizione (4.1) e pi(z) :=
[ iz, v)dv la densiti spaziale del sistema ad essa associata. Allora esiste una
costante Cp, che dipende da fo e T ma non da §, tale che

6¢llco < Cr  perogni t €[0,T}, 6 > 0. (16)

Dimostrazione. [idea segue quella proposta da Horst per Pequazione di
Vlasov in assenza di stocasticitd e sviluppata in {H1]: si cerca di ripercorre-
re 'evoluzione del sistema all’indietro dal tempo ¢ al tempo 0, controllando
campione per campione 'andamento delle traiettorie stocastiche per le singole
particelle.

Dalla Proposizione {4.1) si ha

pilz) = /ft‘s(a:,v)dv = fdv/Pt‘?U(fs,v;q,u)fg(y,u) dydu.

Sia xJ(z,v) = e 2 fi(x,v); questa funzione visolve il problema ai valori
iniziali

) g § o s
F (@ v) v Vaxi(e, o) + [(Bs () — Bo)] - Voxi (2,0) = 5 Aoxi (2, v),

8
XD('!') xfU('J')) (17)
come si verifica con un conto diretto dalla sua definizione, utilizzando Pequa-
zione (14) per la f7.
La (17) pud essere interpretata come l'equazione di evoluzione indietro per la
densitd associata al processo “inverso”, definito per 7 < 0,

dfﬁg = —f}gd'r (18)
diis = (Es(r, &) + Bis) dr + odb,

dove Ed('r, z) = ~Es(—7,z); si tratta, ciot , del processo ottenuto invertendo i

campi vettoriali e mantenendo crescente il parametro temporale 7.

Si indichi con Pfl (2, U1 &,0), T < To, la densita di probabilitd di transizione
?
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indietro corrispondente, interpretata come la probabilitd che il processo transiti
al tempo 7 per lo stato (z,v), condizionatamente al fatto di trovarsi nello stato
(%,0) al tempo 7y successivo.

Per giustificare Paffermasgione precedente si osservi, allora, che

& (m,v) = | Plo(w,v;4,9) fo(#,0)didd

soddisfa 'equazione

o ) 2
E—T—eﬁ + v Ve +[(Bs(t, ) — B)] - Vel + %Auéf =0,

con é‘i —3 fo per 7 /0. Posto 7 = —t, ricordando la definizione di Fy, si
)

ottiene 'equazione {17} per Xf =& ,.
Poiche f#(x,v) = e®!x](z,v), combinando le relazioni dimostrate, si ha

pi{z)y = P / dv f P2, o, v;&,0) fol@, 9)didd <
< M folloo [ [ P (o,5, 9)dads =
pls@

= e25t||f0||mfdv Prob{|9s(0) < Q / &5(—1) =&, 5(—t) =v},  (19)
dove si suppone che suppfy C {(z,v) € R? x R%/ |[v] < Q}.

Integrando il sistema (18) rispetto al tempo iniziale 7o = —t e rendendo il
parametro ¢ esplicito, si ottiene

i
5 (0) = vel — / o Bs(s, w5())ds + wl(?),
0
dove

wit) = f t e PlEDdh(s).

0
Da questa uguaglianza segue, immediataimente,

o] < e 155(0)] + /Gt | Bs(s, s(s))|ds + e P u(t)] <

< e pos0) + € [ s + e ), (20)

per scrivere la quale si & fatto uso della stima (12) sul secondo termine.
Decomponiamo, adesso, integrale nella (19) rispetto ad una coppia di eventi
disgiunti ed esaustivi

/ Prob{lis(0)] < Q / #5(~t) = &, 5s(—1) = v} do =
= fProb{|65(O)| <@, o) < % / &5(—t) = x,05(—t) = v} dv +

+fP?‘05{|ﬁa(0)l <Q o)l 2 5 [ &) = 3,0t = v dv, (21)



dove si definisce
t ¢
M) =1 [ e < | [ a) = o)
0 ]

Applicando disugnaglianze classiche della Teoria della Probabilitd (disugua-
glianza di Markov e Jensen), opportunamente combinate con le caratteristiche
del moto Browniano, st dimostra che la Prob{{w(t}] > o} decresce esponen-
zialmente in o e, percid , il secondo termine & uniformemente limitato da una
costante che dipende solo da T' (per il tramite del suppf{ nello spazio R2).
Se [95(0)] < Q e |w(t)] < %l, allora la stima (20) implica che

v t
B <estgro [ 1oiitas

Quindi il primo integrale al secondo membro della (21) & limitato da

t
cost - (Q + [ Ip8N17ds)?.
0

Per 0 <t < T vale, pertanto, la maggiorazione

t
100 lleo < cost- (Q +f0 122 11/2ds)? + cost,

con costanti dipendenti unicamente da fy e T

. . . . . 1/2
Il Lemma di Gronwall, infine, fornisce una stima uniforme per Hp‘f[[o‘é , che
conclude la dimostrazione della {16).

Con quest’ultimo risultato a disposizione, si pud completare la rimozione
della “mollificazione”.

Proposizione (4.3) i definisca

D) = sup I[ |zs(s) — @y (s)] + lg(s) — ver (o)} ],
0<a<t
dove 0 < & < & e {(z5,v5)}s>0 & la famiglia dei processi che partone dal punto
{m,v) con la medesima distribuzione di probabilita, di densita fy € LHRZxR?)
N L®{R? x R?) ed a supporto compatlo rispetto alle velocita. Con I si indica
il valore medio di attesa, definito per una funzione della posizione del processo
in un generico istante da

] ¢le(t),v(8) ) = [ 9l ) Prole, v ufoly, wdedvdydu.
Allora )
lim D&% =0
60

per tuttt ¢ valori € € [0,T7.

Dimostrazione. Si confrontino due generici processi, con parametiri & e &' ri-
spettivamente; come soluzioni del sistema (15) nei casi specifici, essi soddisfano
le relazioni

L
jws(t) — 200 ()] < fo 05(5) — vgr(8)|ds, (22)
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W) —vs (0] < [ | Bs(s, w5(s)) — By (3,39 (s))lds +

t
w; fo lws(s) — vy (5)|ds. (23)

Aggimmgendo ¢ sottraendo le quantiti opportune, il modulo della differenza dei
campi elettrici che compare al secondo membro della (23) pud essere diviso nei
tre termini seguenti:

1) = | [ Kslosts) = n)iodw) = of )iy |

11(5) = | [ Ustesls) — ) — Kirtosls) — ot )y |,

111(5) = | [1K(w5(s) — ) — Ko (ww(s) — ) @)y |
Il Lemma {4.2) garantisce 'uniforme limitatezza di p,
122 lloo < O per ogni s € [0,T], & > 0;
da questa e sfruttando le caratieristiche di K descritte in (11) e (13), si ha
11(s) < Cj con C5 — O per § — 0,

I1i(s) < Colles(t) — 2y (1)), (24)

dove € indica ogni generica costante positiva che dipende unicamente da fj e
da 7.

Per stimare il termine {s), si scrive la densita spaziale in termini di probabilita
di transizione

o () f[fs y,o') = i (., o)]dv' =
_fdfu f[ w0ty v’ 2,u) Pﬁlo(y,v’;z,u)]fg(z,u)dzdu.
Percio
= | [ 1Bl Ksless) = o(s)) — Kios(s) =y (5)) Lole, w)da | (26)

dove il processo ys(s) parte al tempo 0 quasi certamente dallo stato (z,u) e
IE(, 4 indica 'attesa condizionata rispetto a questo evento, ciod

E(z,u)[ 1{5(3‘1(5(3) - y&(S)) ] = /1{6(5‘36(3) - y)P.;S,D(ya IU’; z, u)dydv’.
Dalle definizioni si verifica immediatamente che

B[] = f gy - 1o, v)ddv;



maggiorando il moduio dell’integrale con Pintegrale del modulo nella (25) ed
operando attesa I, si verifica

() < [ [ fole, o) B Kslosls) - wils))-
~Ki(ws(s) vy ()] 1ol u)dzdudad =

= fdzdufg(z,u}]E(z,.u}[fdmd'vff(a:,v)lKg(:Ba(S)—y,s(S})—KJ(CE(S(S)—?JJ'(3))‘] <
< B /dﬂ?dvff(fﬂ,v)lffé(%(s) —ys(s)) — Ks(zs(s) —ys(s) ] =

= 15[ [ depf(a,0)|Ks(wls) — 55(s) = Klas(s) - ()] ] <
< CIRl pllys(s) - us (5)) | (26)

Nei precedenti passaggi si & fatto uso del Teorema di Fubini per Pinversione
dell’ordine d’integrazione nelle attese e delle proprietd di definizione delle fun-
zionl. Applicando, adesso, 'attesa sulle disuguaglianze (22) e (23), in virtl
delle stime (24) e (26) ottenute

I Jus(0) ~ 2 ()] < | I Jos(s) — v (5)] Jds,

B fos(8) =05 (0] 1 < T+ C [ O8] pllas(s) = 205} I+
HIB] f05(5) = uy (4)] T,

dove i contributi costanti dovuti al termine 7/7(s) sono stati raccolti nell'unica
CsT e la Cy & scelta opportunamente. La disuguaglionza di Jensen, per ogni
variabile aleatoria £ e per ogni funzione ¢ concava, stabilisce che

IE[ 0(§) | < o(B[ € ]);

pertanto, per linearitd dell’attesa,

B[ |z5(t) — g () + v (8) ~vp (8)] ] = B[ |25(t) —ze ()] |+ B[ |vs(t) —ve ()] ] <
¢
< G5+ C/D {218 vs(s) = va ()] ] + Ef p(jzs(s) ~ g (s)]) |}ds <
t
0
Infine, prendendo di ambo i membri estremo superiore,

t
< Cs+C [ plBllos(s) — or ()] Jda +C' | B fos(s) — vy (s)| Jds.

T t '] t i
D < Cs+ f D ds 4 C f oD )ds.
G 0

. - 68 s 1rs
La relazione precedente si interpreta affermando che D)*° & limitata da una
funzione z;{t}, soluzione del problema ai valori iniziali

z5(t) = Cp(2s(t))
z5(0) = Cs,
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dove

@

(r) = or) pad<r<l
T r perr>1

(alla base di questa osservazione & la rappresentazione integrale di una equa-
zione differenziale ordinaria). Eseguendo un conto esplicito si pud verificare
direttamente che

lim sup z;(¢) =0,

8=0¢¢(0,7]

il che conclude la dimostrazione della proposizione.

A partire dalla tesi della Proposizione (4.3) ¢ facile mostrare che (g, v4),
soluzione del problema modificato, converge ad un processo limite (z,v), la
cui distribuzione di probabilitd z; & limite debole della successione di misure
{18} s50; inoltre iy & descritta da una funzione di densitd f; che & soluzione
debole dell’equazione di Vlasov-Fokker-Planck (7).

Queste verifiche utilizzano procedimenti standard di limite negli integrali che
descrivono le varie strutture, in virth delle proprieta di convergenza garantite
dalla Proposizione (4.3).

Risulta, quindi, provato il risultato fondamentale di questa discussione, che si
enuncia nel seguente

Teorema (4.4) Sia p°(dz, dv) = fo(z,v)dzdv una misura di probabilitd
iniziale, con fo € L®(R? x R?) a supporto compatto in RZ. Allora esiste
un'unica misure di probabilits p, (de, dv) = fi(z,v)dzde, che risolve il problema
(7) in forma debole; cioe, per ogni funzione regolare ¢, si ha

d o?
i) = pulv - Vo) + pul (B(t0) = Bo) - Vo 1+ G aul D),
po = 415
Inoltre, indicata con P 4(z,v,y,u) la densitd di probabilita di transizione del
processo stocastico soluzione del sistema

da = vdi
dv = (E(t,z) — pv) dt + adb,

si esprime
peldz, dv} = /Pg}{)(ﬁ{),ﬂ;y,u)/jo(d'l ydu).
Infine
— 1'* ]
B = s H

con ui soluzione del problema “modificato” (15) e limj_, che denota la con-
vergenza debole nello spazio delle misure.
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5 Controesempi ed osservazioni conclusive

Come & stato anticipato, si vuole discutere un controesempio all’esistenza
globale per il sisteina Vlasov-Fokker-Planck sullo spazio R, n == 4 e nel caso
della dinamica stellare. In R*, Pespressione del campo F dell’equazione (9) si
modifica, in

E(t,z) ’Y/l lLuoffz/)di,

dove 4 < 0 se e¢sso descrive una dinamica Newtoniana.
Tale controesempio costituisce un'ulteriore estensione dei risultati ordinari al
problema stocastico. Anche in questa circostanza si adotta un argomento do-
vuto ad Horst ([H2]).
Si pud, allora, dimostrarve che esistono dati iniziali, definiti da funzioni fy re-
golari, tali che le corrispondenti soluzioni del sistema Vlasov-Fokker-Planck
“esplodono”in tempi finiti. In forma equivalente, assegnata fy con le caratte-
ristiche stabilite dal Teorema (4.4), esiste al pilt un intervallo finito [0,7") nel
quale la soluzione & definita. Si tratta di costruire opportunamente fy in modo
che questo intervallo non possa essere esteso all’infinito.

Se si sceglie fy a supporto compatto, U'energia cinetica

1
BEiin(t) = 9 f |vl2f(t,a:,v)da;dv
ed il momento d’inerzia del sistema
M{t) = f &2 fLt, @, v)dady

esistono entrambi finiti per ¢ = 0. Seguendo il procedimento presentato in [H2],
si conclude che By, ed M si mantengono finiti per tutti i tempi ¢ in [0,7),
infervallo di esistenza locale della soluzione.

Inoltre, se il dato fy ¢ sufficientemente regolare, ¢ possibile derivare le equazioni

M(t) = Qf:c uf(t,z,v)dody, (27)

M (t) = 4 Bein(t) + Epot(t)) — BM (1), (28)

facendo uso del criterio classico di integrazione lungo le caratteristiche del
moto. Siricordi che Uenergia potenziale in dimensione n = 4 & definita come

Epot(t 2/ -[i"" Pp (¢, y)dy Yp(t, z)dz.

Per effetto della diffusione introdotta nello spazio delle velocitd dal moto Bro-
wniano e del parametro di viscosita 8, Penergia meccanica totale del sistema
Eiot(t) := Eein(t) + Epe(t) non si conserva lungo i moti; infatti,

Etot(t) i Ecin (t) + Epot(t) = 202 H 2ﬁEcin(t)' (29)

Integrando lequazione (28) ed osservando che, per la (29), & soddisfatta la

stima
Eior(t) < 20% + E1(0),
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si ottiene ;
M(t) = e PLM(0) + 4/ e AU By i(s) ds <
0

: At 1 t—1)eft —1
< e P DI(0) + 4By (0) 5 + 802 # ﬁ)f 1. (30)
Si scelga, adesso, fy in modo che M (0} = 0; un possibile esempio & rappresen-
tato da una funzione che presenti simmetria sferica vispetto alle variabili z e
v. Allora, la (30) riduce a

. o
M) < 4 Em(o)}—?;——t + ?—"gf ]

e quindi

1- e“ﬁt) + dot?
B g
Poiche v < 0, si pud assegnare fy in modo che Ep,¢()) abbia valore negativo e
modulo arbitrariamente grande. In tal caso 'espressione al secondo membro
della (31) diventa negativa per un qualche valore finito del tempo Z > 0.
L'intervallo di esistenza della soluzione [0,7T’) deve, pertanto, mantenersi pii

piccolo di [0, )t), dovendo essere il momento d’inerzia M (¢) positivo per tutti i
tempi, in accordo con la sua definizione.

M) < M(0) + 4Em(0)(% - (31)

Numerosi, come si & detto, sono i lavori sull’equazione di Vlasov-Fokker-
Planck e sui problemi, ai valori iniziali o con condizioni al bordo, ad essa
associati.

Rispetio ali’equazione di Viasov-Poisson nel caso deterministico, che & di tipo
iperbolico, la Fokker-Planck corrispondente, ottenuta per modificazione stoca-
stica delle velocita, assume una struttura parabolica pili regolare, che semplifica
Papproccio al problema della risolubilita.

Teoremi classici sulle equazioni differenziali alle derivate parziali del secondo
ordine sfruttano metodi di perturbazione dell’operatore Laplaciano; Porigina-
lith dei risultati presentati nei precedenti paragrafi sta nell’idea, gid adottata
con successo nello studio del sistema in assenza di stocasticita, di provare Pe-
sistenza di una soluzione basandosi su stime del campo elettrico (si cita per
tutti Particolo di Jack Shaeffer [S]).

Sottolineamo, ancora una volta, che tali stime sulle norme delle funzioni che
descrivono il problema dipendono significativamente dalla dimensione dello
spazio delle fasi R" x R" e richiedono, pertanto, di adeguare la tecnica di di-
mostrazione ad ogni singolo caso.

L’argomento di analisi delle traiettorie cavatteristiche del sistema, ispirato ad
un punto di viste Lagrangiano della teoria, pud essere esteso dal caso bidi-
mensionale trattato alla dimensione superiore n = 3. In questa particolare
circostanza, si vorrebbero ottenere stime indipendenti dal coefficiente di diffu-
sione o che caratterizza la presenza di stocasticita, in modo da poter procedere
successivamente ad una operazione di limite per la rimozione del “rumore” Bro-
wniano. Si avrebbero, cosi, risultati di esistenza globale della soluzione per il
sistema di Vlasov-Poisson ordinario passando per il problema stocasticizzato.
Lo studio in questa direzione & ancora in fase di completamento.
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