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Introduzione

I equazione di Vlasov-Poisson & uno dei problemi della Fisica-Matematica piu
a lungo discussi: un granp NUmMero di autori ha affrontato questioni attinenti ad
essa, tutte in qualche modo collegate con lo studio del problema di Caunchy as-
sociato {esistenza di soluzioni ed unicita, comportamento asintotico, analisi degli
stati stazionari, metodi numerici di approssimazione). Nonostante siano state
formulate varie teorie sull’argomento, soltanto di recente si sono chiariti alcuni
aspetti fondamentali e, cosi, resi rigorosi passi cruciali nella dimostrazione dei
risultati.
Gituazione analoga si presenta se sl prende in considerazione il problema di
Cauchy per equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Quest’ultima s ottiene,
come modello matematico, quando il fenomeno ideale descritto dall’equazione di
Vlasov-Poisson viene modificato con Pintroduzione di un elemento di stocasticita,
che comporta un effetto di diffusione sulle velocita nel sistema fisico. Da un punto
di vista strutturale, rispetto al caso ordinario, compare nell’equazione un termine
lineare del secondo ordine, dipendente da un coefficiente caratteristico della dif-
fusione stocastica; formalmente, all’annullarsi di questo coefficiente il sistermna di
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck converge a quello di Vlasov-Poisson.
Una questione particolarmente spinosa & quella che rignarda la teoria della risol-
ubilita globale sullo spazio tridimensionale, dove le strutture del problema mani-
festano singolaritd che impediscono una trattazione semplice con metodi classicl.

In questa tesi si affronta lo studio del problema di Cauchy per I’equazione
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck, proponendo un approccio basato sull’analisi delle
traiettorie caratteristiche del sistema, gia tentato con successo nel caso ordinario.
Obiettivo principale & provare stime sulla norma uniforme della densita macro-
scopica del sitema che siano indipendenti dal coefficiente di diffusione e da altri
parametri tipici del fepomeno perturbato (termini di viscosita dissipativi). La

validits di tali stime garantisce la risolubilita globale del problema e costituira



lo strumento fondamentale per una verifica rigorosa della derivazione del sistema
di Vlasov-Poisson da quello di Vlasov-Poisson-Fokker-Planck nel limite di piccola
diffusione.

Il contenuto della test & organizzato in una struttura piuttosto naturale.
11 Capitolo 1 & dedicato alla descrizione del problema da un punto di vista fisico:
viene illustrato il modo in cui i sistemi di Vlasov-Poisson e di Vlasov-Poisson-
Fokker-Planck possono essere dedotti euristicamente da un sistema dinamico fini-
to nel limite di campo medio.
Nel Capitolo 2 si affronta la teoria della risolubilita; dopo aver sottolineato i nodi
della questione e presentato una rassegna dei lavori noti sul problema, si intro-
ducono Je strutture utilizzate per analisi e si discutono interessanti proprieta del
sistema in esame; infine, viene dimostrata esistenza ed unicita della soluzione per
Pequazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck sullo spazio bidimensionale.
1l Capitolo 3 costituisce la parte veramente originale della frattazione, riferita allo
studio del sistema sullo spazio tridimensionale: viene provata la stima uniforme
sulla densitd macroscopica ed i risultati di esistenza globale della soluzione e di
convergenza “traiettoria per traiettoria” che seguono. Nelle Appendici A e B si

riporta la dimostrazione di alcuni lemmi tecnici applicati.



Capitolo 1

Una caratterizzazione del
problema dal punto di vista fisico

Si definisce Pequazione di Vlasov-Poisson per un complesso di particelle inter-
agenti e si descrive il modello fisico da cui pud essere euristicamente dedotta,
accennando una dimostrazione rigorosa nel caso dell’equazione “mollificata”. S5i
considera, poi, il sistema di Vlasov-Polsson con I’aggiunta di un termine di stocas-
ticith , facendolo derivare euristicamente da un sistema dinamico finito immerso

in un bagno termico.

1.1 1l sistema di Vlasov-Poisson

L'evoluzione temporale di una distribuzione di particelle nello spazio delle
fasi R® x R™, n > 1, & descritta da una funzione di densitd microscopica f =
f(t,2,v), che soddisfa il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali,

detto sistema di Vlasov-Poisson (VP):

ng(f:fﬂ,v) +ou-Vaflt,z,v)+ E(t,2)- V. f(t,z,v) =0,

—Y
t,y)d
nn lm—y|“p( ?y) y7

p(t ) = /Rn flt,z,v)dv,
F(0,2,v) = folz,v), t=>0, (z,v)ER"X R*, v€R.

E{t,z) =~



Le variabili z € R® e v € R" rappresentano rispettivamente posizione e velocita
nello spazio delle fasi del sistema. Il moto & determinato dal campo F : per
v < 0 esso rappresenta una forza Newtoniana (le “particelle” si attraggono re-
ciprocamente attraverso un campo di tipo gravitazionale) ed il sistema descrive
la, classica dinamica stellare; per 4 > 0 rappresenta una forza Coulombiana, in
questo caso il sistema descrive un plasma di cariche che interagiscono tra loro per
mezzo dei campi elettrici da esse generati. La funzione p individua la densita fisi-
ca del sistema. Il valore del campo E al tempo ¢ & legato alla densita f al tempo
t stesso, attraverso una relazione che consente di calcolarlo, nota la soluzione del

problema, come convoluzione su un opportuno nucleo
E=K=xp;

in questa circostanza si dice che £ ¢ un campo “autoconsistente”. L’equazione
che definisce il problema risulta, percio , non lineare. La distribuzione assegnata
al tempo 0 & descritta dalla funzione di densita fo.

If sistema di Vlasov-Poisson &, in definitiva, il modello matematico per la dinamica
di un “ensemble” di particelle di varia natura che interagiscono reciprocamente, in
assenza di collisioni; una galassia ne € un esempio concreto, dove le stelle giocano

il ruolo di particelle.

Una interpretazione fisica pitt dettagliata dell’equazione di Vlasov-Poisson si
ottiene descrivendone la relazione con le equazioni di Newton della meccanica
classica: al dila delle questioni connesse ad una formalizzazione rigorosa di questo
argomento, si ricava l’equazione come limite di campo medio per un sistema
dinamico finito (cioeé discreto e con un numero finito di “particelle” interagenti).

Si consideri un sistema di N particelle che si muovono in R™, n > 1, in accor-
do con le leggi della meccanica classica, interagendo mutuamente attraverso un
potenziale proporzionale alla massa o alla carica delle particelle e “debolmente”
singolare. Quest’ultima condizione & espressa assumendo che la forza esercitata
da una particella ¢ posizionata in un punto z; € R” su una particella j in z; € R®
abbia la forma

%i K (i — zj),
con K = K(y) applicazione vettoriale che diventa singolare solo nell’origine, in

modo che

J Kl = yhbl)dy

]



esista per tutti gli z € R*, ¥ € LHRMYNLPR?).
La legge di Newton stabilisce, pertanto, che il moto di ciascuna particella soddisfi

Pequazione classica

N
mv; = Z‘T,‘j[((ﬂf{ —z;), i1=L.,N,
yrt

dovez; e R*, v; € R" e m; > 0 rappresentano rispettivamente Ja posizione, la
velocita e la massa della i-esima particella. Le costanti reali ;; sono legate alla
natura del sistema:
a) vi; = —Imym;, dove T' > 0 & la costante gravitazionale, se il sistema descrive
il problema degli N corpi nella. meccanica-celeste;
b) v = qig;, dove g c.R & la carica elettrica della i-esima particella, se il sistema
descrive la classica dinamica Coulombiana.
Anche Uespressione analitica dell’applicazione K & fissata dalle caratteristiche
fisiche del sistema: l'esermnpio tipico, a cui si fa riferimento per lo studio deli’e-

quazione di Vlasov-Poisson e che giustifica il nome dato al sistema, €
Y
K(y) =
lyl

ciod K(-) := —VG(-), dove & & la soluzione fondamentale dell’equazione di

Poisson in R™

AG = =&

il campo E conservativo, gravitazionale o elettrico, si costruisce allora, secondo
la teoria classica, a partire da un potenziale £ = —VV, con V soluzione del-
P’equazione di Poisson AV = —p, V = G * p.

Lo stato del sistema in un generico istante di tempo t & descritto dalla posizione

e velocith di tutte le sue particelle
($;,U5)ERnXRn; i=1,..,N.

Senza alterare la fisica del problema, si supponga che tutte le particelle del

sistema siano identiche (il che equivale a porre m; = m = 1, ¢ =q¢==x, v =
Ay 4,5 = 1,..., N ) e si riscalino le forze

7 — 'j::
N



mantenendo vy costante fissata ( lo stesso effetto si ottiene normalizzando ad 1
la massa/carica totale del sistema, in modo che ciascuna particella abbia mas-
sa/carica f{; ); in questa situazione si ha la cosiddetta “approssimazione di campo
medio”.

Le leggi dei moto si semplificano, allora, nel sistema di equazioni differenziali

ordinarie -
T =1
b= SN K(ei—w;), i=1,..,N (L.1)
J#
Dato lo stato why = (25,95 ...; 2%, v%) al tempo 0, si determina lo stato wx(f) =

(e(t), v1(2); 0 2n(t), vn{t)) al tempo ¢ risolvendo il problema ai valori iniziali
per (1.1} con
(2:(0),2:(0)) = (2F,07);  1=1,.., N

La soluzione del problema, tuttavia, almeno nel caso v < 0, potrebbe esistere
solo per tempi finiti, a causa della singolarita dei nucleo K che definisce il campo
vettoriale dei sistema (1.1); inoltre, intervallo di esistenza locale della soluzione
dipendera dal valore ¥V e ia sua ampiezza potrebbe ridursi a 0 quando N tende
all’infinito. Per superare questa difficolta si puo assumere &' regolare, ad esempio
limitato e continuo, assicurando Pesistenza di una soluzione giobale wy(f) del
problema per ogni tempo ¢ > 0.

La regolarita si pud ottenere, anche, con un procedimento di “mollificazione™, ad
esempio sostituendo il nucieo A con uno “mollificato”

(P + 87

[’equazione di Vlasov-Poisson corrispondente & detta equazione “modificata” ed

Ksly) =

e della stessa forma di queila classica

<

L ftm0) v Vafla0) + Bilt) Voflheo) =0 (12)
dove, adesso, si considera
Es(t,z) = 7 jR Ks(z — y)p(t,y)dy.

La principale questione che si pone & di confrontare wy(t) con una funzione
ft,-, -} R* x R® — R, soluzione dell’equazione (1.2).



Procediamo considerando i dati iniziali del problema di Cauchy associato alie
equazioni (1.1) e (1.2) rispettivamente, ciog w e f(0,,+) = fol',-); poiche en-
trambi descrivono distribuzioni di masse o di cariche neilo spazio R? X", possono
essere confrontati nel senso delle misure su R*".

a) wg, induce la misura di probabilita discreta (normalizzata sulla massa/carica

totale del sistema)
N

o 1
#N(dmr dv) = N Z 5P§(da:, d’v),

i=1
con #p misura di Dirac concentrata in P € R e PP = (27,99), ¢+ = L., )}
ailora

1 X
}U’N(t:dw:d'u) E ﬁ Z‘SPj(t)(dm: d’U),

i=1
con Pi{t) = (a:(t),%:(1), i = 1., IV, definisce la misura evoluta al tempo ¢
assaciata alia soluzione wi(2) del problema relative ad (1.1) con valare iniziale
Wi-

b} fo viene assegnata regolare, non negativa e fale che

L ol v)dedo = 1;

pud essere, pertanto, interpretata come la. funzione di densitd di una misura di
probabilita p°, assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.
Consideriamo, ora, una famiglia di sisiemi con N particelle, N crescente, carat-

terizzati ciascuno da uno stato wj al tempo 0 iniziale e supponiamo che
[+] n
Hiy ? H

per N — oo. Questa convergenza va intesa nel senso debole tra misure: sia ¢
una funzione continua e limitata su R* e
1N
W(8) = [ blao)uilda dv) = 5 3 (P
R2n f\l =1
allora
p() — [, #av)ole,v)dedv
per N — cc.
Sotto queste ipotesi, sfruttando in modo determinante le proprieta di regolar-
it4 assunbe sul dato fo e sul nucleo K, si puo verificare che per ogni tempo ¢ > 0
si ha
/"N(ta Q')\) — /Rﬂﬂ Qb(‘l?, ‘U}f(i, &Ly U)d$dv

8



per N — oo, essendo f{i,-,-) ia soluzione del problema relativo ad {1.2) con
valore iniziale fo. In questo senso 'equazione di Vlasov-Poisson “modificata®

viene rigorosamente derivata, nel limite di campo medio, dalla dinamica (1.1},

I dettagli della dimostrazione di questo risultate si trovane in [N] , sviluppati
nel case pitt generale di una qualunque misnra di probabilitd x° su R*®, anche
non assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. Il probiema dell’e-
sistenza ed unicita della soluzione per 'equazione di Viasov-Poisson “modificata”
¢ risolvibile, con le assunzioni di regolariia introdotie sulle sérutéure, utilizzan-
do il classico metodo delle caratieristiche per equazioni differenziali alle derivate
parziali (EDP). Ulteriori considerazioni sul limite di Viesov sono presentate in
[BH] e {D].

Qui ci limitiamo a sottolineare che quelila descritta &, in effetti, una proprieta
di continuita della soluzione dell’equazione (1.2) rispetto ai dati iniziali, nelia
topologia delia convergenza debole di misure. Si verifica, infatti, che la misura
applicata

plt, @) = j bz, v)un(t, d, dv) = zw

soddisfa la relazione

N
;t,uw(t @) = ! ZV sy PP (t)) - P(t) = ux (t Viewmd: (U,Eﬂ) ;

1—1

5

-} @ una soluzione debole dell’equazione

il che equivale ad affermare che pn(t,-) & una solnzione deh

{1.2}, riscritta nella forma di una legge di conservazione

2 1(4,2,0) 4 dive | (v, Bs(1,2))(42,0) ) =0, (1.3

essendo divg,y(v, Bs(f,2)) = 0, In quest’ottica, (1.1) si inferpreta come il sis-
tema delle caratteristiche associato ali’equazione differenziale alle derivate parziali

(1.3},

Concludiamo questa analisi osservando che, a causa della singolarita del nucleo
K, T'argomento rigoroso di derivazione non pud essere esteso all’equazione di
Vlasov-Poisson (VP) classica, per la quale la gnestione della validita resta aperta,
pur potendosi azzardare una conferma delle considerazioni fatte, almeno dal punto

di vista euristico.



1.2 L’equazione Fokker-Planck per il sistema di
Viasov-Poisson

Una situazione particolarmente interessante ¢i realizza quando il sistema di

particelle considerato viene immerso in un bagno termico {ovvero, viene messo

a confatto con un termostafo), alla temperatura assoluta costante 775 il caso
fisicamente pitt appropriato & quello del plasma fisico, descritto dall’equazione di
Viasov-Poisson per v > 0. Si manifesta, allora, una stocasticitd che comporta
una modificazione deil’equazione, ottenuta aggiungendo up termine di diffusione
rispetto alle velocita; questo tiene conto delle complesse interazioni fra il sistema
ed il bagno termico. La nuova equazione pud essere derivata mediante il seguente
modello.

Si consideri il sisterna finito di particelle in R”, introdotto precedentemente;
quando & immerso nel bagno termico, le equazioni del moto si trasformano nelie
equazioni differenziali stocastiche, equazioni di Langevin in presenza di un campo

di forze interno,

[ de; = vdt

du; = (%; 23\;1 I((’L‘o — Cl?j) — B‘v,;) dt + odb;, 1=1,..., N,
J#i

dove {b;} ‘;1 sono N moti browniani standard indipendenti, B & un parametro di
viscositd e la sua relazione con il eoefficiente di diffusione o & data da g?/2 = kTP
(con & costante di Boltzmann),
All'interpretazione fisica di queste equazioni ¢ dedicata una vasia letteratura; in
particolare, citiamo [C] e [GS] come riferimenti.

In questo ambito, si e interessati allo studio dell’evoluzione di una distribuzione
di probabilith nellintero spazio (R" % R*)¥, partendo da una assegnata dis-
tribuzione miziale di densitd fa(-): (B* % R9Y +— R,

.f;%’ Z 0 e / fﬁ;dmldvl...dmNva = 1.

v

Tale evoluzione & descritta da una equazione differenziale alle derivate parziali,
equivalente a quella di Liouville in assenza di stocasticita , detta equazione di

Fokker-Planck per la densita

fNUl'; ) = fN(T) T1, V15 oy TN ?-’N};

10



quest’ultima si ricava, pertanto, come soluzione del problema ai valori iniziali ad

essa associato

fN + Edﬁvr,(vsz + Ed"t’u, Z I(('Ei mj) o ﬁvi)fN I =

s*“l i=1
J#i

:HZAMJ(N! (1'4)

i=1
fN(O; ) = Rf(')*
Si supponga fy simmetrica rispetto ad un qualungue scambio di due particelle e
st indichi con f§ la funzione di densith marginale, funzione di distrihuzione per

k particelle,
fjﬁr(i;ml,vl,...,mk,vk) ::jfN(t;:q:I,vl,...,rr:N,-ujv)d:nk__;_ld-vk*l...dn:N(lvN.

Dall’equazione (1.4) per fu, integrando formalmente per parti e sfruttando le

proprieta di decadenza della densith , si ricava una equazione per fk:

a2

a k k . k .
E.ﬁ{’ = ? z v;fkf + :BZ dwv;('vzifgf) - Edw@i(vifl}cf)+

N

—k &
N Zd@v% /I(('L‘z - .'12_};.;_1)'
=1

k 1
vl (?5 L1y Uty ooy Bk Vky Lhpt Chop1) O pgr AU +

N ZZdw I (2 — )[Rt ey, vy, o 2 v

i=1 ‘7.-_
JF

Eseguendo un limite formale per N -+ oo si ottiene, infine,

_d_ = MZ/_\Uf +§Zdwv, v,f"‘)—zdwx, (v f*)+

i=1 =3t
—f;'Zdw,, /K — Ty )
i=1
e, ) kit d2perdv 1.5
! ( ,3-'1,741,---;5Ek>’b}c-;$k+1;'bk+l) Tr4160k41, ( . )

dove f5(t;-) = imy_eo fE(t;-) st interpreta come densithy di probability per un

sistema continuo di infinite particelle.

i1



Questa equazione possiede una proprietd notevole, detta “propagazione del

caos’: se FR0 21,01, o, Thy UR) = 1:[;-"': o(z;, v} allora esiste una soluzione fattor-
1 H H i=1 3

izzata, ciot fH(E 21, V1, 0 Tk V) = Ik, f(t, %, v:), dove f = f(t,z,v) soddisfa

Pequazione

E%f(t, 2,v) + v - Vo f(t,2,v) + divy (B, 2) = po)f(t,z,v)] =

= E;A,,f(t,x,v), (1.6)
COfd —
B,e) =7 [ K@=vplty)dy,  p(ti7)= [ f@e b 07)

In analogia al caso trattato in assenza di stocasticith , questa equazione non
lineare viene chiamata equazione Viasov-Poisson-Fokker-Planck e descrive, ad
esempio, I’evoluzione di un plasma. di elettroni in un bagno termico, in presenza di
frizioni interne {8 > 0). Il sistema costituite dall’equazione (1.6) con le definizioni
(1.7) & detib sistema di Vigsov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP),

11 “limp_seo” con it quale 'equazione (1.5) ¢ stata dedotta dalla (1.4) ¢ assolu-
tamente “formale”: la questione di una fomulazione rigorosa di questo argomento
& particolarmente aspra ed ancora aperta, presentando le medesime difficolta in-
contrate nel problema, precedentemente discusso, della derivazione dell’equazione

di Viasov-Poisson.

12



Capitolo 2

Teoria della risolubilita

Si affronta la questione dell’esistenza di soluzioni per il problema di Cauchy as-
sociato alle equazioni di Vlasov-Poisson e di Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. In
relazione alle diverse forme di soluzione prese in considerazione, legate alle pro-
prieta di regolarita del dato iniziale, si esibisce una breve rassegna dei risultati
noti sull’argomento. Dopo aver discusso alcune proprieta del sistema (VPFP),
legate alle strutture che lo definiscono, viene presentato un risultato di esistenza

ed unicita della soluzione sullo spazio bidimensionale.

2.1 Aspetti della questione: una rassegna dei
principali risultati

Argomento centrale di questa frattazione & il problema di Cauchy associa-
to all’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck sullo spazio tridimensionale. Si
mostrera che gia noti risultati rignardanti 'equazione di Vlasov-Poisson ordinar-
ia e Pequazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck sullo spazio bidimensionale (es-
istenza ed unicita della soluzione, stime di regolarita sulle strutture, proprieta di

convergenza) conservano la loro validitd anche nel caso che vogliamo affrontare,

Ricordiamo che, relativamente al problema ai valori iniziali per (VP)
%f{t,:ﬂ,v) +v- Vo f(t,z,v)+ E(t,x) -V, f(t,z,v) =0,
f(oya) =f0('a')a (21)

13



s definisce soluzione debole una funzione f che verifica le condizioni seguenti:
a) f(t,-,-) & debolmente continua per ciascun valore t fissato in {0, 7%
h) per ogni funzione test ¢ € CH(R™ x R™) con suppg C B, B compatto di
R" x R",
2
R2n Ot
= [v- Vod(z,v) + E(t,z) - Voo(z,v)] f(t,2,v) dzdv.

R2n

f(t,2,0)d(a,v) dedv =

In particolare, f diventa una soluzione classica quando fo ed £ sono sufficiente-
mente regolari.
Definizioni analoghe si danno per il problema corrispondente in presenza di sto-

casticitd, descritto dal sistema (VPTP)

%f(t,m,v) +v- Vof(t,z,v) + div, [(E(t, ) = Bv) f(t,z,v)] =

2
= SAuf(t2,0),
f(-oa"') :fl)('&')' (2*2)

1l problema dell’esistenza ed unicita della soluzione per il sistema di Vliasov-
Poisson (VP) & oggetto di interesse da lungo tempo ed ¢ stato trattato da numerost
autorl. Lo studio procede distintamente in due direzioni.
Da una parte si cercano soluzioni deboli ed in questo ambito ci si deve accon-
tentare di risultati di pura esistenza in dimensione n < 3, non essendo stato
formulato, fino ad ora, un argomento completo per {*unicita; teoremi di esistenza
di soluzioni deholi sono stati dimestrati da Arsenev [A], Tliner ¢ Neunzert {IN],
pits recentemente da Horst e Hunze [HH], Di Perna e Lions [DPL.
Dail’altra parte si cerca di ottenere soluzioni classiche, per le quali I'unicita e
facile da provare; tuttavia, il problema dell’esistenza. globale in dimensione 7 = 3
& stato solo di recente concluso in maniera rigorosa per dati iniziali generali.
1l primo risultato in tal senso si deve a Pfaffelmoser [P]. La sua dimostraziene, pi-
uttosto articolata, & stata successivamente semplificata nella tecnica da Schaefler
[S2]; avvalendost delle idee chiave sul moto relativo delle particelle in un plasma,
sviluppate in [P, egli ottiene una stima migliore sulla crescita della soluzione,
Ulteriori sviluppi in questa direzione sono dovuti a Wollman, il guale propone in
{W] una versione semplificata, assai efficace, delle dimostrazioni di Schaeffer,

Questi lavori superano i precedenti dovuti a Bardos e Degond [BD], Batt Bl elo
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stesso Schaeffer [S1], nei quali vengono fatte assunzioni restrittive sulla regolar-
ita del dato iniziale, sulla sua “grandezza” e su certe proprieta di simmetria del
sistema. Queste ultime rendono il problema equivalente a quelli in dimensione
n = 1,2, per i quali esistenza globale ed unicitd di soluzioni classiche & staia
provata da Tordanskii [I}, nel caso nnidimensionale, in quello bidimensionale da
Okabe ed Ukai [OU] e raflinata da Horst [H1], al quale si deve anche un interes-
sante argomento di risolubilita locale per n = 3.

In dimensioni superiori, n > 4, nel caso della dinamica stellare, & noto il man-
ifestarsi di esplosioni o collassi della soluzione in tempi finiti, anche qualora si
assegnino dati iniziali estremamente regolari; lo stesso si verifica per n = 3 in un
caso “relativistico” [GLS].

Oltre a dimostrazioni per tutta una serie di casi specifici, la maggior parte dei
lavori citati presenta, come risultato finale, un criterio generale per la risolubilita
del sistema, In particolare, viene mostrato in [H1] che per provare 'esistenza di
una soluzione classica & sufficiente ottenere una stima a priori sul supporto delia
soluzione stessa nello spazio delle velocith R? o, equivalentemente, sulla densita
spaziale p. Allora il problema dellesistenza ed unicitd di soluzioni classiche per
(VP) si riduce a quello di stimare queste grandezze, interpretate come funzioni
del tempo; naturalmente, Pampiezza dell’intervallo di esistenza di queste soluzioni
dipendera dal massimo valove del tempo ¢ per cui si riesce ad avere un controlio.
Questo tipo di approccio & usato da IHorst per risolvere il problema bidimen-
sionale, completato introducendo stime basate sulla conservazione dell’energia.
Pfaffelmoser per primo, poi Schaeffer e Wollman, sfruttando le considerazioni sul
moto relativo delle particelle in un plasma, oftengono le stime necessarie per il
caso tridimensionale, per tempi arbitrari, assicurando cosi Pesistenza globale della
soluzione in R?® x R?.

Le difficolta nella dimostrazione dell’esistenza globale di soluzioni regolari
(classiche) sullo spazio tridimensionale sono, fondamentalmente, legate ad una
potenziale divergenza della densita spaziale p in tempi finiti, dovuta ad un anal-
ogo comportamento del campo £.

Si potrebbe, allora, sperare che la modificazione stocastica {2.2) del modello,
con P'introduzione del termine di viscositd ed una “delocalizzazione” delle parti-
celle per effetto del termine di diffusione, possa prevenire la degenerazione delle
soluzioni in tempi finiti; la situazione non &, tuitavia, troppo diversa da quel-

la del problema ordinario. Nei casi che discuteremo, infatti, gli argomenti per
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provare esistenza ed unicita della soluzione sono quelli adottati nello studio del-
’equagzione di Vlasov-Poisson semplice; l'idea principale consiste nel sostituire
Pusuale sistema delle caratteristiche associato ad una EDP con un processo sto-
castico, ciod il sistema di equazioni differenziali ordinarie che determinano il moto
delle particelle con un sistema differenziale stocastico. Anche il controesempio
all’esistenza globale in dimensione n = 4, nel easo della dinamica stellare, puo es-
sere esteso all’equazione V]asov-Poisson-Fokker-Planck, verificando la persistenza
del fenomeno in presenza di “diffusione” stocastica (si veda INPT]).

I risultati ottenuii e le stime utilizzate dipendono rigidamente dalla dimensione
n dello spazio fisico su cui si studia J’equazione e, pertanto, sono difficilmente
generalizzabili alle dimensioni superiori.

La letteratura matematica riguardante il problema di Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck (YPFP) & particolarmente vasta e varia negli argomenti proposti per al-
frontare la questione della risolubilita.

Nel caso stocastico si presenta particolarmente significativa la nozione di soluzione
debole: in questa classe, infatti, rientrano le funzioni di densitd delle misure di
probahilith su R*" assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue. Cio
consente di introdurre un concetto di soluzione nello spazio delle misure per il
problema di Cauchy associato al sistema (VPTFP), che estende quelli preceden-
temente definiti. Da un punto di vista matematico, una maggiore generalita sul
dato iniziale rende il problema pitt difficilmente trattabile con strumenti classict,
laddove proprietd di regolarita del dato iniziale garantiscono la validita di stime
a priori, assai utili per le dimostrazioni. Sotto il profilo fisico, anche condizioni
pitt deboli conservano un certo interesse e producono importanti risultati, il che
giustifica gli sforzi di molti autori nel condurre studi in questa direzione.

I lavori piti recenti sull’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck sono quelli di
Bouchut, rignardanti la risolubilita in senso classico del problema tridimensionale
[B1]: viene provata esistenza ed unicita di una soluzione regolare per il sistema
(VPFP) in dimensione n = 3, analizzando gli efletti che il nucleo di Fokker-
Planck, soluzione fondamentale della parte lineare dell’equazione, ha sui termini
non lineari del campo di forze. Sviluppando questo metodo di analisi, Bouchut
dimostra che la soluzione ottenuta trasmette proprieta di forte regolarita alla den-
sita macroscopica g ed al campo F, che conducono a stime sulla norma uniforme
di queste grandezze [B2]. Sfortunatamente queste stime dipendono in maniera

singolare dal parametro di diffusione o, che caratterizza il termine di stocasticita
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nel sistema, diventando prive di senso quando questo tende ad annullarsi. D’al-
tra parte, tale condizione & intrinsecamente legata al tipo di approccio costrutiivo
formulato nei lavori di Bouchut, a partire dai quali non si pud tentatare la veri-
fica della convergenza del sistema (VPFP) al corrispondente (VP) ordinario, nel
limite di diffusione nulla.

Lo studio della risolubilita del problema in senso debole viene affrontato da Vic-
tory in [V]: seguendo la linea proposta da Illner e Nennzert per il caso ordinario,
egli dimostra 1’esistenza globale di soluzioni deboli sullo spazio tridimensionale,
costruendo una successione di approssimanti regolari (soluzioni di un problema
modificato) e sfruttando argomenti di compaitezza sullo spazio delle misure di
probabilita per provarne la convergenza. Precedentemente, Victory e O'Dwyer
[VD] si erano occupati di soluzioni classiche, ottenendo un risultato di esistenza
semplicemente locale per la dimensione n = 3, utilizzato per costruire le approssi-
mazioni; il metodo di verifica ¢ nella sostanza analogo a quello di Bouchut e ne
eredita 1 limiti.

Coniributi notevoli alla teoria sono forniti anche dagli studi di Degond [DE] e
Carrillo e Soler [CS], rispettivamente nell’ambito della risolubilith classica del
problema bidimensionale e della risolubilita debole fino alla dimensione n = 4; in
quest’ultimo caso si assumono ipotesi di limitatezza dei momenti di ordine supe-
riore rispetto alle variabili spaziali e di velocita. Entrambi i lavori si concludono
con un risultato di convergenza del sistema (VYPFP} a quello (VP) nel limite di
diffusione nulla, ma si basano su criteri puramente deterministici ispirati ad un
punto di vista Lagrangiano delia teoria.

Gli argomentj che presenteremo in questa trattazione sono tipici di un approc-
cio completamente diverso allo studio del problema di Cauchy per I’equazione
Vlasov-I’oisson-Fokker-Planck.

Il metodo sviluppato & quello classico delle caratteristiche per EDP, opportuna-
mente adattato al caso di un sistema di caratteristiche stocastiche, gia formulato
in [NPT] per il problema sullo spazio bidimensionale. Fsso fornird una stima
uniforme sulla densita spaziale p indipendente dal parametro di diffusione o, a
partire dalla quale si dimostra la convergenza delle traiettorie dei processi sto-
all’annullarsi del coefficiente . In questo senso, che & piit forte dei precedenti
citati, si concludera la derivazione dell’equazione di Vlasov-Poisson da quella di

Vlasov-Poisson-Fokker-Planck nel limite di piccola diffusione.
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2.2 Definizioni e lemmi preliminari

Prima di discutere alcune proprietd. relative alle grandezze associate al sisterna
(VPFP), che utilizzeremo per fa dimostrazione dei successivi risultati, introduci-
amo le notazioni adottate nel corso della esposizione.

La teoria che sviluppiamo riguarda ’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck
in condizioni di assenza di viscosita all'interno del sistema da essa modellizzato,
quando le particelle si muovono interagendo tra lore senza collisioni (# =
Tl caso B > 0 si tratta in maniera analoga; tuttavia, la. presenza del termine
dissipativo Bv nell’equazione complica la notazione, per cui preferiamo limitarci

allipotesi 8 = 0. Tt nostro studio riguarda, allora, il problema di Cauchy
] a?
af(_t, z,v) vV f(t,z,v)+ E(t,z)- Vo f(t,e,v) = FQ—A,,f(t, z,v),
f(Q,',-) :fﬂ('#'): (2'3)
dove, lo ricordiamo,

Et,z) 7/ |3ptq)dJ, p(t, a,)_/ flt,z,v)dv, ~v=-:=£l.

Sia T > 0 arbitrariamente fissato.

PDefiniamo o spazio in cui vivono icampioni del moto browniano n-dimensionale,
Cz((0,7]) = {£:[0,T] = R" / £ € C([0, T} € £(0) = 0} .

Un moto browniano, detto anche processo di Wiener, n-dimensionale si puo

rappresentare mediante ’applicazione

b:[0,7] — s
—TY

dove Ay & la famigha delle variabili aleatorie, a valori in R”, definite da b al
variare del parametro ¢, cioé il processo stocastico {b(f)}osicr; ciascuna delle b(t)
& distribuita secondo una gaussiana A(0,7) di media 0 e varianza pari a 1, con

funzione di densiti

glw) = (ﬁziﬁ p{ 12]:}, z € RY;
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il processo parte dall’origine ed i suoi incrementi sono indipendenti, anch’essi

distribuiti normalivierite
bita) —b{ts) = b(ta — t1) ~ N(0,1 ~ 1), 132 11
E’” noto che le traiettorie del processo, i cosiddetti campioni di moto browniano
h; 0,7 — R®,

sono continue ma non differenziabili (cid risulta naturale per il significato fisico
del processo stesso, per la verifica si rimanda a [BI]).
L’ambiguita iniziale della notazione, dovuta al fatto di aver indicato con b sia il
rumore browniano che agisce sul sistema che ogni sua traiettoria deterministica,
si supera nel seguito, dove b verrd interpretato sempre in quest’ultimo senso.
Indichiamo con (X(t, 5,2, v;0), V{1, 5,2, v;0)), 1 2 s, 1a traietioria del processo

stocastico che parfe al tempo s 2 0 dal punto (z,v) € R™ x R, soluzione del
sistema. delle caralleristiche stocastiche associato al problema (2.3) e descritto
dalle equazioni di Langevin

[ dX =V dt .

{ dV = B(t, X) dt + odb. (2.4)
Osserviamo che, nel caso in cui b sia un generico campione di moto browni-
ang, il sistema (2.4) definisce un processe puramente deterministico, per Panalisi
del quale si applica esattamente la teoria classica; infathi, la (2.4 equivale a

considerare le equazioni integrali

i
Xt s,zyvib)=x —f—f V{7, 8,2, v;b)dr,

nt
Vit s,2,0:6) = v + f E(r, X (r,s,2,v;b))dr + olb(t) — b(s)],  (2.5]

che hanno una soluzione (X, V) e C([0,7]) per ogni b & €2([0,T]) e per ogni
dato iniziale (s,2,v) € [0,7] x R* x R*. Percid, {X(#),V (B)}o<i<r identifica
un processe stocastice definite sullo spazio di probabilits (C2([0,T)), B, p(db)),
dave p(db) ¢ la miswre di Wiener indotta dal moto browniano; una qualungue

variabile aleatoria del processo, per ¢ fissato, & descritta dall’applicazione

G0y —  RUxR”
b — (Xt s,2,0:0), V(I 8,2, 8)),
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ed ogni valore assunto eredita il peso statistico del campione da cui & generato,

Fissato il campione browniano b, si noti che la mappa

&:RxR" — R'xR?
(r,2) — XU s 550,V s29 b))

& un omeomorfismo che conserva le misure; infathi dive,un(p, B(t,2)) = 0 e vale il
teorema di Liouville (& determinante, in questo senso, Pipotesi 4 = 0).
Una volta risolto il sistema (2.5), una soluzione del problema {2.3) puo essere

espressa nella forma debole
ff f(t, z,v)d{z, v)dedv =

:IE[/ffo(:r:,v)gb(X(t,U,m,v;b),V(t,O,a;,v;b))d:cdv], (2.6)

per ogni funzione test ¢ = $(z,v) sufficientemente regolare, con IE che indica
Paspettazione rispetto al rumore browniano.

Questa relazione si dimostra verificando 'uguaglianza delle derivate, rispetto alla
variabile temporale, dei due membri. Per il secondo, dallo sviluppo di Taylor
per la funzione ¢ arrestato al primo ordine, utilizzando le equazioni del processo

{X, V), possiamo scrivere
i llﬁ[]ff(x (X (1,0, 2,036, V(1,0 2,0;b]) — $la, )} ddo | =
tl—Ik%t olz,v)|¢ (1 , 2,05 b), ,0,2,v;0)) .’L,'U) T ==

= %E}]{Z}l %IE [ //fo(w, v) [quﬁ(m,v) vt + Vod(z,v) - B0, z)f + ﬂ
£V0b(2,0) - o) + 5Bl )P (B + ol1)] e =

~ lim | fotav) {qué(a:,v) ot + Vol v) - E(0,2)i + -

=30 {

+%Au¢(3:,v)azi +olf) ] -

= [ ] sy [0 -0+ Voo BO,0) 4 50" Bubla0)]

otteniamo lo stesso risultato per la derivata del primo membro, sfruttando I'e-
quazione (2.3) di evoluzione della densita f ed integrando per parti in medo
opportuno; la proprieta di semigruppo permette di concludere I'uguaghanza delle

derivate in ogni punto a partire da quella neli’origine.
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Nel caso del problema ordinario, il valore della funzione di densita al tempo
¢ ne} punto {x, v) si calcola a partire dal dato iniziale, muovendosi lungo le curve

varatteristiche univocamente definite,
Flty2,0) = falX(0,1,2,0), V{0, 1,2, v); (27)

in quello che stiamo descrivendo, il carattere stocastico, impresso alle caratteris-
fiche dalla presenza di un rumore browniano, impone di considerare tutti i singoli

campioni e poi di eseguire una media con i loro pesi statistici
f(t, €T, '-U) = IE{ fO(X(QrT# Ly Vs b)y i’(o, t,x, v, b)) 1' (28\}

Percio {"aspettazione IE &, effettivamente, un integrale del suo argomento contro
la misura j«(db),

Dalla (2.8) segue Ia relazione
p(t,z} :f flt, 2, v)dv =

= W[ [ do fo(X(0, 1,0, 300, V{0, t,,038) | (2.9)
Rﬂ

dove il dato iniziale fy & calcolato sul valore ( X (0%, 2, »;5), V{0, #, 7, v; b)) assunto
al tempo 0 dal processo (X (s, t,,v;0), V(s t,2,v;0)), 8 € {0,1], che al tempo ¢
st trova in (2,v), ottenuto risolvendo le equazioni (2.5) sui dati finali, sfruttando

le proprieta di inversione della mappa &.

Le ipotesi sul dato iniziale f; del problema di Canchy (2.3). coerenti con 'in-

terpretazione fisica del modello Viasov-Poisson-Fokker-Planck, sono le seguenti:
foe L{R" x R*J N L™(R* x R"),
Jolw, 03 >0 e |jﬁ]]|L;(R§:U)) =1 perogni(z,v) e R* x R,
Jfo ha supporto compatto rispetto alla variabile velocita.
Conseguenza della (2.8) & il principio del massimo,

W @llomzy ) < Mollomzn )

e l'estensione alla soluzione f di tutte le eventuali condizioni su f; legate alle

norme P, p € {1, 00].
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Poiche si & interessati a trattare questioni connesse allo studio del problema nel-
'ambito di una teoria non banale della risolubilita globale, concentreremo la nos-
tra atienzione al sistema (VPFP) definito sullo spazio R* xR" n =2,3 Daltza
parte, gia per n = 4, si puo fornire un controesempio all’esistenza globale nel caso
della dinamica stellare: in [NPT] si mostra che esistono dati iniziali regolari tali
che le corrispondenti soluzioni esplodono in tempi finiti,

La prima proprieth del sistema (2.3) che vogliamo discutere, comunque valida
nel caso del sistema (VPFP) con 3 > 0, rignarda il controllo dell’ energia cinetica
per tempi finiti.

La limitatezza dell energia cinetica uniformemente nel tempo & il principale stru-
mento per la dimostrazione dell’esistenza globale di soluzioni deboli del problema
(VP) ordinario (si veda [A] e [IN]) e per Ia determinazione di stime a priori netlo
studio di soluzioni classiche. In assenza di stocasticita, essa segue direttamente
dalla conservazione dell’energia totale nel caso v = +1; la verifica nel caso v = —1
& meno immediata e viene condotta da Horst in [H2].

Nel seguente iemma il risultato si estende all’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck sullo spazio tridimensionale.

Yottolineamo che la scelta della dimensione n = 3 & n faito esclusivainente tec-
nico. Come abbiamo accennato nel paragrafo precedente, le stime sulle strutiure
del problema dipendono significativamente dalla dimensione dello spazio delle
fasit R® x R", poiché varia con essa l'ordine della singolarita del nucleo K che
definisce il campo di forze . Nel caso bidimensionale, la tesi del Lemma (2.1} si
verifica esatbamente nello stesso modo, considerando ie espressioni corrette per le
grandezze; tuttavia, al di 1 dell'importanza dal punto di vista fisico di un con-
trollo dell’energia cinetice per tutti i tempi, questo risultato non & determinante
ai fini della risolubilith del sisterna che, come vedremo, si basa su stime classiche.
Per il caso tridimensionale, invece, & necessario utilizzase proprietd piu forti, che

si deducono proprio dalla stima sull’energia cinetica.

Lemma 2.1 Per ognit > 0, sia

Ein(t) = %/]Iv[gj'(t,m,v)d:cdv;

le assunzioni sul dato iniziale fo garantiscono che sia soddisfatta la condizione
1 o
§/f|v| folz, v)dzdv < Fo0.
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Sia T > 0 arbitrario e st fissi 0 < 0, < 1,
Allora esiste una costante Ky, che dipende solo da fy e T', tale che

sup Eun(t) < Ky
t€{6,T]

per ogni valore di ¢ € [0, 5.}

Dimostrazione. Cominciamo con il provare che, per effetio della viscosita e del
termine di diffusione presenti nel fenomeno stocasticizzato, 1'energia totale del
sistema (VPFP)

Eioi(t) = Eon(t) + Epor(t)

non si conserva, diversamente da quanto avviene nel caso ordinario.

Ricordiamo che 'energia potenziale del sistema in esame & definita da

Epou(t) 1= ;_’/Rf‘ |E(E, 2)?dz = ? (/Ra . p('t ?})d,j) (2, 2)de =

= %/fb (//b i?éaf(t,e ,uJ)clydtu) flt, z,v)dado.
- T{zv) Ty 1

Big(t) = Fein(t) + Bpar(t)

Allora

. e valutiamo separatamente i due termini.
Utilizzando Pequazione di evoluzione per ta densiti microscopica f (dove, per bre-
vita, ometfiamo di scrivere gli argomenti) e integrando per parti dove & opportune,

si ha
Eoin(t) = gf (%// |v|2f(t,:c,v}dwdv) = %/] }v[zggf(t,m,v)dmdv =
o= é/f |o]? {mv Vo f — div,[(E — Bv) f] + iﬂyf} drdy =
- _é [ o ([ divo f)d:z:) dy—+ f [ div, [ — o)) dedv+
5 [ [ Vullol) 1 — o) ideds + 5 [ [ Aol s =

_/f (E — Bv) fldzdv + 35° f/fd.rdu-

:302+[f('a-E)fdwdv—ﬁ//[v{zfda:dv:
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= 30% — 2B Euin(t) + f [ B)fdady;

nel conto si & fatto uso del teorema della divergenza e delle proprieta di decadenza
della funzione di densith e delle sue derivate, per annullare i termini di bordo negli
integrali.

Per il secondo termine, dopo aver derivato il prodotto nell'integranda, si procede

in modo analogo e si ricava

Epor{t) =2 (%/[ ﬁf(_t,y,w)——%f(t,w,v)dydwdxdv) =

:—[/(v- B)fdudv.

In conclusione
l Efog(i) = 3o — 23E€in(t) < SUQ;

'uguaglianza. vale nel caso # = 0 che stiamo considerando.
Allora z
Eo(t) — Ei(0) = / Byoi(s)ds < 3™,
0

cioe
Er(£) < Eror{0) + 3¢°T < cost(fy,T)

per ogni € [0,7] e uniformemente in ¢ € [0, 7).
Questo & sufficiente a verificare la tesi nel caso dell’equazione del plasma di cariche:
per v = +1, infatti, dalla definizione segue che Bpot(t) 2 0 ¢ Foin(f) < Fratlh),
per ogni tempo ¢ = 0. Percio, avendo seelto la distribuzione iniziale in modo tale
che Eio(0) < o0, si conclude ponendo Ky = cost(fo, T)-

Ia dimostrazione nel caso della dinamica stellare, per v = —1, € pitt macchi-
nosa e richiede Putilizzo di strumenti analitici pit sofisticati.
Supponiamo che esista una soluzione del problema (2.3) definita nell'infervalio
[0,7] ed a supporto compatto in Ry per ogni & € [0, 7] fissato, esiste finita
Eeinlt).
Procediamo considerando P’espressione della densita spaziale; fissato /£ > 0 arbi-

trariamente, decomponiame su domini complementari in "2,

(1, :[ 1, &, v)do f 1., v)dv <
p(l, @) MSRf( &, v)do + tvwf'( &, v)dv <

K
<M dveh/ L
Jl<R et [0]*?
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o 1
< Mmisg {Jo] < B} + ELs P F(t, 2, v)dv <

o4 1
< M'gwR + 52—/];3 [l flt, z, v)dv,

dove M = iffn”w(n? ;) © stata introdotta in virth del principio del massimo ¢
al’ultimo membro compare la densitd di energia cinetica. Ottimizzando rispetto

ad R otteniamo X
ptay <C ([ 1oPr e’
R
con / costante opportuna e, quindi,

(fR (p(tgw})gdw)% < C(Eagn(1)5. (2.10)

Applichiamo, adesso, un teorema tecnico notevole (la cui dimostrazione & data in

[DP]) per verificare la maggiorazione
R g 1 o . - 2
Bil = 5 [ [ oo gt wdott)dude < € (o) s5ims.)

ed osserviamo che, procedendo come per la (2.10), a meno di utilizzare una

disuguaglianza di Holder sul primo addendo della decomposizione, si ha

ot sersengy = ([ (ol o0 Bde ) < CUFOors(Ban(0)F <

Dunque,
[ Epor (1)) < C{Eein(1)).
Nel caso v = —1, Eyu{t) < G per ogni tempo ¢ > 0, allora
Ban(t) = Brotl?) = Byu(1) = Fealt) + | Byl D)] <
< cost(fo, T) + C(Euin(t))* (2.11)

e €05t fo,T) ha un segno che dipende dal segno e dal valore della F..:(0).

In ogni caso, dalla {2.11) segne che
Ein(t) L C(fo,T) perogniie[0,T].

La tesi &, quindi, completamente dimostrata.

25



Nella prima parte del Lemma (3.1) abbiamo provato, per il sistema (VPFP)
generale, che 1’energia totale si mantiene finita in ogni istante di tempo se lo &
per ¢ = 0. Osserviamo che ¢ il significato fisico stesso del problema a garantire
questa proprieta ed, in particolare, che ta cost(fo, T') della stima dipenda in modo
“ingenuo” dal valore del parametro o in un intorno dello zero, mantenendosi
controllata per ¢ — 0: nel limite di diffusione nulia, infatti, quando il sistema
(VPFP) converge al suo analoge ordinario (VP), come dimostreremo, deve potersi
ritrovare il principio di conservazione dell’energia totale.

1l risultato precedente comporta, come conseguenza, la validitd di stime a
priori sulle norme della densita spaziale p ¢ dei campo di forze E associabi ai

sistema.

Lemma 2.2 Sia T > 0 arbitrariamente fissato.

Pern = 2, si assumano sul dato iniziale fo le ipotesi generali. Allora

X1

1E@ perrzy < (lpOfiwmn)® s (2.12)

per ogni t € 10,77,
Per n = 3, fo soddisfi le condizioni necessarie alla validita del Lemma (2.1).

Allora esistono due costanti Ky e Co, che dipendono esclusivamente da fo eT,

tali che
sup llp(t)lisnmy) < Ko (2.13)
tef0,T)
€ 4
1B ey < Co (lpDllom) 7 (2.14)

wniformemente in g € [0, 00} e per ogni 1 € {0,771,

Dimostrazione. Consideriamo Pespressione del campo F del sistema (VPFP)
sullo spazio bidimensionale e procediamo nel modo standard, adottato per trattare
le stime di questo tipo: fissiamo R > 0 e decomponiamo 'integrale della definizione

su una coppia di domini complementari,

1 2 Y
t,y)d; :/ + <
& — ylp( 2 jz—uigR v/[$~yi'>R o

1
yI<R ];s—JI

el < [
< “P(UHL“(R?)/ ——dy + R/p(t y)dy =
= llp(t)llpe(rs) ]o E‘fdﬁ + Ellp(i)!lmng) = o)L B+ .
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dove abbiamo usato una trasformazione in coordinate polari per calcolare I'inte-
grale del primo addendo e la proprieta della densita {lp(¢}{|11(r2) = 1; oftimizzan-

do il valore R otteniamo

B

154, 2)] < (o) lz~me)*

che chinde la verifica della (2.12),

La verifica della (2.13) segue direttamente dal conto fatto per la (2.10) nel
lemma, precedente, ponendo K = C(K 1)% in virtit della tesi del lemma stesso,
Per la (2.14) si applica Vargomento standard,

s

Bl < [ ety = [+ <

< IOy [ 7 4w52d§+([ (ot o)t ([ nigts) <

< _lﬂ'Hllp(f) !Loo (I3} + l!p(f)i L5132 (R3) ( n 547?(52([5) 3

g

ey

fo —1 (oAl £
<dr | o)l poqms) B+ K2 B7% | < Co (flo()llzensy)
usando la disuguaglianze di Holder con p= % 5 sul secondo termine.

Vogliamo concludere questo paragrafo con un commento sul risultaio del lem-
ma precedente per il caso tridimensionale.
Se ci si limita a considerare le proprieta di regolarita naturali della densiia
spaziale, p € LY(B2) N L=(R2) e si esegue il conto analogo a quello del caso

bidimensionale per la (2.12), si verifica

=
e
et
_E_
8
—
or
w
Fal
0
o
5
~~
L
S
IH
B
£
E:M
e
S
—
N
"
(14
~ T

per ogni t € 0,7 e Cs che non dipende da o.

Poiche una stima di regolarita sul campo di forze & garantisce la risolubiita del
sistema (2.4), secondo fa teoria classica delle equazioni differenziali ordinarie ¢
la g obahta, deila soluzione dipende dall’uniformita nel tempo di questa stima, il
nostro obiettivo sara ottenere un controllo sui valori deila p per tutti i tempi.
Nella prima parte del Teorema (3.1) vedremo che la norma L* della densita
spaziale si maggiora in termini di una potenza della velocita pari alla dimen-

sione n dello spazio delle fasi del sistema (VPIFP); allora la norma di E (che,
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grossolanamente parlando, rappresenta un massimo per le velocita, in virtu della
forma integrale {2.5) del sistema delle caratteristiche) acquista una potenza n -,

con g esponente definito dalla

IE@lzm@n) < Co (lo@lzmmy)

per i casi specifici. Se n = 2 allora ¢ = 1 dalla (2:1%) e P'equazione si chiude
con la risolubtlits globale. Se n = 3 allora @ = 2 dalla (2.15) e gz = § dalla
(2.14); in entrambi i casi la stima non viesce a fornire una condizione sufficiente
per |'esistenza globale della soluzione, essendo ngs = 2 >ng; =% » L. Tuttavia, la
stima sulla norma L3? della densith spaziale p ha gia prodofzto‘ un miglioramento
rispetto a quella naturale e, d’altra parte, dal conto fatto per la (2.10) si nota
subito che & il massimo di raffinatezza che possiamo aspettarci dalle proprieta
classiche con stime di tipo Holder. La potenza ideale nel caso tridimensionale ¢

g< %, che ofterremo solo tentando stime integrali sul campo di forze E.

2.3 Fsistenza ed unicitd della soluzione per I'e-
quazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck nel
caso bidimensionale

La principale difficolta del problema & la singolarita del nucleo integrale A nella
definizione del campo di forze E. Allora, una tecnica naturale per la costruzione
di soluzioni si basa su un procedimento di #mollificazione” del nucleo singolare,
che consente di trattare agevelmente il sistema, completato con una operazione
di limite per rimuovere il parameiro di regolarizzazione introdotto.

Numerosi lavori citati sull’equazione di Vlasov-Poisson utilizzano questo argo-
mento (si veda, in particolare, [H1}), In [NPT], gli autori lo estendono effi-
cacemente al problema dell’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck sullo spazio

bidimensionale.

g5 consideri una famiglia di muclei regolari {Ks}ts»o con K5 € C3HR?), che

approssima /" nel modo seguente:
Ks(y) = K(y) perlyl 24, (2.16)
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R I
Kl < o _fg;ffs(y)]glyl? (2.17)

perogniy € B2 i=1,2, §>0, essendo € e ¢, costanti reali positive.
Approssimazioni di quesia forma per il nucleo di Vlasov-Poisson si possono costru-
ire materiaimente a partire dall’espressione K introdotia nel paragrafo 1.1, *ad-
dolcendo” la funzione valore assoluto per ottenere la regolarita richiesta.

Come conseguenza delle proprietd (2,16) e (2.17), per ogni funzione 1 € L (R?)
M L*=(R?), sono valide le stime

B

15 * llomay < Dy ([l o) (2.18)

fhb(y)”fi}(ﬂﬁ —y) — Ks(a’ —ylldy < Dao(lz — fc"f)”iﬁ”[,eo(ng), (2.19)

dove _ o
() r(l =Inr) perr <1
r) = oy
AT, 1 per r > 1
¢ le costanti J; e D, sono indipendenti da & ed opportunamente scelte.
La stima (2.18) si ottiene decomponende lintegrale della convoluzione sui domini
complementari

f stz —ypity)dy = /h:‘"yISR * /!wybﬁ ’

per K > (0 arbitrariamente fissato; preso il modulo di ambo i membri del-
'nguaglianza, si tratta separatamente ciascuno dei due integrali, sfruttando le
proprieta del nucleo A5 e della funzione test 3; infine, si ottimizza la stima inter-
media rispetto ad . Analogamente si pud procedere per la verifica della stima
(2.19), complicando opportunamente la decomposizione in modo da considerare
Ia posizione del secondo centro (per i dettagli si veda [MP], Lemma (3.1)),

Per ognuno dei nuclei regolari K deila famiglia approssimante, si consideri il

problema “modificato”
a ¥ o) 5 5}'2 y
g7 (Lzv)+v- Vo fo(ta,v) + Es(t,z) Vifi(t,e,v) = E«Avf (¢, z,v),

FaCs) = fols, ), (2.20)

dove

Es(t, @) = "f/m Ks(z —y)p'(t,y)dy,  p'(t,2) = fm Tz, v)dv.
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1l sistema delle caratieristiche stocastiche ad esso associato € definito come Pin-

stocastiche

=V,
{ dX; = Vsdt (2.21)

dVs = Es(#, X;5)dt + odb
al variare del dato iniziale, dove b & il moto browniano standard in due dimensioni.
Per ogni singolo campione di moto browniane fissato, (Xs(£,0,2,v;0), Vs(1,0,2,v;8)),
t > 0, & la traiettoria deterministica del processo, in accordo con le definizioni
date nel paragrafo precedente.

1l visultato valide nella situazione appena descritta & dato dalla

Proposizione 2.1 Sia pi° una misura di probabilitd. sullo spazio delle fasi R2x
R2. Allora per agni T > 0 fissato esiste una misura di prohabilita pi, 05t <T,
soluzione debole del problema (2.20)

£ 4(6) = (0 Vad) 4 (Bslt2) - Vod) + Gaf(Bd),

$ s
Ho =
dove la funzione test ¢ = ¢(z,v) si suppone sia due volfe differenziabile con

continuitd , con derivate fino al secondo ordine limilate.

Questa soluzione € unica ed espressa da
pi(9) = ] /(ﬁ(rﬂ,v)#f(dm,dv) =

- IE[ [ [ #Xs(8,0,,03), Vstt, 0,2, v3 b)) (de do)

Se y° ¢ assolutemente continua rispelto alle misura di Lebesque, con funzione di
densitd fo € L'(R2 % B} A L=(R? x R?), allora anche lo misure soluzione é

assolutamente continua
w(de,dv) = (¢, x,v)dedv

e siha [fPBlwe, ) = [ follzrmy, 0 L Oll=my,,) < ollzomy, -

Per la dimostrazione si adotta un argomento standard, basato su un metodo
di approssimazione costruttivo, sfruttando la regolarita del campo E;s per la ver-
ifica delle stime di convergenza. Si costruisce una successione ricorsiva di misure

definite per un intervallo limitato dei ternpi ¢ si introduce, sullo spazio a cui esse
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appartengono, una particolare metrica rispetto alla quale definire la convergen-
za; 'arbitrarieta nella scelta dell’intervallo di esistenza consente di concludere la
globalita della soluzione nel tempo.

Passaggi rigorosi per la dimostrazione si possono ricavare combinando la tecnica

L’argomento principale di questa discussione consiste nella procedura di elimi-
nazione del parametro § dal sistema “mollificato”, ciot lo studio del sistema limite
per § N, 0. Nella dimostrazione del risultato di convergenza si fa uso di una stima

sulla densitd spaziale p?; che presentiamo nel

Lemma 2.8 Sia p°(de,dv) = folz,v)dedv wne misura di probabilitd assolu-
tamente continue, qssegnate come date iniziale del probleme (2.20), con fo €
HR*x R3) N L=(R2 x R?) ed u supporto compatto rispetto allo variahile veloc-
ite. Sia f° = fi(t,2,v) lo funzione di densitd della soluzione ;i caleolate nella
Proposizione (2.1) ¢ p*(t,z) := fga J5(, z,v)dv la densita spaziale del sistema ad
essa associata. Allore esiste una costante Cr, che dipende da fo e T ma non da
é, tale che

Lo’ (t)liz=ma) < Cr per agni t € [0,T), §> 0. (2.22)

La dimostrazione seguira direttamente dalla prima parte del Teorema (3.1),
opportunamente adattata al caso della dimensione n = 2, dove questa proprieta
e attribuita alla densita spaziale p del sistema non modificato e, quindi vale, a
maggior ragione, per quello regolarizzato.

Sottolineamo, fin da adesso, la profonda differenza tra i casi bidimensionale e
tridimensionale rispetto alla validita di stime uniformi nel tempo sulle strutture
del sistema {VPFP) e, quindi, alla questione della risolubilith globale del problema
di Cauchy associato. Nel paragrafo precedente abbiamo gia discusso gli aspetti
tecnici di questa differenza, anticipando che la verifica dell’esistenza globale di
solnzioni sullo spazio R? x R? richiede minori regalarita di quante ne esihizca il
sistema (per la verifica del Lemma (2.3) non si utilizza, ad esempio, il controllo
uniforme sull’energia cinetice): questo margine viene saturato quando si passa al-
la dimensione superiore n = 3, dove la singolarita del nucleo A rende addirittura
insufficienti le stime che deriviamo da quella dell’energia cinetica. Per questa
ragione, nella seconda parte del Teorema (3.1) introdurremo un nuove argomen-

to, basato sull’analisi dell’integrale temporale del campo F, che compare nelle
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equazioni (2.5), per ridurre ulteriormente Ja potenza nella (2.14).

Osserviamo, in conclusione, che la situazione appena descritta & perfettamente
analoga a quella che si presenta nel caso del sistema (VP) ordinario (discussa da
Horst in [H1]), per il quale la risolubilits globale nel caso tridimensionale & stata

provata solo di recente, mentre il caso bidimensionale risulta archiviato da tempo.

Con il risultato del Lemma {2.3) a disposizione, si pud operare la rimezione

della “mollificazione”.

Proposizione 2.2 5i definisca

DS = B[ |Xs(t) — X (6)] + Va() = Ve (DI ],

dove 0 < & < § e {(Xs(t), Vs(1)) }o0 € la famiglia delle traietiorie che partono ol
tempo O dal medesimo punte (w,v) € R? x R2, sottepeste all’nziene di un com-
pione browniano assegnate (per semplicitd di notazione, omettiamo di riportare
i parametri del mote). Con & st indica il valore medio attese per una funzione

della posizione del processo in un generico istante t € [0,T1, definito

5[ $(X5(8), Vi) ] = [ [ 9la, ) (s v)dudo =

= Ik [ /[Qs(Xﬁ(t1O1 :’E,U;b))%(t,o, x,U;b))fo(m,?))dﬂJdv ] . (223)
Allora ‘
lim D& =0
0

per tutti ¢ valori 1 € [0,7), T > O arbitrariamente fissato.

Dimostrazione. Consideriamo due generici processi, con parametri § e §' rispet-
tivamente, solnzioni del sistema (2.21) nei casi specifici; fissato il campione brow-
nizno b € ¢=({0, 7)), le loro trajettorie soddisfano le relazioni integrali

t
X5(8) = Xs(®)] £ [ Vals) = Vilo)lds, (2.24)
pt
Vs(t) = Van(t)] < /G |Es(s, X5(s)) — Es(s, Xs(5))|ds. (2.25)
Aggiungendo e sottraendo le quantity opportune, il modulo della differenza dei

campi, che compare al secondo membro della (2.25), pud essere diviso nei tre

termini seguenti:
1(s) = | [ KstXs(s) =) [p' o) = " (s v
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11(s) = | [ 1s(Xs(s) = 1) = Ksi(Xs(s) = )] (5, )y |
111(s) = | [ 1Ka(Xs(s) — ) — Ko(Xsr(5) ~ )] 0" (50 |
Il Lemma (2.3) garantisce 'uniforme limitatezza della densitd spaziale,
”P‘g(s)i[Lm(Rg) < Cr

perogni s € [0,4),0<¢t < T, 8> 0,
Da questa stima e sfruttando le propricta di Ks descritte nella (2.18) e (2.19), si
ha

H(s) < Cs con Cs — 0 per § 0, (2.26)
T11{s) < C{|Xs(s) — Xs(s)]). (2.27)

Al solito, (' indica ogni generica costante positiva che dipenda unicamente da f,
edaT.
Per stimare il termine /(s) si renda esplicita la densitd spaziale e si faccia nso

della relazione (2.6) discussa nel paragrafo precedente,

[ [ £65(35() = ) [0, ) = 7 (5,y,0)] dyedo | =
= 1T | [ [{Ks(X5(9) = Yils,0,5,58)) — Ks(Xs(s) = Yir(s,0, w58}

-fg(y,w)dydw] !,

dove abbiamo introdotto i processi (Y5(s), Ws(s)) e (Ya(s), Ws(s)), s € [0,4], con
le definizioni note ed indicato con 1B I'aspettazione rispetto al rumore browniano
b che li caratterizza, per distinguerla dalla IE= IE, sui processi di riferimento
iniziali.

Maggiorando il modulo dell’integrale con I'integrale del modulo ed applicando la

E, si verifica
2| W] [ [ 185(X5() = Yils) = Kl(Xis) = Yo ) ol whdyco I]=
=8¢ | E| [ [1Ks(Xs(s) = Vi(s) ~ Ko(Xsls) - Vo) foly, w)dyeo ]]=
= I [ E [ ff | Ks(Xs(s) — Yi(s) — Ks(Xs(s) —~ Yae(s)]:
- Fol, v) foly, w)dadvdyduw ] ] -
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= B [ ff [ Ks(2 — Ys(s) — Ks(z — V()2 (L, 2, v) foly, w)dzdvdydw ] =
= IF; [/f (f dz|Ks(z — Kgr(s)lps(t,m)) fo(y,w)dydw] <
<185 [ [ Dol lmmare(1¥s(s) = Yolo)Dfoly, whdydeo E

< 0ms | [ [ p¥ite) = Yolo)) oty whdsdo |

percio

[ I(s) ] < CELe(|¥s(s) — Ya(s)) (2.28)

di muovo ci siamo serviti della proprieth (2,19) del nucleo Ks per risolvere la
convoluzione in R2.
Fseguendo, adesso, 1a media Z sulle disuguaglianze (2.24) e (2.23), in virth delle

stime (2.26), (2.27) e (2.28) ottenute,
£
2 1X5(t) - Xp()] 1 [ E{1Va(s) = Virls) 1ds,

E1[Va(t) — Vo (011 £ CoT +20 [ B o(1Xs(s) = Xs)]) s

dove i contributi degli integrali I(s) e IT](s) risultano identici una volta che sl
integra contro la misura p(db) appropriata, per la generalita dei processi (X', V5),
(Ys, Ws) ed analoghi per &',

La disuguaglianza di Jensen, per ogni variabile aleatoria £ e per ogni funzione ¢
concava, stabilisce che

Zl () ] < @& € 1)

pertanto, per linearita dell’aspettazione,
E[ | Xs(t) — Xe() + V(1) - Vo (D)l ] =
=0 IXslt) — X (D] 1+ B V() — Ve (0)]] <

< T+ [ {B01Vals) = Virls)l 1+ El (1Xs(s) — X)) ] 1 ds <

it
3]

< i+ 0 ([ EL16) Vo) s+ [ o(=L 1Xs(e) — Xa(o) lds)

Infine, essendo = e @ non decrescenti nei loro argomenti, dalla definizione

' it 9 rt s
DI < 5T + C ( [ D5¥as+ [ p(py )ds) .
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Per la rappresentazione integrale di una equazione differenziale ordinaria, questa

TNT 580 . . . .
relazione implica che Dy’ sia maggiorata da una funzione z;(¢), soluzione del
problema ai valori iniziali

{ 25(t) = C@(zs(t))
25(0) = GSTa

dove
p(r) per0<rs1

() = { r perr >l

Eseguendo un conto esplicito si pud verificare direttamente che

%'m sup zs(t) = 0,
O tefo,1)

da cui segue la tesi.

A partire dalla Proposizione (2.2) & facile concludere che (Xs(#), Vs(1)), soluzione

tribuzione di probahilitd g, & limite debole della successione di misure {pf Yovo;
inoltre g; & descritta da una funzione di densita f soluzione debole dell’equazione
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Queste verifiche utilizzano proecedimenti standard
di limite negli integrali che descriveno le varie strutture, in virti delle proprieta
di convergenza garantite dalla Proposizione (2.2).

Risulta, quindi, provato il risultato che enunciamo nel

Teorema 2.1 Sia p°(dz,dv) = fola,v)dedv una misure di probabilita iniziale,
con fo € L'(R* x R*) N L®(R* x R?) ed a supporto compatto in R2,

Per ogni T' > 0 fissato arbitrariamente, esiste un’unica misura di probabilita
t{de,dv) = f(t, 2, v)dedy che risolve il problema di Cauchy (2.3) sullo spazio

bidimensionale: per ogni funzione regolare @,

2
S(8) = e Vo) (B 0) Vi) Dol D),

po(eh) = p°();

cioé [ = f{l,z,v) ¢ una soluzione debole del sistema [VPFP).

Considerato il processo soluzione del sistema delle caratieristiche stocastiche as-

soctato all'equazione,

dr = vdt
dv = E(t,z)dt + odb,
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s esprime N
[ [ 1t )i, o) =

B IE[ fffo(;li,vw(X(t,O,m,v; b),V(t,O,m,v;b))dmdv] .

Infine, si ha ' |

..?5 5
= %{ggma

dove ¥ & lo soluzione del problema “modificate” (2.21) ¢ ‘Hmi " denota lo

COnVErgensa debole nello spazio delle misure.
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Capitolo 3

Il problema di Cauchy per
’equazione
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck
sullo spazio tridimensionale

Preparati gli strumenti necessari, si procede alla dimostrazione del risultato prin-
cipale di guesta trattazione: una stima sulla densita spaziale, uniforme rispetto
al parametro di diffusione. Quindi, si prendono in esame le conseguenze di tale
risultato in termini di regolarita delle strutture e risolubilita del probiema con-
siderato, provando la convergenza del sistema (VPFP) all’analogo sistema (VP)

ordinario, nel limite di diffusione nulla.

3.1 La stima uniforme sulia densita spaziale

1i criterio di risolubilita formulato per il sistema di Viasov-Poisson (VP) e basato
sulla determinazione di una stima sulla crescita del supporto della soluzione nel-
lo spazio delle velocita, conserva validita anche nel caso dell’equazione Vlasov-
Poisson-Fokker-Planck.
In quest’ultima circostanza diventa estremamente interessante poter dimostrare
una stima a priori per la densitd spaziale p che sia uniforme rispetto al parametro

di diffusione o, caratteristico del termine di stocasticita nel sistema. Importanti
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sono le conseguenze di una tale proprieta per gli sviluppi della teoria sul problema
(VPFP); esse saranno discusse in dettaglio nel prossimo paragrafo.

Avvalendoci dei risultati presentati nel paragrafo 2.2 ed adottando un ar-
gomento analogo a quello proposto da, Schaefler per lo studio del problema in

dimensione n = 3 ordinario, siamo in grado di provare il

Teorema 3.1 Sia p°(dz,dv) = folz,v)dedv wna misura di probabilité assolute-
mente continta su R(;B 4 assegnata come dato iniziale del problema di Couchy
per (VPFP), con fo € LM(RPxR?) N Lo (R%x R?) ed a supporto compatto rispet-
to alle variabile velocita, Sia f = f(t,2,v) la funzione di densita della soluzione
pe del problema, po(dy,dv) = f(t,z,v)dzdv, che soddisfa il sistema (2.3). Per
ogni = € R2, p(t,2) 1= [ps f(t, 2, v)dv rappresenta la densitd spazigle, Sia T >0

arbitrariamente fissato e si definisca

R:= sup ilp(t)llm (R2)-
tefo,T}

Allora esiste una costante Or, che dipende unicamente da fo € T, tale che
R <Oy
uniformemente per o € [0, 00}, con 0 < oo <1 fissato.

Indichiamo con Q. il raggio della palla di RS che contiene il supporto della
funzione fo, cioé tale che folz, u) =0 se |v| > Qo.
Sia (X(t 0,2, v; b) V(t 0,z,v; )) t € 0,77, la traiettoria del processo stocastico,
soluzione del sistema di equazioni (2.4), che parte al tempo 0 dal punto (z,v},

sottoposto all’azione del C"melone browniano b.

Definiamo
", 2 ~ Af’t e B[
Q)= sup {|V(t,(),:£,v;b)i / 1ol < Qo e sup [b(s)] < VE,0,2,030)] }
(zw)€R*XR? { s€f0.4] 400,
becs([o,T])

con 0 < a < 1 da determinare opportunamente.

Queila introdotta &, evidentemente, una definizione implicita, per il fatto che la
condizione sul campione browniano & espressa mediante la quantita stessa da sti-
mare; & necessario, allora, verificare che sia ben posta. D’altra parte, per valutare

Q(t) si pud procedere nel modo seguente: fissato 1, interpretando V(t 0,2, v; b)
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come un dato iniziale, si risolvono le equazioni {2.5) rispetto a v (operazione,

questa, garantita dalle proprieta della mappa @ descritta nel paragrafo 2.2)
. . ¢ . . .
v =V(t,0,2,v;b) ~ f B(s, X (s,0,z,v; B))ds — ob(2),
a

con Vipotesi che b soddisfi la condizione (supsezﬂ,t} 1b(s)] < jﬂW); si con-
troila, quindi, se il vettore v ottenuto verifica |v| < Qo e si esegue 'estremo
superiore sui valori V(t, 0,2, 13) che assicurano questo risultato. Siamo, pertan-
to, certi che la quantita @Q(¢) abbia significato.

Infine, sia

Q=1+ sup Q).

tef0,T]
La (2.9) consente di esprimere la densita spaziale g in un punto 2 € R?, al tempao

t € {0, T], mediante la relazione
ot 2) = IB[/R dv foX(0,2,,0:B), V(0,, 2,0 b)) ]

con (X(0,t,z,v;0), V(0,%,2,v;b)) valore che assume al tempe 0 il processo
(X(s,8,&,v;0), V(s,t,z,v;b)}, s € [0,1], definito nello stesso paragrafo 2.2.
Maggiorando la funzione fo con M := || follp=msxne), dalla definizione di @

segue, allora,
Pt2) < MIB| [ o IAV(0,8,2,050) < Qo) | (3.1)
R

avendo indicato con I la funzione caratteristica dell’evento descritto nel suo ar-
gomento. Decomponiamo 'integrale che compare all’interno dell’aspettazione IE

rispetto ad una coppia di eventi disgiunti ed esaustivi,

Jo @ TAVO0, 1,208 < Qo) = [ o (V0,62 030)] < Q) L(Jv] < Q)+

+ [ do TVIO,1,,058)] < Qu) H(lo] > Q)
ed analizziamo separatamente 1 due termini in cui si divide il secondo membro

della {3.1) per effetto di questa decomposizione,

Per il primo di essi si ha

B[ [ o X(VO,te,00)] < Qo) Kol <Q) | <[ [ aon(ol <) ] =
=18 [ misny {Iv] < @) | = 57Q"
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avendo maggiorato banalmente una delle funzioni caratteristiche nell’integrale e
ricordando che il valore dell’aspettazione IE su una costante & pari alla costante
stessa.

Osserviamo, adesso, il secondo termine
W[ [ o BVt w00 < Qo) Tl > Q) |

In questa espressione v rappresenta il dato finale (nelle velocita) di un processo
che al tempo 0 si trova nella palla di R2 di raggio (Jo: la definizione di ¢ impone,
allora, che la condizione |v] > @) sl possa realizzare solo nel cago in cui ﬂ campione

browniano b soddisfi una disuguaglianza opposta (supse{mﬁ 1b(s)} > 40 ) Pezcio,

possiamo scrivere

B[ [ do WVt 0:8) < @) W0l > Q) | =

w}
= dv 1& b >
L& Lz‘;g]“sﬂ 10

Per stimare quest’uitima quantitd facciamo uso di un importante risultato di
Teoria della Probabilita riguardante il moto browntano:

B[ max [b(s)] = A ] =2E] [b(t)] = A I, pertA =0, (3.2

sef0,1]
Di questa proprieta notevole ci basta, per i nostri scopi, una formulazione pit
debole, nota come disuguaglianza di Lévy per il moto browniano n-dimensionale:

IE[ max [b(s)| > A ] < 2IE[ [b(F)] 2 A ], perA 2 0. (3.3)

3¢{0,4}

Risulta, quindi,

L,sdvm[sza?ﬂlb@>'> }<2f dv I [ubmb%}o];

applicando disuguaglianze classiche della Teoria della Probabilita, combinate con
le caratieristiche del moto browniano, si dimostra che B[ |6(t)} > A | decresce
espanenzialmente in A* e, pertanto, il secondo termine & uniformemente limitato
da una costante, che si pud rendere arbitrariamente piccola.

I semplici dettagli di questa dimostrazione sono riportati nell’Appendice A, dove

vengono discusse anche le due relazioni (3.2) e (3.3).
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Conclusione delle precedenti considerazioni € una stima intermedia sulla densita

spaziale

plt,z) < M (%m:gg + cost) < O,
per ogni z € R, ¢ € [0, 7], cioe

R < 7, (3.4)

con (' costante che dipende solo da foe T,
In quanto segue C indicherd ogni costante positiva, opportunamente specificata,
che dipenda solo da dati assegnati del problema.

La verifica della tesi del teorema sard completa una volta provato che ¢) € una
Dalle equazioni integrali che definiscono il processo (X , V) si ottiene, immediata-

mente,
A - t - A N
V(t,0,2,0:5) < ol + [ 1B(s, R(s,0,2,0:D)lds + 0B (35)

17(t,0,m,v; f)) ¢ il generico elemento dell’insieme infrodotto nella definizione di

@ (t), percid dalla (3.5) segue che

1V (t,0,z,v; b))
400,

~ “ i N ”
V(6,0,2,0:8) < Qo+ [ 1B(s, X(5,0,2,015))lds + o (3.6)
3]

COn

|f’(t,0,m,v;é)|“ 1
\ 1Y, < 0= . - ..
100 < 40(9 per o € [0, 0,

Quindi, per stimare la quantita (), & necessario avere una stima opportuna del

termine i
[ 1B(s, X (5,0,,v0:D)lds.
Il Lemma (2.2) fornisce una stima sulla norma uniforme del campo F in termini

di norme della densith spaziale p, sulla quale si applica la (3.4} concludendo

sup || E(t)||L~ms) < C1Q%; (3.7)

tefo,T]

una maggiorazione banale dell'integrale utilizzando questa proprieta non & sufhi-
ciente a risolvere il nostro problema, poiche produce nella {3.6) un termine in ¢

di ordine almeno % > 1, che non consente di “chiudere” la stima.
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Tl procedimento per ottenere la (3.4) puo essere ripetuto csattamente nel caso
della dimensione n = 2.
Fissato ¢ € [0,7], a partire dalla (3.1) si esegua il conto considerando Pespres-
sione (1) laddove compariva la Q) (questa variazione ha un significato pura-
mente tecnico); con le stesse consideraziont svolte precedentemente si giunge alla
maggiorazione

o zomzy € CQ*(@)- (3.8)

In virtir dells tesi del Lemma (2.2), per ogni t € {0,7]
IE@z=ms) < CQU)

allora vale la relazione analoga della (3.6),

If/(t,(],m,v;l;)la
400,

IV (t,0,2,; <@+ C f: Q(s)ds+ o
e, dalla definizione di Q{t),
ot | S
Q1) < Qo+ C [ Qls)ds + 75Q7(1),

avendo fissato o < 1.

Dungque, per il Lemma di Gronwell, si conclude
Q1) < cost + Qo expict} < Cr,

per ogni ¢ € [0,T].
Per la {3.8) segue

sup flp(t)r=mz) < O,
1€[0,T}

che completa ia dimostrazione del Lemma (2.3) del capitolo precedente, confer-

mando le considerazioni svolte alla fine del paragrafo 2.2.

Per migliorare il risultato della (3.7) formuliamo un nuovo argomento, hasato
su una interpretazione critica deil’integrale temporale, sfruttando considerazioni
sui moti relativi analoghe a quetle formulate per tratfare il caso del sistema (VP)
ordinario; lo schema fondamentale & quelio proposto da Wollman in {W], dove i
semplifica la partizione dello spazio R? introdotta da Schaeffer [32] e si impiega
una procedura differente per sommare i contributi delle stime su piccoli intervalli

di tempo.
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Sia P il numero reale positivo P 1= Q% dove 0 < a < 1 & Pesponente che compare
nella definizione di Q(t); allora 0 < P < ).

Definiamo P
AT 1= min {Tg M—‘,} \
10C, Q3

essendo C; la costante nella relazione (3.7). Se —A—% ¢ un numero intero sia

N = L — 1, altrimenti N = % decomponiame Pintervallo [0, T'] mediante
i traguardi ¢; = AT, 1 =10,..., N, cio&
N
[O,T] == U[t;, tH—l] con ifi’+l = i‘:i‘ S &T c Z‘:N_H == T
i=0

Allora, per ogni valore ¢ € [0,77], si ha

¢ . " T A ~.
/ [F(s, X (s,0,5,v;0))|ds < f |E(s, X(s,0,2,v;5))|ds =
4] 0

N o optip .
= Z/ |E(s, X (s,0,2,v;6))|ds. (3.9)
i=0 7
Consideriamo espressione del campo E nel sistema (VPFP): su ciascun inter-
vallino [#;, #;,] si avra
tigi - . AL
/ [£(s, X{s,0,2,v;b)){ds <
ti
¢|+1 . .
<] dsff s, y,w)- T ————dydw. (3.10)
l Ju 5)|?
Per alleggerire la notazione, abbiamo indicato brevemente con (X (6),‘:/(8)) i
valori (X(s,0,2,v;6),V(s,0,2,v;4)), al tempo s € {t;,t:1.1], del processo asseg-
nato, i cui parametri sono fissaii e non intervengono nel calcolo deli’integrale.

Utilizzando la proprieta (2.6), il secondo membro della (3.10) risulta nguale a

[ as | [ [0l X (s, 3,030) — X(s)” udy | =

/.t'-—h d‘sfs diﬂfﬂ dv /.—,u(‘db)f(ti,ﬂf,U)iX(S,ti,IC,U; b) - X(S){—g’ (311)

avendo infredotte un processe (X(s,t;, 2,00}, V (s, 1, 2, v; b)), definite come in
(2.5) a partire dal tempo #,, sottoposto ad un campione hrowniano sul quale si
esegue l'aspettazione IE.

il dominio di integrazione nell’espressione (3.11) & rappresentate dallo spazio

= {ti, tig1] X R?’w,v) x Ca([0,TT).
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Eseguiamo una pattizione delle velocita v rispetto alle grandezze P e (); essa

induce una partizione di 5 nei sottodomint

o {(8’$’U’b} €&/ v < P oppure o — V()| < P sup [o(s)] < 457 } :

s€ftitigt]

2 {0 €8 1)< Popre o= VIS B gup WO > oot

s€lfifis
( . i
Sy i {{s,w,v,b} €S/ l> Pely—VE)> Py
X (s, 1,2, 035) — R(s) € d}

Sy 1= {(s,m,v,b) cS/hl>Pelp— f/(i,)g > P,i%

Xt msoi = XV > d,_sp ) S o)

se[ii,ti.}d

S5 1= {(s,m,v,b] €8/ wl>Pelv— V{tﬂl > P,i?

LX(S,tiyrnﬁv;b} — X(s)} >d, sup |b(s)] > } ,
a€ftytign] 400,

con d veale positive da determinare (in funzione di @, P e AT,

Allera .
j " iE(s, X(s)lds < Lk B+ L+ L+ I, (3.12)

ti

dove
[ = js f(tg,w,v)]X(s,ti,aJ,v;b) — X(s)| *dsdadopu(db), 7= 1,0y D

Per ottenere una stima sulla (3.12) valutiamo separatamente ciascuno dei con-
tributi I;, j =1,...,5.

Coominciame con 1'osservare che per (s,2,0,b) € 57, se loj < P, si ha

V(s b, 2, 030)] < ol + f B, X(r, by 2,0, 5))|dr + ofb(s) = b{E)] <

_ P
< P+ C1Q3AT + 20—~ < 2P,
400,

per o € [0,6,], dove abbiamo fatte uso della (3.7) e reso esplicita la definizione

17

di AT. Analogamente, se lv — V(f,)l < P,

IV (s, i@, v;0) — V{s) < lv— Vit + | / E(r, X(r,t;, @, v;0))dr+
Jt;
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~ [ B Kl + olols) b)) + olbls) B <

P
< P+ 2C,Q3AT ( )
< P+ 2CiQFAT +20 [+ 7o~ ) < 2P

per o € [0, @l
Avendo portato le stime di S, al tempo i; sulie grandezze al tempo s > {;

tornando alle variabili di integrazione originali,
II S o ds j.‘ dﬂ:f dv \[H(db) f(tigma U)lX(Sgti: T, U b) - X(S){_hg-
L1

{L(v(s, b, v;b)l < 2P) + T (|V (s, ti, 2, 5;0) = V()| < 2P)} =
n s [ dy [ dw $(5,9,0)ly = X
: {I[(]w] <2P)+ 1 (jw— V(s)| < 2P)} =
= j s [ dy [ dw f(s,y,w)ly = X ()M (] < 2P),

essendo V (s) un valore fissato rispetto alle variabili di integrazione.

Sia [ costante positiva; decomponiamo in due integrali ristzetti ai domini comple-

mentari,

L TES 3 i o .
2/“ ds l:/ly X(s)lady/ dw f(s,y,w)ly — X ()| M(lw| < 2PH

+/|‘y-m ot dy [ dw fs,9,0)ly = X (&)l < 2P} |

che trattiamo singolarmente. Nel primo termine facciamo uso del principio del

massime, [|f(E)] LR, ) < | follpeen 5 ) © di una trasformagzione in coordinate
polari dell'integrale dy; nel secondo, appuca,ndo la disuguaglianza di Holder con
p=4,
[ dy [ dw flew)ly = X Tl <2) <
Jly=X{a)i>
< @ [ 40 Sy = X =

E[ C dyplsyly— X)L
Jy— X (s} >

2

= idyj ———dy ] <
< U p(5,y) ay) (/!y_%)bl lwa(S)!sry) <
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2

oo ] 5
< flo(silizsrmrs) - (/ﬂ '54‘”52615) < costilF,

dove I & la costante definita nel Lemma (2.2). Percid

i
Il<2[ s [ﬂ/f —m(2P) ]£4ﬂ§c5§+co:,thgl E}H

< 9GP+ I78)AT

ottimizzando la stima sul valore di [ (per [ = P“g), concludiamo
I, < CPEAT. (3.13)

Procediamo in un modo analogo per valutare il contributo dell’integrale Io.

I < ffi“ égsqu;fdvfp(db) I (seisf?}.)ﬂ 1b(s)] > ;15‘—0) .

'f(tisﬂ"?v)'X(S t;, @, U'b)—X(S)rg = Ié\_i—’[;s

dove indichiamo con I e I3 v gli integrali ustxett; ai domini complementari
{[X(s,,tg:_m,v; b) — X(s)| > l} {IX('; i@, 05 b) — X(s) < f} rispettivamente.
Tornando alle variabili originali e applicando di nuave 1a, disuguaglianza di H older,
abblamo
N rtit1 § i ” _3
pe[Tasf [ dw s,y w)ly = X =
Jti ly—X {s}f>!
t‘H" . ~ 9 4
= ds [ X dy p(s, )y — X< cost Kol 75 AT,
S I =X (s>

Ancora la disuguaglienza di Holder con p = 2 applicata direttamente, ci da

= [ s fde [ do f i) fiteey

T (5P et gt 1P(8)] > ) 1(|X (.t m,v5b) - X(s) <1 .
| X (s, ti,2,0;b) = X(s)? -

<[ (] o [ o [ o) St (1 (6, b, 2, 038) — X(5) SZ))

|
i
X (s, 1,2, v b) — X{8)]3

, P
([ f a0 f i 020 (Lo 601> g5 ) 1 -
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1l secondo fattore neli’ultima espressione si riscrive neiia forima

" P )
U FEM 71 me =
(nlf(tt)”L*(wa,)) (/ u(db) I (SEE}}&]} |b(s)| > 107, )

- (?E 1, 1> ) D%;

le considerazioni sviluppate a partire dalle relazioni (3.2) e (3.3) si ripetono esat-
tamente in questo caso: il termine precedente & esponenzialmente piccolo in P?
e puo essere maggiorato con una cosianie. Lo stesso caratiere & assunto da tutto

Vintegrale [, se si trova nma stima finita snl primo fattore. D’altra parte

. BN G R O EU AN
(f do [ do [ uds) St 2,0) SR T )_

i

i

I(jy— X(s)l < 1)
= (/dy/d-w fls,y,w) (Iy o)l < )) =

by — X ()3

in|

. g .
S (RS (ORI w1 o\ 2,4
= | [ dy ols,9) e | SCOQF ([ pangde) = Q¥
Y= lz 4 62
pereio
I} < CQ¥IT exp{—costP*} AT.

Fissato [ = P~%, per avere il termine /' omogeneo a quello nella stima di 1), si
ha
Iy < UQA\”'F’" exp {—costﬁ’z} < C PR exp {-—costpz} )

In definitiva i) vappresenta un contributo trascurabile, rispetto a 17, nella deter-

minazione dei valore [y & non perturba Pordine delia stima
I < CP:iAT. (3.14)

Per gli integrali /3 e I5 le stime sono, adesso, pressoché immediate;

1

(i1 i i . . i
I < ds dy | dw f(s,y,w)———— <
= ' /fv—}f'(S)iStf y/ ey )i?-}—X(S\ig
< CQ¥AT (3.15)



7 1 ptisn s ‘ 3 P 1
<= d"-[ wdv [(too0)E] sup [b(s) > —— | <
Is < J2 ./z,- > j dudv f{ti,z,v) l_ae[st:};.]]i (s)] > 100, J =
< %2—Texp {ﬁcosth}. (3.16)

(4 resta da trattare il termine
Hig : g : . . N .
Li=["ds | do [ do [ p(db)f(t 2, )X (s, i, v38) = X (s)] s, (5,2, v,b),
t

dove abbiamo indicato con Iy Ia fanzione caratteristica dell’insieme A. Per esso
adottiamo un diverso procedimento nella valutazione dell’integrale temporaie.

Se (=, 2,v,b) € Sy allora

\V(s,t:, 3,07 0) — T;'(s)[ > |v— V(tz“ — ﬁs dr |B{r, X (7, ti, 2, v;0))+

~B(r, X(r))| = olb(s) — b(t)| — afb(s) — bl =

> PwQCIQ%AT—AIo*{H; > %P. (3.17)

Fissate ie variahili {(z,v,b) in Sy, sia
Z(8) = X(s,ti, @, v;0) — X(s);

per le proprieta di continuita det processi (X, V) e (X, f/_), esiste s, = So(t;, 2, v;b)

€ [ty tig1] tale che
s)| per ognt s € [t figa].
Dalle definizioni segue, inoltre,
#(s) = Blso) + [ 1 Blr, X(rti,0,00) = B(r, X(7) 1 drt

tolb(s) — b(se)] — o[bs) — b(so)].
Introdotta la funzione
Z(s) = Z(30) + Z(52)(s — 80);
poiche Z(s.) = Z(50) € Z(s) = Z(so), si ha
Z(s)— Z{s) = jsl Z(7) — Z(r) dr = / dr j:r dr' | E(', X{r' ti, x,v; b))+
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B, Z() 1+ [ [5(r) ~bso) Jdr + o [ 1b(r) = biso) Jar.
Usando maggiorazioni ingenue sulle grandezze al secondo membro e ie condizioni

in 84, otteniamo

o ae L, Gy P

nu < - — 8 279 3 — 5, <
|Z(s) — Z(s)| < 2(3 80) C16) -{—404000(3 So) &
Cy

<
- 2

(s — so)Q%AT + {BP(S — 8} < %__P(s — So)i
o

allora, .
|Z(s)] = 17 (s)] — gPIS — Sol. (3.18)

Una stima dal basso per Z(s) si ricava nel seguente modo: se so = I allora
Z(s0) - Z(30) =0, se So = bit1 allora Z(s0) - Z(80) < 0, se infine s, € (#i;2i41)
allora Z(so) Z(so) = 0 in ogni caso (s — 80)Z(50) - Z(so) > 0 per s € [Li, tigt],

s
v

Z)F = 1250} + 1Z(50)(8 = 0)[* + 2(s = 80) Z(80) * Z(80) 2

) 2
> Jr(se)Pls =l 2 (1) s = ol

avendo applicato la (3.17) su [Z(so)}

In conclusione

“'*J

|2 ()] ——ls — 8o}, per ogni s € [ti, tip1]- (3.19)

oo

Usiamo la (3.19) per stimare
it R S &
[ ds 12() s (5,3, 0,8
t

Per costruzione I, (s,2,v,8) = 0 se |Z(s)] < d; definiamo, allera, Papplicazione

% {0,e0) — R,

. [ d=2 per0<r<d
B(r) = { r~? perr>d

ed osserviamo che {dalla (3.19) e poiché 2 e non crescente)
g ‘ P P, .
() s, (5,,,) < (2 < 5 Fls =) )
Con un facile conto si verifica, allora, che
/ ds |2(s)|"21s,(s, 2, v,b) <f ( (.s—uso)) ds <
t
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-

v (P A e ]
< . = —. - = —,
_2/0 Z}_(zs)ds 2%/{; d2d3+ s (%S)stj 7

Si noti ¢he Pintegrale temporale riduce Pordine della singolarita del nueleo K da

13

due ad uno: questo & il punto cruciale in eui il nuovo argomento migliora quelli
classici per la stima sul campo E.

Sostituendo nell’espressione di Iy, si conclude
2 > i . s a )

<= : zdv <

I < Pd/u(db)/ / [, 2, v)dzdy <

__%M_z ' 12 Pie. - =3 g1 a 9
< 5P /”(db)[[m J(ti, %, v)dedy < 2K, P37, (3.20)

dove K, & la costante del Lemma (2.1}, che maggiora energia cinetica del sistema
uniformemente nel tempo.

Possiamo, adesso, ritornare alla (3.12); in virta deile (3.13), (3.14), (3.15),
(3.16) e (3.20) scriviamo

[ 1B, X)ds <

Z
< ¢ PAAT + Q¥AT + d*AT exp {—costP*} + P7d™ )-
s

Prendendo d = P“%Q‘%AT“%, che ottimizza secando e quarto termine, si ba
flégd A
[ 1B, X (s))ids <
1y .
< C(PIAT + Q P EATE + PAT? P exp {—costP*} ) <
< ( ( PEQF 4 P"lQ”g + ()5 PPexp {~costﬁ’7‘} ) ,
dalla definizione di AT.
Qualunque sia il valore di @, esso & legato a quello di P dalla relazione Q=P 358,
aliora, evidente che il terzo termine di questa stima pud essere trascurato rigpetto
agli altri, per effetto delia decadenza esponenziale. Esplicitando P come funzione

di @, abbiamo

[ 1B X (s)lds < ¢ (@FER QTR ) <

¥

Riporiande quest’ultima stima nella (3.9),
[ 1Bs, X (5,0, 0:0)lds < (N + Nelontarsd (3.21)
o
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Osserviamo che, se T < P/iDC’ng allora AT =T e N = 0, mentrese T >
P/lOC'lQZ:‘ allora AT = P/IQC&Q% = Q““%/IOCI e N < -ﬁ% = 106’1TQ§“’"‘; in
ogni caso

N+1<1+CTQF ™ < C(T+1)Q5,

Quindi eompletiame la (3.21),
A.t N N
L 1EG, & (5,0,2,0D)lds < T + 1)@ (3.22)
Q

Indichiamo con + P'esponente nella (3.22), v = %a; perl<ac< % risuita v < 1.
Finalmente, daila (3.6),

- N ] . i 1 . . i o .
V(t,0,z,v;0)| < Qo + C{T+1)Q" + 16@& < Qo+ C(T+ 1), (3.23)

con 1= max{e,v}, 0 < B <1,

La quantitd al seconde membro della (3.23) & indipendente dalla scelta del cam-
pione ()A( ,f/) del processo, percid, per l'estremo superiore al primo membro
vale

Q< Qo+ CT+1)QP,

da cui segue

Q<[ Qo+ C(I+ 1) 77

Questo garantisce che (} & una grandezza finita, per ogni 7' > 0 fissato e conciude

la dimostrazione del teorema.

3.2 Convergenza al sistema di Vlasov-Poisson
nel limite di diffusione nulia

La verifica di una stima a priori sulla norma uniforme della densita spagiale
p, valida per ogni intervalie di tempe {0,T], T > 0 arbitrariamente fissato, & il
passo fondamentale nella teoria della risolubilita globale del problema di Cauchy
associato ai sistemi (VP) e (VPFP). Su quesio argomento si basano gii studi
condotti da Pfaffelmoser, Schaeffer e Wollman per completare la dimostrazione

dellesistenza giobale di solugioni classiche del problema ordinario; nella stessa



direzione sono orientati 1 recentl lavori sul problema stocasticizzato, indipenden-
temente dal tipo di approccio costruttivo proposto da ciascun autore per otienere
un risultato.
D’altra parte, una volta noto che la solugione esiste regolare e globalmente nel
caso tridimensionale ordinario, ovvero il supporto della densita microscopica non
esplode per tempi finiti, ci si aspetta lo stesso comportamento per il sistema in
presenza di stocasticita: rispetto all’equazione di V]asov-Poisson deterministica,
che & di tipo iperbolico, la Fokker-Planck corrispondente, ottenuta per diffu-
sione stocastica delle velocita, assume una struttura parabolica pit regolare, che
dovrebbe favorire lo sviluppo di una teoria della risolubilita. Questeo in- parte
& vero ed, infatti, si rifrovano per il problema (VPFP) tutti i risulbagi-chassicl;
tuttavia, non si hanno semplificazioni significative nella trattazione poiche quella
che agisce sul sisterna & una diffusione degenere, che interessa solo le velocita e,
percié, non ha un effetto vistoso di regolarizzaiione sul-dominio della soluzione. -
Abtraverso il Lemma {2.2), la skima sulla densith spaziale garantisce un con-

trollo a priori sulla norma uniforme del campo di forze del sistema,

sup 1B, #)inem2) < Ka,
tef0.7)
con Ks = G Cr)¥.
Si ha, quindi, una proprieta di regolarita per le strutture nelle equazioni di

{ da = vdi (3'24)

Langevin

dv = BE{t,z)dt + adb,

che consente di risolvere per iferazioni successive le equazioni integrali associate
(per ulterior: commenti si rimanda all’Appendice B). 8i noti Panalogia tra quanto
detto ed il criterio classico di integrabilith del sistema delie caratteristiche, defini-
to per lo studio deile EDP in generale ed, i particolare, del problema (VP).
[’argomento di analisi delle traiettorie caratteristiche, ispirato ad un punto di
vista Euleriano della teoria, si rivela efficace anche in questo contesto, per con-
cludere la risolubilita dell’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck.

Clon lo stesso procedimento adottato nel paragrafo 2.3 per provare esistenza glob-
ale ed unicita della solnzione del problema (VPFP) sullo spazio bidimension-
ale, modificando opportunamente {’espressione delle grandezze per la dimensione

n = 3, si dimostra il
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Teorema 3.2 Sia fo = folx,v) la funzione di densitd di una misura di proba-
bilita su R?I,U) assolutamente continua, assegnata come dato iniziale del problema
di Cauchy (2.8), con fo € }(R® x R®) ) L=(R? x R?) ed a supporto compat-
to rispetto alla variabile velocité. Allora, fissato arbitrariamente T > 0, esiste
un'unica funzione f = f{t,x,v) soluzione debole del sistema (VPFP) sullo spazio

tridimensionale

f j Stz v)d(x, v)dedv =
=1 [ //‘fo(x’v)qé(X(t;O,w,v;b),V(i,O,m,v;b))dde ] ,

per agni t € [0, T}, (z,v) € R® X R® ¢ per ogni funzione test b= Pz, v).

Se fo ¢ ulteriormente regolare, f diventa una soluzione classica.

11 processo sulle cui traiettorie & integrato il dato iniziale fy soddisfa le definizioni
date nel paragrafo 2.2 e la sua esistenza & garantita per tutti i tempi, in virtl

delle considerazioni svolte sopra.

La differenza sostanziale tra il risultato del Teorema (3.2) e quelli analoghi
dovuti a Bouchut [Bi] e Victory [V] risiede, come e gia stato sottolineato, nel
diverso approccio costruttivo al problema.

I teoremi di risolubilita classici per equazioni differenziali alle derivate parziali
del secondo ordine sfruttano procedimenti di linearizzazione, che privilegiano I~
effetto dell’operatore Laplaciano rispetto ai termini non lineari del sistema; cio
comporta, inevitabilmente, una dipendenza singolare dal parametro di diffusione
o delle stime sulla densith spaziale p e sul campo £.

L’originalitd del metodo proposto in questa trattazione, basato sull’analisi delle
irasettorie caratteristiche e sulla verifica di stime integrali del campo di forze,
sta nel garantire la stabilita della soluzione rispetto alle perturbazioni stocas-
tiche. Tn questa particolare circostanza si ottengono stime indipendenti dal co-
efficiente o, che conservano validita anche dopo aver eseguito una operazione di
limite per la rimozione del rumore browniano dal sistema. Allora, la teoria della
risolubilit globale del sistema di Vlasov-Poisson segue passando per il problema

stocasticizzato.

Da un punto di vista assolutamente formale l'equazione di Vlasov-Poisson,

%f(t,x,v) +v-Vof(t e, v)+ E(t,z) Vo ft,z,v) =0, (3.25)
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si ricava dall’equazione Vlasov-Poisson-Fokker-Planck,

g;f(t,w,v) +v - Vaf(t,z,0) + E(t,2) Vof(t,2,v) = fi;iAuf(t, z,v), (3.26)

al limite per o — 0. Cio in perfetto accordo con interpretazione fisica dei due

Panaloge di quello schematizzato dal sistema (VPEFP), in ipotesi di assenza di
stocasticita.

Una verifica rigorosa, dal punte-di vista matematico, di questa proprietd viena
data provando che la soluzione del problema di Cauchy associato alla (3.26) con-
verge nel limy_q alla corrispondente soluzione del problema di Cauchy associalo
alla (3.25), nel senso della convergenza debole per le funzioni di densita; ovvero,
che il sistema delle caralteristiche stocastiche soluzione di (3.24) converge, fraiet-
toria per traiettoria sull’intervallo [0, 71, 7 > 0 arbitrariamente fissato, al sistema
delle caratteristiche classiche soluzione di

{ de = vdt

dv = E(t,z)dt, (3.27)

nel limyo. Di entrambi i sistemi esiste una soluzione globale per ogni dato
iniziale (X, o) € R" x R*, n = 2,8, in virth della stima uniforme sul campeo di
forze F e la relazione (2.8) la lega a quella della EDP ad essi associaba.

Teorema 8.3 Jia (X(2,0, 0, o; 0),V (1,0, 20,v0;8)), 1 € [0,T}, la traiettoria del
processo stocastico soluzione del sistema (3.24) che parte al tempo O dal pun-
to (To,vs), solloposta all’nzione del campione browniane b € [0, 7]). Sia
(X (#,0, 20,10,V (2,0, %0, v0}) il processo deterministico soluzione del sistema (3.27)
con i medesimi parametri assegnali. Indicheremo, per brevita, queste grandezze
con {Xs(0), V(1)) e (X(£), V(1)), rispettivamente.

Allora

Dy =B Xt - X+ [Ve®) = V(DI ],

con B definita come in (2.23), verifica

im sup Df =0.
740 4ef0,7]

Dimostrazione. La tecnica & quella adottata per dimostrare la tesi della Propo-

sizione (2.2} nel capitolo precedente,
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Dalle relazioni integrali equivalenti ai sistemi differenziali ordinari (3.24) e (3.27)

§1 ricava, per ¢ € {0, 7T,

D) - X1 < [ Vals) - V(s)lds, (3.28)

Vo(®) = VOl < [ 1Bs, Xo(5)) - Bls, X(s))lds + olb@)).  (3.29)

Il module della differenza dei campi nella (8.29) si decompone nella somma di

due termini,

[Eo(ﬁaXa(S)) - FE(s, X{(s))] < ]]!!r(Xcr(S) ) [Pa(‘ssy) - P('S’y)] dy| +

1 TR (6) =) = KX () = )] oo )l = 1(5) 4 1),

dove abbiamo attribuito un indice o alle grandezze relative al sistema (VPFP).
Ricordiamo I'espressione del nucleo integrale K nel caso tridimensionale, comune

ai sistemi (VP) e (VPFP),
K@) =15 veR

L’applicazione K soddisfa le condizioni
1 J ¢
W< = 15Kl < =5
>y P’
per ogni {x,v) € R® x R?, i = 1,2, 3, essendo ¢ una costante reale positiva: da
queste, neil’Appendice B, si deducono le stime di convoluzione su ogni funzione

$ € IMRY) A L(R9);

K+ pllpoms) < Gy (“W]LM(RS))% (3.30)

[ W@ —y) — K& ~3)ldy £ Capllo — o Pbllzomey, (330

dove
r{1=1Inr} perr<1

plr) = { 1 perr > 1
€ le costanti C; e C'; sono indipendenti opportunamente scelte.
Osserviamo che le proprieta appena descritte per il nucleo K tridimensionale
costituiscono P'equivalente di quelle discusse nel paragrafo 2.3 per lo spazio bidi-

mensionale. D’altra parte, il teorema che stiamo provando deve essere valido
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anche in quest’ultimo caso, con una dimostrazione parallela a quella che stiamo

dando. .
La relazione (3.31), accompagnata dalla stima uniforme sulla densitd spaziale per

il problema (VP) ordinario, implica
TI(s) < Cro(iXa(s) — X(s)]), (3.32)

Per il ftermine I(s) sviluppiamo il medesimo argomento per oblenere la (2.28) nella
Proposizione (2.2); naturalmente, per il processo deterministico (¥ (s, 0, y,w),
W(s,0,y,w)), s € [0,1], si utilizza la rappresentazione della densita (2.7) data nel
paragrafo 2.2, su cui 'aspettazione agisce in modo banale. A meno di rinominare

le variabili, concludiamo
5[ 1(s) ] € CEL (X (s) — X (D) ). (3.33)
Allora, applicando la E sulle (3.28) e (3.29),

E[ X () — XA +Ve(H) — V(D) ] =

ot
o

< [(ELIVa(s) = V(@) s + 207 [ BLp(iXo(s) - X(s)]) ds + L] <

<O (['EVats) = Vi s+ | " G(E[ X, (s) — X ()1 ds) + o2 (0]

avendo utilizzato la (3.32), la (3.33) e la disuguaghianza di Jensen sul secondo
addendo.
Percid . .

DI <C ( | prds+ / g)(Dg)ds) + o3[ B .
Sehbene la quantitd [b(1)] non sia uniformemente limitata per ogni singolo campi-
one di moto browniano, potendo diventare arbitrariamente grande per I'irregolar-
ita sbessa del moto, essa lo & in media, quande si integra contro la misura 1e(db),
come si chiarisce dalle considerazioni svolte, per la prima parte del Teorema (3.1),
nell’Appendice A.
Quindi

Dy <oCr+C j; Dds + j; P(D7)ds)

ed il Lemma di Gronwall consente di concludere che

.D? .,<_ :36(t)3 te [O,T],
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con

lim sup z.(t) =10,
o0 tE{O:,[}} ( )

Da questo segue immediatamente la tesi.

Dal risultate del Teorema (3.3) segue facilmente che, assegnata la funzione
fo = folz,v) come dato iniziale per i problemi di Cauchy associati alle equaioni di
Vlasav-Poisson e di Vlasov-Poisson-Fokker-Planck ed indicate con f = Fd, e, v)
e fo = fo(l,&,v) le rispettive solugioni (durante P'evoluzione del fenomeno la

funzione di densita acquista dipendenza dai parametri del sistema), allora
&
(lri%f"(t’x’v) = f{t,z,v)

per ogni (¢,x,v) € [0,T]x R® x R3, T' > 0 arbitrariamente fissato, Con by,
si intende la convergenza debole nel senso degli spazi L7

Questa proprieta vale identicamente per il problema sullo spazio bidimensionale.
Possiame, dunque, concludere che il sistema (VP) deriva dal sistema (VPFP) nel

limite di diffusione nulla.



Appendice A

L’unico lemnma probabilistico non elementare di cui si fa uso nel corso deila

trattazione & quello relativo alla proprieta del moto browniano

introdotta nella (3.3) del paragrafo 3.1.

Si tratta di una disuguaglianza forte, che rappresenta Pestensione al continuo
di un risultato, noto come disuguaglianza massimale di Lévy, valido per sueces-
sioni discrete di variabili aleatorie a valori in R?, n 2> 1, la cui distribuzione di
probabilita congiunta & invariante rispefto ad ogni cambio di segno per ciascuna
di esse (enunciato rigoroso e dimostrazione si trovano in [SB}; Teorema 3.6.5).
Le ipotesi sono valide nel caso del meto browniano, per una discretizzazione dei
tempi, poiché ciascun b() ¢ somma di incrementi indipendenti distribuiti secondo
gaussiane ed il prodotto di gaussiane & chiaramente invariante per cambi di segno;
per la rimozione della discretizzazione & determinante la proprieta di continuita
delle traiettorie.

Pariicolarmente interessante & che si possa, addirittura, provare una uguagiianza:
la dimostrazione in questa circostanza richiede di introdurre nuove nozioni rela-
tive ai processi stocastici ed alle loro traiettorie (definizione di tempo di- arresto,

proprieta di Markov forte]; per i detiagli della discussione si rimanda a (SB].

Procediamo, adesso, alla verifica della decadenza esponenziale della quantita

[ [o()] = A ],

nella costante A > 0, per ogni ¢ € [0, T} fissato.
Ricordiamo, per una corretta interpretazione, che Paspettazione su un evento
(pitl precisamente sulla sua funzione caratteristica) rappresenta la probabilita

attribuita all’evento stesso rispetto alla misura che definisce 'aspettazione, percio
E[ [6(t)] = A ] = Prob{|b(t)] > A} = L — Prob{|b(1)] < A} =

=1 — Prob{—X < b(t) < A},

Nell'ultimo termine compare la probabilita che la variabile aleatoria b(t) ~ N(0,1)

assuma valori neli’intervallo (—X, A), che si esprime mediante un integrale delia
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funzione di densita di distribuzione della variabile stessa,
5
Prob{—X < b(t) < A} m/ \gt(az)da:;

dunque

I —Prob{—-A <b(t) <A} =1- [:\\ (2?;)3/2 exp{——%} de =

a1 |zf?
=2 Wexp{— 2 }“’"’

e quest’ultimo decresce esponenzialmente in A%,

Abbiamo, allora, provato la proprieti
E[B(®)] > A] < Cre™, A0,

Questa stima, nel caso in cui sia A = cost|v], glustifica Paffermazione secondo la

quale “le zone a velocitd elevate sono poco probabili”
f doIE] |b(1)} > eostlv] ] < Cy / dvexp{-—costlof?} < Cyp

e consente di controllare facilmente i termini di probabilitd pura, dovuti ai cam-

pioni degeneri del moto browniano, nelle stime del Teorema (3.1).

Appendice B

5i vogliono dimostrare le disugnaglianze (3.30) e (3.31), utilizzate nella verifica
del Teorema (3.3).
Sulla loro validita & basato il criterio di risolubilitd per il sitema differenziale
(3.24). Queste, infatti, garantiscono 'uniforme limitatezza del campo di forze F,
in virtl della stima uniforme sulla densitd spaziale p. Sebbene E non soddisf la

condizione di Lipschitz, dalla (3.31) segue la maggiorazione
[E(t,@) = E(t, )| = K * pl(t, 0) ~ [K % p](t,y)] < Callp(t)]| zomeyolle — y]),

detta condizione quasi-Lipschitz, che corregge quella classica per un fattore con
divergenza logaritmica. Ovviamente, essa & pili debole della condizione di Lips-

chitz, ma & sufficiente per provare {con il classico metodo iterativo della variazione
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delle costanti) esistenza ed unicitd della soluzione del problema differenziale or-
dinario (3.24), per ogni fissato campione browniano b € 7.
La situazione & analoga, almeno sotto il profilo tecnico, a quella che si presenta

nello studio dell’equazione di Eulero della fluidodinamica.
SiaR2>20 arbitrariamente fissato, allora

[ K= vpto)dnt < [ 1KG=9)lp@idy < [, gt iy =

yP

B /I;T—HISR+ ~[ix—yl>R = ll¢!le{R3}f “41?620!5 TR / 3 Ii,b(y)ldy =

= 4dn Bljth|| peo(may + E;'M][L‘(R"');

ottimizzando il valore di F,

Wi

K % )(@)] < Co ([ bllaemn)®

che conclude ia dimostrazione della (3.30).

Per la (3.31), fissiamo r = |z — 2’| e distinguiamo i due casi r > 1 edr < 1.
Nel primo caso maggioriamo il modulo della differenza con la somma dei moduli
e concludiamo dalla (3.30),

e

[ WG~ y) = K& = y)ldy <205 (llimon)” < Cliplizsus,

con (), determinata opportunamente in funzione del valore, finito, della 1|l oo (R

Nel secondo caso, introduciamo
A= {y€R3 / lfc—yEgZ?‘}
e decomponiamno
[ 1wl =) = K = ldy= [+ ]

con A° complementare di A in Rg. Allora, per le propricta del nucleo K,
fA [ E (2~ y) — K(@'—y)ldy <
< IWlisos) [ (1K (a = o)l + 1K (' = 5)l)dy <

1 1
< oo (R
o=~ ”Tvb”L (n )~/I$—yisz" (l;l‘. — y|2 + Iﬂ:’ - yIZ) dy S

60




L r i
< 2“?!1HL°°(R3)/

L/
fa:—yissr iz —yl? Y

209 ooy / ATENE = [Pl

Rispetto al secondo centro ', un puuto y € A° verifica la condizione |2’ — 3| >

Lz — yl, percid
[ B e~ ) - Ko = p)idy < [ w@IVE - y)lle - o'dy <

< 7‘/ [bWIVE (' — y)|dy < Cr f [#(y)]

fxf — 1 ]3dy -

= C'r [.[<tn:’ <2 W(J)II . dy /, . W(J)li e } =
<Cr [[W”Lm Ra)/ 4”§2d§ + ““”’NIU RS):!

2, ¥l
< Crlldblt o ms {471‘171{];? B AL LB L B
) 8|l Lo (s,
< Gﬂ’“’#""”;,f:o(ﬁ(*)(l - J‘RT),
con (/; opportunamente scelta.

Questo completa la verifica.
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