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Abstract
In this paper we express with a matrix a complete flag of riemannian ex-

tension on a riemannian compact manifold whose metric is bundlelike for any
foliation of this flag.
Keywords: transversely diagonal riemannian foliation, extension of a foli-

ation, complete flag of riemannian extension.

1 Introduction

Nous signalons avant tout propos que l’idée de ce papier nous est venue de
la preuve du théorème de structure des drapeaux riemannians complets de H.
Diallo se trouvant dans [7].
Soit (M1,F1), (M2,F2), ..., (Mq,Fq) q feuilletages riemanniens transver-

salement orientable de codimension un chacun, M = M1 × M2 × ... × Mq,

F̃k = F1×F2× ...×Fk×Mk+1×M2× ...×Mq, (U
k
i
, fk

i
, T k, γk

ij
)i∈Ik un cocycle

feuilleté définisant (Mk,Fk), T̃ k = T 1×T 2× ...×T k, ps la projection deM sur
Ms, ps la projection de T̃

q sur T s, Ũk
i
= U1

i
×U2

i
×...×Uk

i
×Mk+1×M2×...×Mq,

f̃k
i
=
(
f1
i
◦ p1, f2i ◦ p2, ..., f

k
i
◦ pk

)
et γ̃k

ij
=
(
γ1ij ◦ p1, γ2ij ◦ p2, ..., γkij ◦ pk

)
.

On vérifie aisement que
(
Ũk
i
, f̃k

i
, T̃ k, γ̃k

ij

)
est un cocycle feuilleté definissant

le feuilletage riemannien F̃k de codimension k.
On a F̃q ⊂ F̃q−1 ⊂ ... ⊂ F̃1. On dira que la suite DF̃q =

(
F̃q, F̃q−1, ..., F̃1

)
est un drapeau complet d’extension riemannienne du feuilletage riemannien F̃q
sur M .
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De façon précise, étant donné un feuilletage Fq de codimension q sur une
variété M, un drapeau d’extension du feuilletage Fq est une suite DkFq =

(Fq−1, Fq−2, ..., Fk) de feuilletages sur la variété M telle que Fq ⊂ Fq−1 ⊂
Fq−2 ⊂ ... ⊂ Fk et chaque feuilletage Fs est de codimension s.
Pour k = 1, le drapeau d’extension DkFq sera dit complet et sera noté DFq .
Si chaque feuilletage Fs est riemannien, le drapeau d’extension DkFq sera

appelé drapeau d’extension riemannienne du feuilletage Fq.
Ceci dit, on désigne par Xk le champ unitaire de T k orientant T k et (Xk)

hk

le relèvement de Xk sur le fibré tangent T T̃ q de T̃ q.

On vérifie aisement [13] que
[
(Xk)

hk , (Xs)
hs
]
= 0 pour k 6= s. On obtient

ainsi un système de coordonnées (xq, ..., x1) sur T̃ q tel que ∂
∂xk

= (Xk)
hk .

Comme chaque γk
ij
est une isométrie locale de T k alors relativement au système

de coordonnées (xq, ..., x1) la matrice jacobienne Jγ̃k
ij
de γ̃k

ij
vérifie:

Jγk
ij
=



ε1ij 0 ... ... ... 0
0 ε2ij 0 ... ... 0
0 0 ε3ij 0 ... :
: : 0 . . :
: : : . . 0
0 0 0 .... 0 εkij


où εrij = ±1.
De ce qui précède le feuilletage F̃k sera dit riemannien transversalement

diagonal.
De façon précise un feuilletage F sur une variété N est dit transversalement

diagonal si et seulement s’il est défini par un cocycle feuilleté (U
i
, f

i
, T, γ

ij
)i∈I

tel que les ouverts U
i
soient F-distingués et sur chaque ouvert f

i
(U

i
) il existe

un système
(
yiq,y

i
2,...,y

i
1

)
de coordonnés F-transverses locales tel que relative-

ment aux systèmes
((
yiq,y

i
2,...,y

i
1

))
i∈I de coordonnés F-transverses locales sur

les ouverts fi (Ui), la matrice jacobienne Jγij de γij soit diagonale. Dans le
cas où il existe une métrique g

T
sur la variété transverse T telle que les γ

ij

soient des isométries locales pour cette métrique, on dit que F est riemannien
transversalement diagonal.
Le premier but de ce papier et de montrer que l’existense d’un feuilletage

transversalement diagonal F sur une variété entraine l’existense d’un drapeau
complet d’extension de F . Le second but de ce papier est de donner un exemple
non trivial de feuilletage riemannien transversalement diagonal. On montre en
effet que si Fq est un feuilletage riemannien de codimension q admettant un dra-
peau complet d’extension riemannienne DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) sur une
variété compacte connexe N et s’il existe une métrique Fs-quasifibrée commune
g à tous les feuilletages Fs alors chaque feuilletages Fs est transversalement
diagonal.
Dans tout ce qui suit, les variétés considérées sont supposées connexes et la

différentiabilité C∞.
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2 Rappels

Dans ce paragraphe, nous réformulons dans le sens qui nous est utile certaines
définitions et certains théorèmes qui se trouvent dans ([2],[3], [4], [5], [7], [8]
[9], [13, 13] ).

Définition 2.1 Une extension d′un feuilletage (M,F) de codimension q est un
feuilletage (M,F ′) de codimension q′ tel que 0 < q′ < q et les feuilles de (M,F ′)
sont des réunions de feuilles de (M,F) (on notera F ⊂ F ′).

On montre que si (M,F ′) est une extension simple d’un feuilletage simple
(M,F) et si (M,F) et (M,F ′) sont définis respectivement par les submersions
π : M → T et π′ : M → T ′, alors il existe une submersion θ : T → T ′ telle que
π′ = θ ◦ π.

On dira que la submersion θ est une liaison entre le feuilletage (M,F) et son
feuilletage extension (M,F ′) .
On montre dans [4] que si le feuilletage (M,F) et son extension (M,F ′) sont

définis respectivement par les cocycles (Ui , fi , T, γij )i∈I et (Ui , f
′
i
, T ′, γ′

ij
)i∈I

alors on a
f ′i = θi ◦ fi et γ′ij ◦ θj = θi ◦ γij

où θs est une liaison entre le feuilletage (Us,F) et son feuilletage extension
(Us,F ′) .

Proposition 2.2 Etant donné un feuilletage (M ,F) de variété transverse mod-
èle T , soit T ′ une variété de dimension q’>0. Si les difféomorphismes locaux de
transition de F préservent les fibres d′une submersion de T sur T ′, alors le feuil-
letage F admet une extension de codimension q’et de variété modèle transverse
T ′.

En utilisant le théorème de décomposition de Blumenthal-Hebda [3], le théorème
suivant se demontre de la même façon que le théorème de structure des drapeaux
riemannians complets se trouvant dans [7] :

Théor me 2.3 Soit DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) un drapeau complet d’extension
riemannienne d’un feuilletage riemannien Fq de codimension q sur une variété
compacte connexe M et pour tout k ∈ {1, ..., q} , F̃k désigne le feuilletage relevé
de Fk sur le revêtement universel M̃ de M.
S’il existe une métrique g quasi-fibrée commune pour Fq et pour chaque

feuilletage du drapeau complet d’extension DFq alors:
1) Chaque feuilletage Fk est transversalement intégrable et transversale-

ment parallélisable. Les champs de vecteurs du parallélisme Fk−transverse
(Ys)0≤s≤k−1 sont orthogonaux. Pour s6= 0, chaque champ de vecteurs Ys
est une section unitaire de (TFs+1)⊥ ∩ (TFs) et Y0 est une section unitaire de
(TF1)⊥ où (TFk)⊥ désigne le fibré orthogonal de TFk. De plus chaque champ
de vecteurs Y s oriente le flot qu’il engendre.

3



2) Le drapeau DFq se relève sur M̃ en un drapeau simple

D
F̃q
=
(
F̃q−1, F̃q−2, ..., F̃1

)
d’extension riemannien du feuilletage riemannien

F̃q. De plus le revètement universel M̃ est difféomorphe à L̃q× L̃Yq−1 × L̃Yq−2 ×
...× L̃Y0 où L̃q est une feuille de F̃q et L̃Yk est une feuille du flot relevé F̃Yk du
flot FYk de Yk sur le revètement universel M̃ de M.

Relativement à la métrique g̃ relevée de g sur le revètement universel M̃ de
M , chaque feuille L̃Yk est orthogonal à L̃q et pour k 6= s les feuilles L̃Yk et L̃Ys
sont orthogonaux.
3) Toute feuille de F̃k est difféomorphe à L̃q× L̃Yq−1× L̃Yq−2× ...× L̃Yk×{p}

où p ∈ L̃Yk−1 × L̃Yk−2 × ...× L̃Y0 .
Toute feuille de F̃⊥k est difféomorphe à {p} × L̃Yk−1 × L̃Yk−2 × ... × L̃Y0 où

p ∈ L̃q × L̃Yq−1 × L̃Yq−2 × ...× L̃Yk .

On notera que le parallélisme Fq−transverse (Ys)0≤s≤q−1 sera dit paral-
lélisme Fq−transverse de Diallo associé à DFq .
La version locale du théorème précédent est:

Corollaire 2.4 Soit DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) un drapeau complet d’extension
riemannienne d’un feuilletage riemannien Fq de codimension q sur une variété
riemannienne compacte connexe (M, g) .
Si la métrique g est quasi-fibrée pour chacun des feuilletages, alors il existe

un recouvrement (Ui)i∈I d’ouverts de la variété M et un unique parallélisme
Fq−transverse (Ys)0≤s≤q−1 de M tel que:
i) Chaque ouvert U

i
est difféomorphe au produit Liq×LiYq−1×L

i
Yq−2
×...×LiY0

où Liq est une feuille de la restriction F iq à Ui
de Fq et LiYk est une feuille de la

restriction F iYk à Ui
du flot FYk de Yk. Toute feuille LiYk est orthogonale à L

i
q

et pour k 6= s les feuilles LiYk et L
i
Ys
sont orthogonaux relativement à la métrique

g de M.
ii) Toute feuille de la restriction F ik à Ui

de Fk est difféomorphe à Liq ×
LiYq−1 ×L

i
Yq−2
× ...×LiYk ×{p} où p ∈ L

i
Yk−1

×LiYk−2 × ...×L
i
Y0
et toute feuille

de F i⊥k est difféomorphe à {p}×LiYk−1 ×L
i
Yk−2

× ...×LiY0 où p ∈ L
i
q ×LiYq−1 ×

LiYq−2 × ... × LiYk . Le feuilletage F
i⊥
k étant la restriction à U

i
du feuilletage

transverse orthogonal F⊥k de Fk.

Nous terminons ces rappels par la proposition suivante se trouvant dans
[13]. Elle nous permetra de construire un système de coordonnés locales dans
la preuve du théorème 3.2 qui est le théorème principal de papier se trouvant
dans le paragraphe suivant.

Proposition 2.5 Soit M×N le produit de deux variétés M et N , Xi ∈ X (M),
Yj ∈ X (N),

Rh1 : TxM → T(x,y)M ×N
u 7→ uh1 = (u, 0)

et
Rh2 : TxN → T(x,y)M ×N

w 7→ wh2 = (0, w)
.
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Alors[
Xh1
1 , Xh1

2

]
= [X1, X2]

h1 ,
[
Y h21 , Y h22

]
= [Y1, Y2]

h2 et
[
Xh1
1 , Y h22

]
= 0.

3 Expression matricielle des drapeaux complets
d’extensions riemanniennes sur une variété com-
pacte connexe

Il y a un lien entre les feuilletages transversalement diagonaux et les drapeaux
complets d’extension.
De façon précise on a:

Proposition 3.1 Soit Fq un feuilletage transversalement diagonal de codimen-
sion q sur une variété M .
Alors Fq admet un drapeau complet d’extension DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) .

Preuve. Soit (Uq
i
, fq

i
, T q, γq

ji
)i∈I un cocyle feuilleté définissant le feuilletage

transversalement diagonal Fq et
((
yiq,y

i
q−1,...,y

i
1

))
i∈I les systèmes de coordon-

nées Fq−transverses sur les fqi
(
Uq
i

)
suivant lesquels Jγqij est diagonale. Soit

également le système différentiel

P qix =

{
q−1∑
k=1

fik (x) .
∂

∂yik
(x) / fik : f

q
i

(
Uq
i

)
−→ R de classe C∞

}

intégrable sur fqi (U
q
i ) et U

q−1
i une feuille de ce système différentiel.

Notons que Jγqji =
(
λqjirs

)
rs
étant une matrice inversible et diagonale a tous

ses éléments diagonaux non nuls.
Ceci dit, quitte à réduire la "taille" des ouverts Uq

i
, on peut considérer un

recouvrement (Uq
i
)i∈I de la variétéM tel que dans chaque fq

i

(
Uq
i

)
le flot de ∂

∂yiq

et le système différentiel intégrable x→ P qix définissent des feuilletages simples.
Soit θqi : f

q
i

(
Uq
i

)
→ Uq−1i la projection sur Uq−1i suivant le flot Fθqi de

∂
∂yiq

.

Il est claire que Uq−1i est une variété quotient du feuilletage simple Fθqi .
La variété T q peut être considérée comme une union disjointe des fq

i

(
Uq
i

)
.

Par conséquent nous pouvons affi rmer que les submersions θqi définissent une
submersion θq sur T q dont la restriction à chaque fq

i

(
Uq
i

)
est θqi .

Comme(
γq
ji

)
∗

(
∂

∂yiq

)
=
(
λqjirs

)
rs

(
∂

∂yiq

)
= λqji11.

∂

∂yjq
et λqji11 6= 0

alors les γq
ji
préservent les fibres de la submersion θq.

Il résulte de cela ([4], [5])( cf.prop.2.2 ) que le feuilletage Fq de codimension
q a une extension Fq−1 de codimension q − 1.
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On pose
fq−1
i

= θqi ◦ fqi
et

T q−1 = ∪
i∈I
θqi ◦ fqi

(
Uq
i

)
= ∪
i∈I
Uq−1i

et
θqi ◦ fqr (Uqr ∩ Uqs ) = Vq−1rs

pour Uqr ∩ Uqs 6= ∅.
Comme γq

ji
préserve les fibres de la submersion θq alors γq

ji
induit un difféo-

morphisme local γq−1
ji

: Vq−1ij → Vq−1ji et ce difféomorphisme vérifie([4], [5]) ( cf
def.2.1 ) l’égalité

γq−1
ji
◦ θqi = θqj ◦ γqji .

On vérifie aisement que (Uq
i
,fq−1

i
, T q−1, γq−1

ji
)i∈I est un cocycle feuilleté

déffi nissant l’extension Fq−1 de Fq.
Montrons maintenant que le feuilletage Fq−1 est transversalement diagonal.
On a

[
∂
∂yiq

, ∂
∂yik

]
= 0 pour tout k. D"où les q − 1 champs de vecteurs

∂
∂yiq−1

, ∂
∂yiq−2

, ..., ∂
∂yi1

sont feuilletés pour le flot de ∂
∂yiq

. Par conséquent (θq)∗
(

∂
∂yik

)
est un champ de vecteurs sur Uq−1i pour tout k ≤ q − 1.
Or les q − 1 champs de vecteurs ∂

∂yiq−1
, ∂
∂yiq−2

, ..., ∂
∂yi1

sont tangents à Uq−1i

en tout point de Uq−1i donc pour k 6= q et a ∈ fq
i

(
Uq
i

)
on a

(θqi )∗a

(
∂

∂yik

)
=

∂

∂yik
(θqi (a)) .

Par conséquent les q − 1 champs de vecteurs ∂
∂yiq−1

, ∂
∂yiq−2

, ..., ∂
∂yi1

définis-

sent un système de coordonnées Fθqi -transverse sur U
q−1
i que l’on notera encore(

yiq−1, ..., y
i
1

)
.

Pour plus de clarté dans l’exposé on pose pour la suite

(θqi )∗

(
∂

∂yik

)
=

∂

∂yik /Uq−1i

.

En utilisant l’égalité
γq−1
ji
◦ θqi = θqj ◦ γqji
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on obtient pour k 6= q,

(
γq−1
ji

)
∗

(
∂

∂yik /Uq−1i

)
=

(
γq−1
ji

)
∗
◦ (θqi )∗

(
∂

∂yik

)
=

(
θqj
)
∗ ◦
(
γq
ji

)
∗

(
∂

∂yik

)
=

(
θqj
)
∗

(
λqij(q−k+1)(q−k+1).

∂

∂yjk

)

= λqij(q−k+1)(q−k+1)
(
θqj
)
∗

(
∂

∂yjk

)

= λqij(q−k+1)(q−k+1).
∂

∂yjk /Uq−1j

.

Ainsi le feuilletage Fq−1 est transversalement diagonal.
Avant de terminer on notera que l’égalité

γq−1
ji
◦ θqi = θqj ◦ γqji

montre que
Jγq−1ji .Jθqi = Jθqj .Jγ

q
ji

où Jθqs est la matrice jacobienne de θ
q
s. Or

Jθqs =


0 0 ... ... ... 0
0 1 0 ... ... 0
0 0 1 0 ... :
: : 0 . . :
: : : . . 0
0 0 0 .... 0 1


donc Jγq−1ij

s’obtient en suprimant la première ligne et la première collonne de

Jγqij .

On construit Fq−2, Fq−3 , ... , F1 en utilisant la même technique de con-
struction de Fq−1.
On note que chaque feuilletage Fk sera defini par (Uq

i
,fk

i
, T k, γk

ji
)i∈I un

cocycle feuilleté où θki est definie de façon analogue à θ
q
i , f

k−1
i

= θki ◦ fki ,
T k = ∪

i∈I
Uki avec Uki definie de façon analogue à U

q−1
i et γk−1

ji
◦ θki = θkj ◦ γkji .

On notera que si le feuilletage Fq transversalement diagonal est riemannien
transversalement diagonal relativement à la métrique transverse gT et si les
champs de vecteurs locaux ∂

∂yik
sont des champs de killing pour la métrique

gT pour tout i et tout k alors les feuilletages du drapeau complet d’extension
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DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) sont des feuilletages riemanniens transversale-
ment diagonaux et il existe une métrique quasi-fibré commune à tous les feuil-
letages riemanniens Fk. En effet dans ce cas les submersions θki sont des sub-
mersions riemannienne pour tout i et tout k. Et, la relation γk−1

ji
◦ θki = θkj ◦ γkji

entraine que γk−1
ji

est une isométrie locale dès que γk
ji
est une isométrie locale.

Sous certaines conditions qui sont précisées dans le théorème 3.2, la propo-
sition précédente admet une réciproque.
Dans la preuve du résultat qui suit on donne une expression matricielle des

drapeaux complets d’extension riemannienne d’un feuilletage riemannien.

Théor me 3.2 Soit Fq un feuilletage riemannien de codimension q sur une
variété compacte connexe M et h une métrique Fq−quasi-fibré sur M.
Si le feuilletage Fq admet un drapeau complet d’extension riemannienne

DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) tel que la métrique h soit quasi-fibré commune
à tous les feuilletages riemanniens Fk alors chaque feuilletage Fk est rieman-
nien transversalement diagonal.

Preuve. On suppose que le feuilletage Fq admet un drapeau complet
d’extension riemannienne DFq = (Fq−1, Fq−2, ..., F1) tel que la métrique h
soit quasi-fibré commune à tous les feuilletages riemanniens Fk.

D’après le corollaire 2.4 il existe un recouvrement (U
i
)i∈I d’ouverts de la

variété M et un unique parallélisme Fq−transverse (Ys)0≤s≤q−1 de Diallo de
M tel que:
i) Chaque ouvert Ui est difféomorphe au produit L

i
q×LiYq−1×L

i
Yq−2
×...×LiY0

où Liq est une feuille de la restriction F iq à Ui de Fq et LiYk est une feuille de la
restriction F iYk à Ui

du flot FYk de Yk. Toute feuille LiYk est orthogonale à L
i
q

et pour k 6= s les feuilles LiYk et L
i
Ys
sont orthogonaux relativement à la métrique

h de M.
ii) Toute feuille de la restriction F ik à Ui de Fk est difféomorphe à Liq×LiYq−1×

LiYq−2× ...×L
i
Yk
×{p} où p ∈ LiYk−1×L

i
Yk−2
× ...×LiY0 et toute feuille de F

i⊥
k est

difféomorphe à {p}×LiYk−1×L
i
Yk−2
×...×LiY0 où p ∈ L

i
q×LiYq−1×L

i
Yq−2
×...×LiYk .

Le feuilletage F i⊥k étant la restriction à Ui du feuilletage transverse orthogonal
F⊥k de Fk.
Ceci dit, dans toute la suite (U

i
)i∈I désignera un tel recouvrement d’ouverts

de la variété M et ϕi : Ui
→ Liq × LiYq−1 × LiYq−2 × ... × LiY0 désignera le

difféomorphisme existant entre U
i
et Liq × LiYq−1 × L

i
Yq−2

× ...× LiY0 .
Soit Y iLk le champ de vecteurs unitaire tangent à la feuille L

i
Yk
induit par le

champ unitaire Yk du parallélisme Fq−transverse (Ys)0≤s≤q−1 de Diallo de M.

On note en passant que les champs de vecteurs Y iLk sont orthogonaux deux
à deux relativement à la métrique h.
Considérons maintenant a =

(
aiq, a

i
q−1, ..., a

i
0

)
∈ Liq × L

i

Yq−1
× ...× Li

Y0
.

On pose

Rhka : TaikL
i

Yk
→ TaiqL

i
q × Taiq−1L

i

Yq−1
× ...× Tai0L

i

Y0

Xi
aik

7→
(
Xi
aik

)hk
aqi
=
(
0aiq , 0aiq−1 , ..., 0aik+1 , X

i
aik
, 0aik−1 , ..., 0ai0

)
8



où 0ait est le vecteur nul de TaitL
i

Yt
pour t 6= q et est le vecteur nul de TaiqL

i
q

pour t = q.

Soit X
(
L
i

Yk

)
l’algèbre de lie des champs de vecteurs tangents à L

i

Yk
et

Xi
k ∈ X

(
L
i

Yk

)
.

En faisant varier aik ∈ L
i

Yk
, les relèvements Rhka

((
Xi
k

)
aik

)
de
(
Xi
k

)
aik
dans

TLiq × TL
i

Yq−1
× ...× TLi

Y0
définissent un champ de vecteurs sur Liq × L

i

Yq−1
×

...× Li

Y0
qu’on notera

(
Xi
k

)hk . On a donc(
Xi
k

)hk
a
=
(
Xi
k

)hk
(a) = Rhka

((
Xi
k

)
aik

)
.

On montre dans [13] (cf.prop.2.5 ) que pour Xi
k ∈ X

(
L
i

Yk

)
et Xi

s ∈ X
(
L
i

Ys

)
on a [(

Y ik
)hk

,
(
Y is
)hs]

= 0 pour k 6= s.

Il résulte de cela, Y iLr étant le champ unitaire induit sur la feuille L
i

Yr
par Yr du

parallélisme Fq−transverse (Ys)0≤s≤q−1 de Diallo, que[(
Y iLk

)hk
,
(
Y iLs
)hs]

= 0 pour k 6= s.

Ainsi, l’ouvert U
i
étant difféomorphe au produit L

i

q×L
i

Yq−1
×Li

Yq−2
×...×Li

Y0
,

on a les champs de vecteurs
(
(ϕi)

−1
)∗ ((

Y iLs
)hs) qui définissent sur Ui un

système de coordonnés Fq−transverse
(
ỹiq−1, ..., ỹ

i
0

)
.

Dans la suite
(
(ϕi)

−1
)∗ ((

Y iLs
)hs) se notera ∂̃

∂yis
.

Nous signalons en passant que si l’on désigne par Y is la restriction de Ys à
U
i
et pik : L

i
q × L

i

Yq−1
× Li

Yq−2
× ... × Li

Y0
→ L

i

Yk
la projection sur L

i

Yk
suivant

Liq × L
i

Yq−1
× ...× Li

Yk+1
× Li

Yk−1
× ...× Li

Y0
alors:

1) On a(
pik
)
∗

((
Y ik
)hs)

= Y iLk et
(
pik
)
∗

((
Y is
)hs)

= 0 pour s 6= k.

2) Les projections
(
pis
)
∗ n’étant pas à priori des submersions riemanniennes,

les champs de vecteurs
(
Y is
)hs ne sont donc pas à priori unitaires (Relativement

à la métrique
(
(ϕi)

−1
)∗
h sur le produit L

i

q × L
i

Yq−1
× ...× Li

Y0
) malgré le fait

que les champs de vecteurs Y iLs soient unitaires sur les L
i

Ys
.

3) Pour tout p ∈ L
i

q × L
i

Yq−1
× ... × Li

Ys+1
et p′ ∈ L

i

Ys−1
× ... × Li

Y0
on a

(ϕi)∗
(
Y is
)
qui est tangent à {p} × L

i

Ys
× {p′} . D’où les champs de vecteurs(

Y iLs
)hs et (ϕi)∗ (Y is ) sont colinéaires. Et ceci entraine que ∂̃

∂yis
et Y is sont aussi

colinéaires.
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4) Y is coïncide avec
∂̃
∂yis

sur L
i

Ys
cependant les valeurs prises par ces deux

champs sur Ui\L
i

Ys
ne sont pas forcement identiques.

On vérifie aisement que les champs de vecteurs ∂̃
∂yis

sur Ui sont orthogonaux
deux à deux.
Sur chaque ouvert U

i
le feuilletage F ik = Fk/Ui est défini par la submersion

piqk−1 ◦ϕi où ϕi est le difféomorphisme existant entre Ui et L
i
q×LiYq−1 ×L

i
Yq−2
×

... × LiY0 et p
iq
k−1 : L

i

q × L
i

Yq−1
× ... × Li

Y0
→ L

i

Yk−1
× Li

Yk−2
× ... × Li

Y0
est la

projection sur L
i

Yk−1
× Li

Yk−2
× ...× Li

Y0
suivant L

i

q × L
i

Yq−1
× ...× Li

Yk
.

Ceci dit, dans tout ce qui suit (U
i
, fk

i
, T k, γk

ij
)i∈I est un cocyle feuilleté

définissant le feuilletage riemannien Fk.
Comme chaque feuille de

(
ϕ−1i

)∗ F ik est de la forme Liq × LiYq−1 × LiYq−2 ×
...× LiYk × {p} avec p ∈ Li

Yk−1
× Li

Yk−2
× ...× Li

Y0
on peut alors affi rmer qu’il

existe un difféomorphe µik : f
k
i (Ui)→ L

i

Yk−1
× Li

Yk−2
× ...× Li

Y0
de sorte que le

diagramme suivant

U
i

ϕi→ L
i

q × L
i

Yq−1
× ...× Li

Y0

fki ↓ ↓ piqk−1
fki (Ui)

µik→ L
i

Yk−1
× Li

Yk−2
× ...× Li

Y0

.

soit commutatif.
Le système de coordonnés Fk−transverse

(
ỹik−1, ..., ỹ

i
0

)
sur U

i
induit un sys-

tème de coordonnés sur fki (Ui) que l’on notera
(
yik−1, ..., y

i
0

)
.

Soit a =
(
aiq, a

i
q−1, ..., a

i
0

)
∈ Liq × L

i

Yq−1
× ...× Li

Y0
et Xi

s ∈ X
(
L
i

Ys

)
.

On a (
Xi
s

)hs
a
=
(
0aiq , 0aiq−1 , ..., 0ais+1 ,

(
Xi
s

)
ais
, 0ais−1 , ..., 0ai0

)
.

Par consequent pour s < k on a(
piqk−1

)
∗

((
Xi
s

)hs
a

)
=
(
0aik−1 , 0aik−2 , ..., 0ais+1 ,

(
Xi
s

)
ais
, 0ais−1 , ..., 0ai0

)
.

Ce qui signifie que
(
piqk−1

)
∗
envoie

(
Xi
s

)hs sur (Xi
s

)hs pour s < k. Ceci entraine

en utilisant le diagramme commutatif précédent que

(
µik
)
∗

(
∂

∂yis

)
=
(
Y iLs
)hs

pour s < k.
Pour s > k − 1 on vérifie aisement que(

piqk−1

)
∗

(
Xi
s

)hs
= 0.
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Soit θk−1i la liaison riemannienne entre les feuilletages riemanniens (Ui ,Fk)
et (Ui ,Fk−1) .
On a le diagramme suivant

U
i

ϕi→ L
i

q × L
i

Yq−1
× ...× Li

Y0

fki ↓ ↓ piqk−1
fki (Ui)

µik→ L
i

Yk−1
× Li

Yk−2
× ...× Li

Y0

θk−1i ↓ ↓ pi(k−1)k−2

fk−1i (Ui)
µik−1→ L

i

Yk−2
× Li

Yk−3
× ...× Li

Y0

qui est commutatif. pi(k−1)k−2 étant la projection de L
i

Yk−1
×Li

Yk−2
× ...×Li

Y0
sur

L
i

Yk−2
× ...× Li

Y0
suivant L

i

Yk−1
.

Il en résulte que
p
i(k−1)
k−2 ◦ µik = µik−1 ◦ θk−1i .

Ainsi (
θk−1i

)
∗

(
∂

∂yik−1

)
=

((
µik−1

)−1 ◦ pi(k−1)k−2 ◦ µik
)
∗

(
∂

∂yik−1

)

=
((
µik−1

)−1 ◦ pi(k−1)k−2
i
)
∗

((
Y iL(k−1)

)h(k−1))
=

((
µik−1

)−1)
∗
(0)

= 0.

L’égalité (
θk−1i

)
∗

(
∂

∂yik−1

)
= 0

montre que
θk−1i

(
yik−1, y

i
k−2, ..., y

i
0

)
=
(
yik−2, ..., y

i
0

)
.

Pour Ui ∩ Uj 6= ∅, on pose:

γk
ij

(
yjk−1, y

j
k−2, ..., y

j
0

)
=
(
γik−1, γ

i
k−2, ..., γ

i
0

)
.

On a [4] les égalités,

fk−1i = θk−1i ◦ fki et γk−1
ij
◦ θk−1j = θk−1i ◦ γk

ij

c’est à dire que le diagramme suivant est commutatif

Ui ∩ Uj
fk
j→ fkj (Ui ∩ Uj)

θk−1j→ fk−1j (Ui ∩ Uj)
IdUi∩Uj ↓ ↓ γk

ij
↓ γk−1

ij

Ui ∩ Uj
fki→ fki (Ui ∩ Uj)

θk−1i→ fk−1i (Ui ∩ Uj)

..
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D’où l’égalité
θk−1i

(
yik−1, y

i
k−2, ..., y

i
0

)
=
(
yik−2, ..., y

i
0

)
entraine que:

γk−1
ij

(
yjk−2, ..., y

j
0

)
= γk−1

ij
◦ θk−1j

(
yjk−1, y

j
k−2, ..., y

j
0

)
= θk−1i ◦ γk

ij

(
yjk−1, y

j
k−2, ..., y

j
0

)
= θk−1i

(
γik−1, γ

i
k−2, ..., γ

i
0

)
=

(
γik−2, ..., γ

i
0

)
Ainsi

γk
ij

(
yjk−1, y

j
k−2, ..., y

j
0

)
=
(
γik−1, γ

i
k−2, ..., γ

i
0

)
avec (

γik−s−1, γ
i
k−s−2, ..., γ

i
0

)
= γk−s

ij

(
yjk−s−1, ..., y

j
0

)
pour s ∈ {1, ..., k − 1} .
Il résulte de ce qui précède que la matrice jacobienne Jγk

ij
de γk

ij
vérifie

l’égalité:

Jγk
ij
=



∂γik−1
∂yjk−1

∂γik−1
∂yjk−2

... ... ...
∂γi

k−1
∂yj0

0
∂γik−2
∂yjk−2

∂γik−2
∂yjk−3

... ...
∂γi

k−2
∂yj0

0 0
∂γik−3
∂yjk−3

... ...
∂γi

k−3
∂yj0

: : 0 . :
: : : . . :

0 0 0 .... 0
∂γi0
∂yj0


.

Par conséquent (
γk
ij

)
∗

(
∂

∂yjk−r

)
=

r∑
t=1

∂γik−t

∂yjk−r
.

∂

∂yik−t
.

La matrice Jγk
ij
est inversible et triangulaire . D’où tout élément diagonal

de Jγk
ij
est non nul c’est à dire que

∂γik−r

∂yjk−r
6= 0

pour tout r.
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Comme γk
ij
est une isométrie pour la métrique quasi-fibrée commune h et

comme les champs de vecteurs ∂

∂yjk−1
sont orthogonaux deux à deux alors

0 = h

(
∂

∂yjk−1
,

∂

∂yjk−2

)

= h

((
γk
ij

)
∗

(
∂

∂yjk−1

)
,
(
γk
ij

)
∗

(
∂

∂yjk−2

))

=
∂γik−1

∂yjk−2
.
∂γik−1

∂yjk−1
h

(
∂

∂yik−1
,

∂

∂yik−1

)
.

Or
∂γik−1

∂yjk−1
6= 0 et h

(
∂

∂yik−1
,

∂

∂yik−1

)
6= 0

donc
∂γik−1

∂yjk−2
= 0

.
Soit r0 ∈ {1, 2, ..., k} . Supposons par récurrence que pour tout r ≤ r0 et

tout s < r,
∂γik−s

∂yjk−r
= 0.

On a pour tout s < r0 + 1

0 = h

(
∂

∂yjk−s
,

∂

∂yjk−(r0+1)

)

= h

((
γk
ij

)
∗

(
∂

∂yjk−s

)
,
(
γk
ij

)
∗

(
∂

∂yjk−(r0+1)

))

= h

(
∂γik−s

∂yjk−s
.

∂

∂yik−s
,

r0+1∑
t=1

∂γik−t

∂yjk−(r0+1)
.

∂

∂yik−t

)

=
∂γik−s

∂yjk−(r0+1)
.
∂γik−s

∂yjk−s
.h

(
∂

∂yik−s
,

∂

∂yik−s

)
.

Or
∂γik−s

∂yjk−s
6= 0 et h

(
∂

∂yik−s
,

∂

∂yik−s

)
6= 0

donc
∂γik−s

∂yjk−(r0+1)
= 0
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pour tout s < r0 + 1.
En conclusion

∂γik−s

∂yjk−r
= 0 pour tout s < r et

∂γik−r

∂yjk−r
6= 0

pour tout r.
Il résulte de ce qui précède que

Jγk
ij
=



∂γik−1
∂yjk−1

0 ... ... ... 0

0
∂γik−2
∂yjk−2

0 ... ... 0

0 0
∂γik−3
∂yjk−3

0 ... :

: : 0 . . :
: : : . . 0

0 0 0 .... 0
∂γi0
∂yj0


avec

∂γik−r

∂yjk−r
6= 0

pour tout r. Et ceci entraine que Fk est riemannien transversalement diagonal.

On dira que le recouvrement d’ouverts (U
i
)i∈I de la variété M et les co-

ordonnées Fk−transverses
((
yik−1, ..., y

i
0

))
i∈I sont compatibles avec le drapeau

DFq .
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