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Abstract

In this paper we express with a matrix a complete flag of riemannian ex-
tension on a riemannian compact manifold whose metric is bundlelike for any
foliation of this flag.

Keywords: transversely diagonal riemannian foliation, extension of a foli-
ation, complete flag of riemannian extension.

1 Introduction

Nous signalons avant tout propos que l'idée de ce papier nous est venue de
la preuve du théoréme de structure des drapeaux riemannians complets de H.
Diallo se trouvant dans [7].

Soit (My,F1), (M2, F2),..., (Mg, Fy) q feuilletages riemanniens transver-
salement orientable de codimension un chacun, M = M; x My x ... x Mg,
Fip = F1 X Fa X oo X Fig X Migy1 X Mo X .. X My, (UF, fF, T% 4% );cpx un cocycle
feuilleté définisant (My, F), TF =T xT2x..xT* p,la projection de M sur
My, p, la projection de T sur T%, UF = U' xU? X ..xU¥ x M1 x My X ... x My,
~ h o B -

f,;k = (.f} °P1, f12 O P2y ey f,k Opk) et 717 = (7’}] Opl,"y?j © P2, afyz Opk) .

On vérifie aisement que (ﬁl’“, ff, T k. ”?i) est un cocycle feuilleté definissant
le feuilletage riemannien ]?k de codimension k.

Ona F; C Fy—1 C ... C F1. On dira que la suite Dﬁq = (]-"q,}"q,l, ...,fl)

est un drapeau complet d’extension riemannienne du feuilletage riemannien F,
sur M.



De facon précise, étant donné un feuilletage F, de codimension ¢ sur une
variété M, un drapeau d’extension du feuilletage F, est une suite Diq =
(Fy=1, Fy—2, -y Fi) de feuilletages sur la variété M telle que Fy, C Fy_1 C
Fq—2 C ... C Fi, et chaque feuilletage Fs est de codimension s.

Pour k =1, le drapeau d’extension Dﬁq sera dit complet et sera noté qu .

Si chaque feuilletage F, est riemannien, le drapeau d’extension Diq sera,
appelé drapeau d’extension riemannienne du feuilletage F,.

Ceci dit, on désigne par X}, le champ unitaire de 7% orientant T et (Xk)hk
le relévement de X, sur le fibré tangent TT9 de TO.

On vérifie aisement [13] que [(Xk)hk 7(Xs)hs} = 0 pour k # s. On obtient

o R ) = h
ainsi un systéme de coordonnées (zq,...,x1) sur T7 tel que a%k_ = (Xp)"™.

Comme chaque fykj est une isométrie locale de T* alors relativement au systéme

4 . . . ~k L.
de coordonnées (zg, ..., 1) la matrice jacobienne Jyr de veérifie:

ij

e, 0 .. .. .. 0
0 e 0 .. 0
0 0 & 0
J’ij = . Oj .
: 0
0 0 0 0 e

ou g;; = 1.

De ce qui précede le feuilletage ]?k sera dit riemannien transversalement
diagonal.

De fagon précise un feuilletage F sur une variété IV est dit transversalement
diagonal si et seulement §’il est défini par un cocycle feuilleté (U,, f,, T, Vij)ie I
tel que les ouverts U, soient F-distingués et sur chaque ouvert f, (U,) il existe
un systeme (y: v y}) de coordonnés F-transverses locales tel que relative-
ment aux systémes ((yéyéy{)) de coordonnés F-transverses locales sur

icl
les ouverts f, (U;), la matrice jacobienne J, ~de v, = soit diagonale. Dans le
ij 2

cas ou il existe une métrique g, sur la variété transverse T telle que les Y,
soient des isométries locales pour cette métrique, on dit que F est riemannien
transversalement diagonal.

Le premier but de ce papier et de montrer que 'existense d’un feuilletage
transversalement diagonal F sur une variété entraine l’existense d’un drapeau
complet d’extension de F. Le second but de ce papier est de donner un exemple
non trivial de feuilletage riemannien transversalement diagonal. On montre en
effet que si F, est un feuilletage riemannien de codimension ¢ admettant un dra-
peau complet d’extension riemannienne D, = (Fg=1, Fq—2, ..., F1) sur une
variété compacte connexe NN et g’il existe une métrique Fs-quasifibrée commune
g a tous les feuilletages F; alors chaque feuilletages Fs est transversalement
diagonal.

Dans tout ce qui suit, les variétés considérées sont supposées connexes et la
différentiabilité C>°.



2 Rappels

Dans ce paragraphe, nous réformulons dans le sens qui nous est utile certaines
deéfinitions et certains théorémes qui se trouvent dans ([2],[3], [4], [5], [7],[8]
(9], [13,13] ).

Définition 2.1 Une extension d un feuilletage (M, F) de codimension q est un
feuilletage (M, F') de codimension q' tel que 0 < ¢’ < q et les feuilles de (M, F")
sont des réunions de feuilles de (M, F) (on notera F C F').

On montre que si (M, F’) est une extension simple d’un feuilletage simple
(M, F) et si (M,F) et (M, F') sont définis respectivement par les submersions
7:M —Tetn: M — T, alors il existe une submersion 0 : T' — T" telle que
7 =0om.

On dira que la submersion 6 est une liaison entre le feuilletage (M, F) et son
feuilletage extension (M, F’).

On montre dans [4] que si le feuilletage (M, F) et son extension (M, F’) sont
deéfinis respectivement par les cocycles (U,, f,, T, ’Yij)iej et (U,L,f;,T/,')/ij)ie]
alors on a

fi="0i0fi ety 0l =007,

ol 0, est une liaison entre le feuilletage (U, F) et son feuilletage extension
(Us, ).

Proposition 2.2 FEtant donné un feuilletage (M ,F) de variété transverse mod-
ele T, soit T' une variété de dimension q>0. Si les difféomorphismes locauz de
transition de F préservent les fibres d une submersion de T sur T, alors le feuil-

letage F admet une extension de codimension q’ et de variété modéle transverse
T.

En utilisant le théoréme de décomposition de Blumenthal-Hebda [3], le théoréme
suivant se demontre de la méme fagon que le théoréme de structure des drapeaux
riemannians complets se trouvant dans [7] :

Théorllme 2.3 Soit D, = (Fa=1, Fy—2, ..., F1) un drapeav complet d’extension
riemannienne d’un feuilletage riemannien Fy de codimension q sur une variété
compacte connexe M et pour tout k € {1,...,q}, jEk désigne le feuilletage relevé
de Fy, sur le revétement universel M de M.

S’il existe une métrique g quasi-fibrée commune pour F, et pour chaque
feuilletage du drapeau complet d’extension D,, alors:

1) Chaque feuilletage Fy, est transversalement intégrable et transversale-
ment parallélisable. Les champs de vecteurs du parallélisme Fy—transverse
(Ys)o<s<p_1  sont orthogonauz. Pour s# 0, chaque champ de vecteurs Y

est une section unitaire de (TFoyq)™ N (TF,) et Yy est une section unitaire de

(T.7:1)l ot (T.7-";€)L désigne le fibré orthogonal de TFy,. De plus chaque champ
de vecteurs Y's oriente le flot qu’il engendre.



2) Le drapeau qu se releve sur M en un drapeau simple

D~ = (Tq 1, Fg—2, - .7-"1) d’extension riemannien du feuilletage riemannien

.7-" De plus le revétement universel M est difféomorphe a L X Ly X Ly X
. X Lyo ot L est une feuille de .7-" et Lyk est une feuille du flot releve fyk du
ﬂot Fy, de Yy sur le revétement universel M de M.
Relativement a_la métrique g relevée de g sur le revétement universel M de
M, chaque feuille Lyk est orthogonal a L et pour k # s les feuilles Lyk et Ly

sont orthogonauz. B B
3) Toute feuzlle de Fy, est dzﬁeomorphe a Ly x Ly x Ly, , %...x Ly, x{p}

0’LLpELYk1><LYk2>< ><LyO
Toute feuille de FiLoest difféomorphe a {p} x Ly, , x Ly,_, . X Ly, ot
pGL XLY1><Lyq_ X . XLyk

On notera que le parallélisme F,—transverse (Ys))<,< g—1 Sera dit paral-
lélisme JFy—transverse de Diallo associé a D,
La version locale du théoréme précédent est:

Corollaire 2.4 SoitD, = (Fg=1, Fg—2, ..., F1) un drapeau complet d’extension
riemannienne d’un feuilletage riemannien Fy de codimension q sur une variété
riemannienne compacte connezxe (M, g).

Si la métrique g est quasi-fibrée pour chacun des feuilletages, alors il existe
un recowvvrement (U,);er d’ouverts de la variété M et un unique parallélisme
Fq—transverse (Ys)gc <y 1 de M tel que:

i) Chaque owvert U, est difféomorphe au produit L}, x L@q_l X Lgfq_2 X..x Ly,
ot Ly est une feuille de la restriction Fy a U, de Fy et Ly, est une feuille de la
restriction ]—"{}k aU, du ﬂolt Fv, de Yi. Toute feuille L%,k est orthogonale a Lfl
et pour k # s les feuilles Ly, et L3, sont orthogonauz relativement a la métrique
g de M.

ii) Toute feuille de la restriction F}. o U, de Fy, est difféomorphe a Lfl X
Ly, <Ly, x..x Ly x{p} oupe Ly, | XLy ,x..xLi ettoute feuille
de .7-'“ est dzﬁeomorphe a{pyx Ly, | x Ly, ,x..x Ly oupe€ Ly x Ly | x

L%/q,z X o X Lg/k. Le feuilletage f,’fl étant la restriction a U, du feuilletage

transverse orthogonal .7-% de Fy,.

Nous terminons ces rappels par la proposition suivante se trouvant dans
[13]. Elle nous permetra de construire un systéme de coordonnés locales dans
la preuve du théoréme 3.2 qui est le théoréme principal de papier se trouvant
dans le paragraphe suivant.

Proposition 2.5 Soit M X N le produit de deuz variétés M et N, X, € X(M),
Y; € X(N),

RM: T,M — T, MxN RM2: T,N — Ty, MxN
(z.) ot (z.)
u = uM = (u,0) w = wh=(0,w)



Alors

Xt = XXl [ v | = vl e (x| <o

3 Expression matricielle des drapeaux complets
d’extensions riemanniennes sur une variété com-
pacte connexe

Il y a un lien entre les feuilletages transversalement diagonaux et les drapeaux
complets d’extension.
De fagon précise on a:

Proposition 3.1 Soit F, un feuilletage transversalement diagonal de codimen-
ston q sur une variété M.
Alors Fy admet un drapeau complet d’extension D, = (Fy=1, Fg=2, -, F1).

Preuve. Soit (U9, f49,T1, V?i)ie 7 un cocyle feuilleté définissant le feuilletage
transversalement diagonal F et ((yéyéflyi))ze ; les systémes de coordon-
nées JF,—transverses sur les f1 (Uf) suivant lesquels ngj est diagonale. Soit
également le systéme différentiel

qg—1
Pl = {Zfzk (2) ‘831' (@) / fir : f7 (UT) — R de classe COO}
k=1 k

intégrable sur f2(U7) et U™ une feuille de ce systeme différentiel.
Notons que ijq_i = (A?irs)rs étant une matrice inversible et diagonale a tous
ses éléments diagonaux non nuls.

Ceci dit, quitte a réduire la "taille" des ouverts U?, on peut considérer un

recouvrement (U?);cr de la variété M tel que dans chaque f¢ (Uﬂ) le flot de 838/1'
; ;Y ?

et le systéme différentiel intégrable x — P4% définissent des feuilletages simples.

Soit 07 : f4(U9) — L{i’kl la projection sur L{iq*1 suivant le flot Fpa de 8%5 .
Il est claire que L{iq_l est une variété quotient du feuilletage simple Fpa.

La variété T peut étre considérée comme une union disjointe des f? (Uq)
Par conséquent nous pouvons affirmer que les submersions 6! définissent une
submersion 67 sur 77 dont la restriction a chaque f? (Uq) est 07.

Comme

0 0 0
(Wf)* <8y§1> = (Mirs) . <8y3> = A?m-@ et A% #0

q

alors les ¢, préservent les fibres de la submersion 67.
Il résulte de cela (4], [5])( cf.prop.2.2 ) que le feuilletage F, de codimension
¢ a une extension F,_; de codimension ¢ — 1.



On pose

qu—lzegoqu
et
T = Uglof1(UY) = Uit
i€l ’of’ ( ’) iel *
et

0 o fH(UINUL) = Vi
pour U NUZ # (.

Comme 79, préserve les fibres de la submersion ¢ alors v, induit un difféo-
morphisme local 79~ : Vf{l — Vf{l et ce difféomorphisme vérifie([4], [5]) ( ¢f
def.2.1) Végalité

Vit o8 = 0] 0yl

On vérifie aisement que (U:I,f?_l, 791, 'y?i_l)iej est un cocycle feuilleté
déffinissant ’extension F,_; de Fy.

Montrons maintenant que le feuilletage F,_1 est transversalement diagonal.

On a [a?‘?i , 6‘?/"'] = 0 pour tout k. D"ou les ¢ — 1 champs de vecteurs
q k
F) ) F) . . o) A q 9
To L a5 Byl sont feuilletés pour le flot de o Par conséquent (69), (ayi)
est un champ de vecteurs sur Z/{Zfl pour tout k < q— 1.
_ 3 3 8. N g—l
Or les ¢ — 1 champs de vecteurs Ty By 5 Byl sont tangents a U;

en tout point de Z/l;Fl donc pour k # g et a € f1 (Uiq) on a

0.0 (57 ) = 5 07 @),

/) Oy
6 — _o _0 o) &fini
Par conséquent les ¢ — 1 champs de vecteurs 5=—, -7, ..., 52 définis-
Yg—1" 9Yq—2 Y1
R . —1
sent un systéme de coordonnées Fya-transverse sur U~ que 'on notera encore
(Yo1s- 1) -

Pour plus de clarté dans ’exposé on pose pour la suite
0 0
(93)* ( 1) = 9 :
y;, y;, Jus?

Vit o 0] =07 0q1,

ji

En utilisant 1’égalité



on obtient pour k # ¢,

0 0
q—1 . — q—1 q -
0
_ q
= (.- (Wq) <3yi‘;>
0
= (), (A?j@kuqum'%)

P
q q
Mia-rena—re 0F), (%i)

ij(q—k+1)(g—k+1) oyl s

Ainsi le feuilletage F,_1 est transversalement diagonal.
Avant de terminer on notera que I’égalité

9=1 599 — g7 5 A4
Vi o0 —Gjo’yji

montre que
J,Y?i—l_Jgg = JG;IJ’Y;IL

ou Jye est la matrice jacobienne de #%. Or

0 0 0
o1 0 .. 0
00 1 O

JQg = . 0 .
- . .0
00 0 ... 0 1

donc J,ng—l s’obtient en suprimant la premiére ligne et la premiére collonne de
J,ng.

On construit Fyq—o, F4—3, ... , F1 en utilisant la méme technique de con-
struction de Fq_1.

On note que chaque feuilletage Fj sera defini par (U, fik,Tk,fyfi)ie 7 un

cocycle feuilleté ou 0% est definie de facon analogue 7, fF1 = 0% o fF,

1

Tk = Y UF avec UF definie de facon analogue a U? ™" et et o =0%o V.o
On notera que si le feuilletage F, transversalement diagonal est riemannien

transversalement diagonal relativement & la métrique transverse gr et si les
champs de vecteurs locaux =2 sont des champs de killing pour la métrique

8y};
gt pour tout i et tout k alors les feuilletages du drapeau complet d’extension



’qu = (Fgq=1, Fg—2, ..., F1) sont des feuilletages riemanniens transversale-
ment diagonaux et il existe une métrique quasi-fibré commune a tous les feuil-
letages riemanniens Fy. En effet dans ce cas les submerbions 9 sont des sub-
mersions riemannienne pour tout ¢ et tout k. Et, la relation fy Lo Hk 0? o fyfi

entraine que 'y I est une isométrie locale dés que ’y est une 1sometr1e locale.
Sous certaines conditions qui sont précisées dans le théeoreme 3. 2, la propo-
sition précédente admet une réciproque.
Dans la preuve du résultat qui suit on donne une expression matricielle des
drapeaux complets d’extension riemannienne d’un feuilletage riemannien.

Théorlme 3.2 Soit F, un feuilletage riemannien de codimension q sur une
variété compacte connexe M et h une métrique Fq— quasi-fibré sur M.

Si le feuilletage F, admet un drapeau complet d’extension riemannienne
qu = (Fy=1, Fy—2, -, F1) tel que la métrique h soit quasi-fibré commune
a tous les feuilletages riemanniens Fy alors chaque feuilletage Fi, est rieman-
nien transversalement diagonal.

Preuve. On suppose que le feuilletage F, admet un drapeau complet
d’extension riemannienne D, = (Fy—1, Fg—2, ..., 1) tel que la métrique h
soit quasi-fibré commune a tous les feuilletages riemanniens Fy.

D’aprés le corollaire 2.4 il existe un recouvrement (U,);c; d’ouverts de la
variété M et un unique parallélisme F,—transverse (Ys)o< ., , de Diallo de
M tel que:

i) Chaque ouvert U, est difféeomorphe au produit L x L@q_l X L%,q_{z X...x L,
ou Ly est une feuille de la restriction 7, a U, de Fy et Ly, est une feuille de la
restriction Fy, a U, du flot Fy, de Y;. Toute feuille L}, est orthogonale a L}
et pour k # s les feuilles L}, et L}, sont orthogonaux relativement & la métrique
h de M.

ii) Toute feuille de la restriction 7 a U, de Fj, est difféomorphe a Lj x L, | %
Ly, x..x Ly, x{pyoupe Ly,  xLj, , x..xLy, et toute feuille de Fj - est
difféomorphe a{pyxLi,  xLi  x..xLy oupelL, x Ly _ xLy,  x..xLy,.
Le feuilletage Fit étant la restriction a U, du feuilletage transverse orthogonal

Ceci dit, dans toute la suite (U, );c1 désignera un tel recouvrement d’ouverts
de la vari¢té M et ¢; : U, — L X L@q_l X L%,q_g X . X L@O désignera le

diffeomorphisme existant entre U, et L} x Li X Li L, X X L

Soit YLZk le champ de vecteurs unitaire tangent a la feullle Lt 1ndu1t par le
champ unitaire Y}, du parallélisme Fy—transverse (Ys)o< o<, 1 de Diallo de M.

On note en passant que les champs de vecteurs Y7}, sont orthogonaux deux
a deux relativement a la métrique h.

Considérons maintenant a = (a, a’ ah) € Ly x Ly | X ... X Ly.

q)Yq—1r >
On pose
Rlv: T, Ly — TusLi x Ty Ly, | X x Ty Ly,
. N\ Pk )
i 7 _ ) X i ) )
X, o~ (Xa;;)aqi - (0%,0%71,...,o%ﬂ,X%,o%fl,...,0%)



ot 0,i est le vecteur nul de Ta:-L;,t pour t # q et est le vecteur nul de Taé Lfl
pour ¢t = q.

Soit X (L;,k) l’algebre de lie des champs de vecteurs tangents a LYk et
xiex(Ly,).

En faisant varier aj € Ly, , les relevements Rl'* ((X}C)al> de (X}),, dans
TLfI X TLlyq_1 X o X TLly0 définissent un champ de vecteurs sur Ly x Ly, | X

o X L;,O qu’on notera (X,i)hk . On a donc
(X)2" = (X0)" (@) = RE (X7, ) -

On montre dans [13] (¢f.prop.2.5) que pour X} € X (L;k) et X! e X (L;-J
on a

{(Yki)hk , (Y;)hs} =0 pour k # s.

Il résulte de cela, Y}, étant le champ unitaire induit sur la feuille L;T par Y, du
parallélisme Fy—transverse (Y;)O<s<q—1 de Diallo, que

[(YLik)h'”' , (YL"S)hS} = 0 pour k # s.

Ainsi, 'ouvert U, étant difféomorphe au produit L; X L;,qil X L;,‘r2 XX L;,O,
on a les champs de vecteurs <(%)—1)* ((Yis)h) qui définissent sur U, un
systéme de coordonnés F,—transverse (ﬂéfl, e 'g](’)) .

Dans la suite ((%)71)* ((YL’g)h> se notera a%g'

Nous signalons en passant que si l'on désigne par Y la restriction de Y a
U, et pj : Ly x Ly, x Ly, x ... x Ly, — Ly, la projection sur Ly, suivant
Li X Ly X ... X Ly

i 7
Yirs X LYki1 X ... X LYO alors:
1) On a

(vh). ()" ) = Yix et (6h). ((4)") =0 pour s £k

2) Les projections (pg)* n’étant pas & priori des submersions riemanniennes,
les champs de vecteurs (Y;)h ne sont donc pas a priori unitaires (Relativement
a la métrique ((api)_l) h sur le produit Ly X Ly, | X ... x Ly, ) malgré le fait
que les champs de vecteurs Y} soient unitaires sur les L;/5~

3) Pour tout p € L, x L;,qi1 X X LIYS+1 et p' € Ly | X ..x Ly ona
(¢:), (Yd) qui est tangent a {p} x Ly x {p'}. D’ou les champs de vecteurs

i \hs ; s . . 5 ; .
(YLZS) * et (¢;), (YS’) sont colinéaires. Et ceci entraine que 8‘2? et Y. sont aussi
colinéaires.




; . 9 i .
4) Y7 coincide avec % sur Ly cependant les valeurs prises par ces deux
s

champs sur U,i\L;S ne sont pas forcement identiques.

On vérifie aisement que les champs de vecteurs 821‘ sur U, sont orthogonaux
s

deux & deux.
Sur chaque ouvert U, le feuilletage F; = Fj, Ju, est défini par la submersion

iq N . o < : i i i
Dp—1 ©®; o @, est le difféomorphisme existant entre U, et Ly X Ly,  xLy,_, X

. ; i i i i i i
X Ly, et P L, x Lqu X ..xX Ly — Ly, XLy  x..xLy estla

projection sur Ly, X Ly, X ... X Ly suivant L, X Ly X ... X Ly, .
Ceci dit, dans tout ce qui suit (Ui,fik,Tk,'yfj )ier est un cocyle feuilleté
définissant le feuilletage riemannien Fy.
. ZANF ; ; ;
Comme chaque feuille de (p; )" Fj, est de la forme Lj x Ly, x Ly, , X

1 2

.. x LY x{p} avec p € L;k_l X L;k_ X ... X L;,O on peut alors affirmer qu’il

2
existe un diffeomorphe pt : fF(U;) — Lzyki1 X L;/k,2 X ..o X L;,O de sorte que le
diagramme suivant
®; i i i

U, = LyX Ly, | xX..xXLy

k iq

fil v L

k Wy, i i i

fiU;) — Ly XLy  X..xLy

soit commutatif.

Le systéme de coordonnés Fj,—transverse @};71, vy %) sur U, induit un sys-
téme de coordonnés sur fik(Ui) que 'on notera (y,ic_l, e yf)) .

Soit @ = (a4t 1,ves0h) € L x Iy, , %o Ly et XE € ¥ (L),
On a

i\hs i
(X0 = (Oags Ot 50 Our, 1+ (X2) 11000t 0 ) -

1

Par consequent pour s < k on a
iq iVhe) _ . , , j v v
(pk;fl)* ((XZ)Q ) - (Oa}“7170a}€727 "'7Oai+1’ (X;)aé 700,2_17 "'700,6) .

Ce qui signifie que (pzq_l) envoie (X;)hs sur (X;)hs pour s < k. Ceci entraine
*

en utilisant le diagramme commutatif précédent que

04). (5 ) = ()"

pour s < k.
Pour s > k — 1 on vérifie aisement que

(ir.). () =0
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Soit 9?71 la liaison riemannienne entre les feuilletages riemanniens (U, Fy)
t (Ui R fkfl) .

On a le diagramme suivant

©; i i i
U, — Ly x Ly, | X... XLy
fik l ) l p;q—l
"y i i i
o) Al Ly . x Lij_]€2 >1<) x Ly,
91‘6_1 ! p;c(fz

k—1 Mifl i i i
fi 7 WUi) = Ly, xLy _xX..xLy

i(k—1)

qui est commutatif. p,~, "’ étant la projection de L;k X o X L;O sur

i
X Lyk_2

—1
i i . i
LYki2 X ... X LYO suivant LYk—l.
Il en résulte que

i(k—1 p ; -
po Y ol = ph_y 0 657

Ainsi

o). (50) -

L’égalité

montre que . 4 4 , 4
07 (Yot Yhms s U0) = Wz s ) -
Pour U; NU; # 0, on pose:

X . . ) ) ) .
/yij (y{e—vyi—wmvyg) = (7;6717725727"‘776)'

On a [4] les égaliteés,

k—1 k—1 k k—1 J gk—1 k—1 k
[ =0 o ff ety 00 =6 oy

ij
c’est & dire que le diagramme suivant est commutatif

fk k—1

\ 0"
UiﬁUj N fjk(UZﬂUJ) N ffﬁl(UiﬂUj>
Idu. v, _
vints | l’ij l”ij !
" 0; " ko1
unu; = fUnU;) = f7UNU;)
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D’ou I'égalité
P , , )
07 (k1o Ui U0) = Wk s W0)
entraine que:
k—1 j j k—1 k—1 j j j
v (yi_27~~.7y6) = 7, o0 (yi_l,yi_w-,yé)

b . . .
01' ! 07Z (yi_layi_y“wy(j))

k=1 (i i ;
= 9@ (7?@—1772—2""’76)
= (Yhez:-70)
Ainsi
. ) ) ; ) ) )
fyqzj (yi—l’yi—% 7y6) = (72—1772—27'"776)
avec
, ; ) s [ )
(727571’7;@73727 "'776) =7 i (yi,s,l, J/é)
pour s € {1,...,k —1}.
Il résulte de ce qui précéde que la matrice jacobienne J.,x de 'ykJ vérifie
ij
I’égalité:

37%71 37%71 ‘9“’27_1
dyp_y Oyl _, 898
0 B’Y}:C_Q 372_2 aryk—q
78;}%72 781/%,3 e e 787/{]
Jow = 0 0 Vi3 a’ykﬁ%
v Byj cee e 8yj
k-3 0
0 .
i
0 0 0 0 2w
oy}

Par conséquent

k. 9\ 9. 0
0h). (%Q) - Zayiq Yy

t=1

La matrice J,» est inversible et triangulaire . D’ou tout élément diagonal

ij
de J,x est non nul c’est a dire que
i
iy
J
oYy,

£0

pour tout 7.
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Comme vkj est une isométrie pour la métrique quasi-fibrée commune h et

comme les champs de vecteurs 5 ? sont orthogonaux deux & deux alors
Ye—1

0 = h'< o )
M1 Op_s
(0. (2) 0. (62))

_ 872—1 872—1h 0 0
Oyl_y Oyl \ i1 OV,

Or ‘
a 7
Vict sg en (2 2 20
Oyr_4 W1 p
donc oo
7§_1 -0
Yj_o

Soit ro € {1,2,...,k}. Supposons par récurrence que pour tout r < ry et
tout s < r, _
Ni—s

= 0.
ayk—r

On a pour tout s < rg+1

0 0
0 = h <é) J ’ b J )
Yi—s OYk—(ro+1)
0 0
(). (57) 09, (52—
_ h(m;gsl 0 “f My 0 )
MWp—s OYj.—s t=1 ayi—(r0+1) W

s s, [0 9
8yi—0n+l) 8yi75 ayi—s’ayz—s

Or ‘
a 1
Dics 2 et 02— 2 40
Ay}, Wi OYp—s
donc By
jvk—s =0
ayk*(ro+1)
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pour tout s < rg + 1.
En conclusion

vt vt
7?75 =0 pour tout s <7 et ’Yf*’" #0
8yk7r aykfr

pour tout r.
Il résulte de ce qui précede que

87271
, 0 e .0
Yy, )
0o
0 —= 0 e .. 0
Yy, _, )
k-3
. = 0 0 —= 0
J&% oy, _5
0 :
: 0
o
0 0 0 0 oy
avec ,
1
8'}/]{,7" 7& 0
Oy,
pour tout r. Et ceci entraine que JFj, est riemannien transversalement diagonal.
]

On dira que le recouvrement d’ouverts (U,);c; de la variété M et les co-

ordonnées Fj,—transverses ((y};il, e yé)) sont compatibles avec le drapeau
D

Fq

el
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