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Résumé. On considere une classe de systemes non-linéaires pour lesquels la technique de synthese
par backstepping n’est pas applicable. On présente un critére pour la synthese d’une commande
hybride faisant I'union d’une commande par backstepping et d’'une commande locale. Cette
commande hybride rend le systeme bouclé globalement asymptotiquement stable. Le critere de
sélection repose sur le choix de la taille et la stabilisation d’un ensemble inclus dans le bassin
d’attraction d’'une commande locale. Les résultats sont illustrés par des simulations.

1. INTRODUCTION

Il existe de nombreuses méthodes différentes pour la syn-
these de commandes pour les systémes non-linéaires (voir
par exemple, (Freeman et Kokotovié, [2008; [Khalil, 1992}
Kokotovid, [1992)). En fonction de la structure de chaque
systeme, la synthese suit une approche différente, par
exemple, avec un grand gain (Grognard et all [1999), par
forwarding (Jankovi¢ et al.l 1996} Mazenc et Praly, [1996;
Sepulchre et al.l [1997) et par backstepping (Freeman et
Kokotovid, 2008; [Krsti¢ et al., [1995; [Praly et al. [1991)).
En raison de la présence des parametres inconnus ou de
la structure dynamique, certaines techniques peuvent étre
inapplicables.

Pour le type de systemes ou la technique de synthese
par backstepping peut ne pas étre utilisable, I'approche
présentée dans (Stein Shiromoto et al., 2011) donne une
direction pour obtenir une commande stabilisante globale.
Plus précisément, la technique se propose de rassembler
deux types de commandes. L’union de commandes ainsi
que de fonctions de Lyapunov a déja étudiée dans la
littérature, voir (Andrieu et all [2011)), (Andrieu et Prieur,
2010) et (Prieur,|2001)). Dans cette derniere référence cette
union a été réalisée en utilisant des commandes hybrides
((Hespanha et al., [1999), (Morin et Samson, 2000)). Un
des aspects essentiels est que cette classe de commandes
hybrides est robuste par rapport aux erreurs de mesure et
aux erreurs d’actionneur.

11 est important de noter que dans (Stein Shiromoto et al.)
2011), une classe de systémes non-linéaires a été pré-
sentée pour illustrer 1'utilisation de cette technique. En
revanche, cette approche laisse en suspens des questions
ouvertes. Ainsi, il n’a été défini aucune méthode pour la
détermination des gains des commandes obtenues. Dans
cet article en reprenant l’exemple particulier étudié dans
(Stein Shiromoto et al.;|2011)), nous montrons comment un
choix approprié des parametres nous permet de concevoir
une loi de commande hybride qui stabilise globalement et

asymptotiquement l'origine. Par ailleurs, on présente aussi
des limitations sur cette technique, plus précisément on
analyse un cas tel que I’hypotheése d’inclusion (voir hypo-
these 3, introduite ultérieurement) n’est pas satisfaite.

Dans la section 2 les concepts sur lesquels nous travaillons
et la formulation du probleme en considération seront
introduits. Dans la section 3 nous présentons le résultat
de ce travail pour la classe de systemes non-linéaires
considérée. Nous illustrons le résultat avec des simulations
présentées dans la section 4.

Notations. Dans cet article nous utilisons les notations
suivantes : x - y est le produit interne cartésien entre deux
vecteurs x et y, || - || dénote la norme induite. La boule
fermée et unitaire est notée par B. La classe des fonctions
f 1 R>g = R>g qui sont continues, zéro a zéro, strictement
croissantes et non bornées est notée par K. En ce qui
concerne les dérivées, on note par 9, f(x) la dérivée d’une
fonction f par rapport a un vecteur z. La dérivée de Lie
d’une fonction V' par rapport au vecteur f, c’est-a-dire
0,V (z)- f(z,u) calculée en (z,u) sera notée par LV (z,u).
Soit & = f(x,u(x)) un systeme en boucle fermée, son
bassin d’attraction sera noté par B(u).

2. FORMULATION DU PROBLEME

Considérons le systéme non-linéaire défini par

1 = fi(x1,22) + h (21, 22, 0) (1)
By = fo(@1, 2)u + ho(21, 2, u)

avec (z1,72) € R" 1 x R et v € R la commande. Les
fonctions f1, fa, h1 et hs sont localement Lipschitziennes.
Par ailleurs, les fonctions décrivant la dynamique satisfont
a lorigine f1(0,0) = h1(0,0,0) = 0, h2(0,0,0) = 0 et
fa(z1,22) # 0, V(z1,22) € R™.

On utilise aussi une notation plus compacte pour le sys-
téme (1) : & = fj(z,u). Dans le cas hy = 0 et ho =0, on
note simplement @ = f(x, u).



2.1 Des hypothéses

Hypothése 1. [Stabilité locale] Il existe une fonction C*
positive, définie et propre Vy : R™ — Rxq, une fonction
continue @y : R — R et une constante positive c; telles
que, Yz € Q.,(Vy),

thVg(CL',(,Dz) <0, (2)
avec Q¢, (Vo) = {z : Vi(x) < ¢¢, x # 0}.

Pour vérifier cette hypothese, il est possible de faire la syn-
thése d’une commande locale pour (1) en exploitant une
approximation du modele. Par exemple, si 'approximation
de premier ordre autour de l'origine est controlable, alors il
est possible d’obtenir une commande linéaire locale et une
fonction de Lyapunov quadratique telles que ’hypothese 1
soit satisfaite.

A cause de la présence des fonctions h; et ho et leurs
dépendances par rapport a la commande u, il n’est pas
possible d’utiliser la technique de backstepping dans le
sens classique. Plus précisément, supposons que 'on ait
une commande ¢, stabilisante pour le sous-systeme &7 =
f(x1,22) et une fonction de Lyapunov V; associée (au-
trement dit que l'item a) de l’hypothese 2 dessous est
valide), alors, avec la procédure classique du backstepping
la fonction V(z1,22) = Vi(z1) + (22 — 1(21))?/2 est une
fonction de Lyapunov candidate pour & = fr(z, ¢1(z)).
On calcule V() := Lg, V (21, 22, u), V(21, 22,u) € R*71 x
R™ x R,

V(z) < —a(Vi(z1)) + (22 — ¢1(z1)) - [fa(21, 22)
w+ ho(z1, 2, u) — Ly, 1hy01(21, T2, 1)

1
10, Vi (1) - / fi(s, 521 — (1 8)pi (1)) ds]

+Lp, Vi(21, 2, u).

Soit
E(x1,29,u) = [fo(x1, 22)u + ho(x1, 22, u)
_Lf1+h1901(x17x2= u)

1
40y, Vi) - / fi(n, sz — (1— 8)gr(z1)) ds].
Alors,

V(z) < —a(Vi(21)) + (22 — ¢1(21)) (3)
‘E(x1,29,u) + Lp, Vi(x1, 22, u)

Par conséquence, pour obtenir un terme (ry — ¢1(z1))?
a droite de I'inégalité (3), il est nécessaire de résoudre le
systeme d’équations implicites en u donné par

Ly, Vi(z1,2,u) = —k(z2 — ¢1(21))?
E(z1,m2,u) = —k(z2 — ¢1(21))
avec k > 0. Ce systeme d’équations implicites est en
général dificile a résoudre. Cette obstruction nous incite
& introduire des hypotheses sur les fonctions h; et hy dans
I'objectif de résoudre le probleme de stabilisation.

Hypothése 2. [Bornes] Il existe une fonction Vi : R"~1 —
R positive, définie, propre et de classe C*. Une fonction
o1 : R"™1 - R de classe C*. Une fonction o : R>g — R>q
localement Lipschitz de classe K. Une fonction continue
U :R"™ — R et deux constantes positives € < 1 et M telles
que les propriétés ci-dessous sont valides

a) (Contréleur stabilisant pour le sous-systéme en x1)
Vi € Rn_l,

LpVi(zy,1(21)) < —a(Vi(21))
b) (Borne sur hy) V(x1,79,u) € R xR x R,

[h1(z1, 22, u)|| < W(z1,22),
th‘/l(xlv@l(xl)7u) < (1 _E)a(‘/l(xl)) +€a(M);

¢) (Borne sur dy,h1) ¥(z1,22,u) € R"™1 x R x R,
10z, h (1, w2, w)[| < W(21, 22);
d) (Borne sur h) V(x1,22,u) € R"71 x R x R,
ha (21, 22, u)|| < W(z1,22)

La condition a) de ’hypothese 2 permet de concevoir une
commande stabilisante globale pour ’équation définie par

i = fi(z1,22), (4)
lorsque x> est vu comme une entrée. C’est-a-dire que
cette condition permet de concevoir une commande pour
& = f(x,u) & travers la technique de backstepping. Les
conditions b)-d) fournissent des bornes pour les termes hq
et hy ne permettant pas que cette technique soit appliquée
pour le systeme (1). En exploitant les bornes sur les
fonctions hy et ho, nous arrivons a concevoir une classe
de commandes qui garantit que I’ensemble compact donné
par

A ={(z1,22) eR": Vi(21) S M, 22 = p1(z1)}. ()

est globalement pratiquement asymptotiquement stable.
Plus précisément, nous avons le résultat suivant présenté
dans (Stein Shiromoto et all 2011, Proposition 3.1)

Proposition 1. Si [’hypothése 2 est satisfaite, alors l’en-
semble A défini par (5) est globalement pratiquement
stable, c’est-a-dire, pour chaque a > 0, il existe une com-
mande continue @4 telle que A +aB contient un ensemble
qui est globalement asymptotiquement stable pour le sys-

téme & = fr(x, pqg(x)).

La démonstration de la Proposition 1 fournit une com-
mande ¢, dont la définition est :

1

#q(@1,22) = Ky fo(z1,22)

L.flgol(xhx?) - 8x1V1(J}1)
1
/ aﬂzfl(mlanwl,w2(5)) ds
0

(@2 = pr(@1) - (e + A% (@1, 2)],

avec Ky = 2(M + a)/a?, Ny, 2,(8) = sz2 + (1 — 8)p1(z1),
c une constante positive et

1

A(z1, 22) = [|00, Vi ()| / (1, 1y 0 (5)) dis
0

Wy, ) Ky (14 |00 01(20)]])

[Ky

(6)

Afin d’obtenir une loi de commande qui stabilise globale-
ment et asymptotiquement 1’origine, il faut donc rassem-
bler la commande locale ¢, donnée par I’hypothese 1 et
la commande obtenue a la Proposition 1 en exploitant un
formalisme hybride. Pour cela nous utilisons ’hypothese
suivante.

Hypothése 3. [Inclusion] La fonction Vi satisfait linéga-
lité suivante

max  Vp(z1,72) < cy.

(z1,22)EA



Les hypotheses 1 et 3 imposent que ’ensemble A soit inclus
dans le bassin d’attraction de (1) en boucle fermée avec ¢y.

Dans (Stein Shiromoto et al., 2011), nous avons présenté
le probleme de conception d’une commande pour (1) de
telle sorte que l'origine soit globalement asymptotique-
ment stable pour le systéeme (1) en boucle fermée. Nous
présentons ici la définition de ce type de commande (pour
une lecture plus détaillée sur les systemes hybrides, le lec-
teur est invité & consulter (Goebel et al.| 2009) et (Prieur
et al.l [2007))

Definition 2. Une commande hybride pour (1), notée par
K, est composée de
— Un ensemble totalement ordonné Q) ;
— Pour chaque q € Q
— des ensembles fermés Cqy C R™ et Dy C R™ tels que
C,UDy =R";
— des fonctions continues ¢, : Cqg — R ;
— des fonctions extérieurement semi-continues, loca-
lement bornées, uniformément dans Q, évaluées en
ensembles G, : Dy = Q) avec des images non vides.

Avec ces données, nous pouvons définir une commande
hybride telle que l'origine du systeme bouclé est globa-
lement asymptotiquement stable (Stein Shiromoto et al.|
2011, theoreme 1) :

Théoréeme 1. Soient ¢y et ¢y deux constantes positives qui
satisfont 0 < ¢g < c¢g. Si les hypothéses 1-8 sont toutes
valides et s’il existe une constante a > 0 telle que la
commande hybride K définie par Q = {1,2}, les sous-
ensembles

C1 = {(z1,22) €R" xR : Vi(x1,22) < ¢}

Cy = {(.131,.232) c R xR: ‘/g(xl,l‘g) > é[}

Dy = (R xR)\ Cg,Vq € Q,
les commandes

Q1 C, - R xR
(z1,22) = p1(z1,22) = e(T1,22),

Y2 : C2 — Rn71 x R
(561,362) — <P2(3617332) = LPg(ﬂﬁl,ﬂﬁz)
et les applications multi-valuées et définies par Dy >
(x1,22) = Gg(z1,22) = {3 —q}, ¢ € Q rend Uorigine
globalement asymptotiquement stable pour le systéme (1)
en boucle fermée avec K :

{ T = fh(%(pq(x)), T € Cq
gt € Gy(2), x € D,

Remarque 1. Si les items b)-d) de ’hypothese 2 sont va-
lides, ’équation (3) témoigne de l'effet des fonctions h; et
ho sur la procédure de backstepping classique. Intuitive-
ment, plus les bornes des fonctions h; et ho sont grandes
plus le bassin d’attraction de la commande locale est petit.
Ainsi, il existe un compromis entre la taille des bornes des
fonction h;, i = 1,2 et la validité de I’hypothese 3.

Une condition nécessaire pour que la commande hybride
précédemment définie rende l'origine globalement asymp-
totiquement stable pour le systeme bouclé est donnée par

A C By, (p0)-

Supposons que les hypotheses 1 et 2 sont valides. Si A &
By, (¢¢), alors 'hypothese 3 n’est pas satisfaite. Ainsi, il
peut exister des conditions initiales telles que la solution
du systéme & = fp(x, pq4(z)) converge vers 'ensemble A \

By, (¢e). Ainsi les trajectoires du systeme & = f5,(x, p¢(z))
ne convergera pas vers l'origine pour toutes les conditions
initiales dans 'ensemble A \ By, (¢¢). o

Bien que le théoréme 1 donne une commande globalement
stabilisante, lorsque les hypotheses 1-3 sont valides, il
n’est pas toujours évident d’effectuer la synthese d’une
commande locale qui satisfasse la contrainte sur le bassin
d’attraction. Par ailleurs, la taille de I’ensemble A dépend
du gain de la commande stablisante pour le sous-systeme
en x1. Dans ce travail, nous présentons des conditions sur
les gains telles que 'hypothese 3 soit satisfaite, quand la
commande locale a été déja donnée par I’hypothese 1.

2.2 Définition du probléme

Notre approche se décompose en deux étapes :

— Dans un premier temps, nous devons chercher un couple
stabilisant, c’est-a-dire, une commande locale ¢, et une
fonction de Lyapunov locale V; avec une estimation du
bassin d’attraction pour le systéme & = fr(x, pe(z)).

— Dans un second temps, nous devons établir des condi-
tions sur le gain de la commande ¢; pour le sous-systeme
défini par (4), telles que la taille de 'ensemble défini par
(5) soit la plus petite possible afin que ’hypothése 3 soit
plus facile a satisfaire.

Dans cet article, nous n’allons pas analyser un pro-

bleme général mais nous allons poursuivre 1’étude d’une

classe particuliere de systemes non-linéaires introduite

dans (Stein Shiromoto et al.l [2011)).

3. UNE CLASSE DE SYSTEMES NON-LINEAIRES

On rappelle la classe de systemes non-linéaires présentés
dans (Stein Shiromoto et al., 2011, Equation (12)) :

@1 = 21 4+ o + 027 + 0(1 + 21) sin(u)
avec € > 0 qui est un parametre libre mais constant pour
chaque systeme.

L’intérét dans cette classe de systemes nous permet d’illus-
trer I'influence de la norme des fonctions h;, ¢ = 1,2, dans
les calculs numériques et dans la faisabilité des hypotheses
1-3.

Dans (Stein Shiromoto et al.; 2011, Lemma 4.1) nous avons
vérifié que les hypotheses 1-3 sont valides pour tous les
systemes avec 6 < 0.001. Dans notre étude, nous montrons
qu’avec un choix approprié de la commande ; les mémes
approches sont valides pour une classe plus grande de
systémes (plus précisément pour des valeurs plus grands
de 0).

L’idée de notre approche est de considérer un gain K; qui
garantit que l'orientation du plus grand axe de ’ellipsoide
associé aux lignes de niveau de la fonction de Lyapunov
soit celle de I’ensemble A.

En suivant cette démarche, nous obtenons alors le résultat
suivant.

Théoréme 2. Pour la classe de systémes définie par 6 <
0.06, il existe une commande hybride telle que l’origine est
globalement asymptotiquement stable pour chaque systeme
en boucle fermée.



Démonstration.

Pour ne pas alourdir la lecture, les calculs intermédiaires
seront omis, et nous ne présenterons que les éléments
principaux de la démonstration. L'hypothese 1 est vérifiée,
avec la commande
ez, 22) = —x1k1 + 22k0 (8)
avec k1 = 7+ 0 et ko = —4 + 40 4+ 6(1 + 9). La fonction
de Lyapunov pour le systéme (7) en boucle fermée avec ¢,
est définie par
5/2 1
Vi(xy,22) = wl Pow = wT [ ] w (9)
1 1/2

w = [x1 — Oxg, 22]7. La constante ¢, vaut

(2 0p(0)° .
C[—(W 3 V9<91

L’hypothese 2 est vérifiée avec @1 (z1) = —2.7456x1 — 022,
Vi(zy) = 22/2, a(s) = 3.4912s, W(zy,20) = O(1 + |71]),
e = 0.89 e¢ M = 0.02. Par ailleurs, la proposition 1
assure l'existence de la commande donnée par (6), avec
c=a =10,
0q(71,32) = —(2.7456 + 2021) (21 + 22 + 027)
T r2 — @1(21)

C
_ _ EA?
2Ky Ky (e4 3A%(z1,22)),

(10)

(11)

et
Azy,22) = 0Ky (1 + [z1]) (|21 |/Kv + 1
+2.7456+2021 )

telle que lensemble A = {(x1,22) : |z1] < 02,29 =
p1(x1)} est globalement pratiquement stable pour le sys-
teme (7) en boucle fermée avec ¢g.

Pour I’hypothese 3, on trouve qu’elle est vérifiée, VO <
0.0607418. En particulier, avec § = 0.06 on a

W(!El, ,Tg) = W(OQ, (,01(02))

max
(z1,22)EA

= 0.030807 < 0.0390824 = ¢,

Avec le théoreme 1, nous obtenons donc une loi de com-
mande hybride nous permettant de conclure la preuve du
théoreme 2. °

4. SIMULATIONS

Dans cette section, nous présentons des simulations du
systeme précédant. Nous considérons comme condition
initiale des points au bord d’une boule de rayon 2 et nous
exécutons une simulation du systeéme (7) avec 8 = 0.06 et
bouclé avec K.

Comme attendu, le systéme converge vers ’origine. Pour
avoir une illustration claire nous montrons ’évolution tem-
porelle de V; (figure 1) et des composantes de la solution
(z,q) du systéme bouclé avec K seulement pour la condi-
tion initiale (z1,x2,¢) = (2,0,1) (figure 2). Pour les autres
points qui appartiennent a la boule le comportement est

1. Les polynoémes pj et pa sont donnés par

p1(8) = —396 + 23086 + 976862 + 14406°
p2(0) = 792 4 70006 + 2085662 + 216720° + 21600*.

et 81 = 0,118462 est la plus petite racine positive de I’équation
£(0) = =2+ 0p1(0).

similaire, comme le montre la figure 3 qui est la trajectoire
de 5 points dans l'espace d’états.

Vi, ;)
&

FIGURE 1. Evolution de (9) pour le systeme (7) avec
# = 0.06, en boucle fermée avec K.

n :
0 0.5 1 1.5 2 25 3
flows [1]

. 1
0 05 1 1.5 2 25 3
flows [t]

1.5
flows [1]

FiGURE 2. Evolution des composantes de la solution du
systeme (7) avec 6 = 0.06, en boucle fermée avec K.

FIGURE 3. Trajectoires des solutions pour différentes
conditions initiales choisies au bord d’une boule de
rayon 2.

5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce document, nous montrons que par un choix appro-
prié de la loi de commande locale ¢ pour le sous-systeme



x1, cela permet de vérifier 'hypothese 3 pour une classe
plus grande de systemes que ce que nous avions obtenu lors
de nos travaux précédents dans (Stein Shiromoto et al.l
2011). A présent, l'objectif est donc de trouver une dé-
marche constructive de sélection de ce controleur local afin
de garantir que le bassin d’attraction de celui-ci contiendra
I’ensemble A et par conséquent de vérifier 'hypothese 3.
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