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Résumé – Cet article traite de la robustesse au bruit d’une régularisation polyhédrale pour la résolution de problèmes inverses linéaires.
Ce travail démontre le premier résultat de stabilité des régularisations de type polyhédrale permettant, entre autre, une analyse unifiée des
régularisations parcimonieuses, parcimonieuses de type analyse et anti-parcimonieuses. Nous explicitons une condition qui assure que la face
polyhédrale supportée par le vecteur d’entrée est égale à celle du vecteur retrouvé par régularisation polyhédrale dans le cadre d’une observation
bruitée. Cette condition implique également que l’erreur ℓ2 est proportionelle au niveau du bruit.

Abstract – In this paper, we establish robustness to noise perturbations of polyhedral regularization of linear inverse problems. We provide a
sufficient condition that ensures that the polyhedral face associated to the true vector is equal to that of the recovered one. This criterion also
implies that the ℓ2 recovery error is proportional to the noise level for a range of parameter. Our criterion is expressed in terms of the hyperplanes
supporting the faces of the unit polyhedral ball of the regularization. This generalizes to an arbitrary polyhedral regularization results that are
known to hold for sparse synthesis and analysis ℓ1 regularization which are encompassed in this framework. As a byproduct, we obtain recovery
guarantees for ℓ∞ and ℓ

1
− ℓ

∞ regularization.

1 Introduction

1.1 Régularisation polyèdrale

Dans cet article, nous considérons le cadre des problèmes
inverses linéaires prenant la forme suivante y = Φx0 + w où
y ∈ R

Q est le vecteur d’observations, x0 ∈ R
N le vecteur

inconnu que l’on cherche à retrouver, w le bruit et Φ un opé-
rateur linéaire du domaine signal RN dans le domaine des ob-
servations R

Q. Ce modèle permet de représenter par exemple
des problèmes de convolution, tomographie et d’échantillon-
nage compressé.

Un polyhèdre P est un sous-ensemble de R
N tel que P =

{

x ∈ R
N \ Ax 6 b

}

pour une certaine matrice A ∈ R
N×NH

et b ∈ R
NH . L’inégalité Ax 6 b doit se lire composante par

composante. Nous considérons à partir de maintenant une fonc-
tionnelle polyhédrale de la forme

JH(x) = max
16i6NH

〈x, hi〉,

où H = (hi)
NH

i=1 est une matrice de R
N×NH . Ainsi, JH est la

jauge de l’ensemble convexe polyhédral étoilé compact PH =
{

x ∈ R
N \ JH(x) 6 1

}

. Elle est ainsi continue, positive, bor-
née, et sous-linéaire [8]. Notons que en général, il ne s’agit pas
d’une norme dans le cas où JH n’est pas symétrique.

Afin de résoudre le problème inverse, nous introduisons la

régularisation variationnelle suivante

x⋆ ∈ argmin
x∈RN

1

2
||y − Φx||2 + λJH(x), (Pλ(y))

avec λ > 0 le paramètre de régularisation. L’ensemble des mi-
nimiseurs est alors un ensemble compact convexe et non-vide
par coercivité de la fonctionelle JH .

Si le bruit est nul, w = 0, nous utiliserons plutôt la version
contrainte du problème

x⋆ ∈ argmin
Φx=y

JH(x). (P0(y))

1.2 Lien avec la parcimonie et l’antiparcimonie

Nous donnons ici quelques exemples de régularisations connues
qui se trouvent être polyhédrales. La norme ℓ1 est définie comme

JH1
(x) = ||x||1 =

N
∑

i=1

|xi|.

En terme de régularisation polyhédrale, il s’agit de choisir H1 ∈

R
N×2N tel que les colonnes de H1 enumèrent tous les signes

possibles de longueur N , i.e {−1, 1}N . Le problème (Pλ(y))
devient alors le Lasso, introduit dans [9], ou Basis Pursuit De-

noising [3], utilisé pour les modèles de données parcimonieux.
Plus généralement, nous considérons les régularisation de type
ℓ1 analyse de la forme

JH(x) = ||Lx||1,



où L ∈ R
P×N est un dictionnaire d’analyse, éventuellement

redondant. Cela correspond à prendre H = L∗H1 où ∗ corres-
pond à la matrice adjointe. L’exemple le plus typique d’apriori
analyse est la variation totale anisotrope.

La norme ℓ∞ s’exprime comme

JH∞(x) = ||x||∞ = max
16i6N

|xi|.

En terme de régularisation polyhédrale, le choix de la matrice
H est H∞ = [IdN ,−IdN ] ∈ R

N×2N . On parle de régula-
risation anti-parcimonieuse, utilisé par exemple pour le calcul
approché de plus proches voisins [6].

Il est possible [1] d’imposer une structure par blocs aux en-
trées non nulles induite par la parcimonie en définissant une
norme ℓ1 − ℓ∞. Soit B une partition de {1, . . . , N}. La norme
associée à cette structure de blocs est

JH∞
B
(x) =

∑

b∈B

||xb||∞,

correspondant à la matrice H∞
B ∈ R

N×
∏

b∈B 2|b| enumérant
les signes possibles de chaque blocs. Si pour tout tous les blocs
sont de taille 1, on retrouve la norme ℓ1 tandis que si la structure
de blocs est composée par un seul élément, on obtient la norme
ℓ∞.

2 Contributions

Définition 1. On définit le H-support suppH(x) d’un vecteur

x ∈ R
N comme l’ensemble

suppH(x) = {i ∈ {1, . . . , N} \ 〈xi, hi〉 = JH(x)} .

Dans cet article, nous donnons une condition suffisante, de-
pendant du H-support de x0, sous laquelle le problème (Pλ(y))
admet une solution unique, et que si le rapport signal sur bruit
est suffisamment grand, le H-support de cette solution coin-
cide avec celui de x0. De plus, si λ est choisi en proportion du
bruit, l’écart ℓ2 entre cette unique solution et x0 est de l’ordre
du niveau du bruit.

Définition 2. Un H-support I satisfait la condition d’injecti-
vité restreinte si

KerΦ ∩KerH∗
I = {0}, (CI )

où HI désigne la matrice dont les colonnes sont celles de H

indexées par I .

Lorsque celle-ci est satisfaite, on définit la projection ortho-
gonale Γ⊥

I sur Φ(KerH∗
I )

⊥ par les opérateurs suivants :

MI = (U∗Φ∗ΦU)−1 , ΓI = ΦUMIU
∗Φ∗

et Γ⊥
I = Id− ΓI .

où U est une base quelconque de KerH∗
I . La forme bilinéaire

symétrique induite par Γ⊥
I sur RN sera noté 〈·, ·〉Γ⊥

I

et sa forme

quadratique || · ||2
Γ⊥
I

.

Définition 3. Soit I un H-support satisfaisant (CI ). Le critère
d’identifiabilité de I est

ICH(I) = max
zI∈KerHI

min
i∈I

(Φ̃∗
IΓ

⊥
I Φ̃III + zI)i

où II ∈ R
|I| est composé uniquement de 1 et Φ̃I = ΦH+,∗

I ∈
R

Q×|I| avec + dénotant la pseudo-inverse de Moore–Penrose .

Le calcul de ICH(I) nécessite la résolution d’un problème
d’optimisation convexe, et peut se ramener à une programma-
tion linéaire :

ICH(I) = max
(r,zI)∈R×R|I|

r

sous la contrainte linéaire
{

∀i ∈ I, r 6 (Φ̃∗
IΓ

⊥
I Φ̃III + zI)i

HIzI = 0.

2.1 Robustesse au bruit

Notre contribution principale est la suivante.

Théorème 1. Soient x0 ∈ R
N \ {0} et I son H-support satis-

faisant (CI ). Soit y = Φx0 + w. Supposons que Φ̃III 6= 0 et

ICH(I) > 0. Alors ils existent deux constantes cI , c̃I satisfai-

sant

||w||2
T

<
c̃I

cI
où T = min

j∈Ic

JH(x0)− 〈x0, hj〉 > 0,

tel que si λ vérifie la condition cI ||w||2 < λ < T c̃I , le vecteur

x⋆ ∈ R
N définit par

x⋆ = µH
+,∗
I II + UMIU

∗Φ∗(y − µΦ̃III)

et 0 < µ = JH(x0) +
〈Φ̃III , w〉Γ⊥

I

− λ

||Φ̃III ||2Γ⊥
I

est l’unique solution de (Pλ(y)). De plus, il y a robustesse du

support : suppH(x⋆) = suppH(x0). Si λ est choisi proportion-

nellement au niveau du bruit, alors ||x⋆ − x0||2 = O(||w||2).

Ce théorème exprime que pour une certaine classe de si-
gnaux, ceux qui vérifie la condition ICH(I) > 0 jointe sur
les vecteurs actifs de H et les colonnes de Φ, la solution du
problème (Pλ(y)) est unique lorsque le niveau du bruit ||w||2
n’est pas trop grand devant le niveau du signal T . Pour que
cette analyse soit valide, il faut que le débruitage soit suffisant
(cI ||w||2 < λ) mais conserve le H-support (λ < c̃IT ). En pra-
tique x0 n’est pas connu, ainsi la formule de x⋆ est principale-
ment d’un intérêt théorique afin de mesure l’erreur ℓ2 entre x0

et le vecteur retrouvé x⋆.

2.2 Identifiabilité

En l’absence de bruit w = 0, le résultat suivant montre que
la condition ICH(I) > 0 implique également l’identifiabilité
du signal.

Théorème 2. Soient x0 ∈ R
N \ {0} et I son H-support satis-

faisant (CI ). Si ICH(I) > 0, alors le vecteur x0 est l’unique

solution de (P0(y)).



3 Relations à des travaux antérieurs

Dans le cas des normes ℓ1 et ℓ1 analyse, notre condition est
équivalente à celles définies dans [5] et [10]. À notre connais-
sance, il n’existe pas de résultat de robustesse sur un bruit géné-
rique dans le cas de la norme ℓ∞, mais [1] étudie la robustesse
d’une sous-classe de norme polyhédrale obtenue par relaxation
convexe de fonction de perte combinatoire. Une étude numé-
rique de quelques régularisations polyhédrales peut se trou-
ver dans [7]. Dans [4] une étude est faite de (P0(y)) dans le
cas d’une matrice aléatoire (échantillonage compressé). Dans
ce même contexte, [2] étudie les épaisseurs gaussiennes d’une
certaine sous-classe de norme polyhédrales dans le cas d’une
régularisation sous contrainte.

4 Esquisse de preuve

Dans cette section, nous proposons une idée de la preuve du
théorème 1.

Les conditions du premier ordre de minimalité du problème
de minimisation (Pλ(y)) sont résumés dans le lemme suivant,
conséquence de la forme de la sous-différentielle de JH(x⋆).

Lemme 1. Un vecteur x⋆ est solution de (Pλ(y)) si, et seule-

ment si, il existe vI ∈ ΣI tel que

Φ∗(Φx− y) + λHIvI = 0,

avec I = suppH(x).

Ces conditions peuvent être raffinés par la connaissance du
support de x⋆, permettant ainsi d’obtenir une condition suffi-
sante d’unicité. Nous omettons ici la démonstration de ce lemme
par manque de place.

Lemme 2. Soit x⋆ ∈ R
N , I = suppH(x⋆) et µ = JH(x⋆).

Supposons que (CI ) soit satisfait. Soit U une base de KerH∗
I .

Il existe z ∈ KerHI tel que

vI = zI +
1

λ
Φ̃∗

IΓ
⊥
I (y − µΦ̃III) ∈ ΣI ,

si, et seulement si, x⋆ est une solution de (Pλ(y)). De plus, si

vI ∈ ri ΣI , alors x⋆ est l’unique solution de (Pλ(y)).

Rappelons que ri ΣI représente l’intérieur relatif de ΣI , i.e
l’intérieur de ΣI par rapport à la topologie de son enveloppe
affine.

Nous pouvons dès lors démontrer le théorème 1. Soit I le
H-support de x0. Considérons la restriction de (Pλ(y)) au H-
support I .

x⋆ = argmax
x∈R

N

supp
H
(x)⊆I

1

2
||y − Φx||22 + JH(x). (Pλ(y)I )

Du fait de (CI ), la fonction objectif est fortement convexe sur
l’ensemble des signaux de H-support I . Ainsi, x⋆ est défini de
façon unique.

La preuve est divisée en quatre parties. Nous explicitions (1.)
une forme implicite de x⋆. Puis (2.), nous vérifions que le H-
support de x⋆ est le même que celui de x0 ainsi que la compa-
tibilité (3.) de JH(x⋆). En utilisant le lemme 2, nous prouvons
(4.) que x⋆ est l’unique minimiseur de (Pλ(y)).

1. Expression de x⋆. Du fait que x⋆ = µH
+,∗
I II +Uα avec

µ = JH(x⋆), nous avons

U∗Φ∗(Φx−y) = µU∗Φ∗ΦH+,∗
I II+(U∗Φ∗ΦU)α−U∗Φ∗y = 0.

Ainsi,
Uα = UMIU

∗Φ∗(y − µΦH+,∗
I II).

Dès lors, comme y = Φx0 + w avec suppH(x0) = I , x⋆

s’exprime comme

x⋆ = µH
+,∗
I II + UMIU

∗Φ∗(y − µΦH+,∗
I II)

= µH
+,∗
I II + UMIU

∗Φ∗((µ0 − µ)ΦH+,∗
I II + w) + Uα0

= x0 − (µ0 − µ)H+,∗
I II

+ UMIU
∗Φ∗((µ0 − µ)ΦH+,∗

I II + w),

avec µ0 = JH(x0). Ainsi, x⋆ satisfait l’équation implicite sui-
vante.

x⋆ = x0+(µ0−µ)[UMIU
∗Φ∗Φ−Id]H+,∗

I II+UMIU
∗Φ∗w.

(1)
2. Vérification que le H-support de x⋆ est I . Pour certifier

que le H-support de x⋆ est I , il faut imposer que

∀i ∈ I, 〈hi, x
⋆〉 = JH(x⋆) = µ

∀j ∈ Ic, 〈hj , x
⋆〉 < JH(x⋆) = µ.

Les composantes de x⋆ sur I sont telles que H∗
I x

⋆ = µII .
Comme JH est une fonctionelle sous-additive, nous bornons
les composantes sur Ic par une inégalité triangulaire sur (1)
pour obtenir

max
j∈Ic

〈hj , x
⋆〉 6max

j∈Ic

〈hj , x0〉

+ (µ0 − µ)||H∗
Ic [UMIU

∗Φ∗Φ− Id]H+,∗
I II ||∞

+ ||H∗
IcUMIU

∗Φ∗w||∞.

En notant

C1 = ||H∗
Ic [UMIU

∗Φ∗Φ− Id]H+,∗
I II ||∞,

C2 = ||H∗
IcUMIU

∗Φ∗||2,∞,

T = µ0 −max
j∈Ic

〈hj , x0〉,

nous bornons les corrélations en dehors du H-support par

max
j∈Ic

〈hj , x
⋆〉 6 µ0 − T + (µ0 − µ)C1 + C2||w||.

Il existe des constantes c1, c2 satisfaisant c1||w|| < c2T + λ tel
que

0 6 µ0 − T + (µ0 − µ)C1 + C2||w|| < µ (2)

Sous cette condition de faisabilité, nous obtenons que

max
j∈Ic

〈hj , x
⋆〉 < µ,

ce qui prouve que le H-support de x⋆ est égal à I .



3. Valeur de µ = JH(x⋆). En utilisant le lemme 2 avec
H = U∗H , alors x⋆ est solution de (Pλ(y)I ). De plus, il existe
zI ∈ KerHI tel que

vI = zI +
1

λ
Φ̃∗

IΓ
⊥
I (y − µΦ̃III) ∈ ΣI . (3)

On décompose x0 comme

x0 = µ0H
+,∗
I II + Uα0.

Du fait que y = Φx0 + w, nous avons

Γ⊥
I y = Γ⊥

I (µ0Φ̃III +ΦUα0 + w).

De plus, comme

ΓIΦUα0 = ΦU(U∗Φ∗ΦU)−1U∗Φ∗ΦUα0 = ΦUα0,

nous obtenons que

Γ⊥
I y = µ0Γ

⊥
I Φ̃III + Γ⊥

I w.

Dès lors, l’équation (3) peut se réécrire de façon équivalente
comme

vI = zI +
1

λ
Φ̃∗

IΓ
⊥
I

(

(µ0 − µ)Φ̃III + w
)

.

En particulier, 〈vI , II〉 = λ. Ainsi,

λ = 〈λvI , II〉 = 〈λz̃I , II〉+ 〈Φ̃∗
IΓ

⊥
I ((µ0 − µ)Φ̃III + w, II〉.

Du fait que z̃I ∈ KerHI , nous avons 〈zI , II〉 = 0. Ainsi µ
satisfait l’équation suivante :

λ = 〈Φ̃∗
IΓ

⊥
I ((µ0 − µ)Φ̃III + w, II〉

= (µ0 − µ)||Φ̃III ||
2
Γ⊥
I

+ 〈Φ̃III , w〉Γ⊥
I

.

Ainsi la valeur de µ est donnée par

µ = µ0 +
〈Φ̃III , w〉Γ⊥

I

− λ

||Φ̃III ||2Γ⊥
I

> 0. (4)

4. Conditions du lemme 2. Nous allons construire un certifi-
cat ṽI grâce au contrôle imposé par ICH(I) < 1. Considérons
maintenant le vecteur ṽI défini par

ṽI = z̃I +
1

λ
Φ̃∗

IΓ
⊥
I

(

(µ0 − µ)Φ̃III + w
)

,

avec

z̃I =
1

µ− µ0

(

argmax
zI∈KerHI

min
i∈I

(Φ̃∗
IΓ

⊥
I Φ̃III + zI)i

)

Quand la condition (2) est vérifiée, le H-support de x⋆ est I ,
donc nous avons simplement à vérifier que ṽI est un élément
de ri ΣI . Comme 〈z̃I , II〉 = 0, nous calculons

〈ṽI , II〉

=〈zI +
1

λ
Φ̃∗

IΓ
⊥
I

(

(µ0 − µ)Φ̃III + w
)

, II〉+ 〈z̃I − zI , II〉

=〈vI , II〉+ 0

=λ.

En reportant l’expression (4) de (µ0 − µ) dans la définition de
ṽI , nous obtenons l’expression

ṽI = z̃I +
1

λ



Φ̃∗
IΓ

⊥
I w +

〈Φ̃III , w〉Γ⊥
I

− λ

||Φ̃III ||2Γ⊥
I

Φ̃∗
IΓ

⊥
I Φ̃III



 .

Pour une certaine constante c3 tel que c3||w||−ICH(I) ·λ > 0,
nous avons

∀i ∈ I, vi > 0.

En combinant cette remarque avec le fait que 〈ṽI , II〉 = λ,
ceci prouve que ṽI est un élément de l’intérieur relatif de ΣI .
D’après le lemme 2, x⋆ est ainsi l’unique minimiseur de (Pλ(y)),
ce qui conclut la preuve du théorème.
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