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Résumé — Cet article étudie les bornes inférieures d’erreur quadratique moyenne hybride dans Ie but de prédire le phénomene de décrochement.
Une nouvelle borne présentant de bon aspect théorique et pratique est proposée. Elle est basée sur une combinaison entre la borne de Barankin
et celle de Weiss-Weinstein. Cette borne est appliquée a un probléeme d’estimation de fréquence. Une comparaison avec la borne de Barankin
hybride montre la supériorité de cette borne pour la prédiction du phénomene de décrochement.

Abstract — This article investigates hybrid lower bounds in order to predict the estimators mean square error threshold effect. A tractable
and computationally efficient form is derived. This form combines the Barankin and the Weiss-Weinstein bounds. This bound is applied to a
frequency estimation problem for which a closed-form expression is provided. A comparison with results on the hybrid Barankin bound shows
the superiority of this new bound to predict the mean square error threshold.

1 Introduction

En estimation paramétrique, les performances d’un estima-
teur sont généralement caractérisées par son Erreur Quadra-
tique Moyenne (EQM). Afin de quantifier les performances ul-
times pour un probleéme donné, des bornes inférieures de I’EQM,
indépendantes de la technique d’estimation employée, ont été
établies dans la littérature. Parmi ces bornes, la plus connue
est la Borne de Cramér-Rao (BCR) qui présente 1’avantage
d’étre généralement précise a fort nombre d’observations ou
a fort Rapport Signal sur Bruit (RSB). Cependant, pour des
problémes d’estimation non-linéaire, les estimateurs présentent
souvent un décrochement a partir d’une valeur seuil en deca de
laquelle les performances se dégradent considérablement. La
BCR ne permet pas d’appréhender ce décrochement. Néanmoins,
il existe d’autres bornes inférieures de ’EQM dans la littérature
qui ne présentent pas cet inconvénient. Parmi ces bornes, nous
distinguons les bornes déterministes ou les parametres a esti-
mer sont considérés comme certains (borne de Barankin, borne
d’Abel, etc.) et les bornes bayésiennes ol les parametres a esti-
mer sont considérés comme aléatoires avec une densité de pro-
babilité a priori connue (borne de Barankin bayésienne, borne

de Weiss-Weinstein, etc.) Une étude exhaustive des bornes inférieures
de ’EQM et de leurs applications en traitement du signal est
disponible dans [1].

Dans cet article, on s’intérresse a une troisieme famille de
bornes nommée bornes hybrides qui ont été développées pour
borner I’EQM de tout algorithme estimant simultanément des
parametres déterministes et des parametres aléatoires a partir
des données d’observations. Historiquement, la premiere borne
hybride est la Borne de Cramér-Rao Hybride (BCRH) intro-
duite en 1987 par Rockah et Schultheiss dans le contexte de
I’estimation de directions d’arrivées incluant une calibration
du réseau de capteurs [2]. Malheureusement, la BCRH souffre
du méme défaut que la BCR concernant le décrochement des
estimateurs. La Borne de Barankin Hybride (BBH) permet-
tant de prédire grossierement le décrochement de ’EQM a été
développée par Reuven et Messer en 1997 et a été appliquée
pour I’estimation de retard de signaux radars [3].

La borne que nous proposons est basée sur la Borne de Ba-
rankin (BB) pour les parametres déterministes et sur la Borne
de Weiss-Weinstein (BWW) pour les parametres aléatoires. En
effet, sachant que la BBH est basée sur la BB pour les pa-
rametres déterministes et la Borne de Barankin Bayésienne (BBB)



pour les parametres aléatoires et sachant que la BWW majore
la BBB, la borne que nous nous proposons d’établir majore
la BBH. Par conséquent, elle permet de déterminer plus fi-
nement le seuil de décrochement. L’ obtention cette borne est
basée sur le principe d’inégalité de covariance [4] qui permet
de minorer 'EQM des estimateurs hybrides. Nous prouvons
que cette minoration ne dépend pas du schéma d’estimation. De
plus, nous détaillons les conditions nécéssaires qui spécifient la
classe d’estimateur sur laquelle s’applique cette borne. Enfin,
nous donnons une expression analytique de cette borne dans
une application avec des résultats de simulation ol nous faisons
des comparaisons avec les performances de 1’estimateur Maxi-
mum A Posteriori / Maximum de Vraisemblance (MAPMYV).

2 Bornes inférieures de ’EQM hybride

2.1 Préliminaires

Nous rappelons d’abord les hypotheses usuelles utilisées dans
le contexte des bornes hybrides [3]. Soient X € 2 un vec-

T
teur d’observation et 8 = {05 OTT] des parametres & estimer

ol 8; € II; C RP est un vecteur de parametre inconnu et
certain et 8, € II, C RF est un vecteur de parametre in-
connu et aléatoire. Le vecteur aléatoire 0,. est caractérisé par
une loi a priori connue qui est supposée indépendante de 64
c-a-d [ (6,:04) = [(6,). Soit [ (X.0) = [(X.0,:6,) la
densité de probabilité jointe de X et 6,. sachant 84. Si @ est
un estimateur de 6, alors sous des conditions de régularité, le
principe d’inégalité de covariance est vérifié ([4] p. 124) : pour
tout vecteur v (X, 8) de moment d’ordre deux fini,

Ex.6 {(5 _ 0) (5 _ 0)1 = cv-lcT, (1

ou A > B signifie que A — B est une matrice semi-définie
positive et ou

V =Exp [v(X,0)v" (x,0)], )

“ C =Exs [(5 - 0) vT (X, 9)} . 3)

Remarquons que I’équation (1) ne donne pas, en général, une

borne inférieure indépendante de I’ estimateur 6 puisque C dépend

de 6. Cependant un choix judicieux de v (x, ) permet d’obte-
nir les bornes inférieures de I'EQM classiques. Par exemple, si
nous choisissons v (x, 0) = %éx’m, alors nous obtenons la
BCRH [5]. Si nous choisissons

f(X,0+h;) H
W —1si60 S ®

0 sinon

{v(X,0)}; = {

ou®=1{0:f(X,0)>0XecQ}eton®+h;i=1,-,N,

sont appelés les points tests (pouvant étre choisis arbitraire-
ment), alors nous obtenons la BBH [3].

2.2 Borne proposée

Par souci de simplicité, nous restreignons notre étude au cas
de I’estimation d’un parametre scalaire inconnu déterministe et
d’un paramétre scalaire inconnu aléatoire c-a-d 8 = (A 6,)" .
En effect, le cas multivarié repose sur le méme principe et
ne présente pas de difficultés supplémentaires. Concernant les
points tests, définissons hy = (hiq th)T ethy = (0 hgr)T. 11
est nécéssaire d’imposer le premier élément de hy a zero pour
obtenir une nouvelle borne. De plus, nous supposons les hy-
potheses suivantes :

V0, € T, £ (X,0,:04) = 0= (X0, + hys O + ha) = 0.
Ex/0:0, Oa| = 04,

Ex0,:04+hq Pd} =04+ hq.

Ex,0,:0. [57- - 97} =0,

Ex.0,+h, 04 |:/0\r — (0 + hr):| =0.

Remarque : I’hypothese 1 signifie que le support de la densité
de probabilité a priori du parametre aléatoire ne peut pas €tre
compact. Par exemple cette borne ne pourra pas s’ appliquer si
on considere une densité de probabilité a priori uniforme (no-
tons que c’est également le cas pour la BCRH et la BBH et qu’il
n’existe pas a notre connaissance de borne hybride pouvant &tre
utilisé avec un a priori uniforme).
Nous choisissons v (X, 0) = (vg (X, 0) v, (X,0))" avec

2) v, € 11,

3) Vo, € 11y,

FX.04h) o
va (X, 8) = { Txe —1s5i0€6,
0 sinon,
et
F7(X,0+hy) FU™(X,0-hy) .
Uy (Xa 0) = fm(X79)2 flfm(X,Q)z s € 67 (5)
0 sinon,

o 0 < m < 1. Remarquons que; si m tend vers 1, alors

vy (X, 0) e % — 1. Ceci correspond au choix de

v (X, ) qui conduit & une forme particuliere de la BBH avec
deux points tests seulement. Si le probléme d’estimation consiste
a estimer seulement le parameétre aléatoire c-a-d 8 = 6,. et si
nous choisissons v (X, 0) = v, (X, 8), alors ’équation (1)
conduit a la BWW.

Dans notre cas, en substituant (4) et (5) dans (2) et (3), on
obtient la borne inférieure de I’EQM hybride proposée. Les
€léments de la matrice V sontdonnés par {V}, ; = (2, h;)—
L{V}y, =p(2m,ho) + p (2 — 2m, —hs) — 24 (m, 2hy) et
{V}1,2 = {V}z,l = n(m,hy, hy) —n(1—m,hy,~hs) —
w(m,he) + p (1 —m,—hy), on

g [fm(X.64 1)
1 (m, h) = Ex’g [fm(X,G)] ) (6)
et
(o b — Exo {f (;{(,;;)hl) fa;i(é;)ln)] - ()

Concernant les éléments de lAa matrice C, nous devons démontrer
qu’ils sont indépendants de € pour obtenir une borne indépendante



du schéma d’estimation. Nous montrons en annexe que le choix  a trouver les arguments (p,w) qui maximise la loi jointe fx .., (X,w; p).

proposé au travers de 1’équation (4) et (5) conduit a : Les valeurs des parametres pour cette simulation sont les sui-
vantes : p = 1, = I g2 = L et P = 25 Dans notre
{Chy = hi {Chy, = . ®) sip =L =30, =gelP = 2. Dans notre
g : probléme d’estimation, puisque le modele d’observation est linéaire
{0}1,2 = Oet {0}2,2 = harp (m, h). ) enle parametre p et non linéaire en le parametre w, nous tracons

sur la figure (1) la BCRH, la BBH, la borne proposée, notée
BBWWH et '’EQM empirique du MAPMYV calculée a partir
T de 1000 simulations de Monte-Carlo pour I’estimation du pa-
hy€ll, an,hfel?é‘:} XTI, 0<m<1 {CV C } : (10) .ramétre w uniquement. Comme.attendu, la borne proposée ma-

jore la BBH et permet de prédire le décrochement de I’EQM
du MAPMYV avec une précision de moins de 0.5dB pour ce

Finalement, puisque h;, hy et m peuvent étre choisis arbitrai-
rement, la borne que nous proposons s’écrit

3 Application et simulation probleme d’estimation.
Soit le modele d’observation suivant : i
X = pej“’s (w) + b, (11) 10
ot x € C¥ est le vecteur d’observations, le vecteur s (w) = 107

[1 e .. ej(Pfl)‘”} " estun signal complexe de pulsation w
et ou le bruit b suit une loi gaussienne centrée complexe cir-
culaire de matrice de covariance 021. Nous supposerons que

la phase ¢ € ]—m; 7] est connue, que I'amplitude p € R :Z;:H
est un parametre inconnu et certain et que la pulsation w est 107 | 4 Eau mapuY
un parametre inconnu et aléatoire avec une densité de proba—
bilité a priori gaussienne centré de variance connue o2. En
pratique, w est tronquée sur |—m; 7| pour éviter le probleme
d’échantillonnage spatiale et I’écart-type o, est choisi de tel
sorte' que O < 7§ pour conserver une loi a\p d io\ri pr'oche de FIGURE 1 — Comparaison des bornes et de ’EQM MAPMYV en
la loi gausjs‘:lenne. anc le Vecteur. Qe pararpgtre a estimer est ¢ . du RSB

6 = [pw] . La densité de probabilité conditionnelle de x sa-

chant w et p est

==BWWBH

3 -2 -1
RSB [dB]

ie 2
e Cll 4 Annexe
fx|w;p(x‘w;p) = NP (12)
(wo) Concernant I’élément {C}, ,, nous avons

Nous supposons que f., (w;p) = fu (w), donc la loi jointe n
est donnée par fx u;p (X, w3 p) = fxjwp (X|w; p) fu (w) c-a-d {ChH 1 =Expe [(9d - 9d> Ud (X,O)}

,7”,( pei?s(w )|27% f(9r+h1r) fQ </éd*0d>
Frwp (x,w3p) = & 5 ) = < f (X[ 0y + h1y; 0 + hig) dX df,.
(7TO'b) \ 27'('(7'(,J 11, _f (Hr) J"Q (ed _ ad) f (Xl Hr; ed) dX
Pour calculer la nouvelle borne hybride, nous avons besoin (16)

d’obtenir les expressions analytique de (6) et (7). Apres quelques - aprés I"hypothése 2, nous obtenons fg (’éd _ 94) F(X]0,:04)dX =
étapes de calcul, nous obtenons les expressions suivantes : pour

tout h = [h, hy,]” et m Oet/ (@d - ed) F(X 104+ hig) dX = hy4. Donc,
Q
m(m—1) (Pil|(p thYeitet |2> +7n('m—1)h5 en substituant ces deux équations dans 1’équation (16), nous
3 —S T oe2
p(imh)=e b \i= % (14) obtenons {C}, | = hig [y [ (0 + hay) dOr = hag.

T T Pour le calcul de I'élément {C}, ;, nous avons
et pour tout hy = [h1, hiw] . ho = [0 ho,]” eta:

- N {C}Ql_Exg 9 —9)ud(x0)]
1 (p+h p)ejhrlwurapejhzwt,ap tal2eMe
) ;0' ' | // e —9 £(X,0+hy) dXdo,

n(a,hy, hy) = = Plth,) ' _

(15) - / / (@ - 9T) (X, 8) dXdf,
Pour la simulation proposée (figure 1), nous comparons différentes
bornes et '’EQM empirique de I’estimateur MAPMYV qui consiste a7



D’apres I’hypothese 3, on obtient

/ / (9.~ 0.) 1 (X,0) axas, = 0et

/ / o —9 £(X,0 +hy)dXdo, =
(X\G + hivi 04 + hia) £ (0, + hyy) dXdO, .
n.J

En effectuant un changement de variable 9; =60, + hy, le
domaine d’intégration reste II,. par ’hypothese 1 et donc

(Chay = o [ [ £(XI004+ ) £ (6}) axXas,
n.J o

= hy,. (18)

Nous allons donner un résultat préliminaire afin de simplifier

les calculs de {C}, , et {C}, , : pour toute fonction g (X,04)

a valeur réelle définie sur € x IT, et pour tout h = (0 h,.)” avec

h, € II,., nous avons

[ axon (5958 -

fl m(X 0— h)) f (X’B

FT-m(X,0
o ™ (X, 0+ h) 17 (X, 6)
g(X;Hd)/HT< f1 m(X’a h m( ’9
(19)
Notons que
/ ( J™(X,6 +h) [ (X, 6) ) a6, =
I, _fl_m (X’B _h) fm (X,O)
/ fm (Xaer + hr; ed) fl—m (Xyer; ed) dar
IL,.
=X~ b0 £ (X030 86,
I,
(20)
En effectuant un changement de variable 0; =60, + h,, le
domaine d’intégration reste II,. par I’hypothese let donc,
/ ™ (X0, + hys 0g) f17™ (X0, 04) d6,
/ ™ (X.00:0q) F17™ (X0, — hyy04) dO,.. (21)
En substituant (21) dans (19), nous obtenons
f™(X,0+h) fl=m(X,0—h)
[ooxon (Cig g - Hrnigar ) F <0,
=0VXeQpp.etVl,elly (22)

Remarques :

e Ce résultat est une extension de I’équation (1) dans [6] pour
le cas ot la loi jointe f (X, 0) dépend de 6.

e Sinous choisissons h = (hy h,.) avec hy # 0, alors I’équation
(22) est une fonction dépendant de la variable X. Par conséquent,
nous ne pourrons pas montrer par la suite que les éléments
{C}, 5 et {C}, , sont indépendants de 0.

Maintenant pour le calcul de {C}, ,, nous avons

{C}2=Expe [(b\d - 9d) vr (X, 9)} =0

d’apres I’équation (22) en choisissant g (X,64) = §d —04.
Enfin, concernant I’élément {C}, ,, nous avons

{Cl,, = Exeo [(@aier) oy (X, 0)] (23)
1 m(xg hz)
= // < S (X B >f(X,0)d9rdX,
FrX.0)

d’apres 1I’équation (22) en choisissant g (X,04) = §T, 11 nous
reste a calculer cet intégrale :

/ 0, (X,0 — hy) f™ (X, 0) df, =
II,.

[0 (X8, ~ harsta) £ (X8300) db. 24)
I,

En effectuant un changement de variable 9;. =60, — hyy, le
domaine d’intégration ne change pas griace a I’hypothese 1 et
donc

/ 6, /1™ (X, 0 — hy) f™ (X, 0) d6,

1,

_ / 0L F™ (X0, + hay:04) F= (X.00;04) d6.
11,

Fhar / P KL+ hops 0g) £ (X.0:04) dBL. (25)
II,.

En substituant I’équation (25) dans (23), nous obtenons

f’”(X»‘”hﬂ

26
fm (}(7 0) ( )

{0}272 = hZTIEX,B |:
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