N

N

Sur une caractérisation des D-modules holonomes
réguliers
Jean-Baptiste Teyssier

» To cite this version:

Jean-Baptiste Teyssier. Sur une caractérisation des D-modules holonomes réguliers. Mathematical
Research Letters, 2016. hal-00925361v2

HAL Id: hal-00925361
https://hal.science/hal-00925361v2
Submitted on 27 Feb 2014

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00925361v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

SUR UNE CARACTERISATION DES D-MODULES
HOLONOMES REGULIERS

par

Jean-Baptiste Teyssier

Introduction

Soit X une variété complexe lisse et M7, M5 deux objets de la catégorie dérivée
D{’ml(Dx) formée des complexes de Dx-modules a cohomologie bornée et holonome.
On note Sh¢(X) la catégorie des faisceaux en C-espaces vectoriels sur X et D%(X, C)
la catégorie dérivée formée des complexes d’objets de Sh¢(X) a cohomologie bornée
et constructible.

Traditionnellement [KK81, 6.1.1][Meb84, 2.1.1], la pleine fidélité de la correspon-
dance de Riemann-Hilbert se démontre en prouvant que le morphisme

(0.0.1) RI;I_MIJ\/(2 : RHOT)’LDX (Ml, Mz) I RHOmShC(X)(S(MQ), S(M1))

est un isomorphisme de D%(X, C) dés que les complexes M; et Ma sont & cohomologie
réguliére. Le but de cet article est de prouver le

Théoréme 1. — Soit M € D?_(Dx). Sile morphisme de Riemann-Hilbert RH aq,
est un isomorphisme, alors M est a cohomologie réguliére.

Il s’agit d’une caractérisation de la régularité qui, bien qu’invérifiable en pratique,
a certaines conséquences méta-mathématiques qui mériteraient d’étre approfondies,
comme par exemple le fait que si ’on cherche & définir une notion d’objet régulier dans
quelque contexte que ce soit, il faut d’abord chercher & définir un analogue au foncteur
solution. Pour un exemple formellement proche des D-modules, on peut mentionner
[EKO04].

Détaillons la stratégie de la preuve du théoréme 1. Notons A x la diagonale de X x X
et désignons par Irr} _ : D} |(Dx) — D2(X, C) le foncteur d’irrégularité [Meb90] le
long de Ay. Notons enfin MY le complexe dual de M et pour M1,Ms € Db (Dx),

Ce travail a été financé par la fondation Einstein, ainsi que par la bourse ERC 226257.
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notons My X My le produit tensoriel externe de M et Mo.
L’analyse () du cone de RH M, M, Permet de voir que le théoréme 1 est équivalent
au

Théoréme 2. — Si Ity (M B M) est l'objet nul de D%(X,C), alors M est a
cohomologie réguliére.

Pour prouver ce théoréme, on raisonne par récurrence sur la dimension de X. le
cas ou X est une courbe est traité en 5.1 via une analyse détaillée des triangles (3.1.1)
et (3.2.1) calculant l'irrégularité diagonale.

En dimension > 1, on commence en 5.2 par se ramener au cas ou M est régulier en
dehors d’un point zg. Cela se fait via un résultat 3.3.2 de commutation de Irr* avec
la restriction non-caractéristique.

A Taide d’une technique de récurrence descendante sur la dimension du support
due & Mebkhout, on prouve en 5.3 l'existence d’une courbe C' (éventuellement singu-
liére en xp) qui est telle que la régularité de M équivaut a la régularité de I'un des
complexes My := RF[C]MV et My := RI'|cyM. La clé de voite de cette technique
est la généralisation au cas des modules holonomes du critére de Deligne [Del70] sti-
pulant que pour tester la régularité d’une connexion méromorphe, il suffit de le faire
génériquement le long du lieu des poles. C’est le critére fondamental de la régularité
[Meb04, 4.3-16]. Dans le contexte des modules holonomes, ce résultat n’est efficient
que dans le cas ol le module étudié est régulier sur un ouvert assez gros et a support
de dimension > 1.

Pour démontrer que M; ou My est régulier, on fait la distinction entre les com-
posantes de C' le long desquelles M; admet un module de cohomologie irrégulier et
les composantes le long desquelles tous les H'M; sont réguliers. Ces derniéres com-
posantes sont non pertinentes pour ’étude de la régularité de M;. On montre en 5.4
qu’on peut toujours les éliminer du probléme, et de méme avec Ms. On raisonne alors
par I'absurde : si les composantes de C ne peuvent pas étre toutes éliminées, c’est que
C admet une composante le long de laquelle deux modules de cohomologie H!M; et
HI My sont irréguliers.

Par argument de normalisation, on aboutit en 5.5 & une situation on 1’on dispose de
deux modules holonomes irréguliers N7 et A5 définis sur un voisinage de 0 dans C et
tels que Irr; (N1 BIN2) ~ 0. Cette situation est contradictoire avec I’analyse menée en
5.1, ce qui conclut la preuve du théoréme 2. Un ingrédient essentiel du passage de C
4 sa normalisation est une estimation 4.1.2 de Iamplitude de l'irrégularité diagonale
pour un produit tensoriel externe de modules & support une courbe. Cette estimation
repose de fagon cruciale sur le théoréme de perversité du faisceau d’irrégularité le long
d’une hypersurface [Meb90, 2.1.6].

Je remercie Claude Sabbah pour de multiples discussions concernant ce travail. Je
remercie aussi Héléne Esnault pour ses encouragements durant 1’élaboration de cet
article, ainsi qu Yves Laurent et Stéphane Guillermou pour m’avoir signalé une erreur
dans une version antérieure de ce texte.

1. Entiérement due & Mebkhout, et rappelée ici en partie 2.
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1. Notations et rappels

Les résultats apparaissant dans cette section seront utilisés & plusieurs reprises dans
la suite de ce texte. On les récapitule ici une fois pour toute. La lettre X désigne une
variété complexe lisse et sauf mention du contraire, M désigne un objet de D?_(Dx).
On dira que M est régulier si ses modules de cohomologie sont réguliers. Enfin, on
notera car M la variété caractéristique de M.

1.1. Notons DR : D} ,(Dx) — DYX,C) le foncteur de De Rham et désignons
par S : D? (Dx) — D2%X,C) le foncteur solution. On rappelle que si My, Ms €
D! (Dx), on a suivant [KK81, 1.4.3] une identification canonique

S(M; X M) =5 S(M;) K S(My)

1.2. Pour tout morphisme f : ¥ — X avec Y variété complexe lisse, on note
ft: Db (Dx) — D (Dy) et fy : Db (Dy) — D (Dx) les foncteurs image
inverse et image directe pour les D-modules. On notera fT pour f*[dimY — dim X].

1.3. Pour tout sous-espace analytique fermé Z de X, on note iz : Z — X linclu-
sion canonique. Suivant [MTO04, IV], on dispose du triangle de cohomologie locale
algébrique

(1.3.1) RT(yM —— M —— RM(+Z) ——

Il s’agit d’un triangle distingué de D}b101 (Dx). Dans ce triangle, le complexe RI'[; M
est la cohomologie locale algébrique de M le long de Z et RM(xZ) est la localisation
de M le long de Z.

Pour tout morphisme f : Y — X, on a un isomorphisme canonique de triangles
distingués [MT04, IV.4.1]

(1.3.2) fTRT 7 M M fTRM(xZ)
| | |
RL (g1 /T M frm R(f*M)(xf~1(2))
Si de plus Z est lisse, on a une identification canonique [MT04, IV.5.1]
(1.3.3) RT M 5 iz il M.
Lemme 1.3.4. — Soit M € D}blol(DX) a support contenu dans un sous-espace ana-

Iytique fermé Z de X. Alors on a RM(xZ) ~ 0.

Démonstration. — Sur le lieu de lissité de Z, le lemme 1.3.4 est une conséquence
immeédiate du théoréme de Kashiwara [HTTO0O, 1.6.1] et de la formule (1.3.3). Au-
trement dit, le complexe RM (*Z) est & support contenu dans le lieu singulier Z%&
de Z. Du fait de 'identité

RM(*Z) ~ R(RM(xZ)(xZ5™8))



4 J.-B. TEYSSIER

on est ramené & démontrer le lemme 1.3.4 pour RM(xZ) et le sous-espace Z518. En
raisonnant par récurrence descendante sur la dimension de Z, on voit qu’il suffit de
traiter le cas ot Z est un point, auquel cas on applique de nouveau le théoréme de
Kashiwara et la formule (1.3.3). O

On prendra garde que la cohomologie locale algébrique et la localisation ne com-
mutent pas & la dualité. Néanmoins, on a le

Corollaire 1.3.5. — Soit M € D} (Dx) et soit Z un sous-espace analytique fermé
de X. On a une identification canonique

RMY (xZ) = R(RM(x2))" (xZ)
Démonstration. — En appliquant le foncteur de dualité au triangle de cohomologie
locale (1.3.1), on obtient un triangle

(1.3.6) RM(xZ)" —— MY —— (RT iz M)¥ —

Puisque la dualité préserve le support, le complexe (RI'[;M)Y est & support contenu
dans Z. Par application du foncteur de localisation & (1.3.6), on obtient 1.3.5 immé-
diatement & partir de 1.3.4. O

1.4. Les foncteurs de cohomologie locale algébrique et localisation sont compatibles
au produit tensoriel externe. Soient X; et Xo deux variétés complexes. Pour i = 1, 2,
soit M; € D}b101 (Dx,) et soit Y; un sous-espace analytique de X;. On pose Z; = Y1 x X»
et Zo = X1 x Y. Alors d’aprés [MT04, IV.1], on a des identifications canoniques

R(./\/ll X Mg)(*Zl @] Zg) ~ RMl(*Yl) X R./\/lg(*YQ)
RF[Y1><Y2](M1 X ./\/lz) = Rr[yl]./\/h X RF[YQ]MQ

1.5. Si Z est un sous-espace analytique fermé de X, on pose
ity (M) i=iz.i, ' S(RM(x2))

C’est le faisceau d’irrégularité de M le long de Z. En appliquant Z'Z*ZElS a (1.3.1),
on voit qu’il s’insére dans le triangle distingué de D%(X, C)

(1.5.1) Trrly (M) —— iz.i; ' S(M) —— S(RT 71 M) ——
Notons OXTZ la formalisation de Ox le long de Z, et posons Ox |z := iglOX et

Qy = OXTZ/OX\Z’ alors d’aprés [Meb04, 3.4-4], le triangle (1.5.1) est isomorphe au
triangle

RHompy (M, Qz)[-1] — RHompy (M,Ox|z) — RHomp, (M’OXTZ) LN

Dans la suite, on notera S(M, O) pour RHomp, (M, O XTZ) quand aucune confusion

n’est & craindre quant au sous-espace Z choisi.
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1.6. La formation du faisceau d’irrégularité est compatible aux morphismes propres.
Soit en effet f : Y — X un morphisme propre entre variétés complexes lisses, et soit
Z un sous-espace analytique de X. Alors on a une identification canonique [Meb04,
3.6-6]

Ity (f4 M) [dim X] — Rf, It} —1 () (M) [dim V]

1.7. Si f:Y — X est un morphisme avec Y variété lisse, on dispose d'un mor-
phisme de comparaison canonique

CKyop o fTIS(M) — S(f*M)

appelé morphisme de Cauchy-Kowalevski. D’aprés [Kas71]|, il s’agit d’un isomor-
phisme si f est non-caractéristique pour M.

Dans le cas d'une immersion fermée iy : ¥ — X, l'analyse détaillée de CK;,
faite dans [MTO04, V 2.2] montre que CK,;, a est un isomorphisme si et seulement
si Irry (M) est nul.

1.8. On dira qu’un module holonome M est lisse si le support Supp(M) de M est
lisse équidimensionnel et si la variété caractéristique car M de M est égale au fibré
conormal de Supp(M) dans X.

Pour M € D! (Dx), il passe suivant [Meb04, 6.1-4] par tout point de X une
hypersurface Z telle que

(1) La trace de Z sur le support de M est de codimension 1 dans ce support 2).
(2) Les modules de cohomologie H* M sont lisses en dehors de Z.

(3) La dimension du support de RT'[7 M est strictement plus petite que la dimen-
sion du support de M.

1.9. Soit M € D! (Dx) et soit Z une hypersurface de X satisfaisant aux points (1)
et (2) de 1.8. Alors, on a suivant [Meb04, 4.3-16] le )

Théoréme 1.9.1. — Le complexe Irry; (M) est nul si et seulement si la dimension
de son support est strictement plus petite que dim Supp(M) — 1.

Mebkhout en déduit le corollaire important

Corollaire 1.9.2. — Dans les conditions de 1.9.1, le module M(xZ) est régulier.

2. Par dimension d’un sous-espace analytique, il faut entendre la dimension maximale des com-
posantes irréductibles de cet espace.

3. Stricto sensu, Mebkhout démontre 1.9.1 pour M module holonome, mais la généralisation au
cas d’un complexe est aisée. Poser N := @, H¥ M. On a par définition Supp N = Supp M. Par
hypothése, le support de Irr7, (M) est un fermé de Z de dimension < dim Supp(M) — 1. D’aprés
[Meb04, 4.2-4], la nullité de Irr}, (M) sur Pouvert complémentaire implique la nullité de Irr}, (V)
sur ce méme ouvert. On conclut alors en appliquant le critére fondamental de la régularité & N puis
en utilisant la suite spectrale d’hypercohomologie

ERY = HP Trrly (H™9IM) = HP 9 Trrl (M)
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1.10. Pour tout D¢ p-module holonome M, on notera M = (5@70 ®0¢,o M. D’apres
[Sab90, 6.3.1], on dispose d’une décomposition canonique

(1.10.1) M = M¢ o M
avec M™# régulier et M satisfaisant a MUT ~ M\irr(*O).

Lemme 1.10.2. — Supposons que M n’a pas de sections a support 0, et posons
N := H'RL (M. Alors on a

dim S (Vo < rg M(x0)™#

Démonstration. — On a la chaine d’isomorphismes

(1.10.3) S(N)o ~ SNV, )y ~ SN, 0)g ~ S(M, O)o[—1]
(1.10.4) ~ S(M™ 8, 0)o[~1] & S(M™, O)g[-1]
(1.10.5) ~ (M8, 0)o[~1]

(1.10.6) ~ S(M"E(x0) /M2, O),

ou (1.10.3) provient du fait que N est régulier et de ce que le complexe des solutions
formelles d’un module localisé est toujours nul (4), ol (1 10.4) provient de (1.10.1).
Enfin, (1.10.5) et (1.10. 6) proviennent de ce que M et ./\/lreg(*O) sont localisés.

Puisque le module ./\/lreg(*O)/Mreg est & support 0, il s’agit d’'une somme de m
copies du Dirac en 0. L’identification

S(N)o =~ S(M™8(x0) /M8, 0),

donne donc m = dim S'(A\)g. En particulier, 'entier dim S*(N)g est plus petit que
le cardinal de n’importe quelle famille ﬁ@yo—génératrice de /\//\lreg(*O).

Pour montrer 1.10.2, on est donc ramené & montrer quun C((x))-module différen-
tiel régulier M admet une famille ﬁcﬁo—génératrice de cardinal égal & son rang, noté
rg(M). Si (eq,... ,erg(M)) est une base de M sur laquelle 0, agit via une matrice
triangulaire supérieure & coefficients complexes, alors pour un entier n assez grand,
la famille des e;/2™,i =1,...,rg(M) convient. O

2. Réduction du théoréme 1 au théoréme 2

Le contenu de cette section est entiérement di a Mebkhout [Meb04, 7.3] et ne
prétend & aucune originalité. On adopte les notations de 'introduction.
L’observation principale de Mebkhout est la possibilité de factoriser le morphisme

4. Voir la preuve de [Sab90, 1.3.10]
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(0.0.1) de la fagon suivante

RHom(M;, M5) (41~)> DR(MY ®%, M>) (;ﬁ S(MY ®p, Mz)Y

RHMl,MZl l(3)

RHom(S(Mz), (M) = RHom(S(Mz), S(MY)") 75— (S(IMY) © S(Mz))"
Les isomorphismes (1) et (4) sont de nature purement formelle. Les isomorphismes
(2) et (5) proviennent du théoréme de dualité locale [MIN93]. Quant au morphisme
(3), il s’agit du morphisme dual du morphisme (3)V défini par la commutativité du
diagramme

CKiAX MY BMo

int S(MY B Msy) S(if (MY ’ My))

| |

S(MY) ® S(My) S(MY ®@% . Ms)

(3)Y

ou l'identification de gauche provient de 1.1.

En particulier, le morphisme de Riemann-Hilbert RH aq, a1, est un isomorphisme
si et seulement si le morphisme CK; Ay MYEM, €st un isomorphisme. D’aprés la dis-
cussion 1.7, le morphisme RH g, am, est donc un isomorphisme si et seulement si
Irra (MY B M3) est nul, et on a la réduction promise.

3. Quelques propriétés de l’irrégularité diagonale

3.1. Irrégularités diagonale et ponctuelle. — Soit X une variété complexe lisse
et soient M1, My € Db (Dx). On se donne un point z € X. On dispose du triangle
de cohomologie locale

RU[a ) RIMiBIM:) (x(2, 7)) — R(MiWMo)(x(z, ) — R(M1BMy)(+Ax) —
Or on a par (1.3.3)
RU(a ) R(My B M) (x(2, 7)) =~ iay4in  R(My B Ma)(x(z, 2))[— dim X]
~ iAx-l-R(izX (./\/11 X ./\/12))(*1‘)[— dlmX]
~ i+ R(M1 ®%, Mo)(+z)[— dim X]

Par compatibilité du foncteur solution avec I'image directe [HTTO00, 4.2.5], on en
déduit ) une identification canonique dans D%(X, C)

S(RT[ax) R(M1 B My)(+(2,2))) = iaS(R(M1 ©5, Mz)(xx))

5. Prendre garde aux décalages qui s’introduisent dans [HTTOO, 4.2.5] pour le foncteur des
solutions du fait de [HT'TO0O, 4.2.1]. Utiliser aussi la formule S(M[— dim X]) = S(M)[dim X].
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Par application du foncteur solution au triangle de cohomologie locale précédent puis
par prise des germes en (z, ), on obtient un triangle distingué de complexes d’espaces
vectoriels & cohomologie bornée et de dimension finie

(3.1.1)
Irr*AX (MK M2)(g,z) — Irrz‘zﬁz)(Ml X Ms) —— Irrs (M ®H(5X My) +_1>

3.2. Le complexe Irrzﬁmlym)(Ml X Mj3).— Dans ce paragraphe, on se donne des
variétés complexes lisses X7 et Xs, ainsi que des points z; € X7 et x5 € X5. Enfin
pour 7 = 1,2, on se donne un complexe M; € D{)lol(DXi)'

D’aprés 1.4, on a

RF[(IhIZ)] (M1 K Msy) ~ RF[Il]Ml X RF[IZ]MQ
Par application du foncteur solution au triangle de cohomologie locale

Rr[(ml,mg)] (Ml X M2) > Ml X MQ E— R(Ml X Mg)(*(xl, :CQ)) —>+1

le point 1.1 donne un triangle distingué de D%(z; x 2, C)
(3.2.1)

Irrzml,xg)(MlgMQ) — S(M1)$1®S(M2)z2 — S(RF[zl]Ml)zl®S(RF[I2]M2)$2 +_1)

3.3. Compatibilité avec la restriction non-caractéristique. — Soit X une
variété complexe lisse et soit M € D?_(Dx). On se donne une sous-variété lisse X’
de X, ainsi qu’une sous-variété lisse Z de X telle que Z’ := Z N X’ est lisse. On a en
particulier un diagramme cartésien

(3.3.1) 7' —— 7

v .
lz/l l’bz

X/—)X

X

Montrons la

Proposition 3.3.2. — Si X' est non-caractéristiqgue pour M, et si Z' est non ca-
ractéristique pour i}'M, alors on a une identification canonique

Irryy, (i% M) 5 iy, i, vl (M)

Démonstration. — Par application de iy,,i%7,'S a 'isomorphisme de triangles (1.3.2),
on obtient un isomorphisme de triangles

U5 S(i% RM(%Z)) —— 0,15, S (1% M) —— il5,i%, S (% RT 7))

I I I

Iy, (i% M) ——— ily,,i'% S (i% M) —— iy, i, S(RT 7)i % M)
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Or le morphisme de Cauchy-Kowalevski induit par fonctorialité un morphisme de
triangles

i S(RM(x2)) — i S(M) —— i S(RT (M)

lCKX/’RM(*Z) lCKX,’M lCKX,VRF[Z](M)
S(i% RM(xZ)) — S(i%, M) —— S(i%, RT|71(M))

Par application de i’Z/*z"Zil, on en déduit un morphisme de triangles
(3.3.3)

ilyrigt S(RM(%Z)) ——— ity iyt S(M) ——— iy, i 5 S(RL2(M))

| | l

iy i S(i% RM(x 2)) — iy, i, S (it M) —— il i, S(i% RT [ 71(M))

Or
iy it S(RM(x2)) = iy i i z4i ' S(RM(x2)) = iy iy Trrsy (M)
ol la premiére identification provient simplement de Z’ C Z.

On est donc ramené & montrer que le morphisme vertical le plus & gauche de (3.3.3)
est un isomorphisme. Il suffit pour cela de voir que CKxs aq et CKX/,RF[Z](M) sont
des isomorphismes.

Pour CK x/ a1, cela provient de 'hypothése que X' est non caractéristique pour M.
D’apres 1.7, on sait que ’obstruction a ce que CKX’,RF[Z](M) soit un isomorphisme
réside dans la non-nullité de Irr, (RI'z)(M)). Or d’aprés (1.3.3), on a

RT(7j(M) ~ iz4 i M[— codimx Z]

Par compatibilité de l'irrégularité avec les morphismes propres [Meb04, 3.6-6], on en
déduit

(3.3.4) Irr’, (RT 71 (M)) ~ iz, Irry, (i 5 M)
Le membre de droite de (3.3.4) est nul du fait de ’hypothése que Z’ est non caracté-
ristique pour z}/\/l D’ou la proposition 3.3.2. O

On en déduit le

Corollaire 3.3.5. — Si My, Ms € Dﬁol(Dx), et si X' désigne une sous-variété lisse
de X non-caractéristique pour My, Ms et My ®](L9X Mo, alors on a un isomorphisme
canonique

Irrp (i My Ri%, M) — i’AX,*i;; Ity (Mg B M)
Démonstration. — Du fait de la formule [MT04, 4.3]
car(M; K My) = car(My) x car(Mas)
la sous-variété X’ x X’ de X x X est non-caractéristique pour M; X Ms. Or on a

’L'XX (M1 X Mg) ~ My ®%X Mo
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ou l'on a implicitement identifié Ay et X. A travers cette identification, Ax, =
Ax N (X’ x X') correspond & X'. Par hypothése, Ax/ est donc non-caractéristique
pour ZZX (M1 X My). Il suffit alors d’appliquer 3.3.2. O

4. Amplitude de l’irrégularité diagonale dans le cas de modules a
support une courbe

4.1. Dans tout ce qui suit, on notera d la dimension de X. On se donne des Dx-
modules holonomes M7, My & supports contenus dans une courbe C' et supposés
réguliers en dehors d’un point zg € C. On note C1,...,C, les composantes irréduc-
tibles de C.

Soit D une hypersurface de X passant par xp et ne contenant aucune des Cj.
Notons 51, ey E'n les composantes connexes de la normalisation C deC. Chaque 5'1-
s’envoie bijectivement sur une composante irréductible de C. On~n0te T; € @ le point
de C; s’envoyant sur 9. On a C' x C' = | |C; x Cj. On note p : C' — X la composée
de la projection C —» C et de l'inclusion C < X.

Puisque p est propre, on sait d’aprés [Meb04, 3.6-4] que pour ¢ = 1,2 on a

(p+p" M) (xD) ~ po [(pT M;) (xp™ 1 (D))] ~ p1pt (M;(xD))

D’autre part, p induit une immersion fermée en dehors de p~!(zg). Par théoréme de
Kashiwara [HTTOO, 1.6.1], adjonction canonique [Meb89, 7.1]

pipM; — M;

induit un isomorphisme en dehors de zg. Son cone est donc & support xg. D’aprés
1.3.4, on en déduit une identification

(4.1.1) P+ (Mi(+D)) = M, (+D)

Toujours par théoréme de Kashiwara, on sait que pour k # 0, le module H*ptM;
est & support dans p~!(zp). On en déduit que pf(M;(xD)) ~ (pfM;)(xp~ (x0))
est concentré en degré 0. Autrement dit, il s’agit d’un module holonome. On note
M, j(xx;) la restriction de p'(M;(xD)) a C; et irr;; le nombre d’irrégularité de
M, j(xxz;) en ;. On pose aussi

n
irr; := g irr; ;
j=1

Notons enfin § le module Dirac en xg. Il s’agit d’un module régulier. Le but de cette
section est de montrer la

Proposition 4.1.2. — Le complexe Irr (M1 X My) est concentré en degrés 2d — 1
et 2d.
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4.2. Calcul de Irr (6 ®M3). — En appliquant Irrjy  au triangle distingué
0 — 0 RI'pyMy — SR My — SR My (xD) — 0
on obtient une identification
Irrp (6 I My) ~ Trry (0 X Mo (D))

On est donc ramené & calculer Irr (6 ) My (xD)). Or puisque § @ Ma(xD) ~ 0,
le triangle (3.1.1) donne une identification

Irry (6 M2 (%D)) (20,20) = IT(40 2y (6 B Ma(xD))
Puisque D passe par zg, on a
Rf[mo] (MQ(*D)) =~ RF[ZO]RF[D] (MQ(*D)) ~0
Le triangle (3.3.1) donne donc une identification
1170008 0 Ma(+D) = 8(8)2, © S(Ma(+D))a,

Or par compatibilité du foncteur solution avec I'image directe propre [HTTOO, 4.2.5],
I'identification (4.1.1) donne

S(M2(+D))zy = S(p+p' (M2(+D)))a,
=~ (pS(p' (M2 (+D))))zo[1 — d]

~ @BS(Moj(x2)))a; 1 — d]
j=1
On a ainsi obtenu le

Lemme 4.2.1. — Le complexe Irry (6 B M2)(5,.2,) €st concentré en degré 2d et on

a
dimH* Irry, (0K M2)(2o,z0) = 1TT2

4.3. Calcul de Irrp , (M1 (xD)XIM3(xD)). — D’apreés 1’ identification (4.1.1) pour
1=1,2,0on a

Iy (M1 (+D) B M3(+D)) = Irrx  (p4p (M1 (xD)) B p1p! (M2 (+D)))

~ Ty ((p % p)+ (T (M (D)) KpT (M2 (xD))))
ou le second isomorphisme provient de [HTTO00, 1.5.30]. Par compatibilité 1.6 de
Iirrégularité avec I'image directe propre, il vient
i (M (D) K Mz (+D)) = (p x p). Iy, (p (M (D)) Bp! (M2(xD)))[2 — 2d]
o on a noté A’y pour (p x p) ' (Ax). Donc Irr} (M (+D) KMy (%D)) (44,20) iden-
tifie &
F Iy, e,y (M () B Mz, (525)) (o, 2 — 2d]

Il y a deux cas( ZIypj())ssibles :

(1) sii# j, ona (C; x Cj) N Ay = (24, 2;).

(2) sii=j,ona (C;xCy)NAY = Ag,
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Dans le premier cas, le triangle (3.2.1) donne

(4.3.1) Trr(y, o) (Mui(eas) B Mo (525)) (24,0,) = SIM1i(+24))a, ® S(Maj(x25))a,

En particulier, le membre de gauche de (4.3.1) est concentré en degré 2 et on a
dim H? vy, o (Mui(xa) B Mo (525)) (2, 2;) = 71, irT2, 5

Dans le second cas, on observe que la diagonale A~ est une hypersurface de 51 X @

C;
Par théoréme de perversité de Mebkhout [Meb90, 2.1.6], on en déduit que le complexe

II‘I‘Z@_ (./\/1171'(*,%1') X Mg,l(*l'l))

est pervers. Puisqu’il est nul en dehors de (z;, z;), il s’agit d’un faisceau gratte-ciel
concentré en degré 2. Le triangle (3.1.1) donne

dim H? Irrzé_ (Mai(kxi) IMa i (k2:)) = irry; irrg ; +irry, (M (x20) ®o, Ma,i(*2i))

On en déduit le

Lemme 4.3.2. — Le complexe Irry  (My(xD) X My(xD)) est concentré en degré
2d, et on a

dim H?* Irr}y (M (*D) & My (xD)) = irry irry JrZirrmi (Mui(xxi) @0, Mo i(xx;))

i=1

4.4. Preuve de 4.1.2. — Notons C; := RI'[pjM;. 1l s’agit d’'un complexe n’ayant
que du H° et du H!, avec HC; et H'C; a support . Les triangles de cohomologie
locale

(4.4.1) Ci —— M; —— M;(xD) ——
pour ¢ = 1,2 fournissent un diagramme
(4.4.2) CiXCy—m 3 MKy —>M1(*D)IECQ

| | |

C1|EM24>M1@M24>M1(*D)|EM2

l | |



SUR UNE CARACTERISATION DES D-MODULES HOLONOMES REGULIERS 13

a lignes et colonnes distinguées. Par application de Irrj , , on obtient un digramme
(4.4.3)

0 Irrp (M R Cy) ¢———— DIt (M (xD) K Cy)

T T T

Irry  (C1 ® My) ¢——Trr}y (M1 I My) ¢———Tirp (M (xD) K M3)

| T T

Irr;  (Ct ® My (D)) ¢—— Irrpy , (M1 My (xD)) «—— Trrjy  (M1(xD) K’ Ms(xD))

Pour démontrer la proposition 4.1.2, il suffit donc de démontrer que Irry  (C; X Mb)
et Irrjy , (M1 (xD) X My) sont concentrés en degrés 2d — 1 et 2d.

Traitons le cas du complexe Irry  (C; X My). D’aprés 4.2.1, la suite spectrale
d’hypercohomologie

(4.4.4) B =HPIrrp  (H79C1) R M) = HPTa Irra  (C1 X My)

n’a que les termes E22d’_1 et E22d’O pour termes éventuellement non nuls. La suite
spectrale (4.4.4) dégénére donc en page 2, et on en déduit que Irry  (C; B My) est
concentré en degrés 2d — 1 et 2d.

Pour le complexe Irrj  (My(*D) X Ms), on observe en contemplant (4.4.3) qu'il
suffit de montrer que Irry (M1 (*D)KCy) et Irry (M1 (xD)R My (D)) sont concen-
trés en degrés 2d — 1 et 2d. Pour Irrjy (M1 (D)X Cy), il s’agit par symétrie du méme
argument que pour Irrjy  (Cy ¥ My). Pour Irry , (M1 (xD) X M (xD)), cela découle
de 4.3.2.

Notons N := ’HORF[D]MZ-. C’est un sous-module de M; & support zg. On a le

Corollaire 4.4.5. — Dans les conditions de 4.1, la nullité de Irry (M K M)
entraine la nullité de Irry  (M1/N1 K My).

Démonstration. — On a une suite exacte
0— N — My — Mi/N1 —0
On en déduit une suite exacte
0 — N KMy — My RMy — My /N1 KMy —0
D’ott un triangle distingué
Iy (M /N R Ms) — Tirh (M B M) — Trr (M B Ma) 5
Alors on a par hypothése
Iy (M /NG B’ M) o= Ty (V7 &) M) 1]

D’aprés 4.1.2, on sait que Irry (M1 /N1 K My) et Irry (N1 B Msy) sont concentrés
en degrés 2d — 1 et 2d. On a donc

HXM el (Mo /N R M) ~ 722 Ty (V) ’I M) ~ 0
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et

H2* el (M /NG B M) ~ H* 7 ey (N B M)
Pour démontrer 4.4.5, il suffit donc de montrer que Irry  (N; KMs) est concentré en
degré 2d. C’est bien le cas d’aprés 4.2.1. O

5. Preuve du théoréme 2

On va raisonner par récurrence sur la dimension d de X.

5.1. Le cas d’une courbe. — Pour les besoins de la preuve, on va démontrer dans
le cas d’une courbe un énoncé sensiblement plus général que le théoréme 2, & savoir
la

Proposition 5.1.1. — Soient M7 et My des modules holonomes définis sur un voi-
sinage de 0 € C et supposés lisses en dehors de 0. On suppose que

II’I‘*AX (Ml X Mg) ~0
Alors My ou My est régulier.

Démonstration. — D’aprés 4.4.5, on peut supposer que M et My n’ont pas de sec-
tions a support 0. Si pour i = 1,2 on pose N; = H' R['[p)(M;), on a une suite exacte
(5.1.2) 0— M; — M;(*xD) — N; — 0

Le complexe S(N;)o est concentré en degré 1, et par perversité des solutions d’un
module holonome, le complexe S(M;)y est concentré en degrés 0 et 1. D’autre part,
S(M; (D))o est concentré en degré 1, et par définition dim S*(M;(xD))g = irr;. On
posera m; = dim S°(M,)o, p; = dim S*(M;)o, n; = dim ST(N;)o.
La suite exacte longue associée au triangle distingué
SWi)o — S(Mi(xD))o — S(Mi)o =
s’écrit donc
(5.1.3) 0 — S%(M;)g — S (Ni)o — ST (M;(xD))g — S'(M;)o — 0
et donne les relations
(5.1.4) m; —n; +irr; —p; =0
D’aprés (3.1.1), on a par hypothése
(5.1.5) Irr{y o) (M1 B My) ~ Trry (M @6, Ma)
Or lirrégularité en 0 de M; ®I(LOC My est aussi lirrégularité en 0 du complexe
M (x0) @@, Ma(x0). Puisque chacun des M;(x0) est plat sur Og, on a
(5.1.6) M (x0) @, Ma(x0) ~ M (x0) ©o, Ms(x0)

et alors le membre de gauche de (5.1.6) est concentré en degré 0. On en déduit que
Irrg (M ®, Ma) et par suite Irr(, 0y (M1 B Mz) est concentré en degré 1.
En particulier le triangle (3.2.1) donne

(5.1.7) H? Irr(g o) (M1 B Mz) ~ S' (M) ®SH(Maz)o~0
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Dans la suite, on peut donc supposer que S'(M;i)g ~ 0, & savoir 1 = 0.
Le triangle (3.2.1) donne aussi une suite exacte

0o—— SO(Ml)o [029] SO(MQ)O —_— SO(./\G)() ® SO(NQ)O j

[% HL Irf(ko,o) (Ml X Mg) — SO(Ml)O 02y Sl(M2)0 —0

d’ot la relation
dim H! Irr?oyo) (M1 K Ms) = mqus + ning — myme
= mq (2 — ma) + ning
= ngirr; +ms irre
= ngirry; +nq irrg — irry irry
ou les deux derniéres égalités proviennent de (5.1.4). A Taide de (5.1.5), on obtient
Ng irry +nq irrg = irrq irrg + irrg (M7 (x0) ® My (*0))
D’apres (1.10.2), on a d’une part
ngirry +nj irry < rg;./\//l\2(>f<0)reg irr, + rg./\//l\l(*())reg irry
Comme l'irrégularité est un invariant de nature formelle, on a d’autre part
irrg(Mi (%0) @ Mo (x0))
= irro (M (x0) ® Ma(x0))
= irmo (M1 (+0)"°8 & M1 (+0)'™) © (Ma(x0)"°® & M (+0)™))
> irro(./T/l\l(*O)reg ® ./T/l\g(*())i”) + irrg (./\//1\1(>f<0)irr ® /T/l\z(*())reg)
=rg /T/l\g(*O)reg irry +rg /T/l\l (x0)"°® irro
On en déduit que irry; ou irrg doit étre nul, ce qui conclut la preuve de 5.1.1. O
5.2. Reégularité en dehors d’un ensemble discret. — On sait qu’en dehors d’un
ensemble discret de points de X passe une hypersurface lisse non caractéristique pour

Met M ®%X MY . Soit Z une telle hypersurface. D’aprés 3.3.5 et la commutation de
la dualité avec 'image inverse non caractéristique [HTTO0, 2.7.1], on a

It ((ifM)Y RifM) ~0

Par hypothése de récurrence, il vient que zJZrM est régulier. D’apreés 3.3.2, on en déduit
pour tout point x € Z
Irri (M) ~ Irrk (i M) ~ 0
Puisque la régularité se teste ponctuellement [Meb04, 6.2-6], on en déduit que M
est régulier sur le complémentaire d’un ensemble discret de points de X.
Dans la suite, on peut ainsi supposer que M (et donc MVY) est régulier en dehors
d’un point zg de X.
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5.3. Réduction au cas a support une courbe. — Le but de ce paragraphe est
de montrer la

Proposition 5.3.1. — Il existe une courbe C passant par xo avec RM(xC) régu-
lier(©®) et
Irr;  (RTjepMY K RL (g M) ~ 0

Démonstration. — Supposons que sur un voisinage de g, le support de M est contenu
dans une courbe C. Alors il en est de méme pour Supp MY, et donc d’aprés 1.3.4 on
a M(xC) ~ MY (xC) ~ 0 et en particulier RI'j¢tM ~ M et RI'j¢gMY ~ MY . Les
conclusions de 5.3.1 sont donc automatiquement vérifiées.

Supposons que par xg passe une composante de Supp M de dimension au moins 2.
Posons Zyg = X. On se donne une hypersurface Z; de X comme en 1.8 pour MY & M
et passant par xo. D’aprés 5.2, 'irrégularité Irr’, (MY & M) est nulle en dehors de z.
Le critére fondamental de la régularité 1.9.2 stipule que (MY @& M)(xZ1) est régulier.

Supposons donc construites des hypersurfaces Zi,..., Zx de X passant par z( et
telles que pour tout 1 < i < k, dans les triangles de cohomologie locale (7)

(5.3.2) RT(z)(MY & M) — Rz, j(MY®&M)— RT(z, (MY & M)(xZ;)

le terme de gauche a un support de dimension strictement plus petite que la dimension
du support du terme central, et le terme de droite est régulier. Une telle hypersurface
Z; pour i > 1 peut toujours &tre construite suivant le raisonnement précédent tant
que Supp RT'[z,, (MY ® M) a une composante de dimension au moins 2 passant par
Zo. On peut donc supposer que 'entier k est tel que la dimension des composantes de
Supp RI'z,,1(MY & M) passant par xo est < 1.

Par construction des Z;, les triangles

(533) RF[Zh]M — RF[Zh.il]M — RF[leil]M(*Zl)
et
(5.3.4) RF[ZH]MV — RF[ZHA]MV — RF[ZlFl]MV(*Zi)

satisfont aux hypothéses du lemme 6.1.1. On en déduit de proche en proche
Irr*AX (RF[ZUC]MV X RF[ZM]M) ~0
Considérons une courbe C' C Zy, contenant le support de RT'(z,,j(MY @ M). D’aprés
1.34,0n a
Rz, )M ~ RT[cyM et RD|z MY ~ R (cjMY
Il vient ainsi
Irr;  (RTjepMY K RL(gpM) ~ 0
Pour montrer 5.3.1, il reste & montrer que RM(xC') est régulier. Pour ¢ = 1,...,k
Iinclusion C' C Z; donne que le triangle de cohomologie locale pour le complexe
RI'z,,_,jRM(+C) et 'hypersurface Z; s’écrit

(5.35) RT(z, RM(+C) — RT(z,,_|RM(C) — RTz,  M(xZ;) ——

6. En particulier, RMVY (xC) est régulier d’aprés 1.3.5.
7. On note ici et dans la suite Z1; pour Z1 N---N Z;.
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En particulier, le troisiéme terme de (5.3.5) est régulier. On voit de proche en
proche que pour montrer que RM(*C) est régulier, il suffit de montrer que
RT(z,,)RM(xC) ~ R(RT(z,,1M)(xC) ~ 0 est régulier, ce qui est bien le cas. O

Comme conséquence de 5.3.1, on voit en utilisant les triangles (5.3.3) et (5.3.4) que
le théoreme 2 découle du

Théoréme 5.3.6. — Soit M € D} (Dx) supposé régulier en dehors de xq. Soit C
une courbe passant par xo pour laquelle RM(xC) est régulier. On suppose de plus que

Irr*AX (RF[C]MV X RF[C]M) ~0
Alors, le complexe RF[C]MV ou le compleze RI'|c)M est régulier.
5.4. Elimination des composantes non pertinentes de C. — Dans la suite,

on posera My := RF[C]MV, Mo = RF[C]M et on utilisera librement les notations
de 4.1 pour My et Ms. On a par hypothése

(541) II’I‘*AX (Ml X Mg) ~0
On dispose pour tout i et pour £ = 1,2 d’un morphisme d’adjonction
(5.4.2) pep H My, — HIM,,

qui est un isomorphisme en dehors de xy. En particulier le noyau et le conoyau de
(5.4.2) sont & support . Notons My, ;; la restriction de pTH! M}, a la composante 6’1
de C et faisons I'hypothése que les Mj ; ,, sont réguliers pour tout ¢. On va montrer
qu’alors M vérifie les conditions de 5.3.6 avec C remplacée par C' := C;U---UC,,_1.
Cela revient & montrer la

Proposition 5.4.3. — Le complexe RM(xC") est réqulier, et on a

(5.4.4) Ity (RTjcqMY B RL(cqgM) ~ 0
Démonstration. — Par application du foncteur de localisation le long de C’ au tri-
angle

RT((jM —— M —— RM(+C) ——

on obtient avec les notations qui précédent un triangle

RMy(+C") —— RM(+C") —— RM(xC) —

dont le dernier terme est régulier. Pour montrer que RM (xC”) est régulier, il suffit
donc de montrer que RMo(xC") est régulier. On déduit de la suite spectrale

HI R(H'Ms)(xC") = H'TT RMy(xC")

qu’il suffit pour cela de montrer que les R(H!M3)(*C") sont réguliers.
Or en appliquant le foncteur de localisation le long de C’ a (5.4.2), on obtient un
isomorphisme

(5.4.5) R(pep" HIM3)(+C") =5 R(H! M) (xC")
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11 suffit donc de montrer que le terme de gauche de (5.4.5) est régulier. Par propreté
de p, on a d’aprés [Meb04, 3.6-4]

R(p+p"H M) (+C") = p [R(p"H'Ma) (xp~ 1 (C"))]

donc par préservation de la régularité par image directe, il suffit de montrer que
R(ptHi Ma)(+p~1(C")) est régulier. Or on ap~(C") = C1U---UCyh_1U{zy}, donc le
complexe R(pTH My)(+p~1(C")) est & support C,. En particulier, il est régulier si et
seulement si sa restriction a E'n Pest. Or cette restriction est justement Moy ; , (*2y,)
qui est régulier par hypothése. La régularité de RM (xC") est donc prouvée. D’aprés
1.3.5, le complexe RMY (xC") est régulier. En particulier, RM;(xC") et RMa(xC")
sont réguliers.
Dans les triangles

RTcqMY —— My —— RM, (xC") —
et
RT oM —— My —— RM(+C") ——
on sait donc que RM;(xC") et RM3(*C") sont réguliers. Or
RUcnM @, RM;(xC') ~ 0
et
RIjcqMY @ RMy(xC') ~ 0
L’annulation (5.4.4) est donc une conséquence de (5.4.1) et 6.1.1. O

Si Mg ;; est régulier pour tout entier ¢ et [, alors par préservation de la régularité
par image directe on obtient que p, pfH? M, est régulier pour tout 7. Puisque le noyau
et le conoyau de (5.4.2) sont & support zg, il vient que H: My est régulier pour tout
1 et alors My est régulier et le théoréme 5.3.6 est acquis.

Sinon d’aprés la proposition 5.4.3, on peut supposer que pour toute composante
C; de C, il existe un entier ¢; avec My ;,; non régulier.

De la méme facon, si M ;; est régulier pour tout entier ¢ et I, le théoréme 5.3.6
est acquis. Dans le cas contraire, et quitte a retirer de nouveau certaines composantes
& C, on peut supposer que pour tout [, il existe un entier j; avec M j ; non régulier.

5.5. Réduction du théoréme 5.3.6 au cas de la dimension 1.— On commence
par le

Lemme 5.5.1. — Pour tout couple d’entiers (i,7), on a annulation

(5.5.2) Ity (H'My RHIMs) ~ 0

Démonstration. — Du fait de l'identification

HI(ML B M) ~ @ H My RHI M,

i+j=q
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La proposition 4.1.2 implique que les termes E5? éventuellement non nuls de la suite
spectrale

(5.5.3) EY? = HPIrry (HY( My K My)) = HPTIrp (M K My)

sont situés sur les droites p = 2d — 1 et p = 2d. Ainsi, (5.5.3) dégénére en page 2. En
particulier pour ¢ et j fixés, les espaces

HA I (HIMERHIM) et H2 el (HMy BHIM,)

sont des sous-quotients des HP T Trry , (M1 X My). On en déduit que (5.4.1) entraine
les annulations (5.5.2). O

En particulier pour tout entier [, on a
It} (H My RH My) ~ 0

avec My ;1 et Ma j,; non réguliers.
On se donne une hypersurface D de X passant par xy et ne contenant aucune
composante irréductible de C. Par application de p' au triangle de cohomologie locale

. . ; 1
RF[D]H”./\/Il —— H"M; —— H* M1 (xD) +—)
on obtient un triangle dont la restriction & la composante 51 de C sécrit

(5.5.4) RL [ My g0 —— My 0 —— My i(xx) _*,
En particulier, on a
HORF[IL]ML'LL,I ~ (HOPTRF[D]H“MQ@
~ (HopTHORF[D]H“Ml)@
~ (pTHORF[D]H“Mﬂ@

ou la seconde identification provient de ce que les termes éventuellement non nuls de
la suite spectrale

qu = /prTlHiqRF[D]/H“M1 - /HerquRF[D]/H“M1

sont d’aprés 6.2.1 les termes ES’O et Eg’fl, et ol la derniére identification provient
aussi de 6.2.1. On en déduit

(pT(H" Mu /HORT [ pyH" M1)) e, = (PTH" My [pTHORT [ pyH" Ma) g,
~ My, 1/ HORT (5 M1,
En particulier, le module (p'(#" M1/H°RT p/H"M1)) g, est nécessairement irrégu-
lier, car dans le cas contraire le triangle (5.5.4) montre que My ;, i(*x;) est régulier,
d’ott on déduit que M, ; est régulier, ce qui est exclu par hypothése. En faisant

de méme avec H7* Ms et en utilisant 4.4.5, on a ainsi obtenu en prenant ! = 1 deux
modules holonomes de nouveau notés My et My par abus et vérifiant

1) pour k£ = 1,2 la fleche My — My (xD) est injective.
(1) p ) Y
2) pour k = 1,2 le module (pf M) ~ est irrégulier.

|C1
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(3) Irrp , (M1 I Ms) ~ 0.

On va montrer que la condition (2) est contradictoire avec (1) et (3). On a pour
k = 1,2 une suite exacte

(5.5.5) 0 — My — Myp(xD) — N, — 0

avec N} & support zg. En particulier, il s’agit d’une somme d’un nombre fini de
copies du Dirac 6 en xg. On sait donc d’aprés 6.2.1 que pf A} est concentré en degré
0. Puisque c’est aussi le cas de pf (My(xD)), il vient que pf M}, est concentré en degré
0. D’autre part, le morphisme p étant fini, le foncteur p; est exact. Par application
de p.p' a la suite exacte courte (5.5.5), on en déduit que p,pf My est concentré en
degré 0 et que le morphisme supérieur du carré

(5.5.6) p4pT My —— pypl (M (xD))

l I

Me——— My («D)

est une injection, Iisomorphisme de droite provenant de (4.1.1). En particulier, le
morphisme d’adjonction p,pf My — M, est injectif. Comme par théoréme de Ka-
shiwara, il s’agit d’un isomorphisme en dehors de xg, son conoyau noté Ky est une
somme d’un nombre fini de copies de §.

Par application de Irry , au diagramme

(5.5.7) prpt My R pypf My —— My Rpipt My —— K1 Kipipi Mo

| | |

pipt MR My ————— MR My ——— K K M,
p+pTM1 X ICQ _— Ml X ICQ _— IC1 X ICQ
on obtient un diagramme
Irrp (p+pT My K pypf My) +— Irry (M X pypfMy) +— Irry (K1 X pypf M)

T | |

ey (p+pT My B M) 0 Iy (K1 B M)

T T T

It} | (p4pT M1 K Ky) +————Trrh (M) K Ky) +—0

appelé Diag dont on note Diag,, le terme placé en ligne a et colonne b.
D’aprés 4.1.2, les complexes intervenant dans Diag,; sont concentrés en degrés 2d
et 2d — 1. L’exactitude de la seconde ligne montre que Diagy; est concentré en degré
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2d — 1. On en déduit par exactitude de la premiére colonne que H2? Diag,, ~ 0.
Or par compatibilité 1.6 de 'irrégularité avec les morphismes propres, on a

Diag;; = (p X p)u It -1 (a0 (0T M1 R pTM2)[2 — 2d]
En particulier le complexe
Irrs (0T M), 6, B (0T M), ) oy, 2 — 2

est un facteur direct de (Diagy;)(zy,z0).- Comme par théoréme de perversité de Meb-
khout [Meb90, 2.1.6], I'irrégularité diagonale Irr _ ((pT./\/ll)‘é1 X (pTM2)|51) est un

dirac en (z1,21) concentré en degré 2, on déduit de I'annulation de H2¢ Diag;; que
(5.5.8) Iy, (P Mu) g, B (P M) ) ~ 0

D’aprés 5.1.1, ceci est contradictoire avec le fait que les modules (pJf./\/ll)lé1 et

(pT My) &, sont irréguliers.

6. Deux lemmes techniques

6.1. Dans ce paragraphe, on se donne une variété complexe X, un point x € X et
deux triangles de DY (Dx)

+1

My Mo M
et

Ny —— Ny —— Ny —
tels que
(1) M3 et N3 sont réguliers.
(2) Les complexes M3 ®£L9X N1 et My ®%X N3 sont réguliers.
(3) M3 et N3 sont localisés en x, a savoir Mg ~ RMs(*z) et N3 ~ RN3(*x).

On va montrer le

Lemme 6.1.1. — L’annulation Irrpy (Mo RN2) (o) = 0 équivaut & Uannulation
II‘I"*AX (./\/ll ‘ZNl)(z,z) ~0

Démonstration. — En appliquant Irrjy  au diagramme

Ml @/\/1 —)Mz &./\ﬂ —)./\/13 @/\/1

| | |

M @NQ — My IENQ—>M3 &NQ

| | |

M,y &Ng — My ®N3—>M3 &Ng
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on obtient par hypothése le diagramme a lignes et colonnes distinguées

Irrp (M IXlNl)(x,x) —— Tirjy (Mo IXlNl)(x,x) —— Tirjy (M3 leNl)(m,x)

T | |

II‘I‘*AX (M1 IEN2)(m,m) — II‘I‘*AX (M2 IEN2)(m,m) — II‘I'*AX (Mg x/\/‘g)(xyx)

| T T

II‘I"*AX (./\/ll &Ng)(zw) — II‘I"*AX (./\/lz &Ng)(zw) —0
Pour démontrer 6.1.1, il suffit de démontrer
II‘I“*AX(Mg ‘ZNl)(z,z) ~0 et II‘I“*AX(Ml &Ng)(zw) ~0

Par symétrie des hypothéses, il suffit de traiter la premiére annulation. Par hypothése,
on a

I (Mg @5 A7) = 0
Le triangle (3.1.1) donne donc une identification
It (M3 BN (2,2) = Trr(, ) (M3 KNG
Or M3 est localisé en x, donc le triangle (3.2.1) donne
Trr(, oy (Mz BNG) = S(M3), @ S(V),

Or on a
S(M3), = S(RMs(xx)), = It} (Ms3) ~ 0

donc le lemme 6.1.1 est prouvé. O

6.2. On se place dans les conditions géométriques du point 4.1, dont on adopte les
notations. On a le

Lemme 6.2.1. — Le complexe p'o est concentré en degré 0.

Démonstration. — Si i : xg — X désigne l'inclusion de zy dans X, le module § est
par définition i, C. Le diagramme

/

{1, 20} —— 1
li’ lz
C—"—X
étant cartésien, le théoréme de changement de base [HTTO00, 1.7.3] permet de voir
qu’on a une identification canonique
pld~i\ pTC

En particulier le complexe p'é est concentré en degré 0. O
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