
HAL Id: hal-00922905
https://hal.science/hal-00922905v1

Submitted on 31 Dec 2013 (v1), last revised 7 Apr 2014 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Déformations de C*-algèbres de Hopf
Etienne Blanchard

To cite this version:
Etienne Blanchard. Déformations de C*-algèbres de Hopf. Bull. Soc. Math. France, 1996, 124,
pp.141–215. �hal-00922905v1�

https://hal.science/hal-00922905v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


Déformations de C∗-algèbres de Hopf
Last update 11.11.12

Etienne Blanchard

Résumé : Etant donné un espace compact X, nous généralisons la notion d’unitaire multiplicatif in-
troduite par Baaj et Skandalis ([4]) au cadre des C(X)-modules hilbertiens et en étudions les propriétés
de continuité ([40]).

Nous associons alors à certaines déformations de C∗-algèbres de Hopf construites par Woronow-
icz ([51, 53]) des champs continus d’unitaires multiplicatifs et nous montrons que ces déformations
correspondent à des déformations topologiques.

Abstract: Given a compact Hausdorff space X, we generalize the notion of multiplicative unitary
introduced by Baaj and Skandalis ([4]) to the framework of Hilbert C(X)-modules and we study its
continuity properties ([40]).

We then associate to several deformations of Hopf C∗-algebras constructed by Woronowicz ([51,
53]) continuous fields of multiplicative unitaries and we prove that those deformations correspond to
topological deformations.

Classification A.M.S. : 46L05, 46M05, 16W30.

Avant propos

L’une des constructions de base de l’analyse harmonique est la transformation de Fourier:
elle associe à un groupe abélien le groupe abélien de ses caractères et permet d’étudier cette
correspondance auto-duale. Cette construction a été généralisée aux groupes localement com-
pacts. Mais dès que l’on sort du cadre commutatif, on est confronté au problème suivant:
l’objet dual d’un groupe (l’algèbre de convolution du groupe) n’est plus de même nature. Se
pose alors le problème de trouver des objets généralisant les structures des groupes ainsi que
celles des objets duaux.

C’est pourquoi a été introduite la notion d’algèbre de Hopf de la manière suivante: à un
groupe G (compact), on associe l’algèbre A des fonctions sur le groupe. La loi de multiplication
G × G −→ G induit un morphisme d’algèbres δ : A −→ A ⊗ A pour lequel l’associativité
s’exprime par le diagramme commutatif

A
δ

−→ A⊗Ayδ
yid⊗δ

A⊗A
δ⊗id
−→ A⊗A⊗A

On cherche donc des classes d’algèbres de Hopf pour lesquelles on peut étendre la dualité
précédente.

Dans le cadre topologique des algèbres d’opérateurs, cette dualité s’exprime à travers la
dualité de Takesaki. Elle a d’abord été démontrée pour les algèbres de von Neumann associées
à un groupe localement compact, puis étendue aux C∗-algèbres ([28, 47]). Dans [4, 43], Baaj et
Skandalis ont introduit la notion d’unitaire multiplicatif auquel on associe (sous des hypothèses
de “régularité”) deux C∗-algèbres de Hopf en dualité qui recouvrent la notion de “groupe
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quantique localement compact”. Notons que cette notion était plus ou moins sous-jacente
dans [19, 25].

Parallèlement ont été étudiées un certain nombre d’algèbres de Hopf dont les structures
plus riches sont proches de celles des groupes de Lie. Notons en particulier [15]: Drinfel’d
montre comment définir une quantification au-dessus de k[[h]] d’une algèbre de Poisson qui
préserve les structures d’algèbre de Hopf et l’applique aux algèbres enveloppantes de certains
groupes de Lie.

Dans [50], Woronowicz a défini la notion de pseudogroupe compact matriciel: le cadre
d’étude lui permet de regarder des déformations de groupes de Lie non plus au-dessus de
k[[h]] mais au-dessus de C0(X) où X est un espace localement compact ([51, 39]).

Il est montré dans [4] que les pseudogroupes compacts matriciels sont bien décrits par la
théorie des unitaires multiplicatifs. Notre but est d’étendre cette notion d’unitaire multiplicatif
au cadre des C(X)-modules hilbertiens de manière à recouvrir ces déformations topologiques
de groupes quantiques localement compacts et d’en étudier les propriétés.

Cet article s’organise de la manière suivante:
Dans le premier chapitre, nous définissons les C(X)-modules de Banach et nous précisons

la façon dont se déforment les fibres d’un tel module.
Nous étudions dans les second et troisième chapitres les C(X)-algèbres ([27]). Nous dé-

montrons l’équivalence entre un certain nombre de propriétés sur les C(X)-algèbres stellaires
qui caractérisent les champs continus séparables de C∗-algèbres; en particulier, tout champ
continu séparable de C∗-algèbres admet un champ continu de représentations fidèles dans un
C(X)-module hilbertien. Nous établissons ensuite des conditions suffisantes sous-lesquelles les
diverses notions de produit tensoriel de deux C(X)-algèbres au-dessus de C(X) que l’on peut
définir cöıncident (théorème 3.3).

Dans le quatrième chapitre, nous introduisons la notion de champ continu d’unitaires
multiplicatifs: étant donné un C(X)-module hilbertien E , un unitaire V ∈ L(E ⊗C(X) E) sera
dit multiplicatif s’il vérifie la relation pentagonale V12V13V23 = V23V12. Nous définissons ensuite
les structures adéquates de régularité et d’irréductibilité; si V est régulier, les algèbres S et Ŝ
sont des C(X)-algèbres munies de champs de coproduits et V est un multiplicateur du produit
tensoriel Ŝ ⊗C(X) S au dessus de C(X).

Dans le cinquième chapitre, nous rappelons la notion de moyennabilité pour un uni-
taire multiplicatif et nous montrons que si V appartenant à L(E ⊗C(X) E) est un champ
continu d’unitaires multiplicatifs tel que la fibre ιx(V ) ∈ L(Ex ⊗ Ex) au-dessus de x ∈ X
soit moyennable, alors le champ Ŝ est continu au point x (théorème 5.8). Cela nous permet
d’étendre à notre cadre les résultats de [40]: si A est un champ continu de C∗-algèbres muni
d’un champ de coactions d’un champ de C∗-algèbres de Hopf associé à un champ continu
d’unitaires multiplicatifs comoyennables, alors le champ des produits croisés est encore un
champ continu.

Dans le sixième chapitre, nous nous attachons à l’étude des champs continus d’unitaires
multiplicatifs de type compact. Nous classifions les champs continus d’unitaires multiplicatifs
de type compact réguliers et nous montrons en particulier que le système des mesures de Haar
associé à un champ continu de C∗-algèbres de Woronowicz est continu.

Dans le septième chapitre, nous appliquons ces résultats pour montrer que le champ des
SUµ(2) ([51]) et le champ de ses doubles quantiques ([39]) forment des champs continus de
C∗-algèbres de Hopf ([42, 6, 35]). Nous étudions par ailleurs une déformation du groupe ax+b
vers SUµ(2) et envisageons enfin le cas de la déformation Eµ(2) du groupe des déplacements
E2(C) ([53, 2]).
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1 Préliminaires

1.1 C∗-modules hilbertiens

Les définitions qui suivent ont été introduites par Paschke ([37]) et leur utilisation est
devenue systématique en K-théorie à partir des travaux de Kasparov ([26, 27] et aussi [8, 43]
ainsi que leurs références).

Définition 1.1 Un C∗-module préhilbertien sur une C∗-algèbre A est un A-module à droite
E muni d’un produit scalaire 〈 , 〉 à valeurs dans A tel que :

• 〈ξ, ηa〉 = 〈ξ, η〉a, (∀ξ, η ∈ E , a ∈ A)

• 〈η, ξ〉 = 〈ξ, η〉∗, (∀ξ, η ∈ E)

• 〈ξ, ξ〉 ≥ 0, (∀ξ ∈ E)

Si de plus E est séparé et complet pour la semi-norme ‖ξ‖ = ‖〈ξ, ξ〉‖
1

2 , on dira que E est
un A-module hilbertien.

Si E est un A-module hilbertien, on définit la C∗-algèbre L(E) des endomorphismes A-
linéaires T : E → E qui admettent un adjoint T ∗ : E → E tel que 〈Tξ1, ξ2〉 = 〈ξ1, T

∗ξ2〉 quels
que soient ξ1, ξ2 ∈ E .

Définissons pour ξ1, ξ2 dans E l’opérateur θξ1,ξ2 ∈ L(E) par la formule θξ1,ξ2(ξ) = ξ1〈ξ2, ξ〉.
L’espace vectoriel fermé K(E) engendré par ces opérateurs est appelé espace des opérateurs
compacts : c’est un idéal bilatère fermé de L(E) et l’algèbre des multiplicateurs de K(E) est
L(E) ([23] lemme 16).
Remarque : Si A = C, on notera aussi L(E) et K(E) les algèbres L(E) et K(E).

Soient A et B deux C∗-algèbres, E1 un A-module hilbertien, E2 un B-module hilbertien
et π : A→ L(E2) un homomorphisme de C∗-algèbres. On définit alors le B-module hilbertien
E1⊗πE2 (souvent noté E1⊗AE2) séparé complété du produit tensoriel algébrique E1⊗algE2 pour
la semi-norme associée au produit scalaire 〈ξ1 ⊗ ξ2, ζ1 ⊗ ζ2〉 = 〈ξ2, π(〈ξ1, ζ1〉)ζ2〉, (ξi, ζi ∈ Ei).

Lemme 1.2 Si π : A→ L(E2) est injective, l’application T 7→ T⊗1 de L(E1) dans L(E1 ⊗π E2)
est injective.

Démonstration :

Si l’image de T ∈ L(E1) dans L(E1 ⊗π E2) est nulle, alors quels que soient ξ1, η1 ∈ E1 et
ξ2, η2 ∈ E2, 〈η1 ⊗ η2, (T ⊗ 1)ξ1 ⊗ ξ2〉 = 〈η2, π(〈η1, T ξ1〉)ξ2〉 = 0, ce qui implique 〈η1, T ξ1〉 = 0
et donc T = 0. �

On dira que le B-module hilbertien E est dénombrablement engendré s’il existe un sous-
ensemble dénombrable Λ ⊂ E tel que le plus petit sous-module de E contenant Λ soit E .
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Lemme 1.3 Soit E un A-module hilbertien. Si ξ ∈ E, il existe un unique η ∈ E tel que
ξ = η〈η, η〉.

Démonstration :

Si l’on note ξ∗ ∈ K(E , A) l’élément qui à ζ ∈ E associe 〈ξ, ζ〉, l’opérateur auto-adjoint(
0 ξ∗

ξ 0

)
∈ K(A ⊕ E) anticommute à

(
1 0
0 −1

)
dans L(A⊕ E). Donc quelle que soit la

fonction continue impaire f : [−‖ξ‖, ‖ξ‖] → R, l’opérateur auto-adjoint f

(
0 ξ∗

ξ 0

)
anticom-

mute aussi à

(
1 0
0 −1

)
et est donc de la forme

(
0 η∗

η 0

)
où η ∈ E . On applique ce résultat

à la fonction f(x) = x1/3 pour conclure. �

1.2 C(X)-modules hilbertiens

Soient X un espace localement compact et C0(X) la C∗-algèbre des fonctions continues
sur X à valeurs dans C nulles à l’infini (on désignera aussi cette algèbre par C(X) si X est
compact) et définissons pour tout point x ∈ X le morphisme ex de C0(X) dans C d’évaluation
au point x.

Définition 1.4 Si E est un C0(X)-module hilbertien, on note ξx l’image de ξ ∈ E dans
l’espace de Hilbert Ex = E ⊗ex C et ιx(T ) = T ⊗ex 1 l’image de l’opérateur T ∈ L(E) dans
L(Ex).

D’après le théorème de stabilisation de Kasparov ([26] et [14] lemme 10.8.5), si le module
hilbertien E est dénombrablement engendré, on peut toujours supposer que E = P (H ⊗C C0(X))
où P est un projecteur de LC0(X) (H ⊗C C0(X)), H désignant l’espace de Hilbert séparable.
Par ailleurs, les éléments de H ⊗C C0(X) (appelés champs continus de vecteurs) sont ex-
actement les familles normiquement continues sur X et nulles à l’infini d’éléments de H.
Les éléments de L (H ⊗C C0(X)) sont les familles ∗-fortement continues sur X et bornées
d’opérateurs de L(H). De plus, un opérateur T ∈ L (H ⊗C C0(X)) appartient àK (H ⊗C C0(X))
si et seulement si Tx ∈ K(H) pour tout x ∈ X et l’application x 7→ ιx(T ) est normiquement
continue.

Remarque : Si E est le C([0, 1])-module hilbertien C([0, 1]) ⊕ C0([0, 1[) et T est l’unité de
L(E). L’application x 7→ ‖ιx(T )‖ est continue et ιx(T ) ∈ K(Ex) quel que soit x, mais T
n’appartient pas à K(E) puisqu’il admet une décomposition T = P +Q où P (ξ1 ⊕ ξ2) = ξ1 ⊕ 0
et Q(ξ1 ⊕ ξ2) = 0⊕ ξ2 (ξ1 ∈ C([0, 1]) et ξ2 ∈ C0([0, 1[)); l’opérateur P est compact tandis que
Q ne peut l’être puisque la norme de Q n’est pas continue en 1 : on a ‖ι1(Q)‖ = 0 et
‖ιx(Q)‖ = 1 pour x 6= 1.

Définition 1.5 Etant donnée une C∗-algèbre A, un A-module hilbertien E est dit plein si
l’idéal 〈E , E〉 engendré par les produits scalaires 〈ξ, η〉 est égal à A.

Lemme 1.6 Etant donné un espace localement compact X, un C0(X)-module hilbertien E est
plein si et seulement si Ex 6= 0 quel que soit x ∈ X.

Si de plus X est compact, il existe une famille finie η1, . . . , ηn d’éléments de E telle que
l’unité de C(X) s’écrive 1 =

∑
〈ηi, ηi〉.
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Démonstration :

Si x ∈ X vérifie Ex = 0, alors 〈E , E〉 est inclus dans l’idéal de C0(X) des fonctions nulles
au point x.

Réciproquement, si 〈E , E〉 est inclus dans l’idéal maximal des fonctions nulles au point
x ∈ X, alors ‖ξx‖

2 = 〈ξ, ξ〉(x) = 0 quel que soit ξ ∈ E .

Notons U(ξ) l’ouvert des x ∈ X tels que 〈ξ, ξ〉(x) > 0 pour ξ ∈ E . Si X est compact
et E est plein, comme les U(ξ) pour ξ ∈ E forment un recouvrement ouvert de X, on peut
en extraire un sous-recouvrement fini U(ξ1), . . . , U(ξn). Définissons la fonction strictement
positive g =

∑
〈ξi, ξi〉 et posons ηi = g−1/2ξi; on a alors 1 =

∑
〈ηi, ηi〉. �

1.3 C(X)-modules de Banach

Définition 1.7 Soit A une C∗-algèbre.
Un A-module de Banach (à gauche) est un espace de Banach E muni d’une structure de

A-module (à gauche) telle qu’on ait ‖aη‖ ≤ ‖a‖.‖η‖ pour tout a ∈ A et tout η ∈ E.
On dira que le module E est non-dégénéré si il existe une unité approchée bornée (uλ) de

A telle que uλ converge fortement vers 1 dans l’algèbre L(E) des endomorphismes continus
de E.

Proposition 1.8 ([12, 38]) Etant donnés une C∗-algèbre A et un A-module de Banach non-
dégénéré E, tout élément ξ ∈ E admet une décomposition ξ = aζ avec a ∈ A et ζ ∈ E.

Démonstration :

Soit ξ ∈ E. Si l’on pose ξ0 = ξ, on peut construire par récurrence une suite (ξn) d’éléments
de E et une suite (un) d’éléments de la boule unité de A telles que

ξn − unξn = ξn+1 avec ‖ξn‖ ≤ 2−2n.

Posons vn = 2−nun et ηn = 2nξn. Alors ξ =
∑
vnηn où

∑
‖ηn‖ < ∞ et v = (v∗n) ∈ E =

l2(N)⊗C A. Il existe donc w = (wn) ∈ E tel que v = w〈w,w〉 (lemme 1.3) et l’on a ξ = aζ où
a = 〈w,w〉 et ζ =

∑
w∗
nηn. �

Corollaire 1.9 Si A est une C∗-algèbre et E est un A-module de Banach, l’espace vectoriel
AE = {aξ/a ∈ A, ξ ∈ E} est un sous-module fermé de E.

Démonstration :

Le sous-module fermé de E engendré par AE est un A-module de Banach non-dégénéré
auquel on peut appliquer la proposition précédente. �

Lemme 1.10 Soient A une C∗-algèbre et E un A-module de Banach non-dégénéré. Si J est
un idéal bilatère fermé de A et π est l’application quotient E → E/(JE), alors pour ξ ∈ E,

‖π(ξ)‖ = inf{‖(1− a)ξ‖, a ∈ J}.

Démonstration :

Si ε > 0, il existe par définition de la norme quotient un élément η ∈ E tel que π(η) = π(ξ)
et ‖η‖ ≤ ‖π(ξ)‖+ ε/2. Comme ξ − η ∈ JE, on peut trouver ζ ∈ E non nul et a ∈ J tels que
ξ = η + aζ.

Soit alors u ∈ J un élément positif dont la norme est inférieure à 1 et tel que ‖(1− u)a‖.‖ζ‖ <
ε/2. On a ‖(1− u)ξ‖<‖η‖+ ‖(1− u)aζ‖<‖π(ξ)‖+ ε. �
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Si X est un espace localement compact et E est un C0(X)-module de Banach à gauche
non-dégénéré, le morphisme C0(X) → L(E) se prolonge naturellement à l’algèbre C(X̃) des
fonctions continues sur le compactifié d’Alexandroff X̃de X, de sorte que l’on pourra se re-
streindre par la suite à l’étude des C(X)-modules de Banach avec X compact.

Définition 1.11 Etant donné un espace localement compact X, on définit pour x ∈ X l’idéal
Cx(X) de C0(X) des fonctions nulles en x. Si E est un C0(X)-module de Banach, on note
Ex l’espace de Banach quotient de E par Cx(X)E et ξx l’image de ξ ∈ E dans Ex.

Corollaire 1.12 Si E est un C0(X)-module de Banach et ξ ∈ E, la fonction P (ξ) : x 7→ ‖ξx‖
est semi-continue supérieurement.

Démonstration :

Si f ∈ C0(X), l’application φ(f) : x 7→ ‖[1 + f(x) − f ]ξ‖ est continue. Donc la fonction
P (ξ) qui est l’inf des fonctions φ(f) (lemme 1.10) est semi-continue supérieurement. �

Lemme 1.13 Soient X un espace compact et E un C(X)-module de Banach tel que quel que
soit ξ ∈ E, ‖ξ‖ = sup{‖ξx‖, x ∈ X}.

Si E′ est un sous-C(X)-module fermé tel que ∀x ∈ X, (E′)x = Ex, alors E
′ = E.

Démonstration :

Fixons η ∈ E et ε > 0. Par hypothèse, si x ∈ X, il existe ξ(x) ∈ E′ tel que ηx = ξ(x)x.
L’ensemble U(x) des y ∈ X tels que ‖ηy − [ξ(x)]y‖ < ε étant ouvert (corollaire 1.12), on
peut extraire de la famille des U(x), x ∈ X un sous-recouvrement fini U(x1), . . . , U(xn) de
X et trouver une partition de l’unité {fi} subordonnée à ce recouvrement fini; l’élément
ξ =

∑
fiξ(xi) est dans E′ et il vérifie ‖ξx − ηx‖ ≤

∑
fi(x)‖ξ(xi)x − ηx‖ < ε quel que soit

x ∈ X. �

Remarque : Soient E le C([0, 1])-module de Banach L2([0, 1]) et x ∈ [0, 1]. Considérons pour
n ∈ N une fonction continue sur R nulle en x, égale 1 hors de ]x− 1/n, x+ 1/n[ et qui est
linéaire sur [x − 1/n, x] et [x, x + 1/n]. Si ξ ∈ E, la suite fnξ ∈ Cx(X)E converge presque
partout vers ξ et comme |fnξ| ≤ |ξ|, ξ ∈ Cx(X)E. Il en résulte que Ex = 0 quel que soit
x ∈ [0, 1].

2 C(X)-algèbres

2.1 C(X)-algèbres de Banach

Définition 2.1 Une C0(X)-algèbre de Banach est une algèbre de Banach A munie d’une
structure de C0(X)-module de Banach (à gauche) non dégénéré telle que pour a, b ∈ A,
f ∈ C0(X),

a(fb) = f(ab) = (fa)b.

La condition énoncée ci-dessus implique que l’image de C0(X) dans l’algèbre L(A) des endo-
morphismes continus de A est incluse dans le centre de l’algèbre des multiplicateurs de A.

Si x ∈ X, Cx(X)A est un idéal bilatère de A (définition 1.11) et donc l’application A →
Ax = A/Cx(X)A est un morphisme d’algèbres.
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Définition 2.2 Etant donnés un espace localement compact X dont le compactifié d’Alexan-
droff est X̃ et une C0(X)-algèbre de Banach A, on définit la C(X̃)-algèbre de Banach unifère
Ab = A× C(X̃) de produit

(a+ f)(b+ g) = (ab+ fb+ ga) + fg

et dont la norme est donnée par ‖a+ f‖ = ‖a‖+ ‖f‖.

Remarque : L’application u : Ab → L[A ⊕ C(X̃)] définie par u(b)(a ⊕ f) = (ba + fb) ⊕ 0 et
u(g)(a⊕ f) = ga⊕ gf est une représentation fidèle de Ab.

Proposition 2.3 Soient X un espace compact et A une C(X)-algèbre unifère. Alors Ab ≃
A⊕ C(X).

Démonstration :

Le projecteur e = 1C(X) − 1A vérifie ea = ae = 0 quel que soit a ∈ A. L’isomorphisme est

alors donné par
A ⊕ C(X) → Ab

a ⊕ f 7→ a+ fe
. �

Proposition 2.4 Soient A une C(X)-algèbre de Banach unifère et a ∈ A.

a) L’ensemble des x ∈ X tels que ax soit inversible est ouvert.

b) Si U est un ouvert de C, l’ensemble des y ∈ X tels que Sp(ay) ⊂ U est ouvert.

Démonstration :

a) Si x ∈ X est tel que ax soit inversible, il existe b ∈ A tel que bxax = axbx = 1x. Soit
alors Ω l’ensemble des y ∈ X tels que ‖(ba − 1)y‖ < 1 et ‖(ab − 1)y‖ < 1. Le corollaire 1.12
implique que Ω est un voisinage ouvert de x et si y ∈ Ω, byay et ayby sont inversibles dans
Ay, ce qui implique que ay l’est aussi.

b) Si K est le compact {λ ∈ C, |λ| ≤ ‖a‖, λ 6∈ U}, l’algèbre de Banach unifère A(K) des
fonctions continues sur K à valeurs dans A est une C(X)-algèbre de Banach pour la structure
de C(X)-module induite par celle de A. Si α ∈ A(K) est défini par α(λ) = a−λ pour λ ∈ K,
alors Sp(ay) ⊂ U si et seulement si Sp(ay)∩K = ∅, ce qui revient à dire que αy est inversible.
Le a) appliqué à α ∈ A(K) permet ainsi de conclure. �

Remarque : Ce lemme est faux dans le cas non unifère. Soient en effet E le C([0, 1])-module
hilbertien C0([0, 1[)⊕C([0, 1]) et A la C([0, 1])-algèbre K(E). Si ξ = 0⊕ 1 ∈ E et a = θξ,ξ ∈ A,
l’ensemble des x ∈ X pour lesquels ax est inversible est réduit au singleton {1} qui n’est pas
ouvert dans [0, 1].

Corollaire 2.5 Soient A une C0(X)-algèbre de Banach et a un élément de A. Si U est un
ouvert de C contenant le point 0, l’ensemble des y ∈ X tels que Sp(ay) ⊂ U est ouvert.

Démonstration :

Il suffit de remarquer que SpAb
(b) = SpA(b) ∪ {0} pour b ∈ A. �
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2.2 C(X)-algèbres stellaires

Définition 2.6 ([27]) Soit X un espace localement compact.
Une C0(X)-algèbre stellaire est une C∗-algèbre A munie d’un morphisme non-dégénéré

(involutif) de C0(X) dans le centre Z (M(A)) de l’algèbre des multiplicateurs de A.

L’image de C0(X) dans M(A) est une C∗-algèbre commutative, de sorte que l’on pourra
se restreindre au cas où C0(X) est une sous-algèbre de M(A).

Définition 2.7 Etant donnée une C0(X)-algèbre stellaire A, on définit la C(X̃)-algèbre stel-
laire A engendrée par A et u[C(X̃)] dans l’algèbre des multiplicateurs de A ⊕ C(X̃), où
u : C(X̃) → M [A⊕ C(X̃)] détermine la structure canonique de C(X̃)-algèbre de A⊕ C(X̃)
(i.e. u(g)(a⊕ f) = ga⊕ gf).

Le morphisme identité de Ab dans A est alors un isomorphisme d’algèbres de Banach
involutives mais en général, la norme de Ab est strictement plus grande que celle de A. Par
exemple, si l’on considère la C({x})-algèbre A = C et si l’on pose a = 1 et f = −1, alors

‖a‖+ ‖f‖ = 2 > ‖

(
a+ f

f

)
‖ = 1.

Remarque : Si A est une C(X)-algèbre stellaire, on peut aussi définir la C(X)-algèbre stellaire
unifère Au engendrée par A et C(X) dansM(A). Si x ∈ X, le quotient (Au)x est unifère, mais
le morphisme (Au)x →M(Ax) n’est pas nécessairement injectif. En effet, si A est la C([0, 1])-
algèbre considérée dans la remarque qui suit le lemme 2.4, en x = 1, M(Ax) = Ax = C tandis
que (Au)x = C⊕ C.

Proposition 2.8 Si A est une C0(X)-algèbre stellaire, alors ‖a‖ = sup
x∈X

‖ax‖ quel que soit

a ∈ A. De plus, ce sup est atteint.

Démonstration :

Il s’agit de voir que le morphisme A→ ⊕
x∈X

Ax est injectif.

Fixons un élément a ∈ A non nul. Il existe alors un état pur ϕ sur A tel que ϕ(a∗a) = ‖a‖2.
Si πϕ est la représentation irréductible canonique deM(A) dans l’espace de Hilbert Hϕ associé
à ϕ par la construction G.N.S., πϕ(C(X)) ⊂ C, ce qui implique l’existence d’un x ∈ X tel
que πϕ(f) = f(x) pour tout f ∈ C(X). La représentation πϕ se factorise alors à travers Ax
et donc ϕ(a∗a) ≤ ‖ax‖

2, ce qui implique que ‖a‖ = ‖ax‖. �

Remarque : Si A est une C0(X)-algèbre stellaire et J est un idéal fermé de A (à gauche ou
à droite), alors a ∈ A est dans J si et seulement si ax ∈ Jx quel que soit x ∈ X (lemme
[14] 10.4.2).

Proposition 2.9 Soit X un espace compact et soit A une C(X)-algèbre stellaire unifère non
nulle. Si a ∈ A, SpA(a) = ∪

x∈X
SpAx(ax)

Démonstration :

Soit λ ∈ C; alors λ ∈ SpA(a) si et seulement si

‖((a− λ)∗(a− λ) + 1)−1‖ = 1 ou ‖((a− λ)(a− λ)∗ + 1)−1‖ = 1
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car α = a − λ est inversible si et seulement si α∗α et αα∗ le sont. Mais ces deux normes
sont les bornes supérieures (atteintes) des fonctions x 7→ ‖((ax − λ)∗(ax − λ) + 1)−1‖ et x 7→
‖((ax − λ)(ax − λ)∗ + 1)−1‖, d’où la proposition. �

Etant données une C0(X)-algèbre stellaire A et une partie ouverte Y de X, on définit la
sous-algèbre A|Y de M [C0(Y )A] restriction de A à Y par

A|Y = {x ∈M [C0(Y )A]/ ∀f ∈ C0(Y ), fx ∈ C0(Y )A}.

Si x est un point de X et a ∈ Ax, on entendra par prolongement de a sur un voisinage
ouvert Y de x un élément b dans A|Y tel que à travers l’isomorphisme A|Y /[Cx(X)A|Y ] ≃ Ax,
bx = a.

Remarque : Avec les notations de Kasparov, A|Y =Mb[C0(Y )A].

Terminons cette section par le résultat suivant de Dupré qui sera utilisé dans le chapitre 6.

Lemme 2.10 ([16] lemmes 3.2 et 3.3) Soient A une C0(X)-algèbre stellaire et x un point de
X.

a) Si s1, . . . , sn sont n projecteurs deux à deux orthogonaux de Ax, ils se prolongent dans
un voisinage ouvert de x avec les mêmes propriétés.

b) Si p et q sont deux projecteurs de A et si u ∈ Ax est tel que u∗u = px et uu∗ = qx, il se
prolonge dans un voisinage ouvert de x avec les mêmes propriétés.

Démonstration :

a) L’élément s =
∑
i si se relève dans un voisinage ouvert de x en un élément positif S dont

le spectre est inclus dans le voisinage ouvert {0, 1, . . . , n} + B(0, 14) de Sp(s) (corollaire 2.5)
de sorte que par calcul fonctionnel on peut supposer que son spectre est égal à {0, 1, . . . , n}.
Si fi est la fonction caractéristique de l’ensemble {i}, l’élément fi(S) est un prolongement de
si sur ce voisinage qui vérifie les propriétés requises. �

b) Prolongeons u dans un voisinage de x en v de sorte que v = qvp et que le spectre de
|v| soit inclus dans le voisinage Ω = {0, 1} + B(0, 14) de Sp(|u|). Soit f la fonction continue
sur Ω nulle sur la boule B(0, 14) et qui à x ∈ B(1, 14) associe x−1. Si l’on pose w = vf(|v|),
alors p− w∗w est un champ de projecteurs nul au point x et donc aussi dans un voisinage.
De même, comme wx = u et ww∗ est un projecteur majoré par q, on a (w∗w)y = py et
(ww∗)y = qy sur le voisinage ouvert des y tels que ‖(w∗w − p)y‖ < 1 et ‖(ww∗ − p)y‖ < 1. �

2.3 C(X)-représentations

Rappelons que si X est un espace localement compact, ex : C0(X) → C est le morphisme
d’évaluation au point x ∈ X.

Définition 2.11 Soit A une C0(X)-algèbre stellaire.
On appelle C0(X)-représentation de A dans le C0(X)-module hilbertien E un morphisme

C0(X)-linéaire π : A→ L(E), i.e. tel que pour tout x ∈ X, la représentation πx = π⊗ex : A→
L(Ex) se factorise à travers une représentation de Ax. Si de plus πx est une représentation
fidèle de Ax pour tout x ∈ X, on dit que π est un champ de représentations fidèles.

On appelle champ continu d’états une application C0(X)-linéaire positive ϕ de A dans
C0(X) telle que pour tout x ∈ X, l’application ϕx = ex ◦ ϕ soit un état sur Ax.
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Notons que avec notre définition, l’existence d’un champ continu d’états sur la C0(X)-
algèbre stellaire A implique que Ax 6= 0 quel que soit x ∈ X. Remarquons par ailleurs que
Rieffel et Nagy ont introduit des définitions similaires dans [40] et [35].

Supposons que la C0(X)-algèbre stellaire A soit une sous-C0(X)-algèbre de L(E) où E
est un C0(X)-module hilbertien; notons ιx(A) l’image de A dans L(Ex) et ιx(a) l’image d’un
élément a ∈ A dans ιx(A) (définition 1.4). Si a ∈ A, on a 〈ξ, aη〉 ∈ C(X) pour tous ξ, η ∈ E
de norme inférieure à 1; la fonction x 7→ ‖ιx(a)‖ qui est leur sup est donc semi-continue
inférieurement.

Remarques : 1. La définition de ιx(A) dépend du choix du C0(X)-module E : si A est une sous-
C0(X)-algèbre stellaire de L(E) et x est un point non isolé de X, comme C0(X) →֒M(Cx(X)),
A s’injecte dans L(E ⊗C(X) Cx(X)) = L(Cx(X)E) (lemme 1.2). Mais (E ⊗C(X) Cx(X))⊗ex C =
0, ce qui implique L[(E ⊗C(X) Cx(X) )x] = 0.

2. Si A est la C([0, 2])-algèbre C([0, 1]) ⊕ C([1, 2]), elle admet une C([0, 2])-représentation
fidèle dans le C([0, 2])-module hilbertien C0([0, 2]\{1}) mais elle n’admet pas de champ de
représentations fidèles.

Soit en effet θ une C([0, 2])-représentation de A dans E et considérons la restriction de θ à
C([0, 1]) : elle définit par composition une C([0, 2])-représentation π de A. Si f ∈ C0(]1, 2]) et
ξ ∈ E , alors 〈ξ, π(f)ξ〉 = 〈π(1)ξ, π(1)ξ〉f = 0 donc ]1, 2] est inclus dans le fermé des x ∈ [0, 2]
tels que πx(1)ξx = 0. Par conséquent, π1(1) = (π ⊗ e1)(1) est nul dans L(E1). Si π′ est
la C([0, 2]-représentation associée à la restriction de θ à C([1, 2]), on montre de même que
π′1(1) = 0 et donc que θ1(1) est nul, ce qui veut dire que la représentation θ1 de A1 est nulle.

En fait, on va caractériser dans le chapitre suivant l’existence de champ continu de
représentations fidèles pour une C(X)-algèbre séparable; mais cet exemple montre que la
C([0, 1])-algèbre stellaire L∞([0, 1]) n’admet pas de C([0, 1])-représentation non nulle. En ef-
fet, si π est une C([0, 1])-représentation, alors quel que soit x ∈]0, 1[, π induit par restriction
une C([0, 1])-représentation de C([0, x])⊕ C([x, 1]) et donc πx(1) = 0. Il s’en suit que l’on a
aussi π0(1) = 0 et π1(1) = 0 car l’application x 7→ ‖πx(1)‖ est semi-continue inférieurement.

Proposition 2.12 Soit X un espace compact et soit A une C(X)-algèbre stellaire qui admet
une C(X)-représentation fidèle π dans le C(X)-module hilbertien E.

a) Si a ∈ A, la fonction x 7→ ‖ax‖ est la régularisée semi-continue supérieurement de
x 7→ ‖πx(a)‖, i.e. ‖ax‖ = lim sup

y→x
‖πy(a)‖.

b) Si a ∈ A, l’ensemble U(a) = {x ∈ X/‖ax‖ = ‖πx(a)‖} est un Gδ dense.

c) Si de plus A est séparable, {x ∈ X/Ax ≃ πx(A)} est un Gδ dense.

Démonstration :

a) Soient x ∈ X et Ω un voisinage ouvert de x. Donnons-nous n ∈ N
∗ et considérons un

voisinage ouvert W ⊂ Ω sur lequel ‖ay‖ < ‖ax‖ + 1/n. Fixons une fonction continue f à
valeurs dans [0, 1], à support dans W et telle que f(x) = 1. Comme ‖fa‖ = sup ‖f(y)πy(a)‖,
il existe un point y ∈W tel que ‖fa‖ − 1/n < f(y)‖πy(a)‖ et donc | ‖ax‖ − ‖πy(a)‖ | < 1/n.

b) La fonction qui à x ∈ X associe ‖ax‖ − ‖πx(a)‖ est semi-continu supérieurement; par
conséquent, si n ∈ N

∗, l’ensemble Un(a) des x ∈ X tels que ‖ax‖ − ‖πx(a)‖ < 1/n est ouvert
quel que soit n ∈ N. Par ailleurs, le a) montre que Un(a) est dense dans X. Il en résulte que
leur intersection U(a) est un Gδ dense.
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c) Soit an une suite dense dans A. L’intersection U des U(an) est un G
δ dense. Par ailleurs,

si a ∈ A et ε > 0, il existe n ∈ N tel que ‖a−an‖ < ε/2; si x ∈ U , on a donc ‖ax−(an)x‖ < ε/2
et ‖πx(a)− πx(an)‖ < ε/2, d’où ‖ax‖ < ‖πx(a)‖+ ε. �

Proposition 2.13 Soient X un espace compact et A une C(X)-algèbre stellaire. Si ϕ est un
champ continu d’états sur A, il existe une C(X)-représentation non-dégénérée πϕ de A dans
Eϕ et un vecteur ξϕ ∈ Eϕ tels que quel que soit a ∈ A, ϕ(a) = 〈ξϕ, πϕ(a)ξϕ〉.

Démonstration :

L’application ϕ étant complètement positive, on va pouvoir lui appliquer la construction
de Stinespring Kasparov ([26]). Commençons par étendre ϕ à la C(X)-algèbre unifère A
(définition 2.7) en posant ϕ(f) = f pour f ∈ C(X) et définissons sur A le produit scalaire
(a, b) 7→ ϕ(a∗b). Si l’on note Λ(a) l’image de a ∈ A dans le séparé complété Eϕ de ce C(X)-
module préhilbertien, l’opérateur πϕ(a)Λ(b) = Λ(ab) se prolonge en un opérateur dans L(Eϕ).

Considérons maintenant une unité approchée croissante (uλ) de A bornée par 1 : ϕ(uλ)
converge simplement et donc normiquement (par le théorème de Dini) vers 1 ∈ C(X). Or si
ξϕ = Λ(1),

‖ξϕ − Λuλ‖
2 = ‖ϕ((1− uλ)

2)‖ ≤ ‖ϕ(1− uλ)‖,

ce qui implique que la famille filtrante des (Λ(uλ)) converge normiquement dans Eϕ vers
ξϕ ([38] théorème 3.3.3). Le champ de vecteurs ξϕ cyclique pour A appartient donc à AEϕ
(corollaire 1.9) et par conséquent Eϕ est un A-module de Banach non-dégénéré. �

3 C(X)-algèbres (suite)

3.1 Caractérisation des champs continus séparables de C∗-algèbres

Définition 3.1 ([21, 14]) Soit A une C0(X)-algèbre stellaire. Si pour tout a ∈ A, la fonction
P (a) : x 7→ ‖ax‖ est continue, on dit que A est un champ continu de C∗-algèbres sur X de
fibres Ax.

Proposition 3.2 Si A est un champ continu de C∗-algèbres sur l’espace localement compact
X, la C(X̃)-algèbre A (définition 2.7) définit un champ continu unifère de C∗-algèbres sur le
compactifié d’Alexandroff X̃ de X.

Démonstration :

Si α ∈ A, ‖(αx)
∗αx‖ = ‖αx‖

2 quel que soit x ∈ X. Il suffit donc de considérer le cas où α
est positif. Mais si α ∈ A+ est positif, il existe b ∈ A auto-adjoint et f ∈ C(X̃)+ positif tels
que α = b+ f et on a alors pour tout x ∈ X̃,

Sp(αx) ∪ {0} = [Sp(bx) + f(x)] ∪ {0}.

Donc, si l’on écrit b = b+ − b− où b+ et b− sont positifs, ‖αx‖ = ‖(b+)x‖ + f(x) est une
fonction continue de x. �

Si A est une C0(X)-algèbre stellaire, on notera S(A) l’ensemble des états sur A muni de
la topologie faible et SX(A) le sous-ensemble des états ϕ dont la restriction à C0(X) est un
caractère, i.e. tels qu’il existe un x ∈ X (que l’on notera x = p(ϕ)) vérifiant ϕ(f) = f(x) pour
f ∈ C0(X). Remarquons que dans ce cas, ϕ se factorise à travers Ax; on regardera S(Ax)
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comme un convexe fermé de SX(A). Notons enfin que l’application p : SX(A) → X est par
construction continue.

Le résultat principal que nous montrons dans cette section est le suivant :

Théorème 3.3 Soient X un espace localement compact et A une C0(X)-algèbre stellaire
séparable telle que quel soit x ∈ X, Ax 6= {0}.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est un champ continu de C∗-algèbres,

2. l’application p : SX(A) → X est ouverte,

3. il existe une famille {ϕλ} de champs continus d’états sur A telle que pour tout x ∈ X,
la famille {ex ◦ ϕλ} est une famille fidèle d’états sur Ax,

4. A admet un champ de représentations fidèles.

Remarque : Les assertions 1, 2 et 4 sont équivalentes même sans l’hypothèse Ax 6= {0} car
chacune des trois assertions implique que l’ensemble Y des y ∈ X tels que Ay soit non nul est
ouvert et on peut alors appliquer le théorème à la C0(Y )-algèbre C0(Y )A.

Ce théorème permet en particulier de répondre positivement à la question 3.4 que pose
M.A. Rieffel dans [40] pour un champ continu séparable de C∗-algèbres sur un espace locale-
ment compact à base dénombrable d’ouverts.

La démonstration du théorème s’organise de la façon suivante : on montre successivement
les implications 1⇒2 (proposition 3.5), 2⇒3 (proposition 3.9), 3⇒4 (proposition 3.10) et 4⇒1
(proposition 3.11).

Remarquons que seule l’implication 2⇒3 suppose la séparabilité de A et que l’on mon-
tre plus précisément l’existence d’un champ continu d’états fidèles sur A. Dans le cas non
séparable, le théorème 3.2” de Michael ([34]) que l’on utilise pour démontrer 2⇒3 n’est plus
vrai ([34] exemple 6.3); il serait intéressant de construire explicitement un éventuel contre-
exemple dans le cas où les fibres du champ continu A ne sont pas séparables.

Lemme 3.4 Si X est un espace compact et A un champ continu unifère de C∗-algèbres sur
X, l’application p : SX(A) → X est ouverte.

Démonstration :

Soit Ω un ouvert de SX(A) et x un point de p(Ω). Comme les états fidèles sur Ax sont
denses dans S(Ax), il existe un état fidèle ϕ ∈ Ω ∩ S(Ax). On peut alors trouver un réel
strictement positif ε et des champs de vecteurs a2, . . . , am dans A tels que

V = {ψ ∈ SX(A), |ψ(ak)− ϕ(ak)| < 2ε, 2 ≤ k ≤ m} ⊂ Ω.

Comme tout élément de A est une combinaison linéaire de deux éléments auto-adjoints
de A, on peut supposer que les ak sont auto-adjoints. Par ailleurs, on ne change pas V si l’on
rajoute à cette famille a1 = 1, l’unité de A. Quitte à réordonner la famille des ai, on peut
enfin supposer que (a1)x, . . . , (an)x forment une sous-famille libre de rang maximal où n est
un entier plus petit que m.

Si n < m, alors quel que soit n < j ≤ m, (aj)x =
∑

1≤k≤n λ
i
k(ak)x est une combinaison

linéaire des n premiers termes. Notons U l’ouvert des y ∈ X tels que ‖(aj)y −
∑
λjk(ak)y‖ < ε

pour tout n < j ≤ m et posons
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V ′ = {ψ ∈ SX(A), |ψ(ak)− ϕ(ak)| < ε/(Rn), 1 ≤ k ≤ n}

où R = sup{1/n, |λjk|}. Alors V
′ ∩ p−1(U) est un ouvert de Ω inclus dans V .

Définissons pour y ∈ U l’application αy : Rn → Ay à valeurs dans le R-espace vectoriel
engendré par les (ak)y, 1 ≤ k ≤ n, par la formule λ = (λk) 7→

∑
λk.(ak)y et soit S

n la sphère
unité de R

n pour la norme max.
Comme {(y, λ) ∈ U × S

n, αy(λ) = 0} est fermé dans U × S
n et la projection U × S

n → U
est une application fermée, les (ak)y, 1 ≤ k ≤ n, restent linéairement indépendants sur un
voisinage de x dans X.

Si V est un ouvert de R
n, l’ensemble {(y, λ) ∈ U ×S

n, αy(λ) ≥ 0 et λ 6∈ V} est un fermé de
U×S

n et sa projection sur U est donc fermée (dans une C∗-algèbre, le cône des éléments positifs
est fermé). En particulier, si V est le demi-espace ouvert des λ ∈ R

n tels que ϕ ◦ αx(λ) > 0,
comme ϕ est fidèle, le cône Cy des λ ∈ R

n tels que αy(λ) ≥ 0 reste transverse à l’hyperplan
H = {λ ∈ R

n, ϕ ◦ αx(λ) = 0} pour tout point y dans un voisinage ouvert Ũ ⊂ U du point x
(car {(y, λ) ∈ U × S

n, αy(λ) ≥ 0 et ϕ ◦ αx(λ) ≤ 0} est fermé dans U × S
n).

Pour y ∈ Ũ , on définit une forme linéaire sur αy(R
n) par la formule αy(λ) 7→ ϕ ◦ αx(λ),

forme que l’on étend par le théorème de Hahn-Banach en une forme linéaire ψ de norme
ψ(1) = 1 sur la partie auto-adjointe de Ay, i.e. un état sur Ay, et donc Ũ ⊂ p(V). �

Proposition 3.5 Si X est un espace localement compact et A est un champ continu (non
nécessairement unifère) de C∗-algèbres non-nulles sur X, alors l’application p : SX(A) → X
est ouverte.

Démonstration :

Soit A le champ continu unifère de C∗-algèbres sur X̃ associé à A (proposition 3.2) et
définissons l’application χ : S

X̃
(A) → [0, 1] qui à un état ϕ associe la norme de sa restriction

à A. Cette application est semi-continue inférieurement car si ψ ∈ S
X̃
(A), χ(ψ) est le sup des

‖ψ(a)‖ pour a dans la boule unité de A.
Soient ϕ ∈ SX(A) et V = {φ ∈ SX(A)/|φ(ak) − ϕ(ak)| < ε, 1 ≤ i ≤ n} un voisinage

élémentaire de ϕ où les ai sont dans la boule unité de A et ε est un réel positif. Identifions ϕ
avec son prolongement à A défini par a+ f 7→ ϕ(a) + f .

Si W est l’ouvert

{ψ ∈ S
X̃
(A)/|ψ(ak)− ϕ(ak)| < ε/2, 0 ≤ i ≤ n} ∩ χ−1(]2/(2 + ε), 1])

et ψ ∈W alors la forme χ(ψ)−1ψ restreinte à A est un état φ ∈ SX(A) appartenant à l’ouvert
V et p(φ) = p(ψ), ce qui signifie que p(V ) contient le voisinage ouvert p(W ) de p(ϕ) dans
X. �

On va utiliser le théorème 3.2” de [34] pour montrer que 2 implique 3 .
Etant donnés un espace vectoriel E, une partie V de E et un point a de E, on note a+ V

l’ensemble {a+ b, b ∈ V } et V la fermeture de V .

Lemme 3.6 Soient T une partie d’un espace vectoriel topologique E et X un espace para-
compact; on se donne une application p : T → X surjective, ouverte et à fibres convexes.

a) Etant donné un voisinage convexe V de 0 dans E, il existe une application continue
φ : X → E telle que pour tout x de X, φ(x) ∈ p−1({x}) + V .

b) Si de plus E est un espace de Fréchet, il existe une application φ : X → E continue telle
que pour tout x de X, φ(x) ∈ p−1({x}).

13



Démonstration :

a) Si l’on note

◦︷ ︸︸ ︷
(t− V ) l’intérieur de t − V , les p[

◦︷ ︸︸ ︷
(t− V )∩T ] lorsque t décrit T , forment

un recouvrement ouvert de X. Soit {ηt} une partition de l’unité localement finie subordonnée
à ce recouvrement. φ(x) =

∑
ηt(x)t vérifie alors l’assertion du lemme : en effet si ηt(x) 6= 0,

t ∈ p−1({x}) + V , ce qui implique φ(x) est bien dans le convexe p−1({x}) + V .

b) Soit (Vn) une suite fondamentale de voisinages ouverts convexes équilibrés de {0} telle
que Vn + Vn ⊂ Vn−1 pour n ≥ 1. On construit par récurrence φi : X → E telle que pour tout
x ∈ X,

φi(x) ∈ φi−1(x) + Vi−2 i ≥ 2,
φi(x) ∈ p−1({x})− Vi i ≥ 1.

L’existence de φ1 est assurée par a). Donnons-nous donc k > 1 et supposons φ1, . . . , φk cons-
truites. Si l’on pose Tk+1 = {t ∈ T |φk ◦ p(t) ∈ t − Vk}, l’application p : Tk+1 → X vérifie
alors les hypothèses de la partie a) : elle est surjective car si x ∈ X, φk(x) ∈ p−1({x})− Vk et
donc il existe t ∈ T tel que p(t) = x et φk(x) ∈ t− Vk; d’autre part φk(x) + Vk ∩ p

−1({x}) est
convexe.

Appelons φk+1 l’application déduite de a) pour le voisinage convexe Vk+1 de {0} : elle
vérifie les propriétés de récurrence requises.

La limite uniforme φ des φi répond alors au problème posé. �

Corollaire 3.7 Sous les hypothèses du lemme précédent, si p−1({x}) est fermé dans E quel
que soit x ∈ X et si t est un point de T , il existe un section φ de p telle que φ(p(t)) = t.

Démonstration :

Il suffit de remplacer T par T ′ = p−1(X\{p(t)}) ∪ {t}. �

Lemme 3.8 Soit A une C(X)-algèbre stellaire séparable et unifère telle que Ax 6= {0} quel
que soit x ∈ X. Si l’application p : SX(A) → X est ouverte, A admet un champ continu
d’états fidèles.

Démonstration :

Munissons le dual topologique A∗ de la topologie de la convergence uniforme sur les parties
compactes; A∗ est alors un espace de Fréchet pour cette topologie et sur la partie compacte
SX(A), cette topologie cöıncide avec la topologie faible ([10] chapitre IV ).

Soit (an) une suite dense dans la partie positive de la boule unité de A où l’on suppose que
a1 = 1 et que les an sont strictement positifs. Notons P (a) ∈ C(X) la fonction x 7→ ‖ax‖ pour
tout a ∈ A et définissons pour n ∈ N l’ouvert Ωn de SX(A) constitué des états ϕ ∈ SX(A) tels

que ϕ
(
an −

1
2P (an)

)
> 0. En appliquant le lemme 3.6 à p : Ωn → X, on construit un champ

continu d’états Ψn sur A tel que Ψn(an) ≥
1
2P (an). Le champ continu d’états Ψ =

∑
2−nΨn

répond alors à la question.
En effet, si a ∈ A+ est positif de norme 1 et x ∈ X vérifie ax 6= 0, il existe n ∈ N tel que

‖ax − (an)x‖ < 1/3‖ax‖. En particulier, 2/3‖ax‖ < ‖(an)x‖. On a alors

Ψn(an)(x)−Ψn(a)(x) < 1/2‖(an)x‖

et donc Ψ(a)(x) ≥ 2−nΨn(a)(x) > 0. �

Proposition 3.9 Une C0(X)-algèbre stellaire séparable A telle que l’application p : SX(A) →
X soit surjective et ouverte admet un champ continu d’états fidèles.
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Démonstration :

Notons A la C(X̃)-algèbre unifère séparable associée à A (définition 2.7) et soit ϕ un
champ continu d’états fidèles sur A (lemme 3.8). Fixons une suite dénombrable (an) dense
dans la boule unité de A et posons ψ(a) =

∑
2−nϕ(a∗naan) pour a ∈ A. Le champ continu

d’états Φ défini par Φ(a) = ψ(1)−1ψ(a) convient car si a ∈ A+ et x ∈ X vérifient Φx(a) = 0,
(an)

∗
x.ax.(an)x = 0 quel que soit n ∈ N, d’où ax = 0. �

Proposition 3.10 Soit A une C0(X)-algèbre stellaire telle que Ax 6= {0} quel que soit x ∈ X.
Si il existe une famille de champs continus d’états {ϕλ}λ∈Λ vérifiant l’assertion 3 du

théorème 3.3, alors A admet un champ de représentations fidèles.

Démonstration :

Prolongeons chaque ϕλ à la C(X̃)-algèbre unifère A (définition 2.7) en posant ϕλ(f) = f
pour f ∈ C(X̃). Si (πϕλ

, Eϕλ
, ξϕλ

) est la C(X̃)-représentation cyclique de A associée à ϕλ
(proposition 2.13), alors πϕλ

restreinte à Eλ = πϕλ
(A)Eϕλ

est une C0(X)-représentation de A.
Notons E le C0(X) module hilbertien E := ⊕ΛEλ et π la C0(X)-représentation ⊕λπϕλ

de
A dans E . Si a ∈ A+ et x ∈ X vérifient πx(a) = 0, alors

〈πϕλ
(b)ξϕλ

, π(a)πϕλ
(b)ξϕλ

〉(x) = ex ◦ ϕλ(b
∗ab) = 0 pour tout λ et tout b ∈ A,

d’où ex ◦ ϕλ(a) = 0 pour tout λ et donc ax = 0. �

Pour terminer la démonstration du théorème, il reste à voir :

Proposition 3.11 Si la C0(X)-algèbre stellaire A admet un champ de représentations fidèles
π, elle forme un champ continu de C∗-algèbres sur X.

Démonstration :

Comme πx(A) ≃ Ax quel que soit x, l’application x 7→ ‖ax‖ = ‖πx(a)‖ est à la fois
semi-continu supérieurement et inférieurement pour tout a ∈ A. �

Lemme 3.12 Soit A un champ continu unifère et séparable de C∗-algèbres non-nulles. Si
x ∈ X et φ ∈ S(Ax), il existe un champ continu d’états ϕ sur A tel que ϕx = φ.

Démonstration :

Si l’on pose T = SX(A) et t = φ, le corollaire 3.7 fournit le champ continu d’états recherché.
�

Proposition 3.13 Soit A un champ continu séparable de C∗-algèbres non-nulles. Si x ∈ X
et φ ∈ S(Ax), il existe un champ continu d’états Φ sur A tel que Φx = φ.

Démonstration :

Il existe un état ψ ∈ S(Ax) et un élément d ∈ A tels que φ(a) = ψ[(dx)
∗adx] quel que soit

a ∈ Ax. Soient alors Ψ1 un champ continu d’états sur la C(X̃)-algèbre unifère A qui prolonge
ψ et Ψ2 un champ continu d’états sur A (proposition 3.9).

Si f est une fonction sur X à valeurs dans [0, 1] nulle hors de l’ouvert {y ∈ X, dy 6= 0} et
telle que f(x) = 1, alors la formule

Φ(a) = fΨ1(d
∗d)−1Ψ1(d

∗ad) + (1− f)Ψ2(a), a ∈ A
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définit un champ continu d’états sur A qui prolonge φ. �

Le cas commutatif

Soit Ω un espace localement compact. Une structure de C0(X)-algèbre stellaire sur la C∗-
algèbre commutative C0(Ω) est caractérisée par la restriction de l’application p : SX [C0(Ω)] →
X à Ω, i.e. une application continue p : Ω → X. La fibre au-dessus de x ∈ X est alors
C0(Ω)x = C0(Ωx) où Ωx = p−1({x}).

Maintenant si A est une C∗-algèbre commutative, l’application φ 7→ kerπφ de l’espace
P (A) des états purs sur A dans l’espace PrimA des idéaux primitifs est un homéomorphisme
([38] theorem 4.3.3), de sorte que l’on peut appliquer un résultat de Lee [32, th. 4 ] (cf. aussi
[18, th. 2.1]) qui repose sur des travaux de Tomiyama ([46] theorem 3.1).

Proposition 3.14 Etant donné un espace localement compact X, une C0(X)-algèbre stellaire
commutative A = C0(Ω) (non nécessairement séparable) définit un champ continu de C∗-
algèbres sur X si et seulement si la restriction de p à P (A) = Ω est ouverte.

3.2 Produits tensoriels de C(X)-algèbres stellaires

On se restreint au cas où l’espace X est compact.

Soient A1 et A2 deux C(X)-algèbres stellaires. Si D est un quotient de A1 ⊗max A2, la
C∗-algèbre D est munie des deux structures de C(X)-algèbre stellaire induites par celles de
A1 et A2 et ces deux structures cöıncident si et seulement si l’image de C∆(A1⊗maxA2) dans
D est nulle, où C∆ désigne l’idéal de C(X ×X) des fonctions nulles sur la diagonale.

Notons A1

M
⊗C(X)A2 le quotient de A1 ⊗max A2 par C∆(A1 ⊗max A2) muni de la structure

de C(X)-module induite par le quotient C(X ×X)/C∆. Nous allons construire dans cette

section un certain nombre de quotients de la C(X)-algèbre A1

M
⊗C(X)A2 et nous chercherons

des conditions suffisantes pour que ces algèbres cöıncident (proposition 3.25).
Plus précisément, si (σ1)x et (σ2)x désignent les applications quotients A1 → (A1)x et

A2 → (A2)x, on étudie les quotients de A1

M
⊗C(X)A2 associée aux semi-normes suivantes :

–‖α‖ = sup{‖((σ1)x ⊗max (σ2)x)(α)‖, x ∈ X},
–‖α‖ = sup{‖((σ1)x ⊗min (σ2)x)(α)‖, x ∈ X},

et dans le cas où A1 et A2 admettent des C(X)-représentations fidèles π1 et π2,
–‖α‖ = sup{‖(π1)x ⊗min (π2)x)(α)‖, x ∈ X}

Le corollaire 3.17 montre que le premier quotient est toujours égal à l’algèbre A1

M
⊗C(X)A2.

Si l’une des deux algèbres A1 et A2 est nucléaire, alors le second quotient est aussi isomorphe à

A1

M
⊗C(X)A2 (proposition 3.24). Enfin, si A1 admet une C(X)-représentation fidèle et A2 admet

un champ de représentations fidèles, les deux derniers quotients cöıncident (proposition 3.21).

Proposition 3.15 Si J1 et J2 sont des idéaux des C∗-algèbres A1 et A2, on a la suite exacte

0 → J1 ⊗max A2 +A1 ⊗max J2 → A1 ⊗max A2 → (A1/J1)⊗max (A2/J2) → 0.

Démonstration :

Des suites exactes 0 → J1
i1−→A1

π1−→A1/J1 → 0 et 0 → J2
i2−→A1

π2−→A2/J2 → 0, on déduit le
diagramme commutatif suivant dont les lignes et les colonnes sont exactes :
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0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → J1 ⊗max J2
id⊗i2−→ J1 ⊗max A2

id⊗π2−→ J1 ⊗max A2/J2 → 0yi1⊗id
yi1⊗id

yi1⊗id
0 → A1 ⊗max J2

id⊗i2−→ A1 ⊗max A2
id⊗π2−→ A1 ⊗max A2/J2 → 0yπ1⊗id

yπ1⊗id
yπ1⊗id

0 → A1/J1 ⊗max J2
id⊗i2−→ A1/J1 ⊗max A2

id⊗π2−→ A1/J1 ⊗max A2/J2 → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

Si a ∈ A1 ⊗max A2 est dans le noyau de π1 ⊗ π2, alors (id ⊗ π2)(a) est dans le noyau de
π1 ⊗ id, ce qui implique qu’il existe b ∈ J1 ⊗max (A2/J2) tel que (i1 ⊗ id)(b) = (id ⊗ π2)(a).
Mais comme id⊗π2 est surjective, il existe c ∈ J1⊗maxA2 tel que (i1⊗π2)(c) = (id⊗π2)(a),
ce que l’on peut réécrire (id⊗π2)[(i1⊗ id)(c)−a] = 0. Cela signifie qu’il existe c′ ∈ A1⊗maxJ2
tel que (id⊗ i2)(c

′) = a− (i1 ⊗ id)(c). �

Corollaire 3.16 Si A est une C(X)-algèbre stellaire et B est une C(Y )-algèbre stellaire,
A⊗max B est une C(X × Y )-algèbre stellaire de fibres

(A⊗max B)(x,y) = Ax ⊗max By ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y .

Démonstration :

Définissons le noyau C(x,y)(X × Y ) = Cx(X)⊗ C(Y ) + C(X)⊗ Cy(Y ) de l’application
C(X)⊗ C(Y ) → C(X)/Cx(X)⊗ C(Y )/Cy(Y ), i.e. l’idéal des fonctions continues sur X × Y
nulles au point (x, y). La proposition précédente nous donne alors la suite exacte

0 → C(x,y)(X × Y )[A⊗max B] → A⊗max B → Ax ⊗max By → 0. �

Corollaire 3.17 Soient A1 et A2 deux C(X)-algèbres stellaires. Alors quel que soit le point

x ∈ X, (A1

M
⊗C(X)A2)x = (A1)x ⊗max (A2)x.

Démonstration :

Soit x ∈ X. Posons D = A1 ⊗maxA2, I = C(x,x)(X ×X)D et J = C∆D. Alors I et J sont
des idéaux de D. Comme J ⊂ I, on a (D/J)/(I/J) ≃ D/I. �

Définition 3.18 Soient A1 et A2 deux C(X)-algèbres stellaires. Notons σx la représentation
de A1 ⊗max A2 dans (A1)x ⊗min (A2)x et définissons sur A1 ⊗max A2 la semi-norme

‖a‖ = sup{‖σx(a)‖, x ∈ X}.

Le séparé complété de A1 ⊗max A2 pour cette semi-norme est une C(X)-algèbre stellaire que

l’on notera A1

m
⊗C(X)A2.

Soit Diag : C(X) ⊗ C(X) → C(X) le morphisme transposé de l’application diagonale
X → X ×X. Si E1 et E2 sont deux C(X)-modules hilbertiens, on a alors E1 ⊗C(X) E2 =
(E1 ⊗ E2)⊗Diag C(X).

Définition 3.19 Etant données deux C(X)-algèbres stellaires A1 et A2 admettant des C(X)-
représentations fidèles dans les C(X)-modules hilbertiens E1 et E2, on définit la C(X)-algèbre
stellaire A1 ⊗C(X) A2 = (A1 ⊗min A2)⊗ 1 dans L[(E1 ⊗ E2)⊗Diag C(X)].
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Proposition 3.20 La construction de A1 ⊗C(X) A2 ne dépend pas du choix des C(X)-repré-
sentations fidèles non-dégénérées.

Démonstration :

Donnons-nous deux C(X)-représentations fidèles non-dégénérées deA1 etA2 dans E1 et E2.
Comme A2 commute à C(X) dans l’algèbre des multiplicateurs M(A2), A2 est une sous-

algèbre de LA2
(E1 ⊗C(X) A2). Par ailleurs, si a1 ∈ A1 et a2 ∈ A2, à travers l’inclusion

i : LA2
(E1 ⊗C(X) A2) →֒ LC(X)[(E1 ⊗C(X) A2)⊗A2

E2] = L(E1 ⊗C(X) E2) ,

on a i[(a1 ⊗ 1)a2] = a1 ⊗ a2, et donc A1 ⊗C(X) A2 se relève dans LA2
(E1 ⊗C(X) A2).

Si E ′
2 est un autre C(X)-module hilbertien dans lequel A2 admet une C(X)-représentation

fidèle non-dégénérée, alors l’algèbre LA2
(E1⊗C(X)A2) s’injecte dans L[(E1⊗C(X)A2)⊗A2

E ′
2] =

L(E1 ⊗C(X) E
′
2) (lemme 1.2), ce qui montre que A1 ⊗C(X) A2 ne dépend pas du choix de E2.

Fixons un tel C(X)-module hilbertien E2; le même argument montre que la construction
de A1 ⊗C(X) A2 ne dépend pas du choix de E1. �

Remarque : Si π1 et π2 sont deux C(X)-représentations fidèles de A1 et A2, A1 ⊗C(X) A2 est
le séparé complété de A1 ⊗min A2 pour la semi-norme

‖α‖ = sup{‖ [(π1)x ⊗min (π2)x](α)‖, x ∈ X}.

Proposition 3.21 Si A est un champ continu de C∗-algèbres sur X (non nécessairement
séparable) admettant un champ de représentations fidèles π dans le C(X)-module hilbertien E
et B est une C(X)-algèbre stellaire, le morphisme a⊗ b→ π(a)⊗ b induit une représentation

C(X)-linéaire fidèle de A
m
⊗C(X)B dans le B-module hilbertien E ⊗C(X) B.

En particulier, si B admet une C(X)-représentation fidèle, la C(X)-représentation de

A
m
⊗C(X)B dans A⊗C(X) B est fidèle.

Démonstration :

Notons σx le morphisme canonique A
m
⊗C(X)B → Ax ⊗min Bx pour x ∈ X et remarquons

que B s’injecte dans la C∗-algèbre Bd = ⊕x∈XBx.
Comme (E ⊗C(X)B)⊗BBx = Ex⊗Bx, LB(E ⊗C(X)B) s’injecte dans ⊕x∈XLBx(Ex⊗Bx) ⊂

LBd
(E ⊗C(X) B ⊗B Bd) (lemme 1.2). Cela implique pour α ∈ A ⊗alg B que ‖(π ⊗ id)(α)‖ =

sup
x∈X

‖(πx ⊗ id) ◦ σx(α)‖ = sup
x∈X

‖σx(α)‖. �

Nous en déduisons le corollaire suivant qui sera utilisé pour démontrer le théorème 5.8 :

Corollaire 3.22 Si A est un champ continu de C∗-algèbres (non nécessairement séparable)
admettant un champ de représentations fidèles et si la C(X)-algèbre B admet une C(X)-
représentation fidèle, l’application A⊗maxB → Ax⊗minBx se factorise à travers A⊗C(X)B.

Démonstration :

Par définition, l’application A⊗maxB → Ax⊗minBx se factorise à travers A
m
⊗C(X)B; mais

dans le cas présent, la C(X)-algèbreA
m
⊗C(X)B est isomorphe àA⊗C(X) B (proposition 3.21). �

La caractérisation de la nucléarité d’une C∗-algèbre A par l’injectivité du bidual A′′ ([13,
17, 11]) permet de montrer à travers l’étude des représentations factorielles (qui forment une
famille séparant les éléments de A′′) :

Proposition 3.23 Une C(X)-algèbre stellaire A est nucléaire si et seulement si Ax est
nucléaire quel que soit x ∈ X.
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On en déduit :

Proposition 3.24 Soient A et B deux C(X)-algèbres stellaires. Si A ou B est nucléaire, on

a l’isomorphisme A
M
⊗C(X)B ≃ A

m
⊗C(X)B.

Démonstration :

Si σx désigne la représentation canonique de A ⊗ B dans Ax ⊗max Bx = Ax ⊗min Bx
pour x ∈ X, les deux C(X)-algèbres sont le séparé de A ⊗ B pour la semi-norme ‖α‖ =
sup{‖σx(α)‖, x ∈ X}. �

Proposition 3.25 Soient A un champ continu de C∗-algèbres sur X admettant un champ de
représentations fidèles et B une C(X)-algèbre stellaire admettant une C(X)-représentation

fidèle. Si l’une des deux algèbres est nucléaire, on a A
M
⊗C(X)B ≃ A⊗C(X) B.

Démonstration : résulte des propositions 3.21 et 3.24. �

Corollaire 3.26 Soient A1 et A2 deux champs continus de C∗-algèbres sur X admettant des
champs de représentations fidèles π1 et π2.

Si A2 est nucléaire, alors A1

m
⊗C(X)A2 définit un champ continu de C∗-algèbres de fibres

(A1)x ⊗ (A2)x.

Démonstration :

Si x ∈ X, on a (π1 ⊗ π2)x(A1 ⊗C(X) A2) = (π1)x(A1) ⊗ (π2)x(A2) ≃ (A1)x ⊗ (A2)x. Mais
d’après le corollaire 3.17 et la proposition 3.25, (A1)x ⊗ (A2)x = [A1 ⊗C(X) A2]x, ce qui montre
que π1 ⊗ π2 est un champ de représentations fidèles de A1 ⊗C(X) A2. �

Etant donnée une C(X)-algèbre A, notons comme Bauval dans [7] I(A) l’intersection de
tous les noyaux des C(X)-représentations de A et A la C(X)-algèbre A/I(A).

Question Etant données deux C(X)-algèbres stellaires A1 et A2, a-t-on l’isomorphisme

A1

m
⊗C(X)A2 ≃ A1 ⊗C(X) A2 ?

Regardons le cas particulier où l’une des deux C(X)-algèbre est nucléaire.

Proposition 3.27 Soient A1 et A2 deux C(X)-algèbres. Si A1 est nucléaire, on a l’isomor-

phisme A1

m
⊗C(X)A2 ≃ A1 ⊗C(X) A2.

Démonstration :

Soit π une C(X)-représentation de A1

m
⊗C(X)A2 = (A1 ⊗A2)/C∆(A1 ⊗A2) dans le C(X)-

module hilbertien E : elle définit une représentation π1 ⊗max π2 de A1 ⊗max A2 et comme
π(f ⊗ 1) = π(1 ⊗ f) = f pour f ∈ C(X), π1 et π2 sont des C(X)-représentations de A1 et

A2. Par conséquent, πx(A1

m
⊗C(X)A2) est une représentation de (π1)x(A1)⊗max (π2)x(A2) =

(π1)x(A1)⊗min (π2)x(A2) quel que soit x ∈ X puisque (π1)x(A1) est nucléaire.
Il en résulte pour α ∈ A1⊗algA2 que ‖π(α)‖ = sup ‖πx(α)‖ ≤ ‖(π1⊗π2)(α)‖ où π1⊗π2 est

la C(X)-représentation de A1 ⊗C(X) A2 dans E ⊗C(X) E ; donc π(A1

m
⊗C(X)A2) est un quotient

de A1 ⊗C(X) A2. �
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3.3 Contre-exemples

3.3.1 Soient A et B deux C(X)-algèbres stellaires. On a alors des applications naturelles
surjectives

(A⊗min B)(x,x) −→ (A
m
⊗C(X)B)x et (A

m
⊗C(X)B)x −→ Ax ⊗min Bx,

mais en général, aucun de ces deux morphismes n’est un isomorphisme.

Considérons l’exemple suivant dont la construction m’a été indiquée par S. Wassermann
([49]). Soit Γ le groupe discret SL(3,Z) et {πn} l’ensemble de ses classes de représenta-
tions irréductibles de dimension finie où π0 est la représentation triviale. On appelle π la
représentation ⊕

n
πn et K l’idéal de A = π (C∗

max(Γ)) formé des éléments π(a) ∈ A tels que

‖πn(a)‖ tende vers 0 à l’infini. On notera π∞ la représentation de C∗
max(Γ) dans A/K.

Comme Γ a la propriété T de Kazhdan ([24]), il existe pour tout n ∈ N un projecteur
central unique εn ∈ C∗

max(Γ) tel que πn(εn) = 1 et σ(εn) = 0 quelle que soit la représentation
irréductible σ distincte de πn. Remarquons en particulier que pour toute représentation σ de
Γ, σ(ε0) est la projection sur les vecteurs invariants par σ.

Notons alors δ le coproduit C∗
max(Γ) → C∗

max(Γ)⊗min C
∗
max(Γ). Si n et m sont finis,

(πn ⊗ πm)δ(ε0) est non-nul si et seulement si πm est la représentation adjointe πn de πn.
Par ailleurs, (π∞ ⊗ π)δ(ε0) = 0 : sinon il existerait un opérateur de Hilbert-Schmidt non-
nul entrelaçant π∞ et la représentation adjointe π̄ de π, ce qui est impossible puisque A/K
n’admet pas de représentation non nulle de dimension finie.

Si Ñ = N ∪ {∞} désigne le compactifié d’Alexandroff de N, l’application de C0(N) dans le
centre de A qui à f associe π(

∑
f(n)εn) définit une structure de C0(N)-algèbre stellaire sur

A et donc une structure de C(Ñ)-algèbre stellaire sur A de fibres An = πn (C
∗
max(Γ)) pour

n ∈ N et A∞ = A/K. On construit de même la C(Ñ)-algèbre B = π (C∗
max(Γ)) de fibres

Bn = πn (C
∗
max(Γ)) pour n ∈ N. Enfin, si l’on pose θn = πn+1 et θ = (⊕θn), C = θ (C∗

max(Γ))
est une C(Ñ)-algèbre de fibres Cn = πn+1 (C

∗
max(Γ)) pour n ∈ N.

Si n ∈ N, δ(ε0) est non nul, donc de norme 1 dans An ⊗Bn. Il en résulte que ‖δ(ε0)‖ = 1

dans (A
m
⊗C(Ñ)B)∞ mais δ(ε0) = 0 dans A∞ ⊗min B∞.

Si n ∈ N
∗∪{∞}, δ(ε0) est nul dans An⊗Cn, δ(ε0) = 0 dans (A

m
⊗C(Ñ)C)∞, mais cet élément

est de norme 1 dans (A⊗min C)(∞,∞).

Remarque : Cette construction a en fait permis à E. Kirchberg et S. Wassermann d’exhiber
un champ continu séparable de C∗-algèbres A sur un espace compact X et un champ trivial
de C∗-algèbres C(X,B) tels que A ⊗C(X) C(X,B) ne soit pas un champ continu sur X de
fibres Ax ⊗min B ([30]).

3.3.2 Si ıA : A → LC(X)(EA) et ıB : B → LC(X)(EB) sont deux C(X)-représentation fidèles,

le morphisme ı = ıA ⊗ ıB : A
m
⊗C(X)B → LC(X)(EA ⊗C(X) EB) n’est pas nécessairement un

isomorphisme comme le montre l’exemple suivant.
La C([0, 2])-algèbre stellaire A = C([0, 1]) ⊕ C([1, 2]) admet une C([0, 2])-représentation

fidèle dans le C([0, 2])-module hilbertien E = C0([0, 2]\{1}) = C0([0, 1[)⊕ C0(]1, 2]).
Comme C0([0, 1[).C0(]1, 2]) = 0, E ⊗C([0,2]) E = C0([0, 2]\{1}); donc si a1 = f1 ⊕ g1 et

a2 = f2 ⊕ g2 sont dans A, on a a1 ⊗ a2 = (f1f2)⊕ (g1g2) dans L(E ⊗C([0,2]) E), ce qui implique
que ı(A⊗C([0,2]) A) ≃ C([0, 1])⊕ C([1, 2]).

Au point x = 1,Ax = C⊕C et donc commeA est nucléaire, (A
m
⊗C([0,2])A)x = (C⊕ C)⊗ (C⊕ C)

tandis que ı[A⊗C([0,2]) A]x = C⊕ C.
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3.3.3 Le produit tensoriel
m
⊗C(X) n’est pas en général associatif.

Munissons la C∗-algèbre D = C de la structure de C(Ñ)-algèbre définie par f.a = f(∞)a.

Alors quelle que soit la C(Ñ)-algèbre D′, [D
m
⊗C(Ñ)D

′]n est égal à 0 si n est fini et à (D′)∞ si
n = ∞.

Si A et B sont deux C(Ñ)-algèbres, on a donc [(A
m
⊗C(Ñ)B)

m
⊗C(Ñ)D]∞ ≃ (A

m
⊗C(Ñ)B)∞

tandis que [A
m
⊗C(Ñ)(B

m
⊗C(Ñ)D)]∞ ≃ A∞ ⊗min B∞. Mais ces deux C∗-algèbres sont en général

distinctes (cf 3.3.1).

4 Champs continus d’unitaires multiplicatifs

Nous allons étendre la structure d’unitaire multiplicatif introduite par Baaj et Skandalis
dans [4] aux C(X)-modules hilbertiens. Les preuves sont similaires à celles de [4] grâce à la
proposition 1.8; aussi avons-nous surtout insisté sur les modifications à apporter aux démons-
trations données dans [4].

Si A est une C∗-algèbre et J est un idéal bilatère de A, on notera M(A, J) l’ensemble des
multiplicateurs T ∈M(A) tels que T.A ⊂ J .

Définition 4.1 Soient X un espace compact, A une C(X)-algèbre stellaire admettant une
C(X)-représentation fidèle et A la C(X)-algèbre engendrée par A et u[C(X)] dans M [A ⊕
C(X)] (définition 2.7).

On appelle champ de coproduits sur A un C(X)-morphisme non-dégénéré

δ : A −→M(A⊗C(X) A+A⊗C(X) A, A⊗C(X) A)

tel que ∀a ∈ A, (δ ⊗ id) ◦ δ(a) = (id⊗ δ) ◦ δ(a) dans M(A⊗C(X) A⊗C(X) A).
On dira que le couple (A, δ) est une C(X)-algèbre de Hopf si δ est un champ de coproduits

sur A. Si de plus, A est un champ continu, on dira que (A, δ) est un champ continu de
C∗-algèbres de Hopf.

Enfin, la C(X)-algèbre de Hopf (A, δ) est dite bisimplifiable si les C(X)-modules engendrés
par δ(A)(1⊗A) et par δ(A)(A⊗ 1) sont tous deux denses dans A⊗C(X) A.

Remarques : 1. Si A admet une C(X)-représentation fidèle dans E , A⊕ C(X) et donc A
admettent des C(X)-représentations fidèles dans E ⊕ C(X).
2. On s’interesse dans ce chapitre à des champs de représentations régulières d’une famille
{(Ax, δx)} de C∗-algèbres de Hopf (cf [43].6, [4] Introduction) et les C(X)-algèbres A que
nous construisons ici sont donc naturellement munies d’un champ de coproduits à valeurs
dans M(A⊗C(X) A). On pourrait également considérer des champs de coproduits à valeurs

dans M(A
M
⊗C(X)A) (en particulier pour des champs de C∗-algèbres de Hopf pleines) mais il

n’est à priori pas possible d’envisager un champ de coproduits à valeurs dans M(A
m
⊗C(X)A)

car le produit tensoriel
m
⊗C(X) n’est pas associatif (3.3.3).

Si E est un C(X)-module hilbertien, on définit la volte Σ ∈ L(E ⊗C(X) E) par la formule
Σ(ξ ⊗ η) = η ⊗ ξ pour ξ, η ∈ E . Si T ∈ L(E ⊗C(X) E), on désignera par T12, T13 et T23 les
opérateurs de L(E ⊗C(X) E ⊗C(X) E) définis par T12 = T ⊗ 1, T13 = (Σ⊗ 1)(1⊗ T )(Σ⊗ 1) et
T23 = 1⊗ T .
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4.1 Définition des champs continus d’unitaires multiplicatifs

Considérons le C(X)-module de Banach F(L(E)) des applications C(X)-linéaires continues
sur L(E) à valeurs dans C(X) muni de la norme d’espace d’opérateurs; définissons pour ξ et η
dans E l’application C(X)-linéaire ωξ,η ∈ F(L(E)) par ωξ,η(T ) = 〈ξ, Tη〉 et notons F∗(L(E))
le C(X)-module engendré.

Donnons-nous ω =
∑n
i=1 ωξi,ηi ∈ F∗(L(E)). SiH est un espace de Hilbert et E = H ⊗C C(X),

ω s’identifie à une application continue de X dans L(H)∗; si E est quelconque et E ′ ⊂ E est le
sous-C(X)-module de type fini engendré par les ξi et les ηi, comme ‖ex ◦ ω‖ = ‖ex ◦ ω|K(E ′)‖,
l’application x 7→ ‖ex ◦ ω‖ est donc encore continue par le théorème de stabilisation de Kas-
parov.

Définition 4.2 Etant donné un C(X)-module hilbertien, on munit la famille des L(Ex)∗,
x ∈ X de la structure de champ continu d’espaces de Banach définie par l’adhérence normique
L(E)∗ dans F(L(E)) du C(X)-module F∗(L(E)).

Lemme 4.3 L’espace de Banach L(E)∗ est un L(E),L(E)-bimodule pour les actions (ωa)(T ) =
ω(aT ) et (aω)(T ) = ω(Ta), ω ∈ L(E)∗ et a ∈ L(E).

Démonstration :

Si α, β ∈ E et a ∈ L(E), (ωα,β)a = ωa∗α,β ∈ L(E)∗, ce qui implique par linéarité que
ωa ∈ L(E)∗ pour ω dans F∗(L(E)) et l’on a alors dans F(L(E)) l’inégalité ‖ωa‖ ≤ ‖a‖.‖ω‖,
d’où la première partie du lemme par densité.

Définissons pour ω ∈ L(E)∗ l’élément ω∗ de F(L(E)) de même norme par la formule
ω∗(T ) = ω(T ∗). Comme pour α, β ∈ E , ω∗

α,β = ωβ,α ∈ F∗(L(E)), on a ω∗ ∈ L(E)∗ quel que
soit ω ∈ L(E)∗. Il suffit alors pour conclure de remarquer que l’on a aω = [ω∗a∗]∗ quel que
soit a ∈ L(E). �

Lemme 4.4 Si ω1 et ω2 sont dans L(E)∗, ω1 ⊗ ω2 ∈ L(E ⊗C(X) E)∗.

Démonstration :

Si x est un point de X, on a l’inégalité |(ω1 ⊗ ω2)(T )(x)| ≤ ‖ω1‖.‖ω2‖.‖T‖ pour T ∈
L(E ⊗C(X) E) et il est par ailleurs clair que si ω1 et ω2 sont dans F∗(L(E)), ω1 ⊗ ω2 est dans
F∗(L(E ⊗C(X) E)). �

Lemme 4.5 Si ω ∈ L(E ⊗C(X) E)∗, l’application qui à T ∈ L(E) associe ω(T ⊗ 1) est dans
L(E)∗.

Démonstration :

Si ω ∈ L(E⊗C(X)E)∗, l’application T 7→ ω(T ⊗1) est par définition un élément de F(L(E))
de norme inférieure à ‖ω‖. Il reste donc à voir qu’elle est dans L(E)∗ si ω appartient à un sous-
ensemble de L(E ⊗C(X) E)∗ dont les combinaisons linéaires sont denses dans L(E ⊗C(X) E)∗.
Mais si ξ1, ξ2, η1, η2 sont dans E et ω = ωξ1⊗ξ2,η1⊗η2 , alors

ω(T ⊗ 1) = 〈ξ2, η2〉〈ξ1, T η1〉 = ωξ1,〈ξ2,η2〉η1(T ) . �

Définissons pour ξ dans E les opérateurs θξ et θ′ξ dans L(E , E ⊗C(X) E) par les formules
θξ(η) = ξ ⊗ η et θ′ξ(η) = η ⊗ ξ. Si T ∈ L(E ⊗C(X) E) et ω =

∑n
i=1 ωξi,ζi , on peut former

les opérateurs (ω ⊗ id)(T ) =
∑
i(θξi)

∗Tθζi et (id⊗ ω)(T ) =
∑
i(θ

′
ξi
)∗Tθ′ζi dans L(E). Comme

‖(ω ⊗ id)(T )‖ et ‖(id ⊗ ω)(T )‖ sont bornés par ‖ω‖.‖T‖, on peut étendre ces définitions à
tout ω ∈ L(E)∗.
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Définition 4.6 Etant donné un C(X)-module hilbertien E, nous dirons que l’unitaire V ∈
L(E ⊗C(X) E) est un champ continu d’unitaires multiplicatifs (ou simplement que V est mul-
tiplicatif) s’il satisfait à la relation pentagonale

V12V13V23 = V23V12.

Définissons pour ω ∈ L(E)∗ les opérateurs L(ω) = (ω ⊗ id)(V ) et ρ(ω) = (id⊗ ω)(V );
notons A(V ) = {L(ω)/ ω ∈ L(E)∗} et Â(V ) = {ρ(ω)/ω ∈ L(E)∗}, S et Ŝ leurs adhérences
dans L(E), Lx et ρx leurs représentations canoniques dans Ex.

Lemme 4.7 ([4].1.4) Les C(X)-modules A(V ) et Â(V ) sont des sous-algèbres de L(E). Les
C(X)-modules A(V )E et Â(V )E sont denses dans E.

Démonstration :

Si ω1 et ω2 sont dans L(E)∗,

L(ω1)L(ω2) = (ω1 ⊗ ω2 ⊗ id)(V13V23) = (ω1 ⊗ ω2 ⊗ id)(V12
∗V23V12) = L(ω)

où ω(T ) = (ω1 ⊗ ω2) (V
∗(1⊗ T )V ).

Mais L(E ⊗C(X) E)∗ est un L(E ⊗C(X) E),L(E ⊗C(X) E)-bimodule (lemme 4.3), ce qui im-
plique par le lemme 4.5 que ω ∈ L(E)∗ et donc L(ω) ∈ A(V ).

De même, le champ de forme ψ(T ) = (ω1 ⊗ ω2) (V (T ⊗ 1)V ∗) est dans L(E)∗ et il vérifie
ρ(ω1)ρ(ω2) = ρ(ψ).

Soient ξ, η dans E et x ∈ X; comme [V ∗(ξ ⊗ η)]x 6= 0, il existe α, β ∈ E tels que
〈ξ ⊗ η, V α⊗ β〉(x) 6= 0. Donc Lx(ωξ,α)βx n’est pas orthogonal à ηx et ρx(ωη,β)αx n’est pas

orthogonal à ηx; par conséquent, les espaces A(Vx)Ex et Â(Vx)Ex sont denses dans Ex. Le
lemme 1.13 permet de conclure. �

Corollaire 4.8 Si V ∈ L(E⊗C(X)E) est un unitaire multiplicatif, les C(X)-modules A(V )L(E)∗
et L(E)∗A(V ) (resp. Â(V )L(E)∗ et L(E)∗Â(V )) sont tous les deux denses dans L(E)∗.

Démonstration :

D’après le lemme 4.7, A(V )E et A(V )∗E = Â(ΣV ∗Σ)E sont tous deux denses dans E . Il
en résulte que A(V )F∗(L(E)) ⊂ A(V )L(E)∗ et F∗(L(E))A(V ) ⊂ L(E)∗A(V ) sont denses dans
L(E)∗.

Si ω ∈ L(E)∗ et a, b ∈ A(ΣV ∗Σ) = Â(V )∗, on a [aωb]∗ = b∗ωa∗, d’où la densité des
C(X)-modules Â(V )L(E)∗ et L(E)∗Â(V ) dans L(E)∗. �

4.2 La régularité

Définition 4.9 Etant donné un champ continu d’unitaires multiplicatif V ∈ L(E ⊗C(X) E),
on définit le C(X)-module C(V ) engendré par les (id⊗ ω)(ΣV ), ω ∈ L(E)∗.

Proposition 4.10 ([4].3.2) C(V ) est une sous-algèbre de L(E).

Démonstration :

Si ω1 et ω2 sont dans L(E)∗, alors

(id⊗ ω1)(ΣV )(id⊗ ω2)(ΣV ) = (id⊗ ω1 ⊗ ω2)(Σ13V13Σ12V12) = (id⊗ ψ)(ΣV )

où le champ ψ défini par ψ(T ) = (ω1 ⊗ ω2)(V Σ(1 ⊗ T )V ) appartient à L(E)∗ d’après les
lemmes 4.3 et 4.5. �
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Proposition 4.11 Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) l’algèbre C(V ) est une sous-algèbre normiquement dense dans l’algèbre K(E) des opérateurs
compacts,

b) l’adhérence du C(X)-module engendré par {(α ⊗ 1)V (1 ⊗ β), α, β ∈ K(E)} dans
L(E ⊗C(X) E) est K(E)⊗C(X) K(E).

On dira alors que V est un unitaire multiplicatif régulier.

Démonstration :

Si ξ, ξ′, η, η′ sont dans E et T ∈ L(E ⊗C(X) E), on a l’égalité (1⊗ θξ,ξ′)T (1⊗ θη,η′) =
(id⊗ ωξ′,η)(T )⊗ θξ,η′ .

Comme b) est équivalent à dire que l’adhérence du C(X)-module engendré par les opérateurs
Σ(α ⊗ 1)V (1 ⊗ β), α, β ∈ K(E) est K(E) ⊗C(X) K(E), il suffit de faire la remarque que
Σ(θξ,ξ′ ⊗ 1)V (1⊗ θη,η′) = (1⊗ θξ,ξ′)ΣV (1⊗ θη,η′). �

Proposition 4.12 ([4] proposition 3.5) Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un unitaire multiplicatif

régulier, les algèbres S et Ŝ sont des C(X)-algèbres stellaires.

Démonstration :

0n montre comme dans la proposition [4].3.5 que S est le C(X)-module fermé engendrée

par les (ω ⊗ id)(V ∗
(
(id⊗ ω′)(ΣV )⊗ 1

)
V ), ω, ω′ ∈ L(E)∗. Il résulte alors de la proposition 4.11

que S est auto-adjointe. On en déduit Ŝ = S(ΣV ∗Σ)∗ est une C(X)-algèbre car ΣV ∗Σ est
régulier. �

Proposition 4.13 Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un unitaire multiplicatif régulier, SK(E) =

K(E)S = ŜK(E) = K(E)Ŝ = K(E).

Démonstration :

Comme S et Ŝ sont des C∗-algèbres et SE = ŜE = E (lemme 4.7), la proposition résulte
du lemme 1.8. �

Proposition 4.14 ([4] théorème 3.8) Soit V ∈ L(E⊗C(X)E) un unitaire multiplicatif régulier,

S et Ŝ les C(X)-algèbres stellaires associées.
Munie du champ de coproduits δ : S → M(S ⊗C(X) S) défini par δ(a) = V (a⊗ 1)V ∗, la

C(X)-algèbre stellaire réduite S de V est une C(X)-algèbre de Hopf bisimplifiable. Munie du
champ de coproduits δ̂ donné par δ̂(b) = V ∗(1⊗ b)V , la C(X)-algèbre stellaire réduite duale
Ŝ de V est une C(X)-algèbre de Hopf bisimplifiable.

De plus, V est un multiplicateur de Ŝ ⊗C(X) S.

Démonstration :

En adaptant les démonstrations de [4].3 grâce à la proposition 4.13, on montre que δ(S)(1⊗
S) et δ(S)(S⊗1) engendrent des sous-C(X)-modules denses de S⊗C(X)S dans L(E ⊗C(X) E).

Soit alors S la C(X)-algèbre stellaire engendrée par S et u[C(X)] dans M [S ⊕ C(X)];
notons 1S l’unité de S et 1S celle de M(S). Comme δ(S) ⊂ M(S ⊗C(X) S), on a δ(a) =
δ(a)(1S ⊗ 1S) pour tout a ∈ S. Il s’en suit que δ(S)(1S ⊗ S) = δ(S)(1S ⊗ S) et de même
δ(S)(S ⊗ 1S) engendrent des sous-C(X)-modules denses de S ⊗C(X) S.

On en déduit les mêmes résultats pour Ŝ en remplaçant V par ΣV ∗Σ.

24



Enfin, on montre comme dans [4].3 que V12, V23 et donc V13 sont des multiplicateurs de
Ŝ ⊗C(X) K(E)⊗C(X) S. �

Remarque : Je n’ai pas trouvé de champ continu d’unitaires multiplicatifs V dont les fibres
Vx sont régulières qui ne soit pas régulier. En fait, la véritable question est de savoir si l’on
n’a pas toujours K(E) ⊂ C(V ).

Définition 4.15 Si l’unitaire multiplicatif V ∈ L(E ⊗C(X) E) est tel que les C(X)-modules
engendrés par les (ω ⊗ id)(ΣV ) et par les (id ⊗ ω)(ΣV ), ω ∈ L(E)∗ soient tous deux des
sous-C(X)-modules denses de K(E), on dira que V est birégulier.

4.3 L’irréductibilité

Pour pouvoir étendre des théorèmes de dualité de Takesaki aux champs continus d’unitaires
multiplicatifs, on définit la notion suivante :

Définition 4.16 Un unitaire multiplicatif V ∈ L(E ⊗C(X) E) sera dit irréductible si il existe
un unitaire U ∈ L(E) tel que :

a) U2 = 1, (Σ(1⊗ U)V )3 = 1,

b) les unitaires V̂ = Σ(U ⊗ 1)V (U ⊗ 1)Σ et Ṽ = (U ⊗ U)V̂ (U ⊗ U) soient multiplicatifs.

Si de plus V est birégulier, on dira que (E , V, U) forme un système de Kac.

Remarque : La condition (Σ(1⊗ U)V )3 = 1 est équivalente à l’égalité V̂ V Ṽ = (U ⊗ 1)Σ.

Notons L (resp. ρ) la C(X)-représentation identité de S (resp. Ŝ) dans E . On a alors :

Proposition 4.17 Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un unitaire multiplicatif régulier irréductible,

l’adhérence normique dans L(E) du C(X)-module engendré par L(S)ρ(Ŝ) est K(E).

Démonstration :

Reprenons la démonstration de la proposition [4].6.3.
L’adhérence dans L(E) du C(X)-module engendré par les opérateurs (id⊗ ω)(ΣṼ ∗), ω ∈

L(E)∗ est K(E) car V est régulier. Il en va de même pour le C(X)-module engendré par
{(id⊗ ω)((U ⊗ 1)ΣṼ ∗) ; ω ∈ L(E)∗} et par conséquent pour celui engendré par {(id⊗ω)(V̂ V ) ;
ω ∈ L(E)∗}. Comme la représentation ρ dans E est non-dégénérée, l’adhérence de l’espace
{(id⊗ ω)(V̂ V )b ; ω ∈ L(E)∗, b ∈ Ŝ} est donc un sous-C(X)-module dense de K(E).

Comme V est un multiplicateur de Ŝ ⊗C(X) K(E), l’adhérence du C(X)-module considéré

est celle de {(id⊗ω)(V̂ )b/ ω ∈ L(E)∗, b ∈ Ŝ}. De plus, (id⊗ω)(V̂ ) = L(UωU), ce qui permet
de conclure. �

Proposition 4.18 ([4] définition 6.5) Soit (E , V, U) un système de Kac. On a alors :

a) (E ,ΣV ∗Σ, U) et (E , V̂ , U) sont des systèmes de Kac,

b) les unitaires V12 et Ṽ23 commutent,

c) les unitaires V23 et V̂12 commutent.
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Démonstration :

L’unitaire V est birégulier si et seulement si V et V̂ sont réguliers, ce qui implique le a)
car si l’on pose W = ΣV ∗Σ, on a Ŵ = ΣṼ ∗Σ et W̃ = ΣV̂ ∗Σ.

Les assertions b) et c) résultent quant-à-elles de la définition [4]6.5 et de la remarque
suivante : deux opérateurs a et b de L(E ⊗C(X) E) commutent si et seulement si ax et bx
commutent quel que soit x ∈ X. �

Définition 4.19 Soit V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire multiplicatif régulier irréductible. Pour

ω ∈ L(E)∗, on pose λ(ω) = (ω ⊗ id)(V̂ ) et R(ω) = (id⊗ ω)(Ṽ ).

Proposition 4.20 ([4] proposition 6.8) Soit V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire multiplicatif
régulier irréductible. On a :

a) λ(ω) = Uρ(ω)U et R(ω) = UL(ω)U ,

b) pour tous ω, ψ ∈ L(E)∗, [ρ(ω), λ(ψ)] = 0 et [L(ω), R(ψ)] = 0.

Démonstration :

a) λ(ω) = (id⊗ ω)((U ⊗ 1)V (U ⊗ 1)) = Uρ(ω)U et de même R(ω) = UL(ω)U .

L’assertion b) résulte de la proposition 4.18. �

5 Le cas moyennable

5.1 Représentations d’un unitaire multiplicatif

Définition 5.1 ([4].A.1) Soit V ∈ L(H ⊗H) un unitaire multiplicatif agissant sur le carré
tensoriel d’un espace de Hilbert H. Une représentation de V dans l’espace de Hilbert K est
un unitaire X ∈ L(K ⊗H) tel que X12X13V23 = V23X12 (dans L(K ⊗H ⊗H) ).

Par exemple, V est une représentation de V appelée représentation régulière; 1 ∈ L(C⊗H)
est la représentation triviale de V . Si (X,K) et (X ′,K ′) sont deux représentations de V ,
(X13X

′
23,K ⊗K ′) est une représentation dite produit tensoriel de (X,K) par (X ′,K ′).

Considérons l’algèbre Âp(V ) dont l’espace sous-jacent est l’espace L(H)∗ muni du pro-
duit (ω1 ∗ ω2)(T ) = (ω1 ⊗ ω2)(V (T ⊗ 1) V ∗). Alors toute représentation (X,K) induit une
représentation ρX de Âp(V ) dans K en posant ρX(ω) = (id⊗ω)(X); si de plus V est régulier,
l’adhérence normique ŜX de ρX(Â(V )) est une C∗-algèbre et X est un multiplicateur de
ŜX ⊗ S.

Posons ‖ω‖p̂ = sup{‖ρX(ω)‖/X représentation de V } et appelons Ŝp le séparé complété de

Âp(V ) pour la semi-norme ‖ ‖p̂. Si V est régulier, Ŝp est une C
∗-algèbre dont les représentations

correspondent exactement aux représentations de V .
Tous ces résultats sont démontrés dans l’appendice de [4].

5.2 Coactions d’une C∗-algèbre de Hopf

Une coaction de la C∗-algèbre de Hopf S dans la C∗-algèbre A est un morphisme non-
dégénéré δA : A → M(Ã⊗ S,A⊗ S) satisfaisant la condition d’associativité (δA ⊗ id) ◦ δA =
(id⊗ δ) ◦ δA (où Ã est la C∗-algèbre déduite de A par adjonction d’une unité).
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Si A est munie d’une coaction de la C∗-algèbre de Hopf S associée à l’unitaire multiplicatif
V ∈ L(H ⊗ H), une représentation covariante de (A, δA) est un couple (π,X) où π est une
représentation de A et X est une représentation de V dans le même espace de Hilbert telle
que quel que soit a ∈ A, on ait (π ⊗ id)δA(a) = X(π(a)⊗ 1)X∗.

Proposition 5.2 Si la C∗-algèbre A est munie d’une coaction δA de la C∗-algèbre de Hopf
(S, δ) associée à l’unitaire multiplicatif V ∈ L(H ⊗ H) et (π,X) est une représentation co-
variante de (A, δA) dans K, alors l’adhérence normique dans L(K) de l’espace engendré par
les produits π(a)ρX(ω), a ∈ A et ω ∈ L(H)∗, est une C

∗-algèbre.

Démonstration :

Il s’agit de montrer que pour a ∈ A et ω ∈ L(H)∗, le produit ρX(ω)π(a) est limite de
sommes finies

∑
π(ai)ρX(ωi).

Or en écrivant ω = ω′s avec s ∈ S, on a ρX(ω)π(a) = (π ⊗ ω′)((1 ⊗ s)δA(a)X). Comme
δA(a) ∈ M(Ã ⊗ S,A ⊗ S), (1 ⊗ s)δA(a) est limite de sommes finies

∑
ai ⊗ si avec ai ∈ A,

si ∈ S; donc ρX(ω)π(a) est limite de
∑
π(ai)ρX(ω

′si). �

Définition 5.3 Soient A une C∗-algèbre munie d’une coaction δA de la C∗-algèbre de Hopf
S associée à l’unitaire multiplicatif régulier V ∈ L(H ⊗H). Posons pour toute somme finie∑
i ai ⊗ ωi ∈ A⊗alg L(H)∗ :

‖
∑
ai ⊗ ωi‖=sup{‖

∑
π(ai)ρX(ωi)‖, (π,X) représentation covariante de (A,δA)}

Le séparé complété de A ⊗alg L(H)∗ pour cette semi-norme est une C∗-algèbre A ⋊p Ŝ
appelée produit croisé plein de A par la coaction δA de S.

Si πL est la représentation de A dans le C∗-module A ⊗ H donnée par la formule πL =
(idA ⊗ L) ◦ δA, (πL, V23) est une représentation covariante de (A, δA) et l’adhérence normique
A ⋊r Ŝ dans LA(A ⊗ H) de l’espace vectoriel engendré par {πL(a) (1A ⊗ ρ(ω))/a ∈ A,ω ∈
L(H)∗} est une C∗-algèbre qu’on appelle produit croisé réduit de A par la coaction δA de S.

5.3 Unitaires multiplicatifs moyennables

Définition 5.4 Etant donné un unitaire multiplicatif V ∈ L(H ⊗H), on définit sur A(V ) la
semi-norme ‖L(ω)‖∗ = inf{‖ψ‖, ψ ∈ L(H)∗ tel que L(ψ) = L(ω)}.

Remarque : L(ω) = L(ψ) si et seulement si les formes ω et ψ cöıncident sur Ŝ; donc ‖L(ω)‖∗
est la norme de la forme ω restreinte à Ŝ.

Proposition 5.5 Etant donné un unitaire multiplicatif régulier V ∈ L(H⊗H), les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) la représentation triviale τ est faiblement contenue dans la représentation régulière, i.e.
ker(ρ) ⊂ ker(τ),

b) la représentation régulière ρ : Ŝp → Ŝ est isométrique,

c) il existe une famille filtrante ξλ de vecteurs unitaires de H telle que pour tout η ∈ H,
‖V ξλ ⊗ η − ξλ ⊗ η‖ converge vers 0,

d) quelle que soit la forme normale positive ω, ‖ρ(ω)‖ = ω(1),
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e) A(V ) munie de la semi-norme ‖ ‖∗ a une unité approchée à droite bornée.

Un unitaire multiplicatif qui a ces propriétés sera dit moyennable.

Remarque : Si l’unitaire multiplicatif régulier ΣV ∗Σ est moyennable, on dira que V est co-
moyennable.

Démonstration :

a) ⇒ b) Soient X une représentation de V dans l’espace de Hilbert K et ω ∈ L(H)∗.
Si ξ et η sont des vecteurs unitaires de K, l’application ψ : T 7→ (ωξ,η ⊗ ω) (X (1⊗ T )) est
une forme normale sur L(H), d’où |τ(ψ)| ≤ ‖ρ(ψ)‖ par a), ce qui s’écrit ‖ (ωξ,η ⊗ ω) (X)‖ ≤
‖ (ωξ,η ⊗ id⊗ ω) (X13V23)‖.

Mais X13V23 = X12
∗V23X12 et donc

|〈ξ, ρX(ω)η〉| ≤ ‖ (ωξ,η ⊗ id) (X∗(1⊗ ρ(ω))X) ‖ ≤ ‖ρ(ω)‖.

b) ⇒ c) Sous l’hypothèse b), la représentation triviale de Ŝp est faiblement contenue
dans la représentation régulière; elle induit donc un état pur sur ρ(Ŝ). Par conséquent, il
existe une famille filtrante de vecteurs unitaires ξλ ∈ H tels que pour tout ω ∈ L(H)∗,
|〈ξλ, ρ(ω)ξλ〉 − ω(1)| → 0. En particulier, pour ω = ωη,η où η est un vecteur de H, le filtre
〈ξλ ⊗ η, V (ξλ ⊗ η)− ξλ ⊗ η〉 tend vers 0; il en résulte que ‖V (ξλ ⊗ η)− ξλ ⊗ η‖2 admet une
limite nulle pour tout η ∈ H.

c) ⇒ d) Si ω ∈ L(H)∗ est positif, ‖ρ(ω)‖ ≤ ‖ω‖ = ω(1) et par ailleurs ‖ρ(ω)‖ est un
majorant de la famille filtrante des 〈ξλ, ρ(ω)ξλ〉 qui converge vers ω(1).

d) ⇒ e) Si ω ∈ L(H)∗ est positif et ε > 0, il existe des vecteurs unitaires ξ et η dans H
tels que |ω(1)− 〈ξ, ρ(ω)η〉| < ε. Considérons y = L(ωξ,η) ∈ A(V ) : il vérifie ‖y‖∗ ≤ 1 et pour
tout a ∈ A(V ),

|ω[a(1− y)]|2 ≤ ω(aa∗) ω(|1− y|2) ≤ ‖a‖2ω(1)× 2|ω(1− y)| < 2ε.‖a‖2∗ω(1).

Donnons-nous une partie finie F = {a1, . . . an} de la boule unité de A(V ). Si ω ∈ [A(V )n]∗

est de la forme
∑
ωi◦πi où les πi sont les applications coordonnées et les ωi sont des restrictions

de formes normales positives sur L(H), il existe un élément y ∈ A(V ) vérifiant ‖y‖∗ ≤ 1 et

|(
∑
ωi)(1− y)| < ε[2

∑
ωi(1)]

−1, ce qui implique |ωi[ai(1− y)]| < ε
1

2 quel que soit 1 ≤ i ≤ n.
Si C est l’image (convexe) de la boule unité de A(V ) dans A(V )n par l’application y 7→

(ai(1− y))1≤i≤n, comme les combinaisons linéaires de formes linéaires sur A(V )n du type
précédent sont fortement denses dans [A(V )n]∗, le point 0 est faiblement adhérent et donc
normiquement adhérent à C par le théorème de séparation de Hahn-Banach. En particulier,
si ε > 0, il existe yF,ε ∈ A(V ) tel que ‖yF,ε‖∗ ≤ 1 et ‖a(1− yF,ε)‖∗ < ε quel que soit a ∈ F .

e)⇒ a) Soit L(ωλ) une unité approchée à droite bornée parM deA(V ). Comme |ψ(L(ω))| =
|ω(ρ(ψ))| ≤ ‖L(ω)‖∗‖ρ(ψ)‖ ≤ ‖L(ω)‖∗‖ψ‖ pour ω, ψ ∈ L(H)∗ et comme la représentation L
de A(V ) est non-dégénérée, L(ωλ) converge fortement vers 1; donc si ψ est une forme nor-
male sur L(H), on a M‖ρ(ψ)‖ ≥ |ωλ(ρ(ψ))| = |ψ(L(ωλ))|, d’où par passage à la limite,
M‖ρ(ψ)‖ ≥ |ψ(1)|. �

Remarque : Soient (H,X , u) et (K,Y, v) deux systèmes de Kac et supposons qu’ils forment
avec l’unitaire Z ∈ L(H⊗K) un couple assorti de systèmes de Kac ([4] définition 8.13). Si les
deux unitaires X et Y sont comoyennables, alors le Z-produit tensoriel V = (Z∗

12X13Z12)Y24

est aussi comoyennable.
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Fixons en effet deux familles filtrantes de vecteurs unitaires (ei) et (fj) vérifiant l’assertion
c) de la proposition 5.5 pour les unitaires multiplicatifs sHX

∗sH et sKY∗sK où sH ∈ L(H⊗H)
et sK ∈ L(K ⊗K) sont les voltes de H ⊗H et de K ⊗K; si l’on pose ζi,j = ei ⊗ fj ∈ H ⊗K,
alors quels que soient les vecteurs η1 ∈ H et η2 ∈ K, ‖V (η1 ⊗ η2 ⊗ ζi,j) − (η1 ⊗ η2 ⊗ ζi,j)‖
converge vers 0.

Proposition 5.6 Si V est un unitaire multiplicatif régulier moyennable et si δA est une
coaction de l’algèbre de Hopf S associée à V dans la C∗-algèbre A, alors les produits croisés
A ⋊p Ŝ et A ⋊r Ŝ cöıncident.

En particulier, l’algèbre Ŝ est nucléaire.

Démonstration :

Fixons une famille filtrante de vecteurs unitaires ξλ vérifiant l’assertion c) de la proposition
5.5 et soit (π,X) une représentations covariante de (A, δ). Si a ∈ A et ω ∈ L(H)∗, on a l’égalité

(π ⊗ L) ◦ δA(a) (1⊗ ρ(ω∗)∗) = X(π(a)⊗ 1)(id⊗ id⊗ ω)(V23
∗X13

∗X12
∗).

On en déduit que

‖
∑
πL(ai) (1⊗ ρ(ω∗

i )
∗) ‖≥‖

∑
π(ai)(id⊗ ωξλ,ξλ ⊗ ωi)(V23

∗X13
∗)‖

et donc ‖
∑
πL(ai) (1⊗ ρ(ω∗

i )
∗) ‖ ≥ ‖

∑
π(ai)ρX(ω

∗
i )

∗‖, ce qui implique que la représentation
(π,X) est faiblement contenue dans (πL, V23). �

5.4 Champs continus d’unitaires multiplicatifs

moyennables

Proposition 5.7 Soient E un C(X)-module hilbertien et V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire

multiplicatif régulier. Si x ∈ X, Ŝx est un quotient de ρx(Ŝ)p.

Démonstration :

Soient px la représentation canonique de K(E) dans Ex et π une représentation de Ŝ dans
l’espace de Hilbert K nulle sur Cx(X) ⊂ M(Ŝ). Comme K(E) est nucléaire, on peut définir
π ⊗ px : Ŝ ⊗C(X) K(E) → L(K ⊗ Ex) (corollaire 3.22). Si l’on pose X = (π ⊗ px)(V ), X est
une représentation de (px ⊗ px)(V ) car

X12X13(px⊗px)(V )23 = (π⊗px⊗px)(V12V13V23) = (π⊗px⊗px)(V23V12) = (px⊗px)(V )23X12

De plus, on a π(ρ(ω)) = (id⊗ ωx)(X) quel que soit ω ∈ L(E)∗. �

Théorème 5.8 Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un champ continu régulier d’unitaires multiplicatifs

moyennables, la C(X)-représentation ρ de la C(X)-algèbre de Hopf Ŝ associée à V est un
champ de représentations fidèles.

Démonstration :

Si x ∈ X, ρx(Ŝ) est un quotient de Ŝx par construction. Comme (px ⊗ px)(V ) est
moyennable, la proposition 5.5 montre que Ŝx est un quotient de ρx(Ŝ)p = ρx(Ŝ). Donc
Ŝx = ρx(Ŝ) pour tout x ∈ X, ce qui signifie que ρ est un champ de représentations fidèles de
Ŝ et donc Ŝ est un champ continu de C∗-algèbres de Hopf (théorème 3.3). �

Remarque : Si V est un champ continu régulier d’unitaires multiplicatifs comoyennables, alors
ΣV ∗Σ est un champ continu régulier d’unitaires multiplicatifs moyennables, de sorte que le
théorème 5.8 implique que la C(X)-représentation L de la C(X)-algèbre S associée à V est
un champ de représentations fidèles.
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Définition 5.9 Etant donné un champ régulier d’unitaires multiplicatifs V ∈ L(E⊗C(X)E) et

une C(X)-algèbre A admettant une C(X)-représentation fidèle, un champ de coactions δA de
la C(X)-algèbre de Hopf (S, δ) associé à V dans la C(X)-algèbre A est un C(X)-morphisme
non-dégénéré

δA : A→M(A⊗C(X) S,A⊗C(X) S)

satisfaisant la condition de coassociativité (δA ⊗ id) ◦ δA = (id⊗ δ) ◦ δA (où A désigne la
C(X)-algèbre unifère canonique associée à A dans la définition 2.7).

Si la C(X)-algèbre de Hopf (S, δ) associée à V est nucléaire et la C(X)-représentation L est
un champ continu de représentations fidèles, S⊗C(X)S est un champ continu de fibres Lx(S)⊗

Lx(S) (corollaire 3.26) et l’on peut considérer plus généralement une coaction δA de (S, δ) sur

une C(X)-algèbre A à valeurs dansM(A
M
⊗C(X)S) car (A

M
⊗C(X)S)x ⊗ Sx = Ax ⊗ (S ⊗C(X) S)x

(corollaire 3.17). On peut aussi construire par composition la coaction δAx : Ax →M(Ax⊗Sx)
pour tout x ∈ X.

Corollaire 5.10 ([40]) Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un champ continu régulier d’unitaires multi-
plicatifs comoyennables et si A est un champ continu de C∗-algèbres sur X muni d’un champ
de coactions δA de la C(X)-algèbre de Hopf (S, δ) associée, alors le C(X)-module fermé
D ⊂ LA(A ⊗C(X) E) engendré par les δA(a) (1A ⊗ ρ(ω)), a ∈ A et ω ∈ L(E)∗, définit un

champ continu de C∗-algèbres sur X de fibres Ax ⋊ Ŝx.

Démonstration :

Remarquons d’abord que la même démonstration que celle de la proposition 5.2 montre
que D est une C∗-algèbre.

Définissons pour x ∈ X la représentation θx de LA(A⊗C(X)E) dans le Ax-module hilbertien

Ax ⊗A (A ⊗C(X) E) = Ax ⊗ Ex et notons que θx(D) = Ax ⋊r Ŝx. En outre, si T ∈ D, la
fonction x 7→ ‖〈ξ, T ∗Tξ〉x‖ est continue pour tout ξ ∈ A⊗C(X) E tel que ‖ξ‖ ≤ 1 et leur sup
x 7→ ‖θx(T )‖

2 est donc semi-continu inférieurement. Par conséquent, il suffit de montrer que
θx est une représentation fidèle de Dx pour conclure.

Fixons x ∈ X et soit Θ une représentation de Dx. On définit alors la représentation
X = (Θ⊗ Lx)(V23) de (px ⊗ px)(V ). La représentation Θ ◦ δA de A se factorise à travers une
représentation π de la fibre Ax.

Pour tous a ∈ A et ω ∈ L(E)∗, on a Θ
(
δA(a)[1⊗ ρ(ω)]

)
= πx(a)ρX (ωx) et (π⊗Lx)δ

A
x (ax) =

X (π(ax)⊗ 1)X ∗. Il s’en suit que Θ définit une représentation covariante de (Ax, δ
A
x ) et donc

que Dx est un quotient de Ax⋊p Ŝx. Mais Ax⋊p Ŝx est isomorphe à Ax⋊r Ŝx (proposition 5.6),
ce qui entrâıne que la représentation de Dx dans Ax ⊗ Ex est fidèle. �

5.5 Un contre-exemple

Proposition 5.11 Soient E un C(X)-module hilbertien et V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire
multiplicatif régulier.

a) L’ensemble F des points x ∈ X tels que Ŝx contienne la représentation triviale de ρx(Ŝ)
est fermé.

b) Si la C(X)-représentation ρ de Ŝ est un champ de représentations fidèles, l’ensemble
des points x ∈ X tels que (px ⊗ px)(V ) soit moyennable est fermé.
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Démonstration :

a) Si ω ∈ L(E)∗, l’ensemble Fω des x ∈ X tels que ‖ρ(ω)x‖ − |ωx(1)| ≥ 0 est fermé, de
sorte que leur intersection F = ∩Fω est aussi fermée.

b) Il suffit de remarquer que dans ce cas, Ŝx ≃ ρx(Ŝ) quel que soit x et d’appliquer
l’assertion a) pour conclure. �

L’hypothèse de moyennabilité est cruciale dans le théorème 5.8 comme le montre l’exemple
qui suit.

Soient Γ un groupe discret et (Γn) une suite décroissante de sous-groupes distingués dont
l’intersection est réduite à {1}. On suppose que le groupe Γ n’est pas moyennable mais que
le quotient Γ/Γn est moyennable pour n ∈ N (un exemple est le groupe SL2(Z) avec les sous-
groupes SL2(2

n
Z)). On note Θn le morphisme Γ → Γ/Γn pour n ∈ N et Θ∞ le morphisme

identité de Γ dans Γ.

Soit E le C(Ñ)-module hilbertien séparé complété du C(Ñ)-module E = Cc(Γ × Ñ) des
fonctions continues sur Γ× Ñ à support compact pour le produit scalaire à valeurs dans C(Ñ)
défini par :

〈ξ, η〉(n) =
∑

γ, ν ∈ Γ
Θn(γ

−1ν) = 1

ξ̄(γ, n)η(ν, n), n ∈ Ñ.

Remarquons que la fibre de E au-dessus de n est l2(Γ/Γn) pour tout n ∈ Ñ.

Sur le produit tensoriel algébrique E ⊗C(Ñ) E = Cc(Γ × Γ × Ñ) au-dessus de C(Ñ), on

définit l’opérateur C(Ñ)-linéaire V par la formule

V (ξ ⊗ η)(s, t, n) = ξ(st, n)η(t, n).

Si 1(γ,ν,n) désigne la fonction caractéristique du point (γ, ν, n) ∈ Γ × Γ × Ñ, V 1(γ,ν,n) =
1(γν−1,ν,n), ce qui implique que V E ⊗C(Ñ) E = E ⊗C(Ñ) E.

Par conséquent, V induit sur E ⊗C(Ñ) E un opérateur C(Ñ)-linéaire isométrique et d’image

dense, i.e. un unitaire de L(E ⊗C(Ñ) E) que l’on note encore V . Comme de plus chaque Vn
vérifie la relation pentagonale, cet unitaire est multiplicatif.

En outre, la fonction caractéristique de l’unité de Γ vue dans E est un champ de vecteurs
cofixes, ce qui implique la birégularité du champ continu d’unitaires multiplicatifs (proposi-
tion 6.13).

Supposons que la C(Ñ)-algèbre de Hopf Ŝ soit un champ continu de C∗-algèbres de Hopf de
fibres ρn(Ŝ). Alors l’ensemble F des n ∈ Ñ tels que Vn soit moyennable est fermé (proposition
5.11 b)), ce qui est absurde puisque F = N.

6 Le cas compact

Les C(X)-modules hilbertiens considérés dans ce chapitre seront toujours dénombrablement
engendrés et pleins.
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6.1 Champs continus d’unitaires multiplicatifs de type com-

pact

Définition 6.1 Etant donné un C(X)-module hilbertien E dénombrablement engendré et
plein, un unitaire multiplicatif V ∈ L(E ⊗C(X) E) sera dit de type compact (resp. discret)

si 1 ∈ S (resp. 1 ∈ Ŝ).

Rappelons que si ξ ∈ E , les opérateurs θξ et θ′ξ de L(E , E ⊗C(X) E) sont définis par les
formules θξ(η) = ξ ⊗ η et θ′ξ(η) = η ⊗ ξ pour η ∈ E .

Définition 6.2 Etant donné un unitaire multiplicatif V ∈ L(E⊗C(X)E), un champ de vecteurs

ξ ∈ E sera dit fixe (resp. cofixe) si il vérifie V θξ = θξ (resp. V θ′ξ = θ′ξ). On notera Ef (resp.

Ecf ) le sous-C(X)-module fermé des champs de vecteurs fixes (resp. cofixes).

Remarque : Si il existe un champ de vecteurs unitaires fixe pour l’unitaire V , alors V est bien
sûr de type compact, mais la réciproque n’est pas vraie : si L est un fibré en droites sur X
non-trivial, l’unitaire multiplicatif de type compact V = 1C(X;L⊗L) agissant dans E⊗C(X)E où
E = C(X;L) ne peut pas admettre de champ de vecteurs unitaires fixe car le fibré L n’admet
pas de section globale partout non-nulle.

Fixons une C(X)-algèbre de Hopf (A, δ) dont les fibres Ax sont toutes non-nulles et
donnons-nous deux champs continus d’états ω et ψ sur A. Considérons alors les constructions
de Stinespring Kasparov (Eω, πω, ξω) et (Eψ, πψ, ξψ) associées (proposition 2.13) et définissons
sur A⊗C(X) A le champ continu d’états

(ω ⊗ ψ)(α) = 〈ξω ⊗ ξψ, (πω ⊗ πψ)(α)ξω ⊗ ξψ〉, α ∈ A⊗C(X) A.

Ecrivons ξω = bξ′ où ξ′ ∈ Eω et b ∈ A (la C(X)-représentation πω est non dégénérée et donc
AEω = Eω). Il en résulte que la formule

a 7→ 〈ξ′ ⊗ ξψ, (πω ⊗ πψ) ((b
∗ ⊗ 1)δ(a)(b⊗ 1)) ξ′ ⊗ ξψ〉

définit un champ continu d’états sur A que l’on notera ω ∗ ψ ([50, 4]).
D’autre part, (πω ⊗ id) définit une C(X)-représentation de A⊗C(X) A dans le A-modules

hilbertiens Eω ⊗C(X) A; si α ∈ A⊗C(X) A, on peut donc écrire

(ω ⊗ id)(α) = 〈ξω ⊗ 1, (πω ⊗ id)(α)ξω ⊗ 1〉 ∈ A.

Pour a ∈ A, on pose

a ∗ ω = (ω ◦ πω ⊗ id)δ(a) = 〈ξ′ ⊗ 1, (πω ⊗ id) ((b∗ ⊗ 1)δ(a)(b⊗ 1)) ξ′ ⊗ 1〉 ∈ A ⊂ A.

On définit de même ω ∗ a = (id⊗ ω ◦ πω)δ(a) ∈ A.

Définition 6.3 Un champ continu de mesures de Haar sur une C(X)-algèbre de Hopf unifère
(A, δ) est un champ continu d’états ϕ vérifiant l’égalité ϕ∗a = a∗ϕ = ϕ(a)1 pour tout a ∈ A.

Proposition 6.4 Un unitaire multiplicatif V ∈ L(E ⊗C(X) E) est de type compact si et seule-

ment si le C(X)-module hilbertien Ef est plein.
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Démonstration :

Supposons que V soit de type compact et raisonnons par l’absurde. Si Ef n’est pas plein,
il existe x ∈ X tel que l’idéal 〈Ef , Ef 〉 soit inclus dans l’idéal maximal Cx(X). Mais Lx(S) est
séparable et unifère, d’où l’existence d’un vecteur unitaire fixe pour Vx ([4] proposition 1.10)
car Ex 6= 0, ce qui est impossible d’après le lemme 1.6.

Réciproquement, si le C(X)-module Ef est plein, il existe des champs de vecteurs fixes
ξ1, . . . , ξn tels que 1 =

∑
〈ξi, ξi〉 dans C(X) (lemme 1.6), ce qui implique que 1 =

∑
L(ωξi,ξi)

est dans A(V ). �

Corollaire 6.5 Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un unitaire multiplicatif régulier de type compact,
la C(X)-algèbre de Hopf S associée à V admet un champ continu de mesures de Haar ϕ qui
est fidèle sur S, i.e. tel que si un élément positif a ∈ S+ vérifie ϕ(a) = 0, alors a = 0.

Démonstration :

Conservons les notations de la proposition précédente et posons ϕ(a) =
∑
〈ξi, L(a)ξi〉

pour a ∈ S. Ce champ continu de mesures de Haar est bien fidèle sur S puisque chaque ϕx se
factorise à travers un état fidèle sur la C∗-algèbre de Hopf séparable Lx(S) ([4] lemme 3.11.2).
�

Remarque : Si x ∈ X, l’état ϕx est donc fidèle sur Sx si et seulement si la représentation Lx
de Sx est fidèle.

6.2 C(X)-algèbres de Woronowicz

Si (A, δ) est un pseudogroupe compact matriciel séparable ([50]) et ϕ est sa mesure de
Haar fidèle, l’opérateur Vϕ ∈ L(Hϕ ⊗Hϕ) défini par

Vϕ (Λ(a)⊗ Λ(b)) = (Λ⊗ Λ) (δ(a) 1⊗ b), a, b ∈ A

est un unitaire multiplicatif régulier irréductible de type compact ([4]).
Réciproquement, siH est un espace de Hilbert séparable et si V ∈ L(H⊗H) est un unitaire

multiplicatif régulier de type compact, la C∗-algèbre S associée est une limite inductive de
pseudogroupes compacts matriciels ([4] théorème 4.2 où ces limites inductives sont appelées
C∗-algèbres de Woronowicz).

Soit (A, δ) un champ continu séparable unifère de C∗-algèbres de Hopf. Si x ∈ X, comme
Ax⊗minAx est un quotient de (A⊗C(X)A)x (corollaire 3.22), on peut définir par composition
le morphisme non-dégénéré (mais pas forcement injectif) et co-associatif (proposition 3.21)
δx : Ax → Ax ⊗min Ax.

Définition 6.6 Un champ continu de C∗-algèbres de Woronowicz est un champ continu
unifère de C∗-algèbres de Hopf (A, δ) qui est bisimplifiable et dont les fibres sont toutes non
nulles.

Remarque : Si (A, δ) est un champ continu séparable de C∗-algèbres de Woronowicz, (Ax, δx)
est une C∗-algèbre de Hopf séparable, unifère et bisimplifiable qui possède donc une mesure
de Haar ([54]) dont le noyau est un ideal bilatère quel que soit x ∈ X, ce qui justifie le
changement de définition par rapport à celle adoptée dans [9].

Proposition 6.7 Soit (A, δ) un champ continu séparable de C∗-algèbres de Woronowicz sur
X dont les mesures de Haar sur les fibres Ax sont ϕx. Alors ϕ = (ϕx) est un champ continu
d’états.
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Démonstration :

Fixons x ∈ X et donnons-nous un champ continu d’états ω sur A dont la restriction à la
fibre Ax est la mesure de Haar sur Ax (proposition 3.13).

Soit a ∈ A. Si l’on pose α = ω ∗ a− ω(a)1 ∈ A, comme

(id⊗ ωx) ◦ δx(ax) = ωx ∗ ax = ϕx(ax)1 = (ϕx ⊗ id) ◦ δx(ax),

αx = 0, ce qui implique sur un voisinage que ‖αy‖ < ε et donc

|ϕy(αy)| = |ϕy(a)− ωy(a) | ≤ ε.

Comme ω(a) est continue au point x, ϕ(a) est aussi continu au point x. �

Il est donc naturel de poser :

Définition 6.8 Une C(X)-algèbre de Woronowicz est un triplet (A, δ, ϕ) où (A, δ) est une
C(X)-algèbre de Hopf séparable, unifère et bisimplifiable et ϕ est un champ continu de mesures
de Haar sur (A, δ).

Considérons le C(X)-module hilbertien Eϕ associé à ϕ par la construction de Stinespring
Kasparov (proposition 2.13); notons Λ(a) la réalisation de a ∈ A dans Eϕ et πϕ la C(X)-
représentation de A dans Eϕ. Définissons enfin l’opérateur V sur Eϕ ⊗C(X) Eϕ par la formule

V (Λ(a)⊗ Λ(b)) = (Λ⊗ Λ) (δ(a) 1⊗ b) .

Comme le C(X)-module engendré par δ(A)(1⊗A) est dense dans A⊗C(X)A, V est un unitaire
C(X)-linéaire et donc V ∈ L(Eϕ ⊗C(X) Eϕ). De plus, cet unitaire est multiplicatif car δ est
co-associatif.

Remarques : 1. Si x ∈ X, la formule δx
[
(πϕ)x(a)

]
= (px ⊗ px)(V )((πϕ)x(a)⊗ 1)(px ⊗ px)(V )∗

pour a ∈ A définit une structure de C∗-algèbre de Woronowicz (séparable) sur (πϕ)x(A), ce
qui justifie la terminologie adoptée.
2. Si a et b sont dans A, πϕ(b ∗ ϕa

∗) = (ϕ⊗ πϕ) ((a
∗ ⊗ 1)δ(b)) = L(ωΛa,Λb) est dans l’algèbre

S associée à V . Comme les combinaisons linéaires des b ∗ϕa∗ sont denses dans A et celles des
L(ωΛa,Λb) sont denses dans S, on a πϕ(A) = S.

Nous allons maintenant étudier les propriétés du champ continu d’unitaires multiplicatifs
V que l’on vient de construire (proposition 6.13).

Lemme 6.9 Soit (A, δ, ϕ) une C(X)-algèbre de Woronowicz. Le champ continu d’unitaires
multiplicatifs V agissant dans Eϕ ⊗C(X) Eϕ associé est régulier.

Démonstration :

Notons e le champ de vecteurs Λ(1) fixe pour V .
Comme (A, δ) est simplifiable à droite, on a V ∈ M(K(Eϕ) ⊗C(X) S) et comme l’algèbre

A est unifère, V ∈M(K(Eϕ)⊗C(X) L(Eϕ)). Donc si k et k′ sont dans K(Eϕ), alors (k⊗ 1)V ∈
M(K(Eϕ) ⊗C(X) L(Eϕ)) et par conséquent (k ⊗ 1)V (1 ⊗ k′) ∈ K(Eϕ) ⊗C(X) K(Eϕ). Il résulte
alors de la proposition 4.11 que C(V ) ⊂ K(Eϕ).

Or, pour x ∈ X, on a C(V )x = K(Eϕ)x ([4] proposition 3.4.4) , donc C(V ) = K(Eϕ)
(lemme 1.13). �

Définissons l’isométrie C(X)-linéaire V̂ ∗ agissant dans Eϕ ⊗C(X) Eϕ par la formule

V̂ ∗(ξ ⊗ πϕ(y)e) = (πϕ ⊗ πϕ)(δ(y)(ξ ⊗ e) pour ξ ∈ Eϕ et y ∈ A.
Comme A est simplifiable à gauche, V̂ ∗ ∈ L(Eϕ ⊗C(X) Eϕ) est un unitaire.

Remarquons que ΣV̂ ∗Σ est le champ continu d’unitaires multiplicatifs associé à la C(X)-
algèbre de Woronowicz (A, σ ◦ δ, ϕ) où σ est la volte de A⊗C(X) A.
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Proposition 6.10 Soit (A, δ, ϕ) une C(X)-algèbre de Woronowicz. Si ω ∈ L(Eϕ)∗, ρ(ω) et
λ(ω) = (ω ⊗ id)(V̂ ) sont dans K(Eϕ).

Démonstration :

Si ξ ∈ E , ρ(ωξ,e) = (id⊗ ωξ,e)(V̂
∗Σ) ∈ K(Eϕ) car ΣV̂

∗Σ est régulier d’après le lemme 6.9.
Il en résulte que si ψ ∈ L(Eϕ)∗ est défini par :

ψ(T ) = 〈V ∗(η1 ⊗ e), (T ⊗ 1)V ∗(η2 ⊗ ξ)〉,

on a (id⊗ ψ)(V ∗) = (id⊗ ωe,ξ)(V
∗)(id⊗ ωη1,η2)(V

∗) ∈ K(Eϕ).
Comme V ∗Eϕ ⊗C(X) Eϕ = Eϕ ⊗C(X) Eϕ, si on définit ψ′ dans L(Eϕ)∗ par la formule

ψ′(T ) = 〈V ∗(ξ1 ⊗ e), (T ⊗ 1)(η2 ⊗ ξ2)〉 = 〈(id⊗ ωξ1,ξ2)(ΣV )∗e, Tη2〉,

on a (id⊗ ψ′)(V ) ∈ K(Eϕ). En remarquant alors que C(V ) est dense dans K(Eϕ), il vient que
ρ(ωη1,η2) ∈ K(Eϕ) quels que soient η1 et η2 dans Eϕ.

En remplaçant V par ΣV̂ ∗Σ, on obtient que λ(ω) appartient à K(Eϕ) pour tout ω ∈ L(Eϕ)∗.
�

Proposition 6.11 Soit (A, δ, ϕ) une C(X)-algèbre de Woronowicz et soit V l’unitaire mul-
tiplicatif associé agissant dans Eϕ ⊗C(X) Eϕ. Le centre Z(Ŝ) de Ŝ est un champ continu de

C∗-algèbres commutatives sur X de fibres Z(Ŝx) .

Démonstration :

Il s’agit de voir que l’application Z(Ŝ) → Z(Ŝx) est surjective. Comme la C∗-algèbre
Z(Ŝx) est engendrée comme espace vectoriel par ses projecteurs, il suffit de montrer qu’un
projecteur px ∈ Z(Ŝx) admet un prolongement dans un voisinage.

Soit qx ∈ Z(Ŝx) tel que ρx(px) = λx(qx); considérons un relevé p de px dans ρ(Ŝ) et un
relevé q de qx dans λ(Ŝ). Comme Sp(px) ⊂ {0, 1}, il existe un voisinage de x dans X sur
lequel le spectre de py ne rencontre pas la droite Re(z) = 1

2 . Par calcul fonctionnel, on peut
donc supposer que ρy(p) (et de même λy(q)) est un projecteur dans un voisinage ouvert Ω de
x. Considérons alors l’ouvert des y ∈ Ω tels que ‖ρy(p) − λy(q)‖ < 1 : comme ρy(p) et λy(q)
commutent, il sont égaux et donc py est central sur cet ouvert. �

Avant d’énoncer la proposition 6.13, nous avons encore besoin de préciser quelques points
de la démonstration de la proposition 5.2 de [4].

Lemme 6.12 Soient H un espace de Hilbert séparable, V ∈ L(H⊗H) un unitaire multiplicatif
régulier irréductible et e ∈ H un vecteur fixe pour V de norme 1.

Si p est un projecteur central de ρ(Ŝ), l’espace vectoriel K engendré par les L(ωξ,η)e, ξ et
η dans pH est égal à pH.

Démonstration :

Définissons pour ξ ∈ H l’opérateur λξ ∈ L(H) en posant λξ = θ′e
∗V ∗θξ. Les opérateurs λξ

forment alors une sous-algèbre non dégénérée de λ(Ŝ) ([4] lemme 4.5).
Pour ξ, η ∈ pH, on a L(ωξ,η)e = θ∗ξV (η ⊗ e) = λ∗ξη = pλ∗ξη; donc K ⊂ pH.
Si η ∈ pH, il existe ξ ∈ H tel que ζ = λξη ∈ pH soit non nul puisque l’algèbre des λα,

α ∈ H est non dégénérée. Mais alors,

‖ζ‖2 = 〈η, λ∗ξζ〉 = 〈η, L(ωpξ,ζ)e〉 6= 0.
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Il s’en suit que K est dense et donc égal à l’espace de dimension finie pH. �

Remarque : Sous les hypothèses du lemme et avec les notations du lemme 4.6 de [4], si T0
est l’opérateur fermable défini par T0(L(ω)e) = L(ω∗)∗e pour ω ∈ F ⊂ L(H)∗, la phase
de la fermeture de T0 est l’unitaire U ([4] proposition 5.2) et donc si ξ ∈ ρ(p)H où p est un
projecteur central de Ŝ, on a T0ξ ∈ λ(p)H. Notons enfin que la restriction de T0 au sous-espace
de dimension finie ρ(p)H + λ(p)H est inversible puisque U est unitaire.

Proposition 6.13 Soit (A, δ, ϕ) une C(X)-algèbre de Woronowicz. L’unitaire multiplicatif
associé V agissant dans Eϕ ⊗C(X) Eϕ est birégulier et irréductible.

Démonstration :

Par construction, il existe des unitaires Ux ∈ L((Eϕ)x) rendant les unitaires (px ⊗ px)(V )
irréductibles ([4] proposition 5.2). Pour avoir l’irréductibilité de V , il s’agit donc de voir que
U = (Ux) appartient à L(Eϕ).

Fixons un point x ∈ X et un projecteur central px ∈ Z(Ŝx) que l’on relève par calcul
fonctionnel holomorphe sur un voisinage ouvert Ω de x en un champ de projecteurs centraux
p (proposition 6.11) et posons q = ρ(p) + λ(p)− ρ(p)λ(p).

Définissons sur le C(X)-module hilbertien Eq = C0(Ω)qEϕ l’opérateur T par la formule
T [L(ωξ,η)e] = L(ωη,ξ)

∗e pour ξ et η dans Eq (e désigne le champ de vecteurs fixes Λ(1)).
Alors l’opérateur T est bien défini dans L(Eq) d’après le lemme précédent et il est inversible

car Eq est de type fini quitte à restreindre le voisinage Ω. On a alors pour tout ξ ∈ Eq,
Uξ = T |T |−1ξ ∈ Eϕ.

Maintenant, quel que soit le point x de X, la fibre (Eϕ)x est somme hilbertienne d’espaces
du type (Eq)x, ce qui permet de conclure que l’image par U de Eϕ est incluse dans Eϕ.

Le lemme 6.9 appliqué à ΣV̂ ∗Σmontre que le C(X)-module engendré par les (id⊗ ω)(Σ2V̂ ∗Σ) =
(ωU ⊗ id)(V ∗Σ)U , ω ∈ L(Eϕ)∗ est un sous-C(X)-module dense de K(Eϕ), d’où la birégularité
de V . �

6.3 Le champ continu des C∗-algèbres duales

Soit V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire multiplicatif régulier de type compact irréductible.

Comme la C(X)-algèbre stellaire engendrée par les produits ab, a ∈ S et b ∈ Ŝ, est K(E)
(proposition 4.17), ρ(Ŝ) est une sous-algèbre de K(E) et forme donc un champ continu de
C∗-algèbres. Par ailleurs, la proposition 6.11 montre que le centre Z(Ŝ) de Ŝ est un champ
continu de C∗-algèbres. On va voir que le champ continu Ŝ est “presque constant”. De manière
plus précise, on a :

Proposition 6.14 Soit V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire multiplicatif régulier de type compact
irréductible.

a) Si px est un projecteur central minimal de Ŝx, il se relève dans un voisinage en un champ
de projecteurs centraux minimaux;

b) si px est un projecteur central quelconque de Ŝx, la C∗-algèbre de dimension finie pxŜx
se prolonge dans un voisinage en un sous-champ constant de Ŝ.

Démonstration :

a) On peut supposer que E est un sous-C(X)-module de H ⊗ C(X) où H est l’espace de
Hilbert séparable grâce au théorème de stabilisation de Kasparov ([26]). Notons tr la trace
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sur L(H). et fixons un projecteur p ∈ Z(Ŝ)|Y qui relève px sur un voisinage Y de x. Il s’agit
de voir que le projecteur py reste minimal sur un voisinage de x.

Remarquons d’abord que la fonction y 7→ rang(ρy(p)) = tr(ρy(p)) est localement con-
stante : si ‖ρy(p) − ρx(p)‖ < 1, il existe un unitaire uy tel que ρy(p) = uy

∗ρx(p)uy. On sait
par ailleurs d’après la proposition 6.11 qu’il existe q ∈ Z(Ŝ)|Y tel que ρ(p) = λ(q).

Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe un entier naturel non-nul strictement
plus petit que rang(ρx(p)) tel que pour tout voisinage ouvert ω de x, il existe yω ∈ ω et un

projecteur ǫω ∈ ρyω

(
pŜ
)
de rang k central dans ρyω

(
Ŝ
)
λyω

(
Ŝ
)
. Comme la boule unité de H

est faiblement compacte, il existe un filtre convergeant Ω tel que (ǫω)ω∈Ω converge faiblement
et donc normiquement dans L(H) vers un projecteur central de rang k de ρx(p)L(H)ρx(p) =

ρx
(
pŜ
)
λx
(
qŜ
)
. Mais les seuls projecteurs centraux de ρx(p)L(H)ρx(p) sont ρx(p) et 0.

b) Décomposons le projecteur central px en une somme finie
∑
(pi)x de projecteurs centraux

minimaux et relevons les (pi)x sur un voisinage ouvert Y en des projecteurs pi ∈ Z(Ŝ)|Y deux à
deux orthogonaux (lemme 2.10 a)). Le a) montre que quitte à restreindre Y , on peut supposer
que les (pi)y sont des projecteurs centraux minimaux pour tout y ∈ Y . Par conséquent, pour
démontrer b), il suffit de traiter le cas où px est un projecteur central minimal.

Mais dans ce cas, il existe d ∈ N non-nul tel que pxŜx soit isomorphe à l’algèbre Md(C).
La proposition résulte alors du lemme 2.10. �

Proposition 6.15 Si le projecteur q ∈ Z(Ŝ)|Y relève le projecteur central minimal non nul

qx ∈ Z(Ŝx) sur l’ouvert Y , l’ensemble des y ∈ Y tels que ρy(q) soit un projecteur central
minimal de même rang que ρx(qx) est une partie ouverte et fermée de Y .

Démonstration :

Si Ω est le spectre de la C∗-aglèbre commutative C0(Y )qZ(Ŝ), l’isomorphisme
Θ : C0(Y )qZ(Ŝ)

∼
−→ C0(Ω)

détermine une application continue surjective et ouverte π : Ω → Y (proposition 3.14).
Comme l’application y 7→ rang[ρy(q)] est continue, l’ensemble U des y ∈ Y tels que

rang[ρy(q)] = rang[ρx(q)] est ouvert et fermé dans Y . De plus, pour y ∈ U , le cardinal ♯Ωy
de Ωy = π−1({y}) est un entier strictement positif inférieur à rang[ρy(q)] = rang[ρx(q)] et le
projecteur central (non nul) ρy(q) est minimal si et seulement si ♯Ωy = 1.

La démonstration de l’assertion a) de la proposition 6.14 montre alors que cet ensemble
est ouvert dans U . Par ailleurs, l’application définie sur U par y 7→ ♯Uy est semi-continue
inférieurement (proposition 6.14 b)); donc l’image réciproque de 1 dans U est aussi fermée. �

6.4 Classification

Proposition 6.16 Soient V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaires multiplicatif régulier de type com-
pact et (S, δ) la C(X)-algèbre de Hopf associée. Si l’on note VS le champ continu d’unitaires
multiplicatifs associé à (S, δ) (cf 6.2), alors V est équivalent au champ continu d’unitaires
multiplicatifs

(VS)13 ∈ L
(
(Eφ ⊗C(X) E

f )⊗C(X) (Eφ ⊗C(X) E
f )
)
.

Démonstration :

Soit φ le champ continu de mesures de Haar fidèle sur la C(X)-algèbre de Hopf (S, δ)
associé à V (corollaire 6.5). Notons Eφ le C(X)-module hilbertien associé, ξφ ∈ Eφ le champ
de vecteurs représentant 1 ∈ S et πφ la C(X)-représentation de S dans L(Eφ).
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Pour ξ, η ∈ Ef , ω ∈ L(E)∗ on a ρ(ωξ,η)ρ(ω) = ω(1)ρ(ωξ,η), de sorte que ρ(ωξ,η) est

proportionnel à un projecteur central minimal de Ŝ. Remarquons que ρ(ωξ,η) = ρ(ωξ,η)ρ(φ) =
〈ξ, η〉ρ(φ).

Si a = L(ω) ∈ S, on a alors 〈ξ, aη〉 = ω(ρ(ωξ,η)) = 〈ξ, η〉ω(ρ(φ)). Il en résulte que si a ∈ S,
〈ξ, aη〉 = 〈ξ, η〉φ(a).

Définissons W : Eφ ⊗C(X) E
f → E par Wπφ(a)ξφ ⊗ ξ = aξ, (a ∈ S, ξ ∈ Ef ). Comme

〈πφ(a)ξφ ⊗ ξ, πφ(b)ξφ ⊗ η〉 = φ(a∗b)〈ξ, η〉 = 〈aξ, bη〉, W est isométrique. Par ailleurs, il est
montré dans [4] théorème 4.7 que Wx est surjectif quel que soit x ∈ X, ce qui implique par
le lemme 1.13 que W l’est aussi. Comme de plus il est C(X)-linéaire, c’est un unitaire dans
L(Eφ ⊗C(X) E

f , E) et il vérifie :
(W ⊗W )(VS)13(πφ(a)ξφ ⊗ ξ ⊗ πφ(b)ξφ ⊗ η) = δ(a)(1⊗ b)(ξ ⊗ η)

= V (W ⊗W )(πφ(a)ξφ ⊗ ξ ⊗ πφ(b)ξφ ⊗ η). �

Corollaire 6.17 Si V ∈ L(E ⊗C(X) E) est un unitaire multiplicatif régulier de type compact,

V est irréductible si et seulement si Ef est un fibré vectoriel sur X de rang 1.

Démonstration : résulte immédiatement des propositions 6.13 et 6.16. �

6.5 Le champ des algèbres de Fourier

Définition 6.18 Etant donné un unitaire multiplicatif régulier de type compact irréductible
V ∈ L(E ⊗C(X) E), on dira que le champ de vecteurs ξ ∈ E est fini si ρ(Ŝ)ξ est un sous-module
d’un C(X)-module de type fini ([4].4).

Lemme 6.19 Le C(X)-module E des champs de vecteurs finis est dense dans le C(X)-module
hilbertien E.

Démonstration :

Donnons-nous x ∈ X et un projecteur px de λx(Ŝ). Alors l’espace pxEx est invariant par
ρx(Ŝ) et comme λx(Ŝ) ⊂ K(Ex), il est de dimension finie. Comme la représentation λx de Ŝ
dans Ex est non-dégénérée, on en déduit que l’espace Ex des vecteurs ξx ∈ Ex tels que ρx(Ŝ)
soit de dimension finie est dense dans Ex. On applique alors le lemme 1.13 pour conclure. �

Remarque : Il est montré dans [50] que pour x ∈ X, l’algèbre Ŝx est une somme directe
d’algèbres de matrices, de sorte que si ξ ∈ E , il existe un projecteur px ∈ ρx(Ŝ) ∩ λx(Ŝ)
vérifiant ‖ξx − pxξx‖ < ε.

On a vu dans la section 5.5 que la C(X)-algèbre stellaire S associée à un unitaire multi-
plicatif régulier irréductible de type compact n’est pas toujours un champ continu. On peut
néanmoins affirmer :

Proposition 6.20 Soit V ∈ L(E ⊗C(X) E) un unitaire multiplicatif régulier irréductible de
type compact. Alors les espaces A(Vx) munis des normes ‖ ‖∗ (définition 5.4) forment un
champ continu d’espaces de Banach.

Démonstration :

Soit F le sous-C(X)-module dense de L(E)∗ engendré par les ωξ,η, ξ, η ∈ E.
Supposons que ω ∈ F s’écrive ω =

∑
1≤i≤n ωξi,ηi et que le réel M soit un majorant des

normes ‖ξi‖ et ‖ηi‖, 1 ≤ i ≤ n. Fixons x ∈ X et montrons la continuité de l’application
y 7→ ‖Ly(ω)‖∗ au point x.

Si 0 < ε < M , il existe un voisinage ouvert Y de x et un projecteur central p dans Ŝ|Y
tels que sur ce voisinage,
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‖ρy(p)ξ
i
y − ξiy‖ < ε/(2n2M) et ‖ρy(p)η

i
y − ηiy‖ < ε/(2n2M)

et donc ‖ωy − ωyρy(p)‖ < ε. Notons (Ŝy)1 la boule unité de Ŝy pour y ∈ Y . On a alors
‖Ly(ω)‖∗ = sup{|ωy(ρy(a))|, a ∈ (Ŝy)1}, ce qui implique

∣∣∣‖Lyω)‖∗ − sup
{
|ωy(ρy(a))|, a ∈ py(Ŝy)1

} ∣∣∣ < ε.

Mais la proposition 6.14 permet de supposer que l’algèbre C0(Y )pŜ est de type fini et on a
donc bien continuité de y 7→ ‖Ly(ω)‖∗ au point x. �

6.6 Quelques remarques

Lemme 6.21 Soient V ∈ L(E ⊗C(X)E) un unitaire multiplicatif régulier et E ′ un sous-C(X)-
module fermé de E. Si V (E ′⊗C(X) E

′) = E ′⊗C(X) E
′, alors la restriction V ′ de V à E ′⊗C(X) E

′

définit un unitaire multiplicatif régulier.

Démonstration :

Notons Px ∈ L(Ex) le projecteur orthogonal sur E ′
x pour x ∈ X; l’hypothèse du lemme

signifie que Vx commute à Px ⊗ Px.
Soient ξ, η ∈ E ′ et x ∈ X. Si a = (id ⊗ ωξ,η)(ΣV ), alors ax = PxaxPx ∈ K(E ′

x) ⊂ K(Ex).
On peut donc relever ax en un projecteur h ∈ K(E ′), de sorte que ‖ay − hy‖ < ε sur un
voisinage de x. On en déduit par partition de l’unité qu’il existe k ∈ K(E ′) tel que ‖a−k‖ < ε,
d’où C(V ′) ⊂ K(E ′). Mais C(V ′)x = K(E ′

x) pour tout x ∈ X et donc C(V ′) = K(E ′) par le
lemme 1.13. �

6.6.1 Soit (Kn, un) un système projectif de groupes localement compacts indexé par N
∗ où

les morphismes continus un : Kn+1 → Kn sont surjectifs. Notons K la limite projective des
Kn et Θn le morphisme canonique de K dans Kn.

Considérons le C([0, 1])-module hilbertien E = C([0, 1], L2(K, dµ)) où dµ est une mesure
de Haar à droite sur K et le sous-C(X)-module E ′ des ξ ∈ E tels que quel que soit le couple
(x, g) ∈ [0, 1]×K vérifiant x ≥ 1/n et Θn(g) = 1, ξ(x, ·) = ξ(x, g·).

Si V ∈ L(E ⊗C([0,1]) E) est le champ continu d’unitaires multiplicatifs régulier défini par
(V η)(x, s, t) = η(x, st, t) pour η ∈ C([0, 1], L2(K ×K, dµ⊗ dµ)), le lemme précédent montre
que sa restriction à E ′ ⊗C([0,1]) E

′ est encore un unitaire multiplicatif régulier. Les fibres de la

C(X)-algèbre Ŝ sont Ŝx = C∗
r (Kn+1) pour 1/(n+1) ≤ x < 1/n, Ŝ1 = C∗

r (K1) et Ŝ0 = C∗
r (K).

Remarquons enfin que si le groupe K est compact, l’unité de C([0, 1]×K) définit un champ
de vecteurs fixe pour la restriction V ′ de V à E ′ ⊗C([0,1]) E

′.

Soient p un nombre premier, Kn les groupes Z/pnZ et K = Zp leur limite projective.
La construction précédente permet de définir un champ continu d’unitaires multiplicatifs
V ′ régulier de type compact. Sur un voisinage de 0, on ne peut relever simultanément qu’un
nombre fini de projecteurs centraux de Z(Ŝ0), ce qui implique que l’on ne peut pas généraliser
la proposition 6.14.

6.6.2 Soient G le groupe Z/2Z et VG l’unitaire multiplicatif régulier associé agissant dans
L2(G)⊗ L2(G). Considérons le C([0, 1])-module hilbertien E = L2(G)⊗C C([0, 1]) et le champ
continu d’unitaires multiplicatifs V = (VG)13 agissant dans E⊗C(X)E . Comme (e0+e1)⊗1 ∈ E
est fixe pour V où ei ∈ L2(G) désigne la fonction caractéristique du point i ∈ G, le champ
continu d’unitaires multiplicatifs V est birégulier et irréductible.

Soit E ′ le sous-C([0, 1])-module C([0, 1])(e0 ⊗ 1)⊕C0([0, 1[)(e1 ⊗ 1) de E . Remarquons que
V E ′ ⊗C(X) E

′ = E ′ ⊗C(X) E
′ et étudions la restriction V ′ de V à E ′ ⊗C(X) E

′. Si x ∈ [0, 1],
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l’unitaire multiplicatif V ′
x est de type compact; V ′ ne peut cependant pas être un unitaire

multiplicatif de type compact puisque le C([0, 1])-module (E ′)f = C0([0, 1[)[(e0 + e1)⊗ 1] des
champs de vecteurs fixes n’est pas plein.

7 Exemples

7.1 Le champ des SUµ(2)

Définissons la C∗-algèbre unifère A dont les générateurs α, γ (normal) et f sont assujétis
aux relations suivantes ([51]) :

• f commute à α et γ,

• le spectre de f est [0, 1],

• u =

(
α −fγ∗

γ α∗

)
est un unitaire de M2(A).

La C∗-algèbre commutative unifère engendrée par f définit alors une structure de C([0, 1])-
algèbre sur A.

Le but de cette section est d’apporter une démonstration simple de la proposition suivante :

Proposition 7.1 L’algèbre C0(]0, 1])A est l’algèbre des sections nulles à l’infini d’un champ
continu de C∗-algèbres de Woronowicz sur ]0, 1] de fibres SUµ(2).

Remarque : Partant des travaux de Rieffel sur les quantifications d’une variété C∞ munie
d’un crochet de Poisson ([41]), Sheu a construit dans [42] une déformation d’opérateurs ([42]
définition 2.2) de l’algèbre de Poisson C∞(SU(2)) et Bauval s’est inspirée de ces résultats pour
montrer que la C([0, 1])-algèbre A était un champ continu de fibres Ax ([6]). Parallèlement,
Nagy a montré plus généralement dans [35] que si N ≥ 2, on pouvait munir la famille des
SUµ(N), µ ∈]0, 1], définie par Woronowicz ([52]) d’une structure de déformation stricte au
sens introduit par Rieffel dans [41].

Commençons comme dans [6].2 par étudier les fibres Aµ, µ ∈ [0, 1[, de A.
Si z est un complexe de module 1, l’opérateur

(
α −fz̄2γ∗

z2γ α∗

)
=

(
z 0
0 z̄

)∗(
α −fγ∗

γ α∗

)(
z 0
0 z̄

)

est un unitaire de M2(A). Donc si µ ∈ [0, 1], le spectre Sp(γµ) de γµ est invariant par rotation
dans le plan complexe de centre 0.

D’autre part, comme αα∗ = (1− f2) + f2α∗α et γ∗γ = 1− α∗α, si µ est un point fixé de
[0, 1[, Sp((γµ)

∗γµ)∪ {1} = µ2Sp((γµ)
∗γµ)∪ {1}, ce qui implique en convenant que 00 = 1 que

Sp((γµ)
∗γµ) = {µ2n, n ∈ N} ∪ {0} ([51] lemme A2.1).

Il en résulte que Sp(γµ) = {z ∈ C/|z| ∈ µN} ∪ {0}.

Si µ = 0, la C∗-algèbre engendrée par α0 est l’algèbre de Tœplitz T car α0(α0)
∗ = 1. Par

ailleurs, γ0 est un élément normal dont le spectre est {0} ∪ {z ∈ C/|z| = 1}, de sorte que la
représentation π0 de A dans l’espace de Hilbert H = l2(N)⊗ l2(Z) de base orthonormale (en,k)
avec n ∈ N et k ∈ Z définie par :
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π0(f) = 0, π0(α)en,k=

{
en−1,k si n > 0
0 si n = 0

et π0(γ)en,k=

{
0 si n > 0
en,k+1 si n = 0

se factorise à travers une représentation fidèle de A0.
Si µ ∈ [0, 1[, il résulte alors de [51]A.2 que la représentation πµ de A dans H définie par :

• πµ(f) = µ,

• πµ(α) =
∞∑

n=1

√
1− µ2n

[
π0(α

∗)n−1π0(α)
n − π0(α

∗)nπ0(α)
n+1

]
et

• πµ(γ) =
∞∑

n=0

µnπ0(α
∗)nπ0(γ)π0(α)

n

se factorise à travers une représentation fidèle de Aµ. En développant ces formules, il vient
([51] théorème 1.2)

πµ(α)en,k =

{ √
1− µ2nen−1,k si n > 0

0 si n = 0
et πµ(γ)en,k = µnen,k+1.

Considérons la C([0, 1])-représentation π = (πµ) de A dans le C([0, 1])-module hilbertien
E = C0([0, 1[, H) et définissons le champ continu d’états φ sur L(E) par la formule φµ(T ) =

(1 − µ2)
∑
µ2n〈en,0, T en,0〉. Alors quel que soit µ ∈]0, 1[, φµ est fidèle sur L

(
l2(N)

)
⊗ C(S1)

et donc si l’on pose ϕ = φ ◦ π, ϕµ est un état fidèle sur la fibre Aµ, ce qui implique que si
X est une partie compacte de ]0, 1[, ϕ définit par restriction un champ continu d’états fidèles
sur A|X .

Remarque : Si pour µ ∈]0, 1[, σµ : Aµ → C(S1) est le morphisme défini par σµ(αµ) = z et
σµ(γµ) = 0, on a la suite exacte :

0 −→ K
(
l2(N)

)
⊗ C(S1) −→ Aµ

σµ
−→C(S1) −→ 0.

On va maintenant montrer que si ϕ1 est la mesure de Haar sur A1 = SU(2), le système
des ϕµ forme un champ continu d’états fidèles sur [0, 1], ce qui démontrera grâce au théorème
3.3 que la C(X)-algèbre A est un champ continu de C∗-algèbres (voir aussi [35].3).

Pour ce faire, commençons par définir comme dans [51] :

ak,m,n =

{
αkγ∗mγn, si k ≥ 0
α∗−kγ∗mγn, si k < 0

Alors, les combinaisons linéaires à coefficients dans C0(]0, 1]) des ak,m,n sont denses dans
C0(]0, 1])A. Pour affirmer que le système des ϕµ forme un champ continu d’états fidèles sur
]0, 1], il suffit donc de le vérifier sur les générateurs ak,m,n. Or, au voisinage de 1, on a :

ϕµ(ak,m,n) = δk=0δm=n
1− µ2

1− µ2m+2
−→ δk=0δm=n

1

m+ 1
= ϕ1(ak,m,n).

Démonstration de la proposition 7.1

Soit X une partie compacte de ]0, 1] contenant 1 et considérons la restriction A|X =
C(X) ⊗C([0,1]) A de A à X. Si l’on munit A|X de l’application δ : A|X → A|X ⊗C(X) A|X

définie par la formule (id⊗ δ)(u) = u12u13 dans M2(A|X ⊗C(X) A|X), alors (A|X , δ, ϕ) est un
champ continu de pseudogroupes de Woronowicz car uµ ∈ M2(A

µ) permet de définir sur Aµ
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par la même formule une structure de pseudogroupe de Woronowicz dont la mesure de Haar
est ϕµ ([50] A.1). �

Remarque : Nagy a montré plus généralement que si µ ∈]0, 1[ et si N ≥ 2, la mesure de Haar
sur SUµ(N) est fidèle sur SUµ(N) ([36] théorème 1.1).

7.2 La déformation du groupe ax+ b vers SUµ(2)

Soient X une partie compacte de l’intervalle ]0, 1] contenant le point 1 et Ω l’espace locale-
ment compact des points (µ, z) ∈ X×C tels que |z| ∈ (1− µ)−1µN∪{0} si µ 6= 1. Considérons
l’application positive et C(X)-linéaire τ de l’algèbre involutive Cc(Ω) des fonctions continues
sur Ω à support compact à valeurs dans C(X) définie par :

τ(f)(µ) =





(1− µ)−1 ∑

t ∈ µN

t2
∫ 2π

0
f

(
µ,

t

1− µ
eiθ
)
dθ

2π
si µ 6= 1

∫

R+

∫ 2π

0
f
(
1, reiθ

)
r
dθ

2π
dr si µ = 1

Si Eτ est le C(X)-module hilbertien complété de Cc(Ω) pour la norme ‖τ(|f |2)‖1/2, on
va construire dans cette section un champ continu de C∗-algèbres de Hopf (A, δ) engendré
par des multiplicateurs Z,g ∈ M(A) ⊂ L(Eτ ) et l’idéal C1(X) de C(X) de fibres Aµ =
SUµ(2) si µ 6= 1 et A1 = C∗(ax + b) (proposition 7.7). On montre ensuite que (A, δ) est
bisimplifiable (proposition 7.8), ce qui nous permet de construire un C(X)-module hilbertien
EΦ et un unitaire multiplicatif V ∈ L(EΦ ⊗C(X) EΦ) tel que la C(X)-algèbre de Hopf L(SV )
soit isomorphe à A (lemme 7.9). On démontre enfin l’existence d’un unitaire U ∈ L(EΦ) tel
que le triplet (EΦ, V, U) forme un système de Kac (proposition 7.10).

On utilisera de manière essentielle la définition suivante de Woronowicz :

Définition 7.2 ([53] definition 1.1) Si A est une C∗-algèbre et T est un opérateur linéaire
défini sur un sous-espace vectoriel dense D(T ) ⊂ A à valeurs dans A, on dit que T est affilié
à A (noté TηA ) si et seulement si il existe z ∈ M(A) tel que ‖z‖ ≤ 1 et tel que les deux
assertions suivantes soient équivalentes :

1. x ∈ D(T ) et y = Tx, 2. il existe a ∈ A tel que x = (1− z∗z)1/2a et y = za.

On utilisera aussi les caractérisations de l’existence d’un opérateur affilié à une C∗-algèbre
données dans le théorème 2.3 et la proposition 2.6 de [53].

Remarque : Notons que Baaj avait déjà obtenu des résultats similaires dans ses travaux sur
les multiplicateurs non bornés d’une C∗-algèbre ([1]).

7.2.1 Définissons dans L(Eτ ) les opérateurs α et γ associé à la déformation que nous voulons
construire par les formules suivantes pour ξ ∈ Eτ :

(αξ)(µ, z) = µ
√
1− (1− µ)2µ2|z|2ξ(µ, µz) ,

(γξ)(µ, z) = (1− µ)zξ(µ, z) .

Remarque : Si l’on convient que ξ(µ, z) = 0 pour (µ, z) 6∈ Ω, on a

(α∗ξ)(µ, z) = µ−1
√
1− (1− µ)2|z|2ξ(µ, µ−1z).
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Définition 7.3 Soit Θ la C(X)-représentation non dégénérée de C0(C) dans le C(X)-module
Eτ définie pour f ∈ C0(C) par Θ(f)ξ(µ, z) = f(z)ξ(µ, z).

On note g ∈ L(Eτ ) l’image par Θ de la fonction z 7→ z(1+|z|2)−1/2 et on définit l’opérateur
normal Γ affilié à K(Eτ ) image par Θ de la fonction z 7→ z affiliée à C0(C) ([53] théorème
1.2).

Définissons pour µ ∈ X\{1} l’opérateur Kµ = (1 − µ)−1(1 − α∗
µ) ∈ L((Eτ )µ). On déduit

alors de l’égalité 2− αµ − α∗
µ = |1− α∗

µ|
2 + µ2|γµ|

2 la formule :

Kµ +K∗
µ = (1− µ)|Kµ|

2 + (1− µ)µ2|Γµ|
2 ≥ 0,

d’où l’inégalité |1+Kµ|
2 ≥ 1+ |Kµ|

2; l’opérateur (1+Kµ)
−1 est donc de norme inférieure à 1.

Considérons en outre la représentation unitaire du groupe R
∗
+ dans la fibre (Eτ )1 définie

par la formule (utξ)(1, z) = t−1ξ(1, t−1z) pour t ∈ R
∗
+ et ξ ∈ Eτ .

Proposition 7.4 Définissons pour µ ∈ X l’opérateur Zµ dans L( (Eτ )µ) par la formule sui-
vante :

Zµ =





(1− µ)[(1− µ) + (1− α∗
µ)]

−1 = (1 +Kµ)
−1 si µ 6= 1,∫ 1

0
utdt si µ = 1.

a) L’opérateur Z = (Zµ) appartient à L(Eτ ).

b) Il existe un opérateur fermé K affilié à K(Eτ ) tel que :

• Z.K(Eτ ) est un domaine essentiel pour K,

• quel que soit x ∈ K(Eτ ), on a K(Zx) = (1− Z)x.

Démonstration :

a) Donnons-nous une fonction f ∈ C∞
c (C) de classe C∞ sur C à support compact. En

identifiant f à sa classe dans L2(C) = (Eτ )1, il vient :

∫ 1

0
utdtf = (1− µ)

∑

n∈N

µn(uµ)
nf + hµ

= (1− µ)[1− µuµ]
−1f + hµ

= (1− µ)[(1− µ) + (1− uµ) + (µ− 1)(1− uµ)]
−1f + hµ

= (1− µ)[(1− µ) + (1− uµ)]
−1f + hµ + h′µ.

où les normes des fonctions hµ et de h′µ sont arbitrairement petites, pourvu que µ soit suff-
isamment proche de 1. Par conséquent, ZΛτ (f) et de même Z∗Λτ (f) sont dans Eτ .

Comme de plus ‖Zµ‖ ≤ 1 quel que soit µ ∈ X, on a par densité Zξ ∈ Eτ et Z∗ξ ∈ Eτ quel
que soit ξ ∈ Eτ , d’où Z ∈ L(Eτ ).

b) Posons a = d = Z et b = c = 1 − Z et montrons que ces opérateurs satisfont aux
hypothèses de la proposition [53] 2.6, ce qui impliquera l’existence de K. Notons que les
seules représentations irréductibles de l’algèbre K(Eτ ) sont les représentations canoniques πµ
dans (Eτ )µ pour µ ∈ X.

Si µ 6= 1, les opérateurs πµ(a) et πµ(b) sont bornés et il est facile de voir que les hypothèses
de la proposition [53] 2.6 sont vérifiées. Mais si µ = 1, on a π1(a) = (1 + K1)

−1 et π1(b) =
K1(1+K1)

−1 où K1 est l’opérateur fermé antisymétrique qui engendre la représentation (ut)
de C∗(R∗

+) dans (Eτ )1 = L2(C) (i.e. tel que ut = tK1), de sorte que les hypothèses de la
proposition [53] 2.6 sont encore vérifiées. �
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Lemme 7.5 Soit E ⊂ L(Eτ ) le C(X)-module engendré par l’idéal C1(X) des fonctions f ∈
C(X) nulles au point 1 et par les éléments de la forme ab où a est dans la C(X)-algèbre
engendrée par Z et b est dans l’image par Θ de C0(C); considérons enfin la C(X)-algèbre
stellaire A engendrée par E dans L(Eτ ).

a) Si l’on pose v = (1 + |Γ|2)−1/2 ∈M(A), l’idéal v2A est dense dans A.

b) Si πµ est la représentation de M(A) dans M(Aµ), l’opérateur π1(1− 2Z) est unitaire.

Démonstration :

a) Posons Q = (4 +K)−1 = Z(1 + 3Z)−1. Alors ‖Q‖ ≤ 1/4 et Z = Q[1− 3Q]−1 est dans
l’algèbre fermée engendrée par Q, de sorte qu’il nous suffit de montrer que Zv2 et Q∗v2 sont
dans l’adhérence de v2A pour conclure.

— Comme |γµ|α
∗
µ = µα∗

µ|γµ|, on a pour µ ∈ X\{1} l’égalité dans Aµ :

µKµ|Γµ| = |Γµ|(Kµ − 1),

d’où |Γµ|
2Zµ = (2 + µ+ µ2Kµ)

−1|Γµ|
2 = Zµ[µ

2 + (2 + µ− µ2)Zµ]
−1|Γµ|

2.
Par conséquent, en identifiant µ à la fonction µ 7→ µ, il vient :

Zv2 = v2Z[µ2 + (2 + µ− µ2)Z]−1 + v2Z
(
1− [µ2 + (2 + µ− µ2)Z]−1

)
v2

— De même, si µ 6= 1, µ2(4 + Kµ)|Γµ|
2 = |Γµ|

2(4µ2 − µ − 1 + Kµ) dans Aµ; mais sur un
voisinage ouvert U de 1 dans X, on a 4µ2 − µ− 2 ≥ 0, d’où l’égalité :

v2µQµ =
(
µ2Zµ[1 + (4µ2 − µ− 2)Zµ]

−1 + aµ
)
v2µ

où aµ = v2µZµ
(
[1 + 3Zµ]

−1 − [1 + (4µ2 − µ− 2)Zµ]
−1
)
pour tout µ ∈ U\{1}.

b) Il suffit d’après le a) de montrer que les opérateurs r = (2Z∗Z − Z − Z∗)v2 et s =
(2ZZ∗ − Z− Z∗)(1 + 2Z∗)−1v2 sont dans C1(X)A.

— Si µ ∈ X est différent de 1,

(Zµ + Z∗µ)v
2
µ = Z∗µ[2 +Kµ +K∗

µ]Zµv
2
µ = 2Z∗µZµv

2
µ + (1− µ)r′µ

où r′µ = (1−µ)−1Z∗µ[Kµ+K
∗
µ]Zµv

2
µ. Nous allons montrer que l’opérateur r′µ est borné par une

constante qui ne dépend pas de µ 6= 1, ce qui impliquera que r appartient bien à C1(X)A.
Si µ 6= 1, on a Kµ + K∗

µ = (1 − µ)|Kµ|
2 + (1 − µ)µ2|Γµ|

2. On déduit donc de l’inégalité
‖ |Γµ|

2Zv2µ‖ ≤ ‖(2 + µ+ µ2Kµ)
−1‖ ≤ 1/2 la formule :

‖r′µ‖ ≤ ‖|Kµ|
2(1 + |Kµ|

2)−1‖+ 1/2 ≤ 3/2.

— De même, en utilisant l’égalité Z∗µ(1+2Z∗µ)
−1 = (3+K∗

µ)
−1, on en déduit que (1−µ)−1sµ =

Zµ|K
∗
µ|

2(3 +K∗
µ)v

2
µ + Zµ|Γµ|

2(3 +K∗
µ)

−1v2µ pour µ 6= 1.
Si U ′ est un voisinage ouvert de 1 sur lequel 3 − µ−1 − µ−2 ≥ 1/2, on a donc pour

tout µ ∈ U ′\{1} l’inégalité (1 − µ)−1‖sµ‖ ≤ ‖K∗
µ(3 + K∗

µ)
−1‖ + 2 ≤ 3 grâce à la formule

|Γµ|
2(3 +K∗

µ)
−1 = (3− µ−1 − µ−2 + µ−2K∗

µ)
−1|Γµ|

2. �

Proposition 7.6 Soit A la C(X)-algèbre stellaire introduite dans le lemme précédent.

a) La C(X)-représentation canonique θ de la C(X)-algèbre stellaire A dans Eτ est un
champ de représentations fidèles.
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b) Les opérateurs K et Γ sont affiliés à A.

Démonstration :

a) Si µ ∈ X\{1}, alors Aµ = SUµ(2) et l’on a vu dans la section 7.1 que la représentation
θµ de SUµ(2) dans (Eτ )µ était fidèle. Il s’agit donc d’étudier la fidèlité de la représentation θ1
de A1.

Si π1 désigne la représentation deM(A) dansM(A1), l’opérateur π1(1−2Z) étant unitaire
(lemme 7.5 b)), l’opérateur π1(Z) engendre une représentation de C0(R) ≃ C∗(R∗

+) tandis que
π1(g) engendre une représentation de C0(C).

Maintenant, si µ < 1, on a Γµ(1+Kµ) = (2+µKµ)Γµ et donc ΓµZµ = Zµ[µ+(2−µ)Zµ]
−1Γµ.

Par conséquent, si f1, f2 ∈ Cc(C) sont à support compact,

π1
(
f1(Γ)Γ Zf2(Γ)

)
= π1

(
f1(Γ)Z[1 + Z]−1 Γf2(Γ)

)
.

La C∗-algèbre A1 est donc un quotient de la C∗-algèbre pleine C∗
max(G) ≃ C0(C) ⋊ R

∗
+ du

groupe G des matrices

(
a b
0 1

)
∈ M2(C) avec a ∈ R

∗
+ et b ∈ C. Mais G est moyennable, de

sorte que A1 est isomorphe à la C∗-algèbre réduite C∗
r (G) ≃ θ1(A) de G.

b) Comme toute représentation irréductible de A se factorise à travers une représentation
d’une certaine fibre Aµ ≃ θµ(A), les opérateurs a = d = Z ∈ M(A) et b = c = 1− Z ∈ M(A)
introduits dans la proposition 7.4 vérifient les hypothèses du théorème [53] 2.3 pour la C∗-
algèbre A (en particulier, ZA est dense dans A), i.e. l’opérateur K est affilié à A.

Enfin, le lemme 7.5 implique que si v = (1 + |Γ|2)−1/2 ∈ M(A), l’idéal vA est dense dans
A; l’opérateur Γ est donc affilié à A. �

Remarque : L’opérateur (1+ |K|2)−1 = 2Z(1+ |1−2Z|2)−1Z∗ est dans la C∗-algèbre engendrée
par Z et définit donc un multiplicateur de l’algèbre A.

Proposition 7.7 a) L’opérateur u = (1+ |K|2+(1−µ)|Γ|2)−1/2 est dans l’algèbre M(A).

b) Il existe des opérateurs fermés Γ̃ et K̃ affiliés à A ⊗C(X) A tels que les images dans
A⊗C(X)A des produits tensoriels uA⊗alguA et vA⊗algvA soient des domaines essentiels

pour K̃ et Γ̃ et tels que :

— pour tous y1, y2 dans uA,

K̃(y1 ⊗ y2) = Ky1 ⊗ y2 + y1 ⊗Ky2 − (1− µ)[Ky1 ⊗Ky2] + µ(1− µ)[Γy1 ⊗ Γ∗y2];

— pour tous y1, y2 dans vA,

Γ̃(y1 ⊗ y2) = Γy1 ⊗ αy2 + α∗y1 ⊗ Γy2.

c) Il existe un unique morphisme C(X)-linéaire non dégénéré δ : A → M(A ⊗C(X) A) tel

que δ(Γ) = Γ̃ et δ(K) = K̃.

Démonstration :

a) Donnons-nous a ∈ A et montrons que u2a ∈ A, ce qui impliquera que u2 et donc
u = (u2)1/2 sont dans M(A). Mais pour ce faire, si u′ = (1 + |K|2)−1/2 ∈ M(A), il suffit de
voir que q = (u2 − (u′)2)a = (1 − µ)u2|Γ|2(u′)2a ∈ C1(X)A, ce qui est vrai puisque v2A est
dense dans A (lemme 7.5 a)) et si ‖(u′)2a−v2b‖ < ε avec b ∈ A, on a ‖q− (1−µ)u2|g|2b‖ < ε.

b) Définissons dans M(A⊗C(X) A) les opérateurs a, b, c et d par les formules :
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a = d = u⊗ u,
b = (Ku)⊗ u+ u⊗ (Ku)− (1− µ)[(Ku)⊗ (Ku)] + µ(1− µ)[(Γu)⊗ (Γu)],
c = (uK)⊗ u+ u⊗ (uK)− (1− µ)[(uK)⊗ (uK)] + µ(1− µ)[(uΓ)⊗ (uΓ)].

Ils vérifient les hypothèses de la proposition [53] 2.6 puisque la C(X)-algèbre stellaire A
est nucléaire et donc A⊗C(X) A est un champ continu de C∗-algèbres sur X (corollaire 3.26),
ce qui implique que toute représentation irréductible de A⊗C(X) A se factorise à travers une
fibre Aµ ⊗Aµ pour un certain µ ∈ X.

On démontre de la même façon l’existence de l’opérateur Γ̃ car α ∈M(A).

c) Posons δ(g) = Γ̃(1 + |Γ̃|2)−1/2 et δ(Z) = (1 + K̃)−1.
Si θµ désigne la représentation canonique de A dans (Eτ )µ pour µ ∈ X, les deux conditions

δµ(g) = (θµ ⊗ θµ) ◦ δ(g) et δµ(Z) = (θµ ⊗ θµ) ◦ δ(Z) définissent de manière univoque un
morphisme δµ de A dans M [Aµ ⊗Aµ] ⊂ L[(Eτ ⊗C(X) Eτ )µ], de sorte que δ se prolonge de
manière unique en un morphisme co-associatif de A dans M(A⊗C(X) A). �

7.2.2 Attachons-nous maintenant à l’étude de la bisimplifiabilité du champ continu de C∗-
algèbres de Hopf (A, δ).

Proposition 7.8 a) Si a et b sont dans A et si f ∈ C0(C), les opérateurs δ(b)[a⊗ f(Γ)]
et δ(b)[f(Γ)⊗ a] appartiennent tous deux à A⊗C(X) A.

b) Le champ continu de C∗-algèbres de Hopf (A, δ) est bisimplifiable.

Démonstration :

a) Posons u′ = (1 + |K|2)−1/2 ∈ M(A) et considérons l’opérateur K̃r affilié à A ⊗C(X) A
de domaine essentiel l’image dans A⊗C(X)A du produit tensoriel u′A⊗alg u

′A et tel que pour
tous y1, y2 dans u′A,

K̃r(y1 ⊗ y2) = Ky1 ⊗ y2 + y1 ⊗Ky2.

On a alors dans M(A⊗C(X) A) l’égalité :

(1 + K̃r)
−1[Z2 ⊗ 1] = Z⊗ Z− (1 + K̃r)

−1[(1− Z)Z⊗ Z],

et comme Z2A est dense dans A, il vient (1 + K̃r)
−1[a⊗ f(Γ)] ∈ A⊗C(X) A pour tout a′ ∈ A

et tout f ∈ C0(C).

Maintenant, si l’on montre que
(
(1+K̃)−1−(1+K̃r)

−1
)
[a⊗f(Γ)] est dans C1(X)M(A⊗C(X)

A), on aura (1 + K̃)−1[a⊗ f(Γ)] ∈ A⊗C(X) A et par densité δ(b)[a⊗ f(Γ)] ∈ A⊗C(X) A pour
tous b, a ∈ A et f ∈ C0(C).

Mais il suffit pour cela d’établir que r = (K̃ − K̃r)(1+ K̃r)
−1[a′⊗ f(Γ)] définit un élément

de C1(X)L(Eτ ) pour un sous-ensemble dense de a′ ∈ A et f ∈ C0(C) puisque la différence
(1 + K̃)−1 − (1 + K̃r)

−1 est bornée.
Si l’on se donne a′ = Z2a avec a ∈ A et f ∈ Cc(C) à support compact, on a la décomposition

r = r1 + r2 avec :

r1 = −[KZ⊗ (1− α∗)](1 + K̃r)
−1[Za⊗ f(Γ)] ,

r2 = µ[γ ⊗ Γ∗](1 + K̃r)
−1[a′ ⊗ f(Γ)] = µ(3 + µK̃r)

−1[γa′ ⊗ Γ∗f(Γ)] .
.

On conclut en remarquant que (1− α∗)A et γA sont inclus dans C1(X)A.

On montre de la même façon que δ(b)[f(Γ)⊗ a] ∈ A⊗C(X) A.
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b) Posons v = (1 + |Γ|2)−1/2 et considérons l’opérateur Γ̃r = Γ⊗ 1 + 1⊗ Γ affilié à la
C∗-algèbre A⊗C(X) A de domaine essentiel (v ⊗ v)(A⊗C(X) A).

Si a ∈ A, [av2⊗1](1+ |Γ̃r|
2)−1 appartient à A⊗C(X)C0(Ω) puisque la fonction f(z1, z2) =

(1 + |z1 + z2|
2)−1(1 + |z1|

2)−1 est dans C0(C × C). Par conséquent, si b ∈ A, l’opérateur
δ(b)[a(1 + |Γ|2)−1 ⊗ 1](1 + |Γ̃r|

2)−1 définit un élément de A⊗C(X) A d’après l’assertion a).

Nous allons montrer que si a′ = av4 et c′ = v2c avec a, c ∈ A, l’opérateur s = δ(b)[a′ ⊗
1](1 + |Γ̃r|

2)−1(|Γ̃r|
2 − |Γ̃|2)δ(c′) est dans C1(X)[A⊗C(X) A], ce qui entrâınera que la somme

δ(b)[a′ ⊗ 1]δ(c′) appartient à A⊗C(X) A.
On a la décomposition s = s1 + s2 + s3 avec :

s1 = δ(b)[a⊗ 1]f(Γ⊗ 1, 1⊗ Γ)[ |Γ|2

1+|Γ|2
⊗ |γ|2]δ(c′)× (1 + µ2) ,

s2 = δ(b)[a⊗ 1]f ′(Γ⊗ 1, 1⊗ Γ)(1⊗ 1− µα⊗ α)δ(c′) et
s3 = δ(b)[a⊗ 1]f ′(Γ∗ ⊗ 1, 1⊗ Γ∗)(1⊗ 1− µ−1α∗ ⊗ α∗)δ(c′) .

où f ′(z1, z2) = f(z1, z2)(1 + |z1|
2)−1z1z2.

Maintenant, si π est la représentation de M(A ⊗C(X) A) dans le quotient par l’idéal
C1(X)M(A ⊗C(X) A) et si l’on pose r2 = δ(b)[a ⊗ 1]f ′(Γ ⊗ 1, 1 ⊗ Γ), on a alors π(s2) =
π(r2.δ[(1−α)c

′]) = 0. De même, π(s3) = 0 tandis qu’il est immédiat de vérifier que π(s1) = 0.

La densité de v4A dans l’algèbre A implique pour a, b et c dans A que δ(b)(a⊗ 1)δ(c) ∈
A⊗C(X)A. En particulier, les opérateurs δ(b∗)(a∗a⊗ 1)δ(b) et donc (a⊗1)δ(b) appartiennent à
A⊗C(X)A, d’où la simplifiabilité à gauche puisque toutes les fibres de (A, δ) sont simplifiables
à gauche.

Si σ est la volte de A ⊗C(X) A définie par σ(a ⊗ b) = b ⊗ a pour a, b ∈ A, on montre de
même que (σ ◦ δ)(b)(a⊗ 1) ∈ A⊗C(X) A quels que soient les éléments a et b dans A. �

Remarque : En utilisant l’égalité αf(Γ) = f(µΓ)α pour f ∈ C0(C), il vient par la même
démonstration que celle de l’assertion b) que T (1+|Γ̃r|

2)−1(|Γ̃r|
2−|Γ̃|2) est dans C1(X)[A⊗C(X)

A] pour tout T ∈ (A⊗C(X) A)(v
4 ⊗ 1), argument qui sera utilisé dans la démonstration de la

proposition 7.10.

7.2.3 Etudions maintenant le système des poids de Haar Φ associé au champ continu de
C∗-algèbres de Hopf (A, δ) afin de définir les deux C(X)-modules hilbertiens EΦ et EΦ⊗Φ ≃
EΦ ⊗C(X) EΦ sur lesquels agiront les unitaires U et V que l’on veut construire.

Fixons pour tout k ∈ N une fonction continue gk sur R+ à valeurs dans [0, 1] égale à 1
sur l’intervalle [0, k] et nulle hors de l’intervalle [0, k + 1]; notons ξk l’image de la fonction
(µ, z) 7→ gk(|z|) dans Eτ et remarquons déjà que pour a ∈ A+, la suite des 〈ξn, aξn〉 ∈ C(X)
est croissante: en effet, si pour µ ∈ X\{1}, Φµ est une forme de Haar sur Aµ, on a pour tout
a ∈ A et tout f ∈ C0(C) l’égalité Φµ[f(Γ)a] = Φµ[af(Γ)] ([50]); de même, si Φ1 est un poids
de Haar sur A1, alors Cc(Ω) est dans le centralisateur de Φ1 ([44] 4.3).

Définissons le cône positif M+
Φ des a ∈ A+ tels que Φ(a) = supn〈ξn, aξn〉 appartienne à

C(X). Il est normiquement dense dans A+ puisque si a ∈ A+, gn(|Γ|)
∗agn(|Γ|) ∈ M+

Φ quel
que soit n ∈ N.

De plus, si a ∈ M+
Φ , la suite des 〈ξn, aξn〉 converge uniformément vers Φ(a) par le théorème

de Dini et est donc de Cauchy, i.e. pour tout ε > 0, il existe un entier N ∈ N tel que pour
tout n ≥ N et tout m ≥ n, on ait

0 ≤ 〈ξm, aξm〉 − 〈ξn, aξn〉 = Φ[
(
g2m(|Γ|)− g2n(|Γ|)

)1/2
a
(
g2m(|Γ|)− g2n(|Γ|)

)1/2
] ≤ ε.
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Par conséquent, si 0 ≤ b ≤ a, la suite des 〈ξn, bξn〉 ∈ C(X) est aussi de Cauchy, ce qui signifie
que le cône M+

Φ est héréditaire.

Il s’en suit que le C(X)-module NΦ = {a ∈ A, a∗a ∈ M+
Φ} est un idéal à gauche dense

dans A. Si l’on prolonge l’application C(X)-linéaire Φ au C-espace vectoriel MΦ = N ∗
ΦNΦ

engendré par M+
Φ , le séparé complété EΦ de NΦ pour la semi-norme ‖Φ(a∗a)‖1/2 est un C(X)-

module hilbertien dont le produit scalaire est donné par la formule 〈ΛΦ(a),ΛΦ(b)〉 = Φ(a∗b)
pour a, b ∈ NΦ.

Remarque : Si T ∈ M(A) est tel que la suite des 〈ξn, T
∗Tξn〉 converge dans C(X) et si (uk)

est une unité approchée de A, la suite des ΛΦ(ukT ) converge dans EΦ; on notera ΛΦT cette
limite qui ne dépend pas du choix de (uk).

Soit M+
Φ⊗Φ le cône positif des T ∈ (A⊗C(X) A)+ tels que :

(Φ⊗ Φ)(T ) = supn.m〈ξn ⊗ ξm, T (ξn ⊗ ξm)〉 ∈ C(X)

et soit NΦ⊗Φ le C(X)-module des T ∈ A ⊗C(X) A tels que T ∗T ∈ M+
Φ⊗Φ. Le C(X)-module

engendré par les a ⊗ b, a, b ∈ NΦ, est un sous-module dense de NΦ⊗Φ, de sorte que l’on
identifiera le séparé complété de NΦ⊗Φ pour la semi-norme ‖(Φ ⊗ Φ)(T ∗T )‖1/2 et le C(X)-
module hilbertien EΦ ⊗C(X) EΦ.

Remarquons par ailleurs que le C(X)-module engendré par les éléments de la forme
δ(a)(1 ⊗ b) et le C(X)-module engendré par les éléments de la forme δ(a)(b ⊗ 1), a, b ∈ NΦ,
sont tous deux des sous-modules denses de NΦ⊗Φ puisque (A, δ) est bisimplifiable et si a et b
sont dans NΦ, on a l’égalité :

Φ(ωΛΦ(b),ΛΦ(b) ∗ a
∗a) = Φ(a∗a ∗ ωΛΦ(b),ΛΦ(b)) = Φ(b∗b)Φ(a∗a) ∈ C(X).

7.2.4 Définissons les opérateurs isométriques V et V̂ sur EΦ⊗C(X)EΦ par les formules suivantes
pour a, b ∈ NΦ :

V (ΛΦ(a)⊗ ΛΦ(b) ) = ΛΦ⊗Φ(δ(a) (1⊗ b) ),

V̂ (ΛΦ⊗Φ(δ(b) (a⊗ 1) ) = ΛΦ(a)⊗ ΛΦ(b).

Comme V et V̂ sont C(X)-linéaires et d’image dense, ils définissent deux unitaires de la
C∗-algèbre L(EΦ ⊗C(X) EΦ).

Lemme 7.9 Le champ continu de représentations fidèles canonique πΦ de A dans EΦ réalise
un isomorphisme isométrique C(X)-linéaire entre le champ continu A et la C(X)-algèbre de
Banach L(S) associée à V .

Démonstration :

Si le vecteur η ∈ EΦ admet la décomposition η = ΛΦb où b ∈ NΦ et ξ = ΛΦ(agn(|Γ|) )
avec a ∈ A et p ∈ N, alors L(ωξ,η) = (Φ⊗ πΦ)[(gp(|Γ|)a

∗ ⊗ 1)δ(b)] ∈ πΦ(A) puisque (A, δ) est
bisimplifiable. Comme de plus (πΦ)µ(A) ≃ Lµ(S) quel que soit µ ∈ X, le lemme 1.13 permet
de conclure. �

On identifiera par la suite les deux C(X)-algèbres de Banach A et L(S) à travers πΦ. On
notera par ailleurs Uµ ∈ L(EΦµ) est la phase de l’opérateur densément défini par la formule
ΛΦµ(a) 7→ ΛΦµ(κ(a)) pour a appartenant à une sous-algèbre dense de Lµ(A) (cf [4] théorème
5.2 et exemple 6.11 b)).

Proposition 7.10 a) Les unitaires multiplicatifs V et V̂ sont coréguliers.
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b) L’opérateur U = (Uµ) appartient à L(EΦ).

c) Le triplet (EΦ, V, U) forme un système de Kac.

Démonstration :

a) Comme chaque (ιµ⊗ ιµ)(V ) est corégulier, il suffit pour démontrer la corégularité de V
de voir que (ωη1,η2 ⊗ id)(ΣV ) ∈ K(EΦ) pour tous η1, η2 ∈ EΦ (lemme 1.13). On peut de plus
par densité se limiter au cas où η1 = aζ1 et η2 = ΛΦb avec a ∈ A, ζ1 ∈ EΦ\{0} et b ∈ Av2 où
v = (1 + |Γ|2)−1/2.

Maintenant, si l’on montre pour tout T ′ ∈ (A ⊗C(X) A)δ(v
2) que la suite des éléments

(Λφ ⊗ id) (T ′ [gn(|Γ| )⊗ 1]) converge dans le A module hilbertien EΦ ⊗C(X) A vers un élément
noté (ΛΦ ⊗ id)(T ′), il existera en particulier pour ε > 0 un nombre fini de couples (ξi, di) ∈
EΦ ×A tels que :

‖(ΛΦ ⊗ id) [(1⊗ a∗) δ(b)−
∑
i ξi ⊗ di] ‖ < ε‖ζ1‖

−1,

d’où ‖(ωη1,η2 ⊗ id)(ΣV )−
∑
θξi,d∗i ζ1‖ < ε.

Donnons-nous T ∈ A⊗C(X) A; posons T
′ = Tδ(v2) et montrons que la suite des éléments

(ΛΦ ⊗ id)(T ′[gn(|Γ|)⊗ 1]) converge. Comme (gm − gn)
2 = g2m − g2n si m ≥ n, on a l’égalité

‖(ΛΦ ⊗ id)(T ′[gm(|Γ|)⊗ 1])− (ΛΦ ⊗ id)(T ′[gn(|Γ|)⊗ 1])‖2 =

‖(ωξm,ξm ⊗ id)(|T ′|2)− (ωξn,ξn ⊗ id)(|T ′|2)‖2

et il s’agit donc de voir que la suite croissante des xn = (ωξn,ξn ⊗ id)(|T ′|2) est de Cauchy
dans A.

Remarquons que l’on peut supposer par densité que l’opérateur T appartient à l’espace
(A ⊗C(X) A)[v

4 ⊗ gk(|Γ|)] pour un certain k ∈ N puisque l’on a pour tout q ∈ A ⊗C(X) A
auto-adjoint et tout n ∈ N l’inégalité :

(ωξn,ξn ⊗ id)[δ(v2)qδ(v2)] ≤ ‖q‖Φ(v4).

Si maintenant Γ̃ et Γ̃r désignent les opérateurs δ(Γ) et Γ⊗ 1 + 1⊗ Γ affiliés à A⊗C(X) A
(propositions 7.7 et 7.8), la remarque suivant la proposition 7.8 implique que l’opérateur
Q = T (1 + |Γ̃r|

2)−1(|Γ̃|2 − |Γ̃r|
2) est dans l’algèbre C1(X)[A⊗C(X)A]. Mais par construction,

Qδ(v2) = T (1 + |Γ̃r|
2)−1 − Tδ(v2), de sorte que si θµ est la représentation fidèle de Aµ dans

(Eτ )µ et si ε > 0 est fixé, il existe un voisinage ouvert U de 1 dans X tel que pour tous
n ∈ N, µ ∈ U :

∥∥∥θµ ◦ (ωξn,ξn ⊗ id)
[
|T ′|2 − (1 + |Γ̃r|

2)−1|T |2(1 + |Γ̃r|
2)−1

]∥∥∥ < ε/3.

Comme de plus la suite des gk(|Γ|)
2(id ⊗ ωξn,ξn)[(1 + |Γ̃r|

2)−2] est de Cauchy dans C0(Ω), il
existe un entier N ∈ N tel que pour tous m ≥ n ≥ N et µ ∈ U , 0 ≤ θµ(xm − xn) < ε.

Maintenant sur le compact X\U , il existe par le théorème de Dini un entier N ′ ≥ N tel
que θµ(xm − xn) < ε pour tous m ≥ n ≥ N ′ et tout µ ∈ X\U , ce qui implique que la suite
des xn est bien de Cauchy dans A.

On montre de même que (ω ⊗ id)(V̂ ∗Σ) ∈ K(EΦ) quel que soit ω ∈ L(EΦ)∗ et donc que V̂
est corégulier.

b) Commençons par rappeler que si µ ∈ X\{1}, alors κ(|γµ|
2) = |γµ|

2 et fz ∗ |γµ|
2 = |γµ|

2

quel que soit z ∈ C ([50] A1.3), de sorte que UΛΦ(f(|Γ|) ) = ΛΦ(f(|Γ|) ) quelle que soit la
fonction f ∈ Cc(R+) ([4] proposition 5.2).
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Maintenant, si R est l’isométrie C(X)-linéaire de A dans L(EΦ) associée à l’unitaire V̂
(lemme 7.9), on a en notant ζn ∈ EΦ le vecteur ΛΦ(gn(|Γ|) ) pour tout a dans NΦ et tous
n,m ∈ N l’égalité :

〈R(a)ζn, R(a)ζm〉 = 〈L(a)Uζn, L(a)Uζm〉 = 〈L(a)ζn, L(a)ζm〉.

La suite des R(a)ΛΦ(gn(|Γ|) ) converge donc dans EΦ et la limite ξa vérifie (ξa)µ =
Uµ(ΛΦa)µ quel que soit µ ∈ X, ce qui implique que UΛΦa = ξa ∈ EΦ. Par conséquent,
l’opérateur C(X)-linéaire U est isométrique et d’image dense dans EΦ, i.e. il définit un
opérateur unitaire de L(EΦ).

c) Si ω ∈ L(E)∗, alors (ω ⊗ id)(ΣV̂ ) = (id⊗ UωU)(ΣV ). Mais l’assertion b) implique que
UL(E)∗U = L(E)∗; le C(X)-module C(V ) engendré par les (id⊗ω)(ΣV ), ω ∈ L(E)∗, est donc
K(E) par a), d’où la régularité de V . �

Proposition 7.11 La C(X)-algèbre de Hopf (Ŝ, δ̂) associée à V est un champ continu de
C∗-algèbres de Hopf.

Démonstration :

Comme V est régulier et (ιµ ⊗ ιµ)(V ) est moyennable quel que soit µ ∈ X, la proposition
résulte du théorème 5.8. �

Remarque : Posons pour s ∈ R comme dans l’appendice A.1 de [50] :

fis(Z) = [1 + (1− µ)−1(1− µis)]−1 ∈ C(X) et fis(g) = 0.

L’application fis se prolonge alors de manière univoque en une représentation C(X)-
linéaire de S dans C(X) puisque l’unitaire Vµ est comoyennable quel que soit µ ∈ X; de plus
si a ∈ S, l’application s 7→ fis(a) est continue.

Définissons pour tout s ∈ R l’unitaire us = (id ⊗ fis)(V ) ∈ M(Ŝ). L’application s 7→
ρ(us) ∈ L(EΦ) est faiblement et donc fortement continue, de sorte que le groupe à un paramètre
d’unitaires (ρ(us) ) définit une représentation non-dégénérée π de C∗(R) = C0(R) dans EΦ; la
proposition 2.13 montre que cette représentation se factorise à travers une représentation π
dans M(Ŝ) qui est non dégénérée par le théorème 2.9.5 de [14].

Notons F̂ l’image de la fonction t 7→ et affiliée à C0(R) par π; cet opérateur positif affilié
à Ŝ vérifie us = F̂ is pour tout s ∈ R. De plus, comme δ̂(F̂ is) = F̂ is ⊗ F̂ is quel que soit s ∈ R,
si l’on pose a = F̂ 1/2η Ŝ comme dans [39], alors

δ̂(a) = (a⊗ a) η (Ŝ ⊗C(X) Ŝ).

7.3 Le “double quantique” associé à un système de Kac

On va appliquer la construction du “double quantique” introduite dans [15, 39] avec la
méthode de [4].8.

Donnons-nous un système de Kac (E ,X ,U). Notons Y le champ continu d’unitaires mul-
tiplicatifs σX ∗σ où σ est la volte de L(E ⊗C(X) E); le triplet (E ,Y,U) est alors un système de
Kac.

Définissons Z = σX (U ⊗ U)X ∗(U ⊗ U)σ ∈ L(E ⊗C(X) E). En adaptant les démonstrations
de l’exemple b) de [4].8 comme dans le chapitre 4, on montre :

50



Proposition 7.12 (théorème [4].8.17) Le champ continu d’unitaires multiplicatifs V = (Z∗
12X13Z12)Y24

agissant dans E ⊗C(X) E ⊗C(X) E ⊗C(X) E est birégulier et l’algèbre SV associée à V est égale

au produit tensoriel SX ⊗C(X) ŜX au dessus de C(X).

Si on définit l’isomorphisme τ : SX ⊗C(X) ŜX → ŜX ⊗C(X) SX par la formule τ(a⊗ b) =
Xσ(b ⊗ a)σX ∗, alors SV est une C(X)-algèbre de Hopf pour le champ de coproduits δV =
(id⊗ τ ⊗ id)(δX ⊗ δY).

On en déduit :

Corollaire 7.13 Le système des SLµ(2,C), µ ∈]0, 1[ ([39]) admet une structure de champ
continu de C∗-algèbres.

Démonstration :

Soient X une partie compacte de ]0, 1] et A la C(X)-algèbre stellaire nucléaire considérée
dans la section 7.1. Le champ continu d’unitaires multiplicatifs X associé au champ continu de
C∗-algèbre de Woronowicz A vérifie les hypothèses de la proposition 7.12. De plus, si µ ∈ X,
l’unitaire (ιµ⊗ιµ)(X ) est moyennable et comoyennable; la remarque qui suit la proposition 5.5
implique que (ιµ ⊗ ιµ)(V ) est comoyennable quel que soit µ ∈ X et donc la C(X)-algèbre SV
associée au double quantique V est un champ continu de C∗-algèbres de fibres (SX )µ⊗ (ŜX )µ
(théorème 5.8).

Enfin, si µ ∈ X\{1}, la fibre (SV )µ = SLµ(2,C) est une C∗-algèbre de Hopf pour le
coproduit (δV )µ, i.e. le coproduit construit dans [39] (4.16). �

7.4 Le champ des Eµ(2)

Etant donnée une partie compacteX de [1,+∞[ contenant le point 1, nous allons construire
dans cette section un champ continu d’unitaires multiplicatifs irréductible (V,U) tel que pour
tout µ ∈ X, la C∗-algèbre de Hopf moyennable (Eµ(2), δµ) considérée par Woronowicz ([53])
et Baaj ([2, 3]) soit isomorphe à la C∗-algèbre de Hopf Lµ(SV ) associée à (ιµ ⊗ ιµ)(V ).

Soit Ω l’espace localement compact des points (µ, z) ∈ X × C tels que |z| ∈ µZ ∪ {0}
si µ > 1. L’application p : Ω → X qui à (µ, z) associe µ est ouverte; donc C0(Ω) est
un champ continu de C∗-algèbres sur X (proposition 3.14). L’application α : C0(Ω) →
M(Cb(Ω)⊗ C0(Z), C0(Ω× Z)) qui à f ∈ C0(Ω) associe α(f)(µ, z, n) = f(µ, µ−nz) définit
sur C0(Ω) un champ de coactions de l’algèbre C0(Z), ce qui implique que la C(X)-algèbre
A = C0(Ω) ⋊α C0(Z) est un champ continu de C∗-algèbres (corollaire 5.10). Notons que la
C(X)-algèbre A⊗C(X)A est aussi un champ continu de C∗-algèbres sur X car A est nucléaire
(proposition 3.26).

Notons v le générateur de C∗(Z) ⊂ M(A) et définissons l’opérateur normal n ∈ Cb(Ω)
par la formule n[(µ, z)] = z. Comme Cb(Ω) ⊂ M(A), n est affilié à A et on a la relation
v∗nv = hn où la fonction h ∈ Cb(Ω) associe à (µ, z) le réel µ. On notera D(n) ⊂ A le
domaine de l’opérateur n.

Proposition 7.14 Il existe un opérateur N affilié à A ⊗C(X) A tel que l’image du produit
tensoriel algébrique D(n)⊗algD(n) dans A⊗C(X)A soit un domaine essentiel pour N et pour
y1, y2 dans D(n),

N(y1 ⊗ y2) = vy1 ⊗ ny2 + ny1 ⊗ v∗y2.

De plus N est fermé.
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Démonstration :

Posons r = (1 + n∗n)−1/2 ∈ M(A), a = d = r ⊗ r, b = vr ⊗ nr + nr ⊗ v∗r, c =
rv ⊗ nr + nr ⊗ rv∗ et soit π une représentation irréductible de A⊗C(X) A.

Comme C(X) est inclus dans le centre deA⊗C(X)A, π se factorise à travers une représentation
de (A⊗C(X) A)x = Ax ⊗ Ax où x est un point de X. Les opérateurs π(a), π(b), π(c) et π(d)
satisfont alors aux hypothèses de la proposition [53]2.6 grâce au théorème [53]3.1 dans le cas
x 6= 1; le théorème [53]2.3 permet donc de conclure comme dans le théorème [53]3.2. �

Appelons δ : A → M(A ⊗C(X) A) l’unique morphisme vérifiant δ(v) = v ⊗ v et δ(n) =
N (il est bien défini car (v∗ ⊗ v∗)N(v ⊗ v) = hN). Alors (δ ⊗ id) ◦ δ = (id⊗ δ) ◦ δ dans
M(A⊗C(X) A⊗C(X) A) ([53] théorème 3.4).

Définissons l’application positive ν de l’algèbre involutive Cc(Ω) des fonctions continues
sur Ω à support compact à valeurs dans C(X) par les formules :

ν(f)(µ) = (µ− 1)
∑
j∈Z

µ2j
∫ 2π

0
f(µ, µjeiθ)

dθ

2π
si µ 6= 1,

ν(f)(1) =

∫

R+

∫ 2π

0
f(1, reiθ) r

dθ

2π
dr.

Soit M+
ν l’ensemble des f ∈ C0(Ω)+ tels que ν(f) ∈ C(X)+ : c’est un cône héréditaire dense

dans le cône positif C0(Ω)+ de C0(Ω).
Fixons en effet pour k ∈ N une fonction continue gk sur C à valeurs dans [0, 1] égale à 1 sur la

boule fermée Bf (0, k) de centre 0 et de rayon k et nulle hors de la boule Bf (0, k+1). Définissons
alors g̃k ∈ Cc(Ω) par g̃k(µ, z) = gk(z). Si f ∈ M+

ν , alors ν(fg̃k) converge simplement et donc
normiquement dans C(X) vers ν(f). Par conséquent, si f ′ ∈ C0(Ω) vérifie 0 ≤ f ′ ≤ f ,

0 ≤ ν[f ′(g̃j − g̃i)] ≤ ν[f(g̃j − g̃i)] pour j ≥ i,

de sorte que la suite des ν(f ′g̃k) ∈ C(X) est de Cauchy. Or ν(f ′g̃k) converge simplement vers
ν(f ′); donc f ′ ∈ M+

ν .

Si α̂ est l’action duale de α définie pour z ∈ S1 par α̂z(v) = zv et α̂z(n) = n, ǫ =

∫

S1

α̂z dz

est une espérance conditionnelle sur A à valeurs dans C0(Ω).
Posons Φ = ν ◦ ǫ et considérons le C(X)-module NΦ normiquement dense dans A des

a ∈ A tels que Φ(a∗a) ∈ C(X) : c’est un idéal à gauche puisque le cône M+
ν est héréditaire et

Φ(a∗a) ∈ C(X) si et seulement si ǫ(a∗a) ∈ M+
ν .

Le séparé complété EΦ de NΦ pour la semi-norme ‖Φ(a∗a)‖1/2 est un C(X)-module hilber-
tien de produit scalaire

〈ΛΦ(a),ΛΦ(b)〉 = Φ(a∗b) a, b ∈ NΦ.

Soit L la C(X)-représentation de A dans EΦ définie pour a ∈ A et b ∈ NΦ par L(a)ΛΦ(b) =
ΛΦ(ab). Comme NΦ est normiquement dense dans A, L est non-dégénérée. De plus, L est un
champ de représentations fidèles car si a ∈ A+ et µ ∈ X vérifient Φµ(a) = 0, alors aµ = 0.

Posons uk = g̃k(n) ∈ A et soit T ∈ M(A) tel que Φ(T ∗T ) ∈ C(X). Alors la suite
croissante des Φ(T ∗ukT ) converge normiquement dans C(X) vers Φ(T ∗T ) par le théorème de
Dini. Comme

0 ≤ Φ(T ∗(uj − ui)
2T ) ≤ Φ(T ∗ujT )− Φ(T ∗uiT ) si j ≥ i,
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la suite des ΛΦ(ukT ) est de Cauchy et converge donc dans EΦ vers un élément ξT . Mais si
T ∈ A, ξT = ΛΦ(T ), de sorte que l’on pourra noter sans ambigüité ΛΦ(T ) l’élément ξT .

Rappelons que si ω est un champ continu d’états sur A et a ∈ A,

Φ(a ∗ ω) = Φ(ω ∗ a) = Φ(a) ([2] théorème 3.2).

Donc si a et b sont dans NΦ, Φ(ωΛΦ(b),ΛΦ(b) ∗ a
∗a) = Φ(b∗b)Φ(a∗a).

Soit Ω×X Ω ⊂ X ×C×C l’ensemble des triplets (µ, z1, z2) tels que (µ, z1) et (µ, z2) soient
dans Ω. On peut alors définir

ν ⊗ ν = (νµ ⊗ νµ) : Cc(Ω×X Ω) → C(X) et Φ⊗ Φ = (ν ⊗ ν)(ǫ⊗ ǫ).

Si NΦ⊗Φ est l’ensemble des T ∈ A⊗C(X)A tels que (Φ⊗Φ)(T ∗T )∈C(X), l’image du produit
tensoriel algébrique NΦ ⊗alg NΦ dans A ⊗C(X) A est normiquement dense dans NΦ⊗Φ; donc
EΦ⊗Φ = EΦ ⊗C(X) EΦ.

Notons V l’isométrie de EΦ ⊗C(X) EΦ définie pour a, b ∈ NΦ par :

V ΛΦ(a)⊗ ΛΦ(b) = ΛΦ⊗Φ(δ(a)1⊗ b).

V est C(X)-linéaire et (V EΦ)µ = (EΦ)µ quel que soit µ ∈ X ([2] proposition 4.1 (a)); donc
V ∈ L(EΦ ⊗C(X) EΦ) est un champ continu d’unitaires multiplicatifs (non régulier). De plus,
si a ∈ A, (Lµ⊗Lµ)δ(a) = Vµ(Lµ(a)⊗1)V ∗

µ pour tout µ ∈ X ([2] proposition 4.1 (b)), de sorte
que (L⊗ L)δ(a) = V (L(a)⊗ 1)V ∗.

Posons UΛΦf(n)v
k = ΛΦ(hv)

−kf(−n) pour f ∈ Cc(Ω) et k ∈ Z (où h ∈ Cb(Ω) est définie
par h(µ, z) = µ). Comme les combinaisons linéaires d’éléments de ce type sont denses dans
EΦ, l’application U s’étend en un opérateur unitaire auto-adjoint de L(EΦ) que l’on note U
([2]). Il résulte de l’irréductibilité de ((ιµ⊗ ιµ)(V ), Uµ) démontrée dans [2] 5 et [3] que la paire
(V,U) définit un champ continu d’unitaires multiplicatifs irréductible.
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