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Détormations de C*-algebres de Hopt

) Last update 11.11.12
Etienne Blanchard

Résumé : Etant donné un espace compact X, nous généralisons la notion d’unitaire multiplicatif in-
troduite par Baaj et Skandalis ([4]) au cadre des C(X)-modules hilbertiens et en étudions les propriétés
de continuité ([40]).

Nous associons alors a certaines déformations de C*-algebres de Hopf construites par Woronow-
icz ([51, 53]) des champs continus d’unitaires multiplicatifs et nous montrons que ces déformations
correspondent & des déformations topologiques.

Abstract: Given a compact Hausdorff space X, we generalize the notion of multiplicative unitary
introduced by Baaj and Skandalis ([4]) to the framework of Hilbert C'(X)-modules and we study its
continuity properties ([40]).

We then associate to several deformations of Hopf C*-algebras constructed by Woronowicz ([51,
53]) continuous fields of multiplicative unitaries and we prove that those deformations correspond to
topological deformations.

Classification A.M.S. : 46L05, 46M05, 16W30.

AVANT PROPOS

L’une des constructions de base de I’analyse harmonique est la transformation de Fourier:
elle associe a un groupe abélien le groupe abélien de ses caracteres et permet d’étudier cette
correspondance auto-duale. Cette construction a été généralisée aux groupes localement com-
pacts. Mais des que 'on sort du cadre commutatif, on est confronté au probléeme suivant:
l'objet dual d’un groupe (l’algebre de convolution du groupe) n’est plus de méme nature. Se
pose alors le probleme de trouver des objets généralisant les structures des groupes ainsi que
celles des objets duaux.

C’est pourquoi a été introduite la notion d’algebre de Hopf de la maniere suivante: a un
groupe GG (compact), on associe 'algebre A des fonctions sur le groupe. La loi de multiplication
G x G — G induit un morphisme d’algebres § : A — A ® A pour lequel 'associativité
s’exprime par le diagramme commutatif

A % AeA

) 1d®4
AA Y AoA9A

On cherche donc des classes d’algebres de Hopf pour lesquelles on peut étendre la dualité
précédente.

Dans le cadre topologique des algebres d’opérateurs, cette dualité s’exprime & travers la
dualité de Takesaki. Elle a d’abord été démontrée pour les algebres de von Neumann associées
a un groupe localement compact, puis étendue aux C*-algebres ([28, 47]). Dans [4, 43|, Baaj et
Skandalis ont introduit la notion d’unitaire multiplicatif auquel on associe (sous des hypotheses
de “régularité”) deux C*-algebres de Hopf en dualité qui recouvrent la notion de “groupe



quantique localement compact”. Notons que cette notion était plus ou moins sous-jacente
dans [19, 25].

Parallelement ont été étudiées un certain nombre d’algebres de Hopf dont les structures
plus riches sont proches de celles des groupes de Lie. Notons en particulier [15]: Drinfel’d
montre comment définir une quantification au-dessus de k[[h]] d’une algebre de Poisson qui
préserve les structures d’algebre de Hopf et I'applique aux algebres enveloppantes de certains
groupes de Lie.

Dans [50], Woronowicz a défini la notion de pseudogroupe compact matriciel: le cadre
d’étude lui permet de regarder des déformations de groupes de Lie non plus au-dessus de
k[[h]] mais au-dessus de Cp(X) ou X est un espace localement compact ([51, 39]).

I est montré dans [4] que les pseudogroupes compacts matriciels sont bien décrits par la
théorie des unitaires multiplicatifs. Notre but est d’étendre cette notion d’unitaire multiplicatif
au cadre des C'(X)-modules hilbertiens de maniere a recouvrir ces déformations topologiques
de groupes quantiques localement compacts et d’en étudier les propriétés.

Cet article s’organise de la maniére suivante:

Dans le premier chapitre, nous définissons les C'(X)-modules de Banach et nous précisons
la facon dont se déforment les fibres d’un tel module.

Nous étudions dans les second et troisieme chapitres les C'(X)-algebres ([27]). Nous dé-
montrons 1’équivalence entre un certain nombre de propriétés sur les C'(X)-algebres stellaires
qui caractérisent les champs continus séparables de C*-algebres; en particulier, tout champ
continu séparable de C*-algebres admet un champ continu de représentations fideles dans un
C(X)-module hilbertien. Nous établissons ensuite des conditions suffisantes sous-lesquelles les
diverses notions de produit tensoriel de deux C'(X)-algebres au-dessus de C(X) que I'on peut
définir coincident (théoreme 3.3).

Dans le quatrieme chapitre, nous introduisons la notion de champ continu d’unitaires
multiplicatifs: étant donné un C'(X)-module hilbertien £, un unitaire V' € L(€ ®@¢(x) £) sera
dit multiplicatif §’il vérifie la relation pentagonale V19 Vi3Va3 = Va3Vi9. Nous définissons ensuite
les structures adéquates de régularité et d’irréductibilité; si V' est régulier, les algebres S et S
sont des C'(X)-algebres munies de champs de coproduits et V' est un multiplicateur du produit
tensoriel S ®c(x) S au dessus de C(X).

Dans le cinquieme chapitre, nous rappelons la notion de moyennabilité pour un uni-
taire multiplicatif et nous montrons que si V' appartenant a L£(€ ®c(x) £) est un champ
continu d’unitaires multiplicatifs tel que la fibre (V) € L(&, ® &) au-dessus de x € X
soit moyennable, alors le champ S est continu au point z (théoreme 5.8). Cela nous permet
d’étendre a notre cadre les résultats de [40]: si A est un champ continu de C*-algebres muni
d’un champ de coactions d’un champ de C*-algebres de Hopf associé a un champ continu
d’unitaires multiplicatifs comoyennables, alors le champ des produits croisés est encore un
champ continu.

Dans le sixieme chapitre, nous nous attachons a I’étude des champs continus d’unitaires
multiplicatifs de type compact. Nous classifions les champs continus d’unitaires multiplicatifs
de type compact réguliers et nous montrons en particulier que le systeme des mesures de Haar
associé a un champ continu de C*-algebres de Woronowicz est continu.

Dans le septieme chapitre, nous appliquons ces résultats pour montrer que le champ des
SU,(2) ([51]) et le champ de ses doubles quantiques ([39]) forment des champs continus de
C*-algebres de Hopf ([42, 6, 35]). Nous étudions par ailleurs une déformation du groupe ax+b
vers SU,(2) et envisageons enfin le cas de la déformation E,(2) du groupe des déplacements
Ex(C) ([53, 2).
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1 PRELIMINAIRES

1.1 C*-modules hilbertiens

Les définitions qui suivent ont été introduites par Paschke ([37]) et leur utilisation est
devenue systématique en K-théorie a partir des travaux de Kasparov (26, 27| et aussi [8, 43]
ainsi que leurs références).

Définition 1.1 Un C*-module préhilbertien sur une C*-algébre A est un A-module a droite
E muni d’un produit scalaire ( , ) d valeurs dans A tel que :

o ({,ma) = (&, na, (VEneE, acA)
e n,§) =(&m*, (VEnel)
¢ (£,6)>0, (Ve&)

Si de plus £ est séparé et complet pour la semi-norme ||€|| = H(f,f)H%, on dira que & est
un A-module hilbertien.

Si € est un A-module hilbertien, on définit la C*-algebre £(&£) des endomorphismes A-
linéaires T': &€ — £ qui admettent un adjoint 7% : £ — & tel que (T'¢1, &) = (£1,T*E2) quels
que soient £1,& € £.

Définissons pour 1, &2 dans £ opérateur b, ¢, € L£(£) par la formule b, ¢, (&) = &1 (&2, ).
L’espace vectoriel fermé K(E) engendré par ces opérateurs est appelé espace des opérateurs
compacts : c’est un idéal bilatere fermé de L(E) et l'algébre des multiplicateurs de K(E€) est
L(€) ([23] lemme 16).

Remarque : Si A = C, on notera aussi L(E) et K(&) les algebres L(E) et IC(E).

Soient A et B deux C*-algebres, £ un A-module hilbertien, & un B-module hilbertien
et m: A — L(E) un homomorphisme de C*-algebres. On définit alors le B-module hilbertien
&1 @7 & (souvent noté £ ® 4 &) séparé complété du produit tensoriel algébrique £ ®q14E2 pour
la semi-norme associée au produit scalaire (§1 ® &2, (1 ® (o) = (&2, 7((&1,61))C2), (&, G € &).

Lemme 1.2 Sim: A — L(&) est injective, application T — T®1 de L(E1) dans L(E1 @ Ea)
est injective.

Démonstration :
Si image de T € L(&1) dans L(&; @, &2) est nulle, alors quels que soient &1,7m1 € & et

§2,m2 € Ea, (M @2, (T'® 1)1 @ &2) = (2, w({n1,TE1))62) = 0, ce qui implique (91, 7€) = 0
et donc T' = 0. O

On dira que le B-module hilbertien £ est dénombrablement engendré s’il existe un sous-
ensemble dénombrable A C £ tel que le plus petit sous-module de £ contenant A soit £.



Lemme 1.3 Soit £ un A-module hilbertien. Si & € &, il existe un unique n € £ tel que
§=n(n,m).

Démonstration :
Si 'on note £* € K(&,A) élément qui & ¢ € &£ associe (£,(), 'opérateur auto-adjoint

( 2 50 ) € K(A @ &) anticommute a < (1) _01 ) dans L(A & ). Donc quelle que soit la

*
fonction continue impaire f : [—||£]|, [|£]]] = R, Popérateur auto-adjoint f ( 2 50
*

) et est donc de la forme ( 2 " ) oun € £. On applique ce résultat

) anticom-

0
0 -1 0

a la fonction f(z) = x'/3 pour conclure. O

mute aussi & (

1.2 (C(X)-modules hilbertiens

Soient X un espace localement compact et Cp(X) la C*-algebre des fonctions continues
sur X & valeurs dans C nulles & I'infini (on désignera aussi cette algebre par C(X) si X est
compact) et définissons pour tout point x € X le morphisme e, de Cy(X) dans C d’évaluation
au point x.

Définition 1.4 Si € est un Co(X)-module hilbertien, on note & l'image de & € £ dans
Vespace de Hilbert £, = € ®e, C et 1x(T) =T ®e, 1 limage de lopérateur T € L(E) dans
L(&).

D’apres le théoreme de stabilisation de Kasparov ([26] et [14] lemme 10.8.5), si le module
hilbertien € est dénombrablement engendré, on peut toujours supposer que € = P (H ®¢ Cy(X))
ot P est un projecteur de Lgy(x) (H ®@c Co(X)), H désignant I'espace de Hilbert séparable.
Par ailleurs, les éléments de H ®c Cp(X) (appelés champs continus de vecteurs) sont ex-
actement les familles normiquement continues sur X et nulles a l'infini d’éléments de H.
Les éléments de L (H ®c Cy(X)) sont les familles *-fortement continues sur X et bornées
d’opérateurs de L(H). De plus, un opérateur 7' € L (H ®@c¢ Co(X)) appartient a K (H ®¢ Co(X))
si et seulement si T, € K(H) pour tout x € X et 'application z +— ¢;(T") est normiquement
continue.

Remarque : Si € est le C([0,1])-module hilbertien C([0,1]) @& Cy([0,1]) et T" est I'unité de
L(€). Lapplication x — |[ez(T)| est continue et 1,(T) € K(&;) quel que soit z, mais T
n’appartient pas a k(&) puisqu’il admet une décomposition T'= P+Q ou P(§; © &) =& @0
et Q&1 @ &) =088 (& € C(]0,1]) et & € Cop([0, 1[)); opérateur P est compact tandis que
@ ne peut l'étre puisque la norme de @ n’est pas continue en 1 : on a |[¢1(Q)| = 0 et

lea(@)]l = 1 pour o # 1.

Définition 1.5 FEtant donnée une C*-algébre A, un A-module hilbertien & est dit plein si
lidéal (€,E) engendré par les produits scalaires (€,n) est égal a A.

Lemme 1.6 Etant donné un espace localement compact X, un Co(X)-module hilbertien & est
plein si et seulement si £, # 0 quel que soit x € X.

Si de plus X est compact, il existe une famille finie n1,...,n, d’éléments de £ telle que
PVunité de C(X) s’écrive 1 =3 (n;, n;).



Démonstration :

Siz € X vérifie £, = 0, alors (£, &) est inclus dans l'idéal de Cy(X) des fonctions nulles
au point .

Réciproquement, si (€,&) est inclus dans I'idéal maximal des fonctions nulles au point
z € X, alors [|£]|? = (£,€)(z) = 0 quel que soit £ € €.

Notons U () Vouvert des = € X tels que (£,&)(z) > 0 pour £ € €. Si X est compact
et £ est plein, comme les U () pour £ € £ forment un recouvrement ouvert de X, on peut
en extraire un sous-recouvrement fini U(&),...,U(&,). Définissons la fonction strictement

positive g = S7(&, &) et posons 7; = g~ /2€;; on a alors 1 = 3 (n;, 7;). O

1.3 (C(X)-modules de Banach

Définition 1.7 Soit A une C*-algébre.

Un A-module de Banach (a gauche) est un espace de Banach E muni d’une structure de
A-module (a gauche) telle qu’on ait ||an|| < ||a]|.||n|| pour tout a € A et tout n € E.

On dira que le module E est non-dégénéré si il existe une unité approchée bornée (uy) de

A telle que uy converge fortement vers 1 dans l'algébre L(E) des endomorphismes continus
de E.

Proposition 1.8 (12, 38]) Etant donnés une C*-algébre A et un A-module de Banach non-
dégénéré E, tout élément & € E admet une décomposition £ = al aveca € A et ( € E.

Démonstration :
Soit £ € E. Sil’on pose &y = &, on peut construire par récurrence une suite (&,) d’éléments
de FE et une suite (u,) d’éléments de la boule unité de A telles que

&n — unn = §ny1 avec HgnH < 272,

Posons v, = 27 "u,, et n, = 2"&,. Alors & = Y vun, ou Y ||nu|| < o et v = (v)) € € =

I2(N) ®c A. 1l existe donc w = (wy,) € € tel que v = w(w,w) (lemme 1.3) et 'on a & = a ol
a= (w,w)y et (= w:n,. O

Corollaire 1.9 Si A est une C*-algébre et E est un A-module de Banach, l’espace vectoriel
AE ={af/a € A, € E} est un sous-module fermé de E.

Démonstration :
Le sous-module fermé de E engendré par AE est un A-module de Banach non-dégénéré
auquel on peut appliquer la proposition précédente. O

Lemme 1.10 Soient A une C*-algebre et E un A-module de Banach non-dégénéré. Si J est
un idéal bilatere fermé de A et w est Uapplication quotient E — E/(JE), alors pour £ € E,

7O = inf{l[(1 = a)éll,a € J}.

Démonstration :

Sie > 0, il existe par définition de la norme quotient un élément n € E tel que w(n) = 7 (&)
et ||n]] < ||7(&)|| + /2. Comme £ —n € JE, on peut trouver ( € F non nul et a € J tels que
§E=n+ac.

Soit alors u € J un élément positif dont la norme est inférieure a 1 et tel que ||(1 — u)al|.||C|| <
£/2. On a [[(1 - wél| < |lnll + (1 — wyacl| < | w(€)]| +=. 0



Si X est un espace localement compact et E est un Cy(X)-module de Banach a gauche
non-dégénéré, le morphisme Co(X) — L(E) se prolonge naturellement & I'algébre C'(X) des
fonctions continues sur le compactifié d’Alexandroff Xde X , de sorte que l'on pourra se re-
streindre par la suite a I’étude des C(X)-modules de Banach avec X compact.

Définition 1.11 FEtant donné un espace localement compact X, on définit pour x € X l’idéal
Cy(X) de Co(X) des fonctions nulles en x. Si E est un Co(X)-module de Banach, on note
E, lespace de Banach quotient de E par C(X)E et &, l'image de £ € E dans E,.

Corollaire 1.12 Si E est un Cy(X)-module de Banach et § € E, la fonction P(§) : © — || & ||
est semi-continue supérieurement.

Démonstration :
Si f € Co(X), 'application ¢(f) : = — ||[1 + f(z) — f]¢]| est continue. Donc la fonction
P(&) qui est l'inf des fonctions ¢(f) (lemme 1.10) est semi-continue supérieurement. O

Lemme 1.13 Soient X un espace compact et E un C(X)-module de Banach tel que quel que
soit £ € E, ||&]| = sup{||&:||,z € X}.
Si E' est un sous-C(X)-module fermé tel que Vx € X, (E')y = Ey, alors E' = E.

Démonstration :

Fixons n € E et € > 0. Par hypothese, si € X, il existe £(z) € E’ tel que 1, = £(2),.
L’ensemble U(z) des y € X tels que ||, — [{(x)]y]| < € étant ouvert (corollaire 1.12), on
peut extraire de la famille des U(z), x € X un sous-recouvrement fini U(zy),...,U(x,) de
X et trouver une partition de l'unité {f;} subordonnée & ce recouvrement fini; 1’élément
€ =3 fil(x;) est dans E' et il vérifie ||&, — ne|| < 3 fi(2)||€(x:)2 — n2|| < € quel que soit
recX. O

Remarque : Soient E le C([0,1])-module de Banach L%([0,1]) et = € [0, 1]. Considérons pour
n € N une fonction continue sur R nulle en z, égale 1 hors de |z — 1/n,z + 1/n[ et qui est
linéaire sur [x — 1/n,z| et [z,2 4+ 1/n]. Si £ € E, la suite f,{ € Cx(X)E converge presque
partout vers £ et comme |f,&| < [£|, £ € Cp(X)E. Il en résulte que E, = 0 quel que soit
z € [0,1].

2  C(X)-ALGEBRES

2.1 (C(X)-algebres de Banach

Définition 2.1 Une Cy(X)-algébre de Banach est une algébre de Banach A munie d’une
structure de Cy(X)-module de Banach (a gauche) non dégénéré telle que pour a,b € A,

f € Co(X),
a(fb) = f(ab) = (fa)b.

La condition énoncée ci-dessus implique que I'image de Cp(X) dans l’algebre L(A) des endo-
morphismes continus de A est incluse dans le centre de I'algebre des multiplicateurs de A.

Siz e X, Cy(X)A est un idéal bilatere de A (définition 1.11) et donc l'application A —
Ay = A/C,(X)A est un morphisme d’algebres.



Définition 2.2 Etant donnés un espace localement compact X dont le compactifié d’Alexan-
droff est X et une Co(X)-algeébre de Banach A, on définit la C(X)-algebre de Banach unifére
Ap = A x C(X) de produit

(a+ f)(b+g) = (ab+ fb+ ga) + fg

et dont la norme est donnée par ||a + f|| = ||la|| + || f]l-

Remarque : L’application u : A, — L[A @ C(X)] définie par u(b)(a ® f) = (ba + fb) @0 et
u(g)(a @ f) = ga ® gf est une représentation fidele de Ay.

Proposition 2.3 Soient X un espace compact et A une C(X)-algébre unifére. Alors Ay ~
A C(X).

Démonstration :
Le projecteur e = 1¢(x) — 1a vérifie ea = ae = 0 quel que soit a € A. L’isomorphisme est
& CX) = A

. (I
@ f — a+ fe

alors donné par

Proposition 2.4 Soient A une C(X)-algébre de Banach unifére et a € A.
a) L’ensemble des x € X tels que a, soit inversible est ouvert.
b) Si U est un ouvert de C, l’ensemble des y € X tels que Sp(a,) C U est ouvert.

Démonstration :

a) Si x € X est tel que a, soit inversible, il existe b € A tel que bya, = azb, = 1,. Soit
alors € I'ensemble des y € X tels que |[(ba — 1)y|| < 1 et |[(ab—1),| < 1. Le corollaire 1.12
implique que 2 est un voisinage ouvert de x et si y € 2, bya, et a,b, sont inversibles dans
Ay, ce qui implique que a, 'est aussi.

b) Si K est le compact {\ € C,|\| < |ja]|, A € U}, l'algebre de Banach unifere A(K) des
fonctions continues sur K a valeurs dans A est une C'(X)-algebre de Banach pour la structure
de C(X)-module induite par celle de A. Si « € A(K) est défini par a(\) = a— A pour A € K,
alors Sp(a,) C U si et seulement si Sp(a,) N K = 0, ce qui revient & dire que «, est inversible.
Le a) appliqué a o € A(K) permet ainsi de conclure. O

Remarque : Ce lemme est faux dans le cas non unifere. Soient en effet £ le C(]0, 1])-module
hilbertien Cy([0, 1[) ® C([0,1]) et A la C([0,1])-algebre K(E). Si{ =001 € Eeta=0c¢ € A,
I'ensemble des x € X pour lesquels a, est inversible est réduit au singleton {1} qui n’est pas
ouvert dans [0, 1].

Corollaire 2.5 Soient A une Cy(X)-algébre de Banach et a un élément de A. Si U est un
ouvert de C contenant le point 0, l’ensemble des y € X tels que Sp(a,) C U est ouvert.

Démonstration :
11 suffit de remarquer que Sp4,(b) = Spa(b) U {0} pour b € A. O



2.2 (C(X)-algebres stellaires

Définition 2.6 (/27]) Soit X un espace localement compact.
Une Cy(X)-algéebre stellaire est une C*-algébre A munie d’un morphisme non-dégénéré
(involutif) de Co(X) dans le centre Z (M(A)) de lalgébre des multiplicateurs de A.

L’image de Cp(X) dans M(A) est une C*-algebre commutative, de sorte que l'on pourra
se restreindre au cas ou Cy(X) est une sous-algebre de M(A).

Définition 2.7 Etant donnée une Co(X)-algebre stellaire A, on définit la C(X)-algebre stel-
laire A engendrée par A et u[C(X)]| dans Ualgebre des multiplicateurs de A © C(X), ou
u: C(X) = M[A® C(X)] détermine la structure canonique de C(X)-algébre de A® C(X)

(i.e. u(g)(a® f) = ga® gf).

Le morphisme identité de A, dans A est alors un isomorphisme d’algebres de Banach
involutives mais en général, la norme de A; est strictement plus grande que celle de A. Par
exemple, si on considere la C({z})-algebre A = C et si l'on pose a =1 et f = —1, alors

Ha||+HfH=2>H<a+f f)uzl.

Remarque : Si A est une C(X)-algebre stellaire, on peut aussi définir la C'(X)-algebre stellaire
unifere A,, engendrée par A et C(X) dans M(A). Siz € X, le quotient (A,), est unifere, mais
le morphisme (A,); — M (A;) n’est pas nécessairement injectif. En effet, si A est la C([0, 1])-
algebre considérée dans la remarque qui suit le lemme 2.4, en z =1, M(A;) = A, = C tandis
que (Ay)z =CeC.

Proposition 2.8 Si A est une Cyo(X)-algébre stellaire, alors ||a|| = sup ||a.|| quel que soit
zeX

a € A. De plus, ce sup est atteint.

Démonstration :

Il s’agit de voir que le morphisme A — & A, est injectif.
zeX

Fixons un élément a € A non nul. Il existe alors un état pur ¢ sur A tel que ¢(a*a) = ||al|?.
Si 7, est la représentation irréductible canonique de M (A) dans I'espace de Hilbert H,, associé
a ¢ par la construction G.N.S., 7,(C(X)) C C, ce qui implique 'existence d'un z € X tel
que 7, (f) = f(x) pour tout f € C(X). La représentation 7, se factorise alors a travers A,
et donc p(a*a) < |lag||?, ce qui implique que ||a|| = ||a.]|- O

Remarque : Si A est une Cpy(X)-algebre stellaire et J est un idéal fermé de A (a gauche ou
a droite), alors a € A est dans J si et seulement si a, € J, quel que soit z € X (lemme
[14] 10.4.2).

Proposition 2.9 Soit X un espace compact et soit A une C(X)-algebre stellaire unifére non
nulle. Sia € A, Spa(a) = U Spa, (az)
xre

Démonstration :
Soit A € C; alors A € Spa(a) si et seulement si

1@ =N (a=A)+ 17 =Loull((a—-Na-A)*+1)7"| =1



car &« = a — A est inversible si et seulement si a*a et aa™ le sont. Mais ces deux normes
sont les bornes supérieures (atteintes) des fonctions z — ||((ag — A)*(az — A) + 1) | et @ —
[((ae — N)(az — A)* +1)""|, d’olt la proposition. O

Etant données une Cy(X)-algebre stellaire A et une partie ouverte Y de X, on définit la
sous-algebre A}y de M[Cy(Y')A] restriction de A a Y par

Ay = {z € M[Cy(Y)A]/ Vf € Co(Y), fr € Co(Y)A}

Si z est un point de X et a € A, on entendra par prolongement de a sur un voisinage
ouvert Y de z un élément b dans A}y tel que a travers I'isomorphisme A}y /[Cy(X)Ajy] =~ Aq,
b: = a.

Remarque : Avec les notations de Kasparov, Ajy = My[Co(Y)A].

Terminons cette section par le résultat suivant de Dupré qui sera utilisé dans le chapitre 6.

Lemme 2.10 (/16] lemmes 3.2 et 3.3) Soient A une Cy(X)-algébre stellaire et x un point de
X.

a) Si s1,...,8, sont n projecteurs deuzx a deux orthogonauxr de Ay, ils se prolongent dans
un voisinage ouvert de x avec les mémes propriétés.

b) Sip et q sont deux projecteurs de A et siu € A, est tel que u*u = p, et uu™ = q, il se
prolonge dans un voisinage ouvert de x avec les mémes propriétés.

Démonstration :
a) L’élément s = >~ i s; se releve dans un voisinage ouvert de  en un élément positif S dont
le spectre est inclus dans le voisinage ouvert {0,1,...,n} + B(0, 1) de Sp(s) (corollaire 2.5)

de sorte que par calcul fonctionnel on peut supposer que son spectre est égal a {0,1,...,n}.
Si f; est la fonction caractéristique de 'ensemble {i}, I’élément f;(.S) est un prolongement de
s; sur ce voisinage qui vérifie les propriétés requises. O

b) Prolongeons u dans un voisinage de z en v de sorte que v = qup et que le spectre de
|v| soit inclus dans le voisinage © = {0,1} + B(0, 1) de Sp(|ul). Soit f la fonction continue
sur € nulle sur la boule B(0, 1) et qui & = € B(1, §) associe z71. Si I'on pose w = vf(|v]),
alors p — w*w est un champ de projecteurs nul au point x et donc aussi dans un voisinage.
De méme, comme w, = u et ww" est un projecteur majoré par ¢, on a (w*w)y = py et
(ww*), = gy sur le voisinage ouvert des y tels que ||[(w*w — p)y|| < 1 et [[(ww* —p),|| < 1. O

2.3 (C(X)-représentations

Rappelons que si X est un espace localement compact, e, : Cy(X) — C est le morphisme
d’évaluation au point z € X.

Définition 2.11 Soit A une Co(X)-algébre stellaire.

On appelle Co(X)-représentation de A dans le Co(X)-module hilbertien £ un morphisme
Co(X)-linéaire m : A — L(E), i.e. tel que pour tout x € X, la représentation m, = TRe, : A —
L(&,) se factorise a travers une représentation de A,. Si de plus 7, est une représentation
fidéle de A, pour tout x € X, on dit que w est un champ de représentations fidéles.

On appelle champ continu d’états une application Co(X)-linéaire positive ¢ de A dans
Co(X) telle que pour tout x € X, Uapplication @, = ez o ¢ soit un état sur A,.



Notons que avec notre définition, I'existence d’'un champ continu d’états sur la Cp(X)-
algebre stellaire A implique que A, # 0 quel que soit x € X. Remarquons par ailleurs que
Rieffel et Nagy ont introduit des définitions similaires dans [40] et [35].

Supposons que la Cy(X)-algebre stellaire A soit une sous-Cy(X)-algebre de L(E) ou £
est un Cp(X)-module hilbertien; notons ¢,(A) I'image de A dans L(&;) et tz(a) 'image d'un
élément a € A dans ¢, (A) (définition 1.4). Si a € A, on a (§,an) € C(X) pour tous &,n € &
de norme inférieure a 1; la fonction = +— ||¢z(a)|| qui est leur sup est donc semi-continue
inférieurement.

Remarques : 1. La définition de ¢, (A) dépend du choix du Cp(X)-module & : si A est une sous-
Co(X)-algebre stellaire de L(€) et x est un point non isolé de X, comme Cy(X) — M (Cy(X)),
As’injecte dans L(€ ®c(x) Cz(X)) = L(C(X)E) (lemme 1.2). Mais (€ @¢(x) Cz(X)) Re, C =
0, ce qui implique L[(€ ®¢(x) Czx(X) )] = 0.

2. Si A est la C([0,2])-algebre C(]0,1]) & C(][1,2]), elle admet une C([0, 2])-représentation
fidele dans le C([0,2])-module hilbertien Cy([0,2]\{1}) mais elle n’admet pas de champ de
représentations fideles.

Soit en effet # une C([0, 2])-représentation de A dans € et considérons la restriction de 6 &
C([0,1]) : elle définit par composition une C([0, 2])-représentation m de A. Si f € Cp(]1,2]) et
¢ e &, alors (&, 7(f)§) = (m(1)&,m(1)€) f = 0 donc ]1, 2] est inclus dans le fermé des x € [0, 2]
tels que m;(1)§, = 0. Par conséquent, m1(1) = (7 @ e1)(1) est nul dans L(&;). Si 7’ est
la C([0, 2]-représentation associée a la restriction de 6 & C([1,2]), on montre de méme que
71 (1) = 0 et donc que 6;(1) est nul, ce qui veut dire que la représentation ¢, de A; est nulle.

En fait, on va caractériser dans le chapitre suivant l'existence de champ continu de
représentations fideles pour une C(X)-algebre séparable; mais cet exemple montre que la
C([0, 1))-algebre stellaire L>°([0, 1]) n’admet pas de C([0, 1])-représentation non nulle. En ef-
fet, si m est une C(]0, 1])-représentation, alors quel que soit x €0, 1[, 7 induit par restriction
une C([0, 1])-représentation de C([0,x]) & C([z,1]) et donc m(1) = 0. Il s’en suit que l'on a
aussi mp(1) = 0 et m1(1) = 0 car Papplication x +— ||7,(1)|| est semi-continue inférieurement.

Proposition 2.12 Soit X un espace compact et soit A une C(X)-algébre stellaire qui admet
une C(X)-représentation fidéle m dans le C(X)-module hilbertien E.

a) Sia € A, la fonction x — ||ag| est la régularisée semi-continue supérieurement de
@+ [|ma(a)ll, i.e. flas|| = limsup [y ().
x

b) Siac A, Uensemble Ua) = {x € X/||az| = ||7z(a)||} est un G° dense.
¢) Si de plus A est séparable, {x € X/A, ~ n,(A)} est un G dense.

Démonstration :

a) Soient x € X et Q un voisinage ouvert de z. Donnons-nous n € N* et considérons un
voisinage ouvert W C € sur lequel ||ay|| < |lag|| + 1/n. Fixons une fonction continue f &
valeurs dans [0, 1], a support dans W et telle que f(z) = 1. Comme || fa| = sup || f(y)my(a)],
il existe un point y € W tel que || fa|| —1/n < f(y)||7y(a)| et donc |||az|| — ||my(a)| | < 1/n.

b) La fonction qui & € X associe ||ay|| — ||7z(a)|| est semi-continu supérieurement; par
conséquent, si n € N*, 'ensemble U, (a) des x € X tels que ||ag| — ||7z(a)|| < 1/n est ouvert
quel que soit n € N. Par ailleurs, le a) montre que U, (a) est dense dans X. Il en résulte que
leur intersection U(a) est un G° dense.
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¢) Soit a, une suite dense dans A. L’intersection U des U(ay,) est un G° dense. Par ailleurs,
sia € Aete > 0,1l existe n € Ntel que |la—ay| < e/2;six € U, onadonc |lag—(an):|| <e/2
et ||mz(a) — mx(an)|| < e/2, d0u [Jay|| < ||7z(a)| + &. O

Proposition 2.13 Soient X un espace compact et A une C(X)-algébre stellaire. Si ¢ est un
champ continu d’états sur A, il existe une C(X)-représentation non-dégénérée m, de A dans
E, et un vecteur §, € E, tels que quel que soit a € A, p(a) = (§p, mp(a)y).

Démonstration :

L’application ¢ étant completement positive, on va pouvoir lui appliquer la construction
de Stinespring Kasparov ([26]). Commencons par étendre ¢ a la C(X)-algebre unifere A
(définition 2.7) en posant ¢(f) = f pour f € C(X) et définissons sur A le produit scalaire
(a,b) — ¢(a*b). Sil'on note A(a) I'image de a € A dans le séparé complété &, de ce C(X)-
module préhilbertien, 'opérateur 7, (a)A(b) = A(ab) se prolonge en un opérateur dans £(&,).

Considérons maintenant une unité approchée croissante (uy) de A bornée par 1 : ¢(uy)
converge simplement et donc normiquement (par le théoréme de Dini) vers 1 € C(X). Or si

‘5%0 = A(1)7
1€, — Auall? = llo((L = un)?)I| < lle(1 —up)ll,

ce qui implique que la famille filtrante des (A(uy)) converge normiquement dans &, vers
&, ([38] théoreme 3.3.3). Le champ de vecteurs &, cyclique pour A appartient donc a A&,
(corollaire 1.9) et par conséquent &, est un A-module de Banach non-dégénéré. O

3 C(X)-ALGEBRES (SUITE)

3.1 Caractérisation des champs continus séparables de C*-algebres

Définition 3.1 ([21, 14]) Soit A une Co(X)-algébre stellaire. Si pour tout a € A, la fonction
P(a) : x — |lag|| est continue, on dit que A est un champ continu de C*-algébres sur X de
fibres A,.

Proposition 3.2 Si A est un champ continu de C*-algebres sur l’espace localement compact
X, la C(X)-algébre A (définition 2.7) définit un champ continu unifére de C*-algebres sur le
compactifié d’Alexandroff X de X.

Démonstration :

Si a€ A, |[(az)*az|| = |laz||* quel que soit z € X. Il suffit donc de considérer le cas ol «
est positif. Mais si o € A4 est positif, il existe b € A auto-adjoint et f € C(f(p positif tels
que a = b+ f et on a alors pour tout z € X,

Sp(az) U {O} = [Sp(bm) + f(x)] U {O}

Dong, si on écrit b = by — b_ ou by et b_ sont positifs, ||az|| = [[(b4)|| + f(x) est une
fonction continue de z. O

Si A est une Cp(X)-algebre stellaire, on notera S(A) 'ensemble des états sur A muni de
la topologie faible et Sx(A) le sous-ensemble des états ¢ dont la restriction a Cy(X) est un
caractere, i.e. tels qu'il existe un x € X (que 'on notera x = p(y)) vérifiant ¢(f) = f(x) pour
f € Cy(X). Remarquons que dans ce cas, ¢ se factorise a travers A,; on regardera S(A,)
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comme un convexe fermé de Sx(A). Notons enfin que l'application p : Sx(A) — X est par
construction continue.

Le résultat principal que nous montrons dans cette section est le suivant :

Théoréme 3.3 Soient X wun espace localement compact et A une Cy(X)-algébre stellaire
séparable telle que quel soit x € X, A, # {0}.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est un champ continu de C*-algébres,
2. Uapplication p : Sx(A) — X est ouverte,

3. il existe une famille {©x} de champs continus d’états sur A telle que pour tout x € X,
la famille {e, o pr} est une famille fidele d’états sur A,

4. A admet un champ de représentations fidéles.

Remarque : Les assertions I, 2 et 4 sont équivalentes méme sans I'hypothese A, # {0} car
chacune des trois assertions implique que 'ensemble Y des y € X tels que A, soit non nul est
ouvert et on peut alors appliquer le théoreme a la Cy(Y')-algebre Cy(Y)A.

Ce théoreme permet en particulier de répondre positivement a la question 3.4 que pose
M.A. Rieffel dans [40] pour un champ continu séparable de C*-algebres sur un espace locale-
ment compact a base dénombrable d’ouverts.

La démonstration du théoreme s’organise de la facon suivante : on montre successivement
les implications 1= 2 (proposition 3.5), 2= 3 (proposition 3.9), =4 (proposition 3.10) et 4= 1
(proposition 3.11).

Remarquons que seule I'implication 2= 8 suppose la séparabilité de A et que 'on mon-
tre plus précisément l'existence d’un champ continu d’états fideles sur A. Dans le cas non
séparable, le théoreme 3.2” de Michael ([34]) que 'on utilise pour démontrer 2=-3 n’est plus
vrai ([34] exemple 6.3); il serait intéressant de construire explicitement un éventuel contre-
exemple dans le cas ou les fibres du champ continu A ne sont pas séparables.

Lemme 3.4 Si X est un espace compact et A un champ continu uniféere de C*-algébres sur
X, Uapplication p : Sx(A) — X est ouverte.

Démonstration :

Soit © un ouvert de Sx(A) et x un point de p(€2). Comme les états fideles sur A, sont
denses dans S(A,), il existe un état fidele p € QN S(A;). On peut alors trouver un réel
strictement positif € et des champs de vecteurs as, ..., a, dans A tels que

V ={y € Sx(A), |¥(ax) — p(ag)| < 2¢,2 <k <m} C Q.

Comme tout élément de A est une combinaison linéaire de deux éléments auto-adjoints
de A, on peut supposer que les aj sont auto-adjoints. Par ailleurs, on ne change pas V si 'on
rajoute & cette famille a; = 1, 'unité de A. Quitte & réordonner la famille des a;, on peut
enfin supposer que (ai)q,. .., (an); forment une sous-famille libre de rang maximal ou n est
un entier plus petit que m.

Si n < m, alors quel que soit n < j < m, (a;)x = Y 1<p<n A (ar)z est une combinaison
linéaire des n premiers termes. Notons U I'ouvert des y € X tels que ||(a;j)y — > N (ar)yl| < ¢
pour tout n < 7 < m et posons
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Vi={¢ € Sx(A),[¢(ar) — plar)| <&/(Rn),1 <k <n}
ou R = sup{l/n, |)\fc\} Alors V' Np~Y(U) est un ouvert de € inclus dans V.

Définissons pour y € U l'application «ay : R" — A, a valeurs dans le R-espace vectoriel
engendré par les (ag)y, 1 < k < n, par la formule A = () — > Ap.(ag)y et soit S™ la sphere
unité de R™ pour la norme mazx.

Comme {(y,\) € U x S", oy (A) = 0} est fermé dans U x S™ et la projection U x S" — U
est une application fermée, les (ay)y, 1 < k < n, restent linéairement indépendants sur un
voisinage de x dans X.

SiV est un ouvert de R", 'ensemble {(y, A) € U x S", ay(A) > 0 et A € V} est un fermé de
U xS™ et sa projection sur U est donc fermée (dans une C*-algebre, le cone des éléments positifs
est fermé). En particulier, si V est le demi-espace ouvert des A € R” tels que ¢ o az(A\) > 0,
comme ¢ est fidele, le cone Cy des A € R™ tels que ay(A\) > 0 reste transverse a ’hyperplan
H = {)\ € R",poa;(\) =0} pour tout point y dans un voisinage ouvert U c U du point z
(car {(y,A\) € U x S",ay(X) > 0 et poay(A) <0} est fermé dans U x S").

Pour y € U, on définit une forme linéaire sur ay(R™) par la formule oy (X) — ¢ o ag(N),
forme que 'on étend par le théoreme de Hahn-Banach en une forme linéaire 1) de norme
(1) = 1 sur la partie auto-adjointe de A,, i.e. un état sur A,, et donc UcC p(V). O

Proposition 3.5 Si X est un espace localement compact et A est un champ continu (non
nécessairement unifére) de C*-algébres non-nulles sur X, alors Uapplication p : Sx(A) — X
est ouverte.

Démonstration :

Soit A le champ continu unifere de C*-algebres sur X associé & A (proposition 3.2) et
définissons 'application x : Sg(A) — [0,1] qui & un état ¢ associe la norme de sa restriction
a A. Cette application est semi-continue inférieurement car si ¢ € Sg(A), x(¢) est le sup des
| (a)|| pour a dans la boule unité de A.

Soient ¢ € Sx(A) et V = {¢ € Sx(A4)/|p(ar) — ¢(ar)| < &, 1 < i < n} un voisinage
élémentaire de ¢ ou les a; sont dans la boule unité de A et € est un réel positif. Identifions ¢
avec son prolongement & A défini par a + f — ¢(a) + f.

Si W est I'ouvert

{v € Sg(A)/v(ar) — plar)l <e/2, 0 <i<n}nx~1(]2/(2+¢),1])

et 1p € W alors la forme X(w)_lw restreinte a A est un état ¢ € Sx(A) appartenant a l'ouvert
V et p(¢) = p(v), ce qui signifie que p(V') contient le voisinage ouvert p(W) de p(¢) dans
X. O

On va utiliser le théoreme 3.2” de [34] pour montrer que 2 implique 3.
Etant donnés un espace vectoriel F/, une partie V de F et un point a de E, on note a +V
I'ensemble {a + b,b € V'} et V la fermeture de V.

Lemme 3.6 Soient T une partie d’un espace vectoriel topologique E et X un espace para-
compact; on se donne une application p : T — X surjective, ouverte et a fibres convezes.

a) Etant donné un voisinage convere V de 0 dans E, il existe une application continue
¢ : X — E telle que pour tout z de X, ¢(x) € p~t({x}) + V.

b) Si de plus E est un espace de Fréchet, il existe une application ¢ : X — E continue telle
que pour tout x de X, ¢(x) € p~1({z}).
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Démonstration :
(0] (o)

— ——

a) Si l'on note (¢t — V') lintérieur de t — V, les p[(t — V) NT] lorsque t décrit T', forment
un recouvrement ouvert de X. Soit {n;} une partition de I'unité localement finie subordonnée
a ce recouvrement. ¢(x) = > m(x)t vérifie alors 'assertion du lemme : en effet si n(z) # 0,
t € p~t({x}) + V, ce qui implique ¢(x) est bien dans le convexe p~!({z}) + V.

b) Soit (V;,) une suite fondamentale de voisinages ouverts convexes équilibrés de {0} telle
que V, +V,, C V-1 pour n > 1. On construit par récurrence ¢; : X — E telle que pour tout
x € X,

pi(x) € ¢i—1(x) + Viea i >2,
¢i(x) e pt({z}) — Vi i>1.

L’existence de ¢; est assurée par a). Donnons-nous donc k > 1 et supposons ¢1, ..., ¢ cons-
truites. Si 'on pose Ty = {t € T|¢y o p(t) € t — Vi}, Vapplication p : Ty11 — X vérifie
alors les hypotheses de la partie a) : elle est surjective car si x € X, ¢p(z) € p~1({x}) — V} et
donc il existe t € T tel que p(t) = = et ¢p(x) € t — Vi; dautre part ¢p(x) + Vi Np~L({z}) est
convexe.

Appelons ¢y1 Papplication déduite de a) pour le voisinage convexe Vi1 de {0} : elle
vérifie les propriétés de récurrence requises.

La limite uniforme ¢ des ¢; répond alors au probleme posé. O

Corollaire 3.7 Sous les hypothéses du lemme précédent, si p~({x}) est fermé dans E quel
que soit x € X et sit est un point de T, il existe un section ¢ de p telle que ¢p(p(t)) = t.

Démonstration :
1l suffit de remplacer T par T = p~ (X \{p(t)}) U {t}. O

Lemme 3.8 Soit A une C(X)-algébre stellaire séparable et unifére telle que A, # {0} quel
que soit x € X. Si Uapplication p : Sx(A) — X est ouverte, A admet un champ continu
d’états fideles.

Démonstration :

Munissons le dual topologique A* de la topologie de la convergence uniforme sur les parties
compactes; A* est alors un espace de Fréchet pour cette topologie et sur la partie compacte
Sx(A), cette topologie coincide avec la topologie faible ([10] chapitre IV).

Soit (a,) une suite dense dans la partie positive de la boule unité de A ot ’on suppose que
a; =1 et que les a,, sont strictement positifs. Notons P(a) € C(X) la fonction z — ||a,|| pour
tout a € A et définissons pour n € N l'ouvert 2, de Sx(A) constitué des états ¢ € Sx(A) tels
que ¢ (an — %P(an)) > (0. En appliquant le lemme 3.6 a p : 0, — X, on construit un champ
continu d’états U, sur A tel que ¥, (a,) > %P(an). Le champ continu d’états ¥ = > 27",
répond alors a la question.

En effet, si a € A4 est positif de norme 1 et z € X vérifie a, # 0, il existe n € N tel que
llaz — (an)z|| < 1/3||ag||. En particulier, 2/3||a.|| < ||(an)z||. On a alors

Wn(an) (@) = ¥n(a)(z) < 1/2||(an)e||
et donc ¥(a)(xz) > 27", (a)(z) > 0. O

Proposition 3.9 Une Cy(X)-algébre stellaire séparable A telle que l'application p : Sx(A) —
X soit surjective et ouverte admet un champ continu d’états fidéles.
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Démonstration :

Notons A la C(X)-algebre unifere séparable associée & A (définition 2.7) et soit ¢ un
champ continu d’états fideles sur A (lemme 3.8). Fixons une suite dénombrable (a,) dense
dans la boule unité de A et posons ¥ (a) = Y 27 "¢(a}aa,) pour a € A. Le champ continu
d’états @ défini par ®(a) = (1)~ ¢(a) convient car si a € Ay et x € X vérifient ®,(a) = 0,
(an)%.az.(an)z = 0 quel que soit n € N, d’out a; = 0. O

Proposition 3.10 Soit A une Cy(X)-algébre stellaire telle que A, # {0} quel que soit x € X.
Si il existe une famille de champs continus d’états {px}aen vérifiant lassertion 3 du
théoréeme 8.3, alors A admet un champ de représentations fideles.

Démonstration :

Prolongeons chaque ¢y & la C(X)-algebre unifere A (définition 2.7) en posant ¢y (f) = f
pour f € C(X). Si (Tpy,EpysEpy) est la C(X)-représentation cyclique de A associée & ¢y
(proposition 2.13), alors 7, restreinte a £\ = m,, (A)E€,, est une Cy(X)-représentation de A.

Notons £ le Cp(X) module hilbertien € := @©x&) et 7 la Co(X)-représentation ®ym,, de
Adans €. Sia€ Ay et x € X vérifient m,(a) = 0, alors

(mpy (D)€, m(a)my, (D)€, ) () = ez 0 pa(b*ab) = 0 pour tout A et tout b € A,

d’ott ez 0 @y (a) = 0 pour tout A et donc a; = 0. O

Pour terminer la démonstration du théoréme, il reste a voir :

Proposition 3.11 Sila Cy(X)-algebre stellaire A admet un champ de représentations fidéles
m, elle forme un champ continu de C*-algebres sur X.

Démonstration :
Comme m,(A) ~ A, quel que soit z, 'application z — |laz|| = ||7z(a)| est a la fois
semi-continu supérieurement et inférieurement pour tout a € A. O

Lemme 3.12 Soit A un champ continu unifére et séparable de C*-algébres non-nulles. Si
z € X et ¢p € S(Ay), il existe un champ continu d’états ¢ sur A tel que v = ¢.

Démonstration :
Sil'on pose T' = Sx(A) et t = ¢, le corollaire 3.7 fournit le champ continu d’états recherché.
O

Proposition 3.13 Soit A un champ continu séparable de C*-algébres non-nulles. Si x € X
et ¢ € S(Ay), il existe un champ continu d’états ® sur A tel que ®, = ¢.

Démonstration :

Il existe un état 1) € S(A,) et un élément d € A tels que ¢(a) = ¥[(d,)*ad,]| quel que soit
a € A;. Soient alors ¥; un champ continu d’états sur la C ()Z' )-algebre unifere A qui prolonge
1 et Uy un champ continu d’états sur A (proposition 3.9).

Si f est une fonction sur X & valeurs dans [0, 1] nulle hors de l'ouvert {y € X, d, # 0} et
telle que f(z) =1, alors la formule

®(a) = fU(d*d)" U (d*ad) + (1 — f)Us(a), a€ A
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définit un champ continu d’états sur A qui prolonge ¢. O

Le cas commutatif

Soit 2 un espace localement compact. Une structure de Cp(X)-algebre stellaire sur la C*-
algebre commutative Cp(€2) est caractérisée par la restriction de ’application p : Sx[Co(2)] —
X a , i.e. une application continue p : Q@ — X. La fibre au-dessus de x € X est alors
Co(Q)z = Co(Q) ou Q, = p~t({z}).

Maintenant si A est une C*-algebre commutative, 'application ¢ — kerm,; de ’espace
P(A) des états purs sur A dans l'espace PrimA des idéaux primitifs est un homéomorphisme
([38] theorem 4.3.3), de sorte que 'on peut appliquer un résultat de Lee [32, th. 4 | (cf. aussi
[18, th. 2.1]) qui repose sur des travaux de Tomiyama ([46] theorem 3.1).

Proposition 3.14 FEtant donné un espace localement compact X, une Co(X )-algébre stellaire
commutative A = Cy(Q) (non nécessairement séparable) définit un champ continu de C*-
algébres sur X si et seulement si la restriction de p a P(A) = Q est ouverte.

3.2 Produits tensoriels de C(X)-algebres stellaires
On se restreint au cas ou 'espace X est compact.

Soient A; et Ag deux C(X)-algebres stellaires. Si D est un quotient de A; ®paqr A2, la
C*-algebre D est munie des deux structures de C(X)-algebre stellaire induites par celles de
Aj et Ag et ces deux structures coincident si et seulement si 'image de Ca (A1 ®@paz A2) dans
D est nulle, ou Ca désigne l'idéal de C'(X x X)) des fonctions nulles sur la diagonale.

M
Notons A1®¢(x)A2 le quotient de Ay ®ypax A2 par CA (A1 ®maz A2) muni de la structure
de C(X)-module induite par le quotient C(X x X)/Ca. Nous allons construire dans cette

M
section un certain nombre de quotients de la C'(X)-algebre A1®¢(x)As2 et nous chercherons
des conditions suffisantes pour que ces algebres coincident (proposition 3.25).
Plus précisément, si (01), et (02), désignent les applications quotients A; — (A1), et

M
As — (Az)., on étudie les quotients de A; ®c( X)A2 associée aux semi-normes suivantes :
7HO[H = Sup{”((al)x Omaz (0'2):1:)(&)||7«T S X},

“[leefl = sup{[|((c1)z @min (02)z) ()|, z € X},
et dans le cas ou A; et Ay admettent des C'(X )-représentations fideles mp et ma,

Aledl = sup{[[(71)e @min (m2)2) ()], 2 € X}

M
Le corollaire 3.17 montre que le premier quotient est toujours égal a I'algebre A1 ®c(x)A2.
Si 'une des deux algebres A; et As est nucléaire, alors le second quotient est aussi isomorphe &

M
A1®¢(x)Az2 (proposition 3.24). Enfin, si A; admet une C'(X)-représentation fidele et Az admet
un champ de représentations fideles, les deux derniers quotients coincident (proposition 3.21).

Proposition 3.15 Si J; et Jo sont des idéaux des C*-algébres Ay et As, on a la suite exacte
0 — J1 ®maz A2 + A1 Qmaz J2o — A1 Qmaz A2 — (Al/J1) Rmazx (AQ/JQ) — 0.

Démonstration : ‘ '
Des suites exactes 0 — Jlimlllmll/,]l —0et 0— J2£>A1£>A2/J2 — 0, on déduit le
diagramme commutatif suivant dont les lignes et les colonnes sont exactes :
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0 0 0

00— ®iax Jo Z@f J1 ®7iaa: As id@l;g J1 \ngax AQ/JQ — 0
li1®z’d lz’l@id lh@id

05 Al Omarde =8 A @mards B A Omas Az/Je — 0
lm@id o lm@id ' lm@id

0 — A1/J1 @maz J2 e A1/ I @maz A2 gt Ai)Ji Omaz Az/J2 = 0
{ { {
0 0 0

Sia € Al Qmaz A2 est dans le noyau de m ® o, alors (id ® m2)(a) est dans le noyau de
m ®id, ce qui implique qu'il existe b € Ji @maz (A2/J2) tel que (i1 ® id)(b) = (id @ m2)(a).
Mais comme id ® o est surjective, il existe ¢ € Ji @mag A2 tel que (i3 @ m2)(c) = (id ® m2)(a),
ce que l'on peut rééerire (id®@ma)[(i1 ®1id)(c) —a] = 0. Cela signifie qu'il existe ¢’ € A1 @paz J2
tel que (id ® i2)() = a — (i1 @ id)(c). O

Corollaire 3.16 Si A est une C(X)-algébre stellaire et B est une C(Y)-algébre stellaire,
A Qpaz B est une C(X x Y)-algébre stellaire de fibres

(A ®maz B)(x7y) - Az ®mam By Vm € )(7 Vy S Y

Démonstration :

Définissons le noyau C(, (X X Y) = Cp(X) @ C(Y) + C(X) ® Cy(Y) de I'application
CX)®C(Y) = C(X)/Ce(X) 2 C(Y)/Cy(Y), ie. I'idéal des fonctions continues sur X x Y
nulles au point (x,y). La proposition précédente nous donne alors la suite exacte

0 = Clay)(X X Y)[A ®maz Bl = A @maz B = Az Omaz By — 0. -

Corollaire 3.17 Soient Ay et Ay deuxr C(X)-algébres stellaires. Alors quel que soit le point
M
relX, <A1®C(X)A2):c = (A1>z Omaz (AQ)J:

Démonstration :
Soit € X. Posons D = A1 ®maz A2, I = Cy2)(X x X)D et J = CaD. Alors I et J sont
des idéaux de D. Comme J C I, on a (D/J)/(I/J) ~ D/I. O

Définition 3.18 Soient A et As deur C(X)-algébres stellaires. Notons o, la représentation
de A1 @maz A2 dans (A1)y Qmin (A2). et définissons sur Ay Qmar A2 la semi-norme

lall = sup{lloz(a)l, = € X}.

Le séparé complété de A1 ®@mar A2 pour cette semi-norme est une C(X)-algébre stellaire que

l’on notera Ay gC(X)AQ .

Soit Diag : C(X) ® C(X) — C(X) le morphisme transposé de I’application diagonale
X = X xX.S8i & et & sont deux C(X)-modules hilbertiens, on a alors & ®¢(x) &2 =
(51 X 52) X Diag C(X)

Définition 3.19 Etant données deux C(X)-algébres stellaires Ay et Ay admettant des C'(X)-
représentations fideles dans les C(X)-modules hilbertiens £ et E, on définit la C(X)-algébre
stellaire Ay ®C(X) Ay = (Al Rmin AQ) ® 1 dans ,C[(gl X 52) Q@ Diag C(X)]
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Proposition 3.20 La construction de Ay ®¢(x) A2 ne dépend pas du choiz des C(X)-repré-
sentations fidéles non-dégénérées.

Démonstration :
Donnons-nous deux C'(X )-représentations fideles non-dégénérées de A; et Az dans & et Es.
Comme A commute & C(X) dans l'algebre des multiplicateurs M (Asg), A2 est une sous-
algebre de La, (&1 ®¢(x) A2). Par ailleurs, si a; € A et ag € Az, a travers l'inclusion

i L4, (81 ®c(x) A2) = Lox)[(E1 ®c(x) A2) ®a, &2] = L(E1 ®¢(x) E2)

on a i[(a; ® 1)az] = a1 ® az, et donc A1 ®¢(x) Az se releve dans L4,(E1 ®¢(x) A2)-

Si &} est un autre C'(X)-module hilbertien dans lequel A admet une C'(X)-représentation
fidele non-dégénérée, alors I'algebre L4, (€1 ®¢(x) A2) s'injecte dans L[(E1 ®¢(x) A2) ®a, E] =
L(&1 ®¢(x) &) (lemme 1.2), ce qui montre que A1 ®c(x) A2 ne dépend pas du choix de &.

Fixons un tel C(X)-module hilbertien £; le méme argument montre que la construction
de A1 ®c(x) A2 ne dépend pas du choix de &;. O

Remarque : Si w1 et o sont deux C(X)-représentations fideles de A; et Ao, A; ®c(x) Az est
le séparé complété de A1 ®ppnin Ao pour la semi-norme

lel] = sup{[| [(m1)2 @min (m2)a](a)l, 2 € X}

Proposition 3.21 Si A est un champ continu de C*-algébres sur X (non nécessairement
séparable) admettant un champ de représentations fidéles m dans le C(X)-module hilbertien €
et B est une C(X)-algébre stellaire, le morphisme a ® b — m(a) ® b induit une représentation
C(X)-linéaire fidéle de A(%C(X)B dans le B-module hilbertien € @¢ (x) B.

En particulier, si B admet une C(X)-représentation fidéle, la C(X)-représentation de

AgC(X)B dans A ®c(x) B est fidéle.

Démonstration : .
Notons o, le morphisme canonique A®C( X)B — Ay ®pmin B pour z € X et remarquons
que B s’injecte dans la C*-algebre By = ®,cx Ba-
Comme (€ Rc(x) B)®p By = £ ® By, Lp(€®c(x) B) s'injecte dans ©yex LB, (Ex @ By)
Lp,(€ ®c(x) B ®p Bg) (lemme 1.2). Cela implique pour a € A ®q1y B que ||(7 @ id)(a)]|

sup ||(7z ® id) o oz (a)|| = sup [|oz(e)||-
zeX rzeX

-
O

Nous en déduisons le corollaire suivant qui sera utilisé pour démontrer le théoreme 5.8 :

Corollaire 3.22 Si A est un champ continu de C*-algébres (non nécessairement séparable)
admettant un champ de représentations fidéles et si la C(X)-algébre B admet une C(X)-
représentation fidele, application A Qmpaz B — Az Qmin Bz se factorise a travers A ®c(x) B-

Démonstration : .
Par définition, I'application A®maz B — Az ®@min Bz se factorise a travers A® ¢ (x)B; mais

dans le cas présent, la C'(X)-algebre AgC(X)B est isomorphe & A ®¢(x) B (proposition 3.21). O

La caractérisation de la nucléarité d’'une C*-algebre A par 'injectivité du bidual A” ([13,
17, 11]) permet de montrer a travers I’étude des représentations factorielles (qui forment une
famille séparant les éléments de A") :

Proposition 3.23 Une C(X)-algébre stellaire A est nucléaire si et seulement si A, est
nucléaire quel que soit x € X.
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On en déduit :

Proposition 3.24 Soient A et B deur C(X)-algébres stellaires. St A ou B est nucléaire, on
M
a lisomorphisme A®c(x)B ~ A%C(X)B.

Démonstration :

Si 0, désigne la représentation canonique de A ® B dans A; Qmaz B: = Az Omin Be
pour z € X, les deux C(X)-algebres sont le séparé de A ® B pour la semi-norme ||af =
sup{||o.(a)|,z € X}. O

Proposition 3.25 Soient A un champ continu de C*-algébres sur X admettant un champ de
représentations fidéles et B une C(X)-algébre stellaire admettant une C(X)-représentation

M
fidéle. Si l'une des deux algebres est nucléaire, on a A®c(x)B ~ A®c(x) B.

Démonstration : résulte des propositions 3.21 et 3.24. O

Corollaire 3.26 Soient A; et As deux champs continus de C*-algébres sur X admettant des
champs de représentations fidéles mp et mo.

Si Ao est nucléaire, alors Algéc(X)Ag définit un champ continu de C*-algébres de fibres
(Al)x X (Ag)x.

Démonstration :

Size X,ona (7T1 &® Wg)x(Al ®C(X) AQ) = (71'1)1(141) ® (WQ)x(AQ) ~ (Al)z ® (AQ)I Mais
d’apres le corollaire 3.17 et la proposition 3.25, (A1), ® (A2)z = [A1 ®@c(x) A2]s, ce qui montre
que m @ mg est un champ de représentations fideles de A; ®@c(x) As2. O

Etant donnée une C(X)-algebre A, notons comme Bauval dans [7] I(A) l'intersection de
tous les noyaux des C(X)-représentations de A et A la C(X)-algebre A/I(A).

Question Etant données deux C(X)-algébres stellaires A; et Ay, a-t-on lisomorphisme
m _ _
A1®cx)A2 = A1 ®c(x) A2 7

Regardons le cas particulier ou I'une des deux C'(X)-algebre est nucléaire.

Proposition 3.27 Soient Ay et Ay deuz C(X)-algébres. Si Ay est nucléaire, on a l’isomor-

phisme A1gc(x)A2 ~ Ay Xe(x) As.

Démonstration : .

Soit 7 une C'(X)-représentation de A1®¢(x)A2 = (41 ® A2)/Ca(A1 ® Az) dans le C(X)-
module hilbertien £ : elle définit une représentation m ®maz T2 de A1 Qmaer A2 et comme
T(f®l)=7n(1® f) = f pour f € C(X), m et m sont des C(X)-représentations de A; et
Ag. Par conséquent, ﬂ'x(Al(gc(X)Ag) est une représentation de (71)z(A1) @maz (72)2(A2) =
(1) 2 (A1) @min (m2)2(A2) quel que soit x € X puisque (71),(A1) est nucléaire.

Il en résulte pour a € A; ®q19 A2 que [[7(a)|| = sup |7z (a)|| < ||(m1 @m2) ()| ol 71 @ 7o est
la C(X)-représentation de A1 ®¢(x) A2 dans € ®¢(x) &; donc W(AlgC(X)Ag) est un quotient
de A1 ®c(x) As. a
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3.3 Contre-exemples

3.3.1 Soient A et B deux C(X)-algebres stellaires. On a alors des applications naturelles
surjectives

m m
(A Qmin B)(x,x) — (A®C'(X)B):L" et (A®C(X)B)z — Aw Qmin, Bma
mais en général, aucun de ces deux morphismes n’est un isomorphisme.

Considérons ’exemple suivant dont la construction m’a été indiquée par S. Wassermann
([49]). Soit I' le groupe discret SL(3,Z) et {m,} 'ensemble de ses classes de représenta-
tions irréductibles de dimension finie ou my est la représentation triviale. On appelle 7 la
représentation D et K l'idéal de A = 7 (C},,.(T)) formé des éléments 7(a) € A tels que

max
||mn(a)|| tende vers 0 a l'infini. On notera 7 la représentation de C},,.(I') dans A/K.

Comme I' a la propriété T' de Kazhdan ([24]), il existe pour tout n € N un projecteur
central unique ¢, € C . (T') tel que m,(g,) = 1 et o(gy,) = 0 quelle que soit la représentation
irréductible o distincte de m,. Remarquons en particulier que pour toute représentation o de
I, o(ep) est la projection sur les vecteurs invariants par o.

Notons alors § le coproduit C} . (I') — C} . (T") @min Chae (). Si m et m sont finis,
(T, ® Tm)0(g0) est non-nul si et seulement si 7, est la représentation adjointe 7, de m,.
Par ailleurs, (7o ® m)d(g9) = 0 : sinon il existerait un opérateur de Hilbert-Schmidt non-
nul entrelagant 7, et la représentation adjointe 7 de 7, ce qui est impossible puisque A/K
n’admet pas de représentation non nulle de dimension finie.

Si N = NU {oo} désigne le compactifié d’Alexandroff de N, I’application de Cy(N) dans le
centre de A qui a f associe w(>_ f(n)ey) définit une structure de Cp(N)-algebre stellaire sur
A et donc une structure de C(N)-algebre stellaire sur A de fibres A, = m, (Cf,,.(I')) pour
n € Net A, = A/K. On construit de méme la C(N)-algebre B = 7 (C;,,.(I')) de fibres
B, =T (C}..(I')) pour n € N. Enfin, si 'on pose 6, = 7,11 et 0 = (86,), C =0(C},,..(T))

est une C(N)-algebre de fibres C,, = 771 (C¥,,,(T')) pour n € N.

Sin €N, §(gp) est non nul, donc de norme 1 dans A, ® B,,. Il en résulte que ||0(so)|| =1
dans (Agc(g)B)oo mais 0(gg) = 0 dans A @min Boo-

Sin € N*U{oo}, d(gp) est nul dans A, ®C,,, §(g9) = 0 dans (Agc(AN')C)oo; mais cet élément
est de norme 1 dans (A ®min C)(s0,00)-

Remarque : Cette construction a en fait permis & E. Kirchberg et S. Wassermann d’exhiber
un champ continu séparable de C*-algebres A sur un espace compact X et un champ trivial
de C*-algebres C(X, B) tels que A ®¢(x) C(X, B) ne soit pas un champ continu sur X de
fibres Az ®min B ([30]).

3.3.28i14: A — Lox)(€a) et 1p 1 B = Lox)(Ep) sont deux C(X)-représentation fideles,

le morphisme ¢ = 14 ® 15 : A%C(X)B — Lox)(€a ®c(x) Ep) n'est pas nécessairement un
isomorphisme comme le montre I’exemple suivant.

La C([0,2])-algebre stellaire A = C([0,1]) & C([1,2]) admet une C([0, 2])-représentation
fidele dans le C([0, 2])-module hilbertien £ = Cy([0, 2]\{1}) = Co([0, 1]) & Co(]1, 2]).

Comme Cy([0,1[).Co(]1,2]) = 0, € @c(o,2)) € = Co([0,2]\{1}); donc si a1 = f1 D g1 et
az = fo ® g2 sont dans A, on a a; ® az = (f1f2) ® (9192) dans L(E ®¢(p,2)) €), ce qui implique
que 1(A @c (o)) A) ~ C([0,1]) © C([1, 2]).

Aupoint z = 1, A, = CHC et donc comme A est nucléaire, (Agc([og])A)x =(CaC)®(CaC)
tandis que 1[4 @ ([0,2)) Al =Ca®C.
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3.3.3 Le produit tensoriel %C( x) nest pas en général associatif.

Munissons la C*-algebre D = C de la structure de C'(N)-algebre définie par f.a = f(co)a.
Alors quelle que soit la C(N)-algebre D', [Dgc(ﬁ)D’]n est égal & 0 si n est fini et & (D)o si
n = oo.

Si A et B sont deux C(N)-algebres, on a donc [(A@C('Ig)B)®C(§)D]oO ~ (A®C(NV)B)OO

tandis que [Aégc('Nv)(Bgc(ﬁ)D)]oo ~ Aco @min Boo. Mais ces deux C*-algebres sont en général
distinctes (¢f 3.3.1).

4 CHAMPS CONTINUS D’UNITAIRES MULTIPLICATIFS

Nous allons étendre la structure d’unitaire multiplicatif introduite par Baaj et Skandalis
dans [4] aux C'(X)-modules hilbertiens. Les preuves sont similaires & celles de [4] grace a la
proposition 1.8; aussi avons-nous surtout insisté sur les modifications a apporter aux démons-
trations données dans [4].

Si A est une C*-algebre et J est un idéal bilatere de A, on notera M (A, J) 'ensemble des
multiplicateurs T' € M (A) tels que T.A C J.

Définition 4.1 Soient X un espace compact, A une C(X)-algébre stellaire admettant une
C(X)-représentation fidéle et A la C(X)-algébre engendrée par A et u[C(X)]| dans M[A &
C(X)] (définition 2.7).

On appelle champ de coproduits sur A un C(X)-morphisme non-dégénéré
6:A— M(Acx) A+ A®cx) A A®cx) A)

tel que Va € A, (0 ®id) o d(a) = (id® §) o d(a) dans M(A ®@c(x) A ®c(x) A)-

On dira que le couple (A, ) est une C(X)-algébre de Hopf si § est un champ de coproduits
sur A. Si de plus, A est un champ continu, on dira que (A,d) est un champ continu de
C*-algébres de Hopf.

Enfin, la C(X)-algébre de Hopf (A, 0) est dite bisimplifiable si les C(X)-modules engendrés
par 0(A)(1® A) et par §(A)(A® 1) sont tous deuzx denses dans A @¢(x) A.

Remarques : 1. Si A admet une C(X)-représentation fidele dans £, A @ C(X) et donc A
admettent des C'(X)-représentations fideles dans & @ C(X).

2. On s’interesse dans ce chapitre a des champs de représentations régulieres d’une famille
{(Az,65)} de C*-algebres de Hopf (cf [43].6, [4] Introduction) et les C(X)-algebres A que
nous construisons ici sont donc naturellement munies d’un champ de coproduits a valeurs
dans M(A ®¢(x) A). On pourrait également considérer des champs de coproduits a valeurs

M
dans M (A®C( X)A) (en particulier pour des champs de C*-algébres de Hopf pleines) mais il
n’est & priori pas possible d’envisager un champ de coproduits a valeurs dans M (Agc( X)A)
car le produit tensoriel %C(X) n’est pas associatif (3.3.3).

Si € est un C(X)-module hilbertien, on définit la volte ¥ € L(€ ®¢(x) £) par la formule
Y(E®n) =n@&pour §n € . SiT € L(E ®¢cx) E), on désignera par Thz, Th3 et Thrg les
opérateurs de ,C(g ®C(X) £ ®C(X) 5) définis par T1o =T ®1, Tig = (Z X 1)(1 X T)(Z &® 1) et
T23 =1xT.
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4.1 Définition des champs continus d’unitaires multiplicatifs

Considérons le C'(X)-module de Banach F(L(€)) des applications C'(X)-linéaires continues
sur £(&) a valeurs dans C'(X ) muni de la norme d’espace d’opérateurs; définissons pour & et n
dans & I'application C(X)-linéaire we, € F(L(E)) par we (1) = (£,Tn) et notons Fy(L(E))
le C(X)-module engendré.

Donnons-nous w = Y"1 we, n, € Fx(L£(E)). Si H est un espace de Hilbert et £ = H ®¢ C(X),
w s’identifie & une application continue de X dans L(H); si € est quelconque et £ C & est le
sous-C'(X)-module de type fini engendré par les &; et les 7;, comme |e; o wl| = [lex o wix(en |,
lapplication x — ||e; o w|| est donc encore continue par le théoreme de stabilisation de Kas-
parov.

Définition 4.2 FEtant donné un C(X)-module hilbertien, on munit la famille des L(E;)«,
x € X de la structure de champ continu d’espaces de Banach définie par ’adhérence normique
L(E)x dans F(L(E)) du C(X)-module Fi(L(E)).

Lemme 4.3 L’espace de Banach L(E) est un L(E), L(E)-bimodule pour les actions (wa)(T') =
w(aT) et (aw)(T) =w(Ta), w € L(E)x et a € L(E).

Démonstration :

Sia,peletac L), (Wapla = werap € L(E)s, ce qui implique par linéarité que
wa € L(E), pour w dans F,(L(£)) et 'on a alors dans F(L(E)) l'inégalité |wal < |la||.||w]l,
d’ou la premiere partie du lemme par densité.

Définissons pour w € L(E), Pélément w* de F(L(E)) de méme norme par la formule
w*(T) = w(T*). Comme pour o, € &, W}, 3 = wpa € FL(L(E)), on a w* € L(E)« quel que
soit w € L(E)«. Il suffit alors pour conclure de remarquer que 'on a aw = [w*a*]* quel que
soit a € L(E). O

Lemme 4.4 Siw; et wy sont dans L(E)«, w1 ® wa € L(E @¢(x) E)x-

Démonstration :

Si x est un point de X, on a l'inégalité |(w; @ wo)(T)(x)| < ||wi||-||we]].||T|| pour T €
L(E ®c(x) €) et il est par ailleurs clair que si w; et wo sont dans Fi(L(£)), w1 ® wa est dans
F.(L(E Ro(x) £)). O

Lemme 4.5 Siw € L(E ®c(x) €)+, Vapplication qui a T € L(E) associe w(T @ 1) est dans
L(E)x.

Démonstration :

Siw € LIE®¢(x)E )+, Vapplication T' +— w(T'®1) est par définition un élément de F(L(E))
de norme inférieure a ||wl|. Il reste donc & voir qu’elle est dans £(€). si w appartient & un sous-
ensemble de L(€ ®¢(x) £)« dont les combinaisons linéaires sont denses dans L£(€ ®c(x) )«
Mais si &1, &2, 11,12 sont dans &£ et w = we, @ey,n 0n., alors

W(T ® 1) = <f2>772><517 T771> = w§17<§27772>”71 (T) . U

Définissons pour £ dans & les opérateurs ¢ et 92 dans L(€,& ®@¢(x) ) par les formules
Oc(n) = §@net O:(n) =n@& ST € LIE®cx) E) et w = 3Ly wey, on peut former
les opérateurs (w ® id)(T") = 32;(0,)* 10, et (id @ w)(T) = 32;(0¢,)*T6;, dans L(£). Comme
(w & id)(T)| et ||(id ® w)(T)|| sont bornés par ||w|.||T||, on peut étendre ces définitions a
tout w € L(E).
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Définition 4.6 Etant donné un C(X)-module hilbertien £, nous dirons que 'unitaire V €
L(E ®cx) € ) est un champ continu d’unitaires multiplicatifs (ou simplement que V' est mul-
tiplicatif ) s’il satisfait a la relation pentagonale

ViaViaVag = Vo3 Via.

Définissons pour w € L(£)s les opérateurs L(w) = (w ®1id)(V) et p(w) = (id®w)(V);
notons A(V) = {L(w)/ w € L(E)+} et A(V) = {p(w)/w € L(E)+}, S et S leurs adhérences
dans L(€), L, et p; leurs représentations canoniques dans &,.

Lemme 4.7 ([4].1.4) Les C(X)-modules A(V) et A(V) sont des sous-algebres de L(E). Les
C(X)-modules A(V)E et A(V)E sont denses dans E.

Démonstration :
Si wy et wo sont dans L(E).,

L(Wl)L(WQ) = (wl R woy ® id)(V13V23) = (wl R wy @ id)(Vlg*Vggvlg) = L(w)

ot w(T) = (w1 @wz) (V(1xT)V).

Mais L(€ ®@c(x) €)« est un L(E ®@¢(x) €),L(E @¢c(x) €)-bimodule (lemme 4.3), ce qui im-
plique par le lemme 4.5 que w € L£(€). et donc L(w) € A(V).

De méme, le champ de forme ¥(T") = (w1 @ w2) (V(T'® 1)V*) est dans L(E). et il vérifie
plwi)p(wz) = p(¥).

Soient &,7 dans £ et ¢ € X; comme [V*({®n)], # 0, il existe o, € & tels que
(E@n,Va® p)(x) # 0. Donc Ly (weq)Be n'est pas orthogonal & 7, et p,(wyg)a, n'est pas
orthogonal & 7,; par conséquent, les espaces A(V,)E, et JZ(VI)&B sont denses dans &,. Le
lemme 1.13 permet de conclure. O

Corollaire 4.8 5iV € L(ER¢(x)E) est un unitaire multiplicatif, les C(X)-modules A(V)L(E)«
et LIE)AWV) (resp. A(V)L(E) et L(E)LA(V)) sont tous les deux denses dans L(E)x.

Démonstration : R
D’apres le lemme 4.7, A(V)E et A(V)*E = A(XV*X)E sont tous deux denses dans £. 11
en résulte que A(V)F.(L(E)) C A(V)L(E)« et Fu(L(E))A(V) C L(E)+A(V) sont denses dans

L(E)x.
Siw € L(E)s et a,b € AZV*E) = A(V)*, on a [awb]* = b*wa*, d’olt la densité des
C(X)-modules A(V)L ( ) et £L(€)+A(V) dans L(E),. O

4.2 La régularité

Définition 4.9 Etant donné un champ continu d’unitaires multiplicatif V. € L(€ ®c(x) £),
on définit le C(X)-module C(V') engendré par les (id @ w)(XV), w € L(E)x.

Proposition 4.10 (/4].3.2) C(V') est une sous-algebre de L(E).

Démonstration :
Si wy et wo sont dans L£(&), alors

(id X wl)(ZV) (Zd X CL)Q)(ZV) = (Zd X w & w2>(213V13212V12) = (Zd [ w)(EV)
ou le champ v défini par ¥(T) = (w1 @ we)(VE(l ® T)V) appartient a L(E), d’apres les
lemmes 4.3 et 4.5. O
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Proposition 4.11 Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Ualgebre C(V') est une sous-algébre normiquement dense dans ’algébre IC(E) des opérateurs
compacts,

b) ladhérence du C(X)-module engendré par {(a ® 1)V(1 ® 8), «a,f € K(£)} dans
L(E X (x) &) est K(E) Xo(x) K(E).

On dira alors que V' est un unitaire multiplicatif régulier.

Démonstration :

Si &, & m,n sont dans € et T € L(€ ®¢(x) £), on a Végalité (1® g e)T(1®0y,) =
(id © wer)(T) @ O .

Comme b) est équivalent a dire que I'adhérence du C (X )-module engendré par les opérateurs
Yo )V(1I®B), a,B € K(E) est K(E) ®c(x) K(E), il suffit de faire la remarque que
2(9575/ ® 1)V(1 X 9777,7/) = (1 X 9575/)21/(1 X 9777,]/). O

Proposition 4.12 (/4] proposition 3.5) Si V. € L(E ®c(x) E) est un unitaire multiplicatif
régulier, les algébres S et S sont des C(X)-algébres stellaires.

Démonstration :
On montre comme dans la proposition [4].3.5 que S est le C'(X)-module fermé engendrée

par les (w ® id)(V* ((zd Rw)(XEV)® 1) V), w,w" € L(E)s. Il résulte alors de la proposition 4.11

que S est auto-adjointe. On en déduit S = S(SV*E)* est une C(X)-algebre car SV*Y est
régulier. O

Proposition 4.13 Si V € L(€ ®¢(x) £) est un unitaire multiplicatif régulier, SK(E) =
K(£)S = SK(E) = K(€)S = K(€).

Démonstration : R
Comme S et S sont des C*-algebres et SE€ = SE = £ (lemme 4.7), la proposition résulte
du lemme 1.8. 0

Proposition 4.14 ([{] théoreme 3.8) Soit V € LIE®¢(x)E) un unitaire multiplicatif régulier,
S et S les C(X)-algébres stellaires associées.

Munie du champ de coproduits 6 : S — M(S ®¢(x) S) défini par 6(a) = V(a® 1)V*, la
C(X)-algébre stellaire réduite S de V' est une C(X)-algébre de Hopf bisimplifiable. Munie du
champ de coproduits & donné par 6(b) = V*(1®@b)V, la C(X)-algébre stellaire réduite duale
S de V est une C(X)-algébre de Hopf bisimplifiable.

De plus, V' est un multiplicateur de S ®c(x) S-

Démonstration :
En adaptant les démonstrations de [4].3 grace a la proposition 4.13, on montre que 6(5)(1®
S) et 6(5)(S®1) engendrent des sous-C(X)-modules denses de S ®¢(x) S dans L(E @c(x)E).
Soit alors S la C(X)-algebre stellaire engendrée par S et u[C(X)] dans M[S & C(X)];
notons 1s l'unité de S et 1g celle de M(S). Comme §(S) C M(S ®c(x)S), on a é(a) =
d(a)(1s ® 1g) pour tout a € S. Il s’en suit que §(S)(ls ® §) = §(5)(1lsg ® §) et de méme
6(5)(S ® 1s) engendrent des sous-C'(X)-modules denses de S ®c¢(x) S-

On en déduit les mémes résultats pour S en remplagant V' par XV *3.
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R Enfin, on montre comme dans [4].3 que Vja, Va3 et donc Vi3 sont des multiplicateurs de
S Xo(x) K(E) Xo(x) S. O

Remarque : Je n’ai pas trouvé de champ continu d’unitaires multiplicatifs V' dont les fibres
V; sont régulieres qui ne soit pas régulier. En fait, la véritable question est de savoir si l’on
n’a pas toujours K(E) C C(V).

Définition 4.15 Si l'unitaire multiplicatif V € L(€ ®¢(x) £) est tel que les C(X)-modules
engendrés par les (w ® id)(XV) et par les (id @ w)(XV), w € L(E)s« soient tous deuz des
sous-C'(X)-modules denses de K(E), on dira que V est birégulier.

4.3 L’irréductibilité

Pour pouvoir étendre des théoremes de dualité de Takesaki aux champs continus d’unitaires
multiplicatifs, on définit la notion suivante :

Définition 4.16 Un unitaire multiplicatif V € L(E ®¢(x) E) sera dit irréductible si il existe
un unitaire U € L(E) tel que :

a) U2=1, ZQ1aU)V)? =1,
b) les unitaires V =S(U @ NV (U @ 1) et V = (U @ U)V (U @ U) soient multiplicatifs.
Si de plus V' est birégulier, on dira que (£,V,U) forme un systéme de Kac.
Remarque : La condition (£(1® U)V)3 =1 est équivalente & I'égalité VVV = (U @ 1)%.
Notons L (resp. p) la C(X)-représentation identité de S (resp. S) dans £. On a alors :

Proposition 4.17 Si V € L(£ ®¢(x) £) est un unitaire multiplicatif régulier irréductible,
adhérence normique dans L(E) du C(X)-module engendré par L(S)p(S) est K(E).

Démonstration :

Reprenons la démonstration de la proposition [4].6.3.

L’adhérence dans £(€) du C(X)-module engendré par les opérateurs (id @ w)(SV*), w €
L(E)x est K(E) car V est régulier. Il en va de méme pour le C(X)-module engendré par
{(id @ w)(U @ 1)TV*); w € L(E),} et par conséquent pour celui engendré par {(idow)(VV);
w € L(E),}. Comme la représentation p dans £ est non-dégénérée, I'adhérence de 'espace
{(id @ W)(VV)b; w € L(E)s, b e S} est donc un sous-C (X )-module dense de K(E).

Comme V est un multiplicateur de S ®c(x) K(€), l'adhérence du C'(X)-module considéré
est celle de {(id @w)(V)b/ w € L(E), b e S}. De plus, (id@w)(V) = L({UwU), ce qui permet
de conclure. O

Proposition 4.18 (/4] définition 6.5) Soit (£,V,U) un systéme de Kac. On a alors :
a) (£,ZV*S,U) et (E,V,U) sont des systémes de Kac,
b) les unitaires Vig et 1723 commutent,

c) les unitaires Vas et Via commutent.
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Démonstration :

L’unitaire V est birégulier si et seulement si V' et V sont réguliers, ce qui implique le a)
car si 'on pose W = XV*¥, on a W =3XV*T et W =XV*E.

Les assertions b) et ¢) résultent quant-a-elles de la définition [4]6.5 et de la remarque
suivante : deux opérateurs a et b de L(€ ®¢(x) ) commutent si et seulement si a, et b,
commutent quel que soit z € X. O

Définition 4.19 Soit V € L(E ®¢(x) E) un unitaire multiplicatif régulier irréductible. Pour

P ~

w € L(E)x, on pose A(w) = (w®id)(V) et R(w) = (id @ w)(V).

Proposition 4.20 (/4] proposition 6.8) Soit V. € L(€ ®¢(x) &) un unitaire multiplicatif
régulier trréductible. On a :

a) Mw) =Up(w)U et R(w) =UL(w)U,
b) pour tous w,p € L(E)«, [p(w), \(¥)] =0 et [L(w), R(v)] = 0.

Démonstration :

a) AMw) = (idw)(U1)V(U ®1)) =Up(w)U et de méme R(w) = UL(w)U.

L’assertion b) résulte de la proposition 4.18. O

5 LE CAS MOYENNABLE

5.1 Représentations d’un unitaire multiplicatif

Définition 5.1 ([{].A.1) Soit V € L(H ® H) un unitaire multiplicatif agissant sur le carré
tensoriel d’un espace de Hilbert H. Une représentation de V' dans l’espace de Hilbert K est
un unitaire X € L(K @ H) tel que X19X13Va3 = Va3 X12 (dans L(K @ H® H) ).

Par exemple, V' est une représentation de V' appelée représentation réguliere; 1 € L(C® H)
est la représentation triviale de V. Si (X, K) et (X', K') sont deux représentations de V,
(X13X%3, K @ K') est une représentation dite produit tensoriel de (X, K) par (X', K').

Considérons I'algebre A;(V) dont l’espace sous-jacent est lespace L(H ), muni du pro-
duit (w1 *w2)(T) = (w1 @ we)(V (T ® 1) V*). Alors toute représentation (X, K) induit une
représentation px de ;1;,(1/) dans K en posant px(w) = (id®@w)(X); si de plus V est régulier,
Padhérence normique Sy de px(A(V)) est une C*-algtbre et X est un multiplicateur de
S x®S.

Posons ||wl|p = sup{||px (w)||/X représentation de V'} et appelons §p le séparé complété de
ZX;(V) pour la semi-norme || ||5. Si V est régulier, §p est une C*-algebre dont les représentations
correspondent exactement aux représentations de V.

Tous ces résultats sont démontrés dans I’appendice de [4].

5.2 Coactions d’une C*-algebre de Hopf

Une coaction de la C*-algebre de Hopf S dans la C*-algebre A est un morphisme non-
dégénéré 04 : A — M(A® S, A® S) satisfaisant la condition d’associativité (04 ® id) o da =
(id®0) oda (ou A est la C*-algebre déduite de A par adjonction d’'une unité).
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Si A est munie d’une coaction de la C*-algebre de Hopf S associée a 'unitaire multiplicatif
V € L(H ® H), une représentation covariante de (A,d4) est un couple (7, X) ou 7 est une
représentation de A et X est une représentation de V dans le méme espace de Hilbert telle
que quel que soit a € A, on ait (7 ® id)da(a) = X(m(a) ® 1) X*.

Proposition 5.2 Si la C*-algébre A est munie d’une coaction d4 de la C*-algébre de Hopf
(S,9) associée a lunitaire multiplicatif V€ L(H ® H) et (m,X) est une représentation co-
variante de (A,d4) dans K, alors l’adhérence normique dans L(K) de l’espace engendré par
les produits w(a)px(w), a € A et w € L(H),, est une C*-algébre.

Démonstration :

Il s’agit de montrer que pour a € A et w € L(H)s, le produit px(w)mw(a) est limite de
sommes finies Y 7(a;)px (w;).

Or en écrivant w = w's avec s € S, on a px(w)m(a) = (7 @ W )((1 ® s)da(a)X). Comme
da(a) € M(A® S, A® S), (1 ® s)da(a) est limite de sommes finies SJa; @ s; avec a; € A,
s; € S; donc px(w)m(a) est limite de Y m(a;)px(w's;). O

Définition 5.3 Soient A une C*-algébre munie d’une coaction 64 de la C*-algébre de Hopf
S associée a l'unitaire multiplicatif régulier V€ L(H ® H). Posons pour toute somme finie
2210 ®w; € A®qy L(H)x
13" a; @ w;||=sup{|| >or(a;) px (wi)||, @X) représentation covariante de (A,d4)}
Le séparé complété de A ®qq L(H ).« pour cette semi-norme est une C*-algebre A x, S
appelée produit croisé plein de A par la coaction d4 de S.

Si w7, est la représentation de A dans le C*-module A ® H donnée par la formule 7, =
(idg ® L) 04, (7L, Va3) est une représentation covariante de (A, d4) et 'adhérence normique
A x, S dans £4(A ® H) de Pespace vectoriel engendré par {mp(a) (14 ® p(w))/a € A,w €
L(H).} est une C*-algebre qu’on appelle produit croisé réduit de A par la coaction d4 de S.

5.3 Unitaires multiplicatifs moyennables

Définition 5.4 Etant donné un unitaire multiplicatif V € L(H ® H), on définit sur A(V) la
semi-norme || L(w)||. = inf{|[¢||,¢ € L(H), tel que L(1)) = L(w)}.

Remarque : L(w) = L(1) si et seulement si les formes w et v coincident sur S; donc || L(w)]|»
est la norme de la forme w restreinte a S.

Proposition 5.5 Etant donné un unitaire multiplicatif régulier V€ L(H® H), les assertions
susvantes sont équivalentes :

a) la représentation triviale T est faiblement contenue dans la représentation réguliere, i.e.
ker(p) C ker(r),

b) la représentation réguliere p : §p — S est isométrique,

c) il existe une famille filtrante &, de vecteurs unitaires de H telle que pour tout n € H,
IVEN@n — &\ @1l converge vers 0,

d) quelle que soit la forme normale positive w, ||p(w)| = w(1),
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e) A(V) munie de la semi-norme || ||« a une unité approchée a droite bornée.

Un unitaire multiplicatif qui a ces propriétés sera dit moyennable.

Remarque : Si I'unitaire multiplicatif régulier XV*3 est moyennable, on dira que V est co-
moyennable.

Démonstration :

a) = b) Soient X une représentation de V' dans l'espace de Hilbert K et w € L(H)..
Si £ et 1 sont des vecteurs unitaires de K, I'application ¢ : T' — (we,, @ w) (X (1®T)) est
une forme normale sur L(H), d’ou |7(¢)| < ||p(¢)]| par a), ce qui sécrit || (we,;, @ w) (X)| <
[ (wey ®id @ w) (X13Va3)||

Mais X13V23 = X12*V23X12 et donc

(& px(@)n)| < ([ (wey @ id) (X (1 @ p(w)) X) [| < [[p(w)]]-

b) = ¢) Sous 'hypotheése b), la représentation triviale de §p est faiblement contenue
dans la représentation réguliere; elle induit donc un état pur sur p(g) Par conséquent, il
existe une famille filtrante de vecteurs unitaires £, € H tels que pour tout w € L(H)x,
[(€xs p(W)EN) —w(1)] — 0. En particulier, pour w = wy, ol n est un vecteur de H, le filtre
(Ex@n, V(Ex®n) — £ @n) tend vers 0; il en résulte que ||V (€y ®n) — & @ n]|? admet une

limite nulle pour tout n € H.

¢) = d) Siw € L(H), est positif, |[|p(w)| < |lw|]| = w(1l) et par ailleurs ||p(w)|| est un
majorant de la famille filtrante des (£, p(w)&y\) qui converge vers w(1).

d) = e) Si w € L(H), est positif et ¢ > 0, il existe des vecteurs unitaires £ et n dans H
tels que |w(1) — (&, p(w)n)| < e. Considérons y = L(we ) € A(V) : il vérifie |Jy||« < 1 et pour
tout a € A(V),

wla(l = y)]? < w(aa®) w(|l = y[?) < [lalPw (1) x 2wl — y)| < 2&.[|alZw(1).

Donnons-nous une partie finie F' = {ay,...a,} de la boule unité de A(V). Siw € [A(V)"]*
est de la forme Y w;om; ou les m; sont les applications coordonnées et les w; sont des restrictions
de formes normales positives sur L(H), il existe un élément y € A(V) vérifiant |y|l. < 1 et
(X wi) (1 —y)| < e[2Xwi(1)]71, ce qui implique |w;fa;(1 — y)]| < ez quel que soit 1 < i < n.

Si C est I'image (convexe) de la boule unité de A(V') dans A(V)™ par I'application y
(a;(1 —y)){<;<pn, comme les combinaisons linéaires de formes linéaires sur A(V)" du type
précédent sont fortement denses dans [A(V)"]*, le point 0 est faiblement adhérent et donc
normiquement adhérent & C par le théoréme de séparation de Hahn-Banach. En particulier,
sie >0, il existe yp. € A(V) tel que |[ype|« <1 et ||a(l —yre)|l« < e quel que soit a € F.

e) = a) Soit L(wy) une unité approchée a droite bornée par M de A(V). Comme |[¢(L(w))| =
WD) < 1Ll < L)) pour w, € L(H), et comme la représentation L
de A(V) est non-dégénérée, L(w)) converge fortement vers 1; donc si ¢ est une forme nor-
male sur L(H), on a M| p()] > |wr(p(¥))| = [#(L(wy))|, d'ou par passage a la limite,

Mllp()[| = [4(1)]. O
Remarque : Soient (H,X,u) et (K,),v) deux systemes de Kac et supposons qu’ils forment
avec I'unitaire Z € L(H ® K) un couple assorti de systémes de Kac ([4] définition 8.13). Si les
deux unitaires X’ et ) sont comoyennables, alors le Z-produit tensoriel V' = (Z{,X13212) o4
est aussi comoyennable.
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Fixons en effet deux familles filtrantes de vecteurs unitaires (e;) et (f;) vérifiant I’assertion
¢) de la proposition 5.5 pour les unitaires multiplicatifs sy X*spy et sx)Y*sx ou sy € L(H®QH)
et sx € L(K ® K) sont les voltes de H @ H et de K ® K; sil'on pose (;j =¢;® fj € H® K,
alors quels que soient les vecteurs n1 € H et mp € K, [[V(m @ n2 @ i) — (m @ m2 @ Gij) |
converge vers 0.

Proposition 5.6 Si V' est un unitaire multiplicatif régulier moyennable et si d4 est une
coaction de l’algébre de Hopf S associée a V dans la C*-algébre A, alors les produits croisés
A %, Set A X S coincident.

En particulier, l’algébre S est nucléaire.

Démonstration :
Fixons une famille filtrante de vecteurs unitaires £ vérifiant 1’assertion c¢) de la proposition
5.5 et soit (m, X') une représentations covariante de (A,d). Sia € Aet w € L(H),, on a I’égalité

(Tr & L) o (5A(a) (1 & ,O(W*)*) = X(w(a) ® 1)(Zd Rid® W)(VQ?,*X13*X12*).
On en déduit que

1227z (ai) (1@ p(wi)*) [| =[] 2 m(ai) (id © we, g, @ wi)(Vas™ X137

et donc || Y mr(a;) (1@ p(w!)*) || > || X 7(ai)px (w])*||, ce qui implique que la représentation
(m, X) est faiblement contenue dans (7, Vas). O

5.4 Champs continus d’unitaires multiplicatifs
moyennables

Proposition 5.7 Soient & un C(X)-module hilbertien et V € L(E ®c(x) ) un unitaire
multiplicatif régulier. Si x € X, S, est un quotient de px(g)p.

Démonstration :

Soient p, la représentation canonique de K(€) dans &, et m une représentation de S dans
Pespace de Hilbert K nulle sur Cy(X) € M(S). Comme K(€) est nucléaire, on peut définir
TRpy: S ®cx) K(E) = L(K ® &;) (corollaire 3.22). Si I'on pose X = (7 @ p,)(V), X est

une représentation de (p; ® py) (V) car

X12X13(p2@pz)(V)2z = (m@py @pa)(VieVigVas) = (M@ ps @pa) (VasViz) = (p2 @pa) (V)23 X712
De plus, on a m(p(w)) = (id @ w,)(X) quel que soit w € L(E)x. O

Théoreme 5.8 SiV € L(E®c(x)E) est un champ continu régulier d’unitaires multiplicatifs

moyennables, la C(X)-représentation p de la C(X)-algébre de Hopf S associée o V est un
champ de représentations fidéles.

Démonstration :

Si z € X, pu(S) est un quotient de S, par construction. Comme (py ® py)(V) est
moyennable, la proposition 5.5 montre que §$ est un quotient de px(g)p = pm(g) Donc
S, = px(g ) pour tout & € X, ce qui signifie que p est un champ de représentations fideles de
S et donc S est un champ continu de C*-algébres de Hopf (théoreme 3.3). O
Remarque : Si 'V est un champ continu régulier d’unitaires multiplicatifs comoyennables, alors
Y V*¥ est un champ continu régulier d’unitaires multiplicatifs moyennables, de sorte que le
théoreme 5.8 implique que la C(X)-représentation L de la C'(X)-algebre S associée a V est
un champ de représentations fideles.
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Définition 5.9 Etant donné un champ régulier d’unitaires multiplicatifs V € L(E@c(x)E) et
une C(X)-algebre A admettant une C(X)-représentation fidéle, un champ de coactions 6 de
la C(X)-algébre de Hopf (S,0) associé a V dans la C(X)-algébre A est un C(X)-morphisme
non-dégénéré

54 A M(A Xe(x) S7A®C(X) S)

satisfaisant la condition de coassociativité (64 @ id)od* = (id® ) 064 (o A désigne la
C(X)-algébre unifére canonique associée a A dans la définition 2.7).

Sila C'(X)-algebre de Hopf (S, d) associée a V' est nucléaire et la C(X)-représentation L est
un champ continu de représentations fideles, S®¢(x).S est un champ continu de fibres L, (S)®
L.(S) (corollaire 3.26) et I'on peut considérer plus généralement une coaction 54 de (S, §) sur

M M
une C'(X)-algebre A a valeurs dans M (A®¢(x)S) car (ARc(x)S)e ® Sz = Az @ (S @c(x) 5
(corollaire 3.17). On peut aussi construire par composition la coaction 04 : A, — M (A, ® S;)
pour tout x € X.

Corollaire 5.10 (/40]) SiV € L(E®@¢c(x)€E) est un champ continu régulier d’unitaires multi-
plicatifs comoyennables et si A est un champ continu de C*-algébres sur X muni d’un champ
de coactions 64 de la C(X)-algébre de Hopf (S,8) associée, alors le C(X)-module fermé
D C La(A®¢c(x) E) engendré par les 6 (a) (14 @ p(w)), a € A et w € L(E)s, définit un

champ continu de C*-algébres sur X de fibres A, x S,

Démonstration :

Remarquons d’abord que la méme démonstration que celle de la proposition 5.2 montre
que D est une C*-algebre.

Définissons pour z € X la représentation 0, de La(A®¢(x)€) dans le A;,-module hilbertien
Az @4 (A®cx) €) = Az ® & et notons que 0,(D) = Az %, S,. En outre, si T € D, la
fonction x — [[(§, T*T€).|| est continue pour tout £ € A ®¢(x) € tel que [[£]| < 1 et leur sup
x > ||0,(T)||?* est donc semi-continu inférieurement. Par conséquent, il suffit de montrer que
0, est une représentation fidele de D, pour conclure.

Fixons x € X et soit © une représentation de D,. On définit alors la représentation

= (0 ® L) (Va3) de (pz ® p)(V). La représentation © o 64 de A se factorise & travers une
représentation « de la fibre A,.

Pour tousa € Aetw € L(E),,ona B (5A( )1 ® p(w )]) = mp(a)px(we) et (T®L,)02 (ay) =

X (m(ay) ® 1) X*. 1l s’en suit que © définit une représentation covariante de (A, 62 et donc
que D, est un quotient de A, ><1pS Mais A, ><1p5’ est isomorphe a A, %, S, (proposition 5.6),
ce qui entraine que la représentation de D, dans A, ® &, est fidele. O

5.5 Un contre-exemple

Proposition 5.11 Soient £ un C(X)-module hilbertien et V € L(E ®c(x) E) un unitaire
multiplicatif régulier.

a) L’ensemble F' des points © € X tels que S, contienne la représentation triviale de px(g)
est fermé.

b) Si la C(X)-représentation p de S est un champ de représentations fidéles, l’ensemble
des points v € X tels que (py ® pg)(V) soit moyennable est fermé.
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Démonstration :
a) Si w € L(E)x, ensemble F,, des z € X tels que ||p(w)g|| — |wz(1)| > 0 est fermé, de
sorte que leur intersection F' = NF,, est aussi fermée.

b) 11 suffit de remarquer que dans ce cas, S, ~ px(g) quel que soit x et d’appliquer
’assertion @) pour conclure. O

L’hypothese de moyennabilité est cruciale dans le théoreme 5.8 comme le montre ’exemple
qui suit.

Soient I' un groupe discret et (I',) une suite décroissante de sous-groupes distingués dont
'intersection est réduite a {1}. On suppose que le groupe I' n’est pas moyennable mais que
le quotient I'/T";, est moyennable pour n € N (un exemple est le groupe SLy(Z) avec les sous-
groupes SL2(2"Z)). On note O,, le morphisme I' — I'/T’;, pour n € N et O le morphisme
identité de I' dans I'.

Soit £ le C(N)-module hilbertien séparé complété du C(N)-module E = C,(T' x N) des
fonctions continues sur I' X N & support compact pour le produit scalaire & valeurs dans C'(N)
défini par :

(&,m(n) = > E(y,n)n(v,n), n € N.
v, v el

On(yv) =1

Remarquons que la fibre de £ au-dessus de n est 12(T'/T,,) pour tout n € N.

Sur le produit tensoriel algébrique E Qo E = C.(I' x T x N) au-dessus de C(N), on

définit I'opérateur C(N)-linéaire V par la formule

V(f ® 7])(57 t, n) = 5(8757 ”)U(ta ’I’L)

Si 1(y,n) désigne la fonction caractéristique du point (v,v,n) € I' x I x N, Vigun =
L(y=1,u,n), ce qui implique que VE ®C(va) E=F ®C® E.

Par conséquent, V' induit sur £ Do) £ un opérateur C(N)-linéaire isométrique et d’image
dense, i.e. un unitaire de £(& Do) &) que l'on note encore V. Comme de plus chaque V,
vérifie la relation pentagonale, cet unitaire est multiplicatif.

En outre, la fonction caractéristique de I'unité de I' vue dans £ est un champ de vecteurs
cofixes, ce qui implique la birégularité du champ continu d’unitaires multiplicatifs (proposi-
tion 6.13).

Suppo§0ns que la C (I§I )-algebre de Hopf S soit un champ continu de C*-algebres de Hopf de
fibres p,,(S). Alors I'ensemble F' des n € N tels que V;, soit moyennable est fermé (proposition
5.11 b)), ce qui est absurde puisque F' = N.

6 LE CAS COMPACT

Les C'(X)-modules hilbertiens considérés dans ce chapitre seront toujours dénombrablement
engendrés et pleins.
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6.1 Champs continus d’unitaires multiplicatifs de type com-
pact

Définition 6.1 Etant donné un C(X)-module hilbertien £ dénombrablement engendré et
plein, un unitaire multiplicatif V. € L(€ ®@c(x) £) sera dit de type compact (resp. discret)

sileS (resp. 1€ 8).

Rappelons que si £ € &, les opérateurs 6¢ et Hé de L(E,& @c(x) €) sont définis par les
formules 0¢(n) = £ @7 et 0;(n) =n® & pour n € £.

Définition 6.2 Etant donné un unitaire multiplicatif V € E(E@C(X)S), un champ de vecteurs
§ € € sera dit fize (resp. cofive) si il vérifie VOg = ¢ (resp. VO = 0;). On notera ET (resp.
E) le sous-C(X)-module fermé des champs de vecteurs fizes (resp. cofizes).

Remarque : Si il existe un champ de vecteurs unitaires fixe pour 'unitaire V', alors V est bien
str de type compact, mais la réciproque n’est pas vraie : si L est un fibré en droites sur X
non-trivial, I'unitaire multiplicatif de type compact V' = 1¢(x;1o1) agissant dans £€®¢(x) € ol
€ = C(X; L) ne peut pas admettre de champ de vecteurs unitaires fixe car le fibré L n’admet
pas de section globale partout non-nulle.

Fixons une C(X)-algebre de Hopf (A,d) dont les fibres A, sont toutes non-nulles et
donnons-nous deux champs continus d’états w et @ sur A. Considérons alors les constructions
de Stinespring Kasparov (&, my,, &) et (Ey, my, &) associées (proposition 2.13) et définissons
sur A ®c(x) A le champ continu d’états

(W P)(a) = (Cw @&y, (M @ my) ()8 @ &y),  a € ABcx) A

Ecrivons &, = b ou ¢’ € &, et b € A (la C(X)-représentation 7, est non dégénérée et donc
A&, = &,). Il en résulte que la formule

a = (£ @&y, (mo @my) (0" ©1)6(a)(b® 1)) ¢ @ &y)

définit un champ continu d’états sur A que 1’on notera w * 1 ([50, 4]).
D’autre part, (7, ® id) définit une C'(X)-représentation de A ®¢(x).A dans le A-modules
hilbertiens &, ®c(x) A; si @ € A®¢(x) A, on peut donc écrire

(wid)(a) = (£, ® 1, (7, @ id)(a)é, @ 1) € A.
Pour a € A, on pose
a*xw=(wom ®id)d(a) = (®1,(r, ®id) (b*®1)5(a)(b®1))®1) € AC A
On définit de méme w * a = (id ® w o m,)d(a) € A.

Définition 6.3 Un champ continu de mesures de Haar sur une C(X)-algébre de Hopf unifére
(A,0) est un champ continu d’états ¢ vérifiant l’égalité pxa = a*xp = p(a)l pour tout a € A.

Proposition 6.4 Un unitaire multiplicatif V € L(E @c(x)E) est de type compact si et seule-
ment si le C(X)-module hilbertien £ est plein.

32



Démonstration :

Supposons que V soit de type compact et raisonnons par Pabsurde. Si &/ n’est pas plein,
il existe © € X tel que I'idéal (7, E7) soit inclus dans I'idéal maximal C,(X). Mais L, (S) est
séparable et unifere, d’ou 'existence d’un vecteur unitaire fixe pour V,, ([4] proposition 1.10)
car & # 0, ce qui est impossible d’aprés le lemme 1.6.

Réciproquement, si le C(X)-module £ est plein, il existe des champs de vecteurs fixes
£y, & tels que 1 = 37(&;, &) dans C(X) (lemme 1.6), ce qui implique que 1 = 3 L(wg, ¢,)
est dans A(V). O

Corollaire 6.5 Si V € L(E Qc(x) E) est un unitaire multiplicatif régulier de type compact,
la C(X)-algébre de Hopf S associée a V admet un champ continu de mesures de Haar ¢ qui
est fidéle sur S, i.e. tel que si un élément positif a € S1 vérifie p(a) =0, alors a = 0.

Démonstration :

Conservons les notations de la proposition précédente et posons p(a) = >-(&;, L(a)&;)
pour a € S. Ce champ continu de mesures de Haar est bien fidele sur S puisque chaque ¢, se
factorise a travers un état fidele sur la C*-algebre de Hopf séparable L;(S) ([4] lemme 3.11.2).
O

Remarque : Si x € X, 'état ¢, est donc fidele sur S, si et seulement si la représentation L,
de S, est fidele.

6.2 ((X)-algebres de Woronowicz

Si (A,0) est un pseudogroupe compact matriciel séparable ([50]) et ¢ est sa mesure de
Haar fidele, 'opérateur V,, € L(H, ® H,) défini par

Vo (Ala) @ A(b)) = (A®A) (6(a) 1®D), a,be A

est un unitaire multiplicatif régulier irréductible de type compact ([4]).

Réciproquement, si H est un espace de Hilbert séparable et si V' € L(H® H) est un unitaire
multiplicatif régulier de type compact, la C*-algebre S associée est une limite inductive de
pseudogroupes compacts matriciels ([4] théoréeme 4.2 o ces limites inductives sont appelées
C*-algebres de Woronowicz).

Soit (A, d) un champ continu séparable unifere de C*-algebres de Hopf. Si z € X, comme
Az @min Az est un quotient de (A®¢(x) A)z (corollaire 3.22), on peut définir par composition
le morphisme non-dégénéré (mais pas forcement injectif) et co-associatif (proposition 3.21)
0z : Az — Az Qumin Az

Définition 6.6 Un champ continu de C*-algebres de Woronowicz est un champ continu
uniféere de C*-algébres de Hopf (A,d) qui est bisimplifiable et dont les fibres sont toutes non
nulles.

Remarque : Si (A, 0) est un champ continu séparable de C*-algebres de Woronowicz, (A, d;)
est une C*-algebre de Hopf séparable, uniféere et bisimplifiable qui posséde donc une mesure
de Haar ([54]) dont le noyau est un ideal bilatere quel que soit x € X, ce qui justifie le
changement de définition par rapport a celle adoptée dans [9].

Proposition 6.7 Soit (A,9) un champ continu séparable de C*-algébres de Woronowicz sur
X dont les mesures de Haar sur les fibres A, sont p,. Alors ¢ = () est un champ continu
d’états.
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Démonstration :

Fixons z € X et donnons-nous un champ continu d’états w sur A dont la restriction a la
fibre A, est la mesure de Haar sur A, (proposition 3.13).

Soit a € A. Silon pose @ = w*a —w(a)l € A, comme

(1d @ wy) 0 0z(ag) = wy * az = Yz(ag)l = (pz ®id) 0 §z(ay),

ag = 0, ce qui implique sur un voisinage que ||y || < € et donc

loy(ay)| = |oy(a) —wy(a) | <e.

Comme w(a) est continue au point z, ¢(a) est aussi continu au point z. O

Il est donc naturel de poser :

Définition 6.8 Une C(X)-algébre de Woronowicz est un triplet (A,d,¢) ot (A,0) est une
C(X)-algeébre de Hopf séparable, unifére et bisimplifiable et ¢ est un champ continu de mesures

de Haar sur (A,0).

Considérons le C'(X)-module hilbertien £, associé a ¢ par la construction de Stinespring
Kasparov (proposition 2.13); notons A(a) la réalisation de a € A dans &, et 7, la C(X)-
représentation de A dans £,. Définissons enfin I'opérateur V' sur &, ®@¢(x) &, par la formule

V(Ala) @ A(b)) = (A®A) (6(a) 1®D).

Comme le C(X)-module engendré par §(A)(1® A) est dense dans A®¢(x) A, V est un unitaire
C(X)-linéaire et donc V € L(E, ®¢c(x) &,)- De plus, cet unitaire est multiplicatif car ¢ est
co-associatif.

Remarques : 1. Si @ € X, la formule 8, (m,)2(a)] = (o @ p2) (V) ((7)2(@) @ 1) (p2 © p) (V)*
pour a € A définit une structure de C*-algebre de Woronowicz (séparable) sur (7). (A), ce
qui justifie la terminologie adoptée.

2. Sia et bsont dans A, m,(b* pa*) = (¢ @ 7,) ((a* ®1)§(b)) = L(waq,ap) est dans 1'algebre
S associée a V. Comme les combinaisons linéaires des b * pa* sont denses dans A et celles des
L(wnq,np) sont denses dans S, on a 7,(A4) = S.

Nous allons maintenant étudier les propriétés du champ continu d’unitaires multiplicatifs
V' que l'on vient de construire (proposition 6.13).

Lemme 6.9 Soit (A, 0, ) une C(X)-algébre de Woronowicz. Le champ continu d’unitaires
multiplicatifs V' agissant dans £, @c(x) Ep associé est régulier.

Démonstration :

Notons e le champ de vecteurs A(1) fixe pour V.

Comme (4, ) est simplifiable a droite, on a V' € M(K(&,) ®c(x) S) et comme 'algebre
A est unifere, V € M(K(E,) ®c(x) L(£,))- Donc si k et k' sont dans K(E,), alors (k@ 1)V €
M(K(E,) ®c(x) L(E,)) et par conséquent (k@ 1)V(1 @ K) € K(E,) @c(x) K(E,). Tl résulte
alors de la proposition 4.11 que C(V') C K(&,).

Or, pour z € X, on a C(V), = K(&,)z ([4] proposition 3.4.4) , donc C(V) = K(&,)
(lemme 1.13). O

Définissons 'isométrie C'(X)-linéaire V* agissant dans Ep ®c(x) €, par la formule

V(€@ Tp(y)e) = (mp ® 7o) (5(y)(§ @ e) pour £ € &, et y € A.
Comme A est simplifiable a gauche, V* € L(E, ®¢(x) £,) est un unitaire.

Remarquons que SV*Y est le champ continu d’unitaires multiplicatifs associé a la C'(X)-
algebre de Woronowicz (A, 0 0§, ¢) olt o est la volte de A ®¢(x) A.
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Proposition 6.10 Soit (4,06, ) une C(X)-algébre de Woronowicz. Si w € L(Ey)«, p(w) et

~

AMw) = (w®1id)(V) sont dans K(E,).

Démonstration : R R
Si€ el plwee) = (id @wee)(V*E) € K(E,) car EV*Y est régulier d’apres le lemme 6.9.
I1 en résulte que si ¢ € L(E,). est défini par :

P(T) = (Vi (m @e), (T @)V (n2 @ £)),

on a (id®@Y)(V*) = (id @ we,e) (V) (id @ wyy o) (VF) € K(E).
Comme V*E, @ (x) Ep = Ep Oc(x) Ep, si on définit ¢’ dans L(E,). par la formule

Y(T) = (V' (& ®e), (T®1)(n® &) = ((id®we &) (EV) e, Tn),

on a (id ®Y")(V) € K(&,). En remarquant alors que C(V') est dense dans K(E,), il vient que
p(wnyne) € K(E,) quels que soient 7y et ny dans &,.

En remplacant V par V*X, on obtient que A(w) appartient & K(E,) pour tout w € L£(&y)«.
[l

Proposition 6.11 Soit (4,0, ¢) une C(X)-algébre de Woronowicz et soit V' l’unitaire mul-
tiplicatif associé agissant dans E, @c(x) Ep- Le centre Z(S) de S est un champ continu de

~

C*-algébres commutatives sur X de fibres Z(S;) .

Démonstration :

Il s’agit de voir que D'application Z(g) — Z(gx) est surjective. Comme la C*-algebre
zZ (S\m) est engendrée comme espace vectoriel par ses projecteurs, il suffit de montrer qu'un
projecteur p; € Z (§x) admet un prolongement dans un voisinage.

Soit g € Z(S,) tel que py(ps) = Aa(q); considérons un relevé p de p, dans p(S) et un
relevé ¢ de g, dans A(S). Comme Sp(p,) C {0,1}, il existe un voisinage de 2 dans X sur
lequel le spectre de p, ne rencontre pas la droite Re(z) = % Par calcul fonctionnel, on peut
donc supposer que py(p) (et de méme Ay (g)) est un projecteur dans un voisinage ouvert 2 de
x. Considérons alors 'ouvert des y € Q tels que ||py(p) — Ay(q)|| < 1 : comme py(p) et A\y(q)
commutent, il sont égaux et donc p, est central sur cet ouvert. O

Avant d’énoncer la proposition 6.13, nous avons encore besoin de préciser quelques points
de la démonstration de la proposition 5.2 de [4].

Lemme 6.12 Soient H un espace de Hilbert séparable, V € L(H®H) un unitaire multiplicatif
régulier irréductible et e € H un vecteur fixe pour V de norme 1.

Si p est un projecteur central de p(S), l'espace vectoriel K engendré par les L(wg y)e, & et
n dans pH est égal a pH .

Démonstration :

Définissons pour § € H V'opérateur A¢ € L(H) en posant A\¢ = 0,*V*0;. Les opérateurs \¢
forment alors une sous-algébre non dégénérée de A(S) ([4] lemme 4.5).

Pour &, € pH, on a L(we n)e = GgV(n ®e) = Aén = pAgn; done K C pH.

Sin € pH, il existe £ € H tel que ¢ = A\¢n € pH soit non nul puisque l'algebre des Ay,
o € H est non dégénérée. Mais alors,

1117 = (n, )‘ZQ = (n, L(wpec)e) # 0.
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Il s’en suit que K est dense et donc égal a I'espace de dimension finie pH. O

Remarque : Sous les hypotheses du lemme et avec les notations du lemme 4.6 de [4], si Tp
est opérateur fermable défini par Tph(L(w)e) = L(w*)*e pour w € F C L(H)«, la phase
de la fermeture de Ty est I'unitaire U ([4] proposition 5.2) et donc si £ € p(p)H ou p est un
projecteur central de S ,on aTp& € A(p)H. Notons enfin que la restriction de T au sous-espace
de dimension finie p(p)H + A(p)H est inversible puisque U est unitaire.

Proposition 6.13 Soit (A, d,¢) une C(X)-algébre de Woronowicz. L’unitaire multiplicatif
associé V' agissant dans E, @c(x) Ep est birégulier et irréductible.

Démonstration :

Par construction, il existe des unitaires U, € L((&,),) rendant les unitaires (p, ® p,)(V)
irréductibles ([4] proposition 5.2). Pour avoir I'irréductibilité de V, il s’agit donc de voir que
U = (U,) appartient a L(&,).

Fixons un point z € X et un projecteur central p, € Z (S’;) que ’on releve par calcul
fonctionnel holomorphe sur un voisinage ouvert €2 de z en un champ de projecteurs centraux
p (proposition 6.11) et posons g = p(p) + A(p) — p(p)A(p).

Définissons sur le C'(X)-module hilbertien E, = Co(€2)gE, 'opérateur T par la formule
T[L(we,p)e] = L(wy,e)*e pour £ et n dans E, (e désigne le champ de vecteurs fixes A(1)).

Alors I'opérateur 7' est bien défini dans £L(E,) d’apres le lemme précédent et il est inversible
car I, est de type fini quitte a restreindre le voisinage 2. On a alors pour tout { € FE,
UE=TI|T|7'¢ € &,.

Maintenant, quel que soit le point z de X, la fibre (€,), est somme hilbertienne d’espaces
du type (Ey)z, ce qui permet de conclure que I'image par U de &, est incluse dans &,.

Le lemme 6.9 appliqué & ©V*¥ montre que le C(X )-module engendré par les (id ® w)(22V*E) =
(WU ®@id)(V*E)U, w € L(E,)« est un sous-C(X )-module dense de K(E,), d’ott la birégularité
de V. O

6.3 Le champ continu des C*-algebres duales

Soit V' € L(£ ®¢(x) €) un unitaire multiplicatif régulier de type compact irréductible.
Comme la C(X)-algebre stellaire engendrée par les produits ab, a € S et b € S, est K(€)
(proposition 4.17), p(S) est une sous-algebre de K(€) et forme donc un champ continu de
C*-algébres. Par ailleurs, la proposition 6.11 montre que le centre Z(§) de S est un champ
continu de C*-algebres. On va voir que le champ continu S est “presque constant”. De maniere
plus précise, on a :

Proposition 6.14 Soit V € L(E ®¢(x) £) un unitaire multiplicatif régulier de type compact
wrréductible.

a) Sip, est un projecteur central minimal de Sy, il se reléve dans un voisinage en un champ
de projecteurs centraur minimaur;

b) sip, est un projecteur central quelconque de §a,, la C*-algébre de dimension finie pmgm
se prolonge dans un voisinage en un sous-champ constant de S.

Démonstration :
a) On peut supposer que € est un sous-C(X)-module de H @ C'(X) ou H est 'espace de
Hilbert séparable grace au théoreme de stabilisation de Kasparov ([26]). Notons ¢r la trace
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sur L(H). et fixons un projecteur p € Z(S)y qui releve p, sur un voisinage Y de w. Il s’agit
de voir que le projecteur p, reste minimal sur un voisinage de x.

Remarquons d’abord que la fonction y — rang(py(p)) = tr(py(p)) est localement con-
stante : si ||py(p) — pz(p)|| < 1, il existe un unitaire u, tel que py(p) = uy*pe(p)uy. On sait
par ailleurs d’apres la proposition 6.11 qu’il existe g € Z(§)|Y tel que p(p) = A\(q).

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un entier naturel non-nul strictement
plus petit que rang(p,(p)) tel que pour tout voisinage ouvert w de z, il existe y,, € w et un

projecteur €, € py,, (pg) de rang k central dans py,, (S’) Aye (§) Comme la boule unité de H

est faiblement compacte, il existe un filtre convergeant Q tel que (e, ),cq converge faiblement
et donc normiquement dans L(H) vers un projecteur central de rang k de pg(p)L(H)psz(p) =

Pz (pg) Az (q§) Mais les seuls projecteurs centraux de pg(p)L(H)pz(p) sont pg(p) et 0.

b) Décomposons le projecteur central p, en une somme finie )" (p;), de projecteurs centraux
minimaux et relevons les (p; ), sur un voisinage ouvert Y en des projecteurs p; € Z(8 )|y deux a
deux orthogonaux (lemme 2.10 a)). Le a) montre que quitte a restreindre Y, on peut supposer
que les (pi)y sont des projecteurs centraux minimaux pour tout y € Y. Par conséquent, pour
démontrer b), il suffit de traiter le cas ou p, est un projecteur central minimal.

Mais dans ce cas, il existe d € N non-nul tel que pxgx soit isomorphe a 'algebre My(C).
La proposition résulte alors du lemme 2.10. O

-~

Proposition 6.15 Si le projecteur ¢ € Z(S)|y reléve le projecteur central minimal non nul

~

Gz € Z(Sz) sur Uouvert Y, 'ensemble des y € Y tels que py(q) soit un projecteur central
minimal de méme rang que p(q:) est une partie ouverte et fermée de Y .

Démonstration :

Si § est le spectre de la C*-aglebre commutative Co(Y)qZ (§ ), I'isomorphisme

6 : Co(Y)aZ(S) = Co(®)

détermine une application continue surjective et ouverte 7 : 2 — Y (proposition 3.14).

Comme I'application y — rang[p,(q)] est continue, I'ensemble U des y € Y tels que
ranglpy(q)] = ranglpz(q)] est ouvert et fermé dans Y. De plus, pour y € U, le cardinal €,
de 2, = 77 }({y}) est un entier strictement positif inférieur a rang[p,(q)] = ranglp.(q)] et le
projecteur central (non nul) p,(¢) est minimal si et seulement si §€, = 1.

La démonstration de I’assertion a) de la proposition 6.14 montre alors que cet ensemble
est ouvert dans U. Par ailleurs, I'application définie sur U par y +— fU, est semi-continue
inférieurement (proposition 6.14 b)); donc I'image réciproque de 1 dans U est aussi fermée. OJ

6.4 Classification

Proposition 6.16 Soient V € L(E€ ®¢(x) E) un unitaires multiplicatif régulier de type com-
pact et (S,9) la C(X)-algébre de Hopf associée. Si l'on note Vg le champ continu d’unitaires
multiplicatifs associé a (S,9) (cf 6.2), alors V est équivalent au champ continu d’unitaires
multiplicatifs

(Vshiz € L ((5¢ ®cx) € @ox) (Es @cx) 5f))-

Démonstration :

Soit ¢ le champ continu de mesures de Haar fidele sur la C'(X)-algebre de Hopf (S,0)
associé a V' (corollaire 6.5). Notons &, le C'(X)-module hilbertien associé, &, € &, le champ
de vecteurs représentant 1 € S et 7, la C'(X)-représentation de S dans L(&).
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Pour £, € &, w € L(E)s on a plwey)plw) = w(l)p(we,y), de sorte que p(we,) est
proportionnel & un projecteur central minimal de S. Remarquons que p(we ) = p(wen)p(¢) =

(€ mp(9)-
Sia=L(w) e S, onaalors (£ an) = w(p(we,y)) = (£, mMw(p(@)). Il en résulte que si a € S,

(&, an) = (& m)o(a).

Définissons W : & ®¢(x) &l — & par Wrg(a)éy @ € = a&, (a € S, ¢ € &). Comme
(mg(a)lp @ &, mp(b)és ® M) = d(a*b)(€,m) = (a&,bn), W est isométrique. Par ailleurs, il est
montré dans [4] théoreme 4.7 que W, est surjectif quel que soit x € X, ce qui implique par
le lemme 1.13 que W l'est aussi. Comme de plus il est C'(X)-linéaire, c’est un unitaire dans
L(Ey Do(x) ET,E) et il vérifie :

(W @W)(Vs)is(me(a)ss @ € @ mg(b)Eg @ 1) = 6(a)(1 @ b)(§ ®n)
=VIW@W)(ry(a)ly ® &R my(b)sp @n). O

Corollaire 6.17 Si V € L(£ ®c(x) E) est un unitaire multiplicatif régulier de type compact,
V est irréductible si et seulement si ET est un fibré vectoriel sur X de rang 1.

Démonstration : résulte immédiatement des propositions 6.13 et 6.16. O

6.5 Le champ des algebres de Fourier

Définition 6.18 Etant donné un unitaire multiplicatif régulier de type compact irréductible
Ve LIE®Rcx)E), on dira que le champ de vecteurs & € € est fini si p(S)E est un sous-module
d’un C(X)-module de type fini ([4].4).

Lemme 6.19 Le C(X)-module E des champs de vecteurs finis est dense dans le C(X)-module
hilbertien &.

Démonstration :
Donnons-nous x € X et un projecteur p, de A\;(S). Alors l'espace p,&, est invariant par
pz(S) et comme A\, (S) C K(&;), il est de dimension finie. Comme la représentation A, de S

dans &, est non-dégénérée, on en déduit que l'espace E, des vecteurs &, € &, tels que p,(5)
soit de dimension finie est dense dans &,. On applique alors le lemme 1.13 pour conclure. O

Remarque : 1l est montré dans [50] que pour x € X, algebre §x est une somme directe

d’algebres de matrices, de sorte que si £ € &, il existe un projecteur p, € pi(S) N Az (S)
vérifiant [|€; — pa&e|| < €.

On a vu dans la section 5.5 que la C'(X)-algebre stellaire S associée & un unitaire multi-
plicatif régulier irréductible de type compact n’est pas toujours un champ continu. On peut
néanmoins affirmer :

Proposition 6.20 Soit V € L(E ®¢(x) €) un unitaire multiplicatif régulier irréductible de
type compact. Alors les espaces A(Vy) munis des normes || ||« (définition 5.4) forment un
champ continu d’espaces de Banach.

Démonstration :

Soit F le sous-C'(X)-module dense de L(E€), engendré par les we,, £,n € E.

Supposons que w € F s’écrive w = 3 1<, Wei i €6 que le réel M soit un majorant des
normes ||&’|| et ||n*]], 1 < ¢ < n. Fixons z € X et montrons la continuité de ’application
y — || Ly(w)||+ au point z.

Si0 < e < M, il existe un voisinage ouvert Y de z et un projecteur central p dans §|y
tels que sur ce voisinage,
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lpy ()83 — &yll < e/(2n*M) et ||py(p)my, — g |l < &/ (2n>M)

et donc |lwy — wypy(p)|| < e. Notons (§ )1 la boule unité de §y pour y € Y. On a alors
1Ly @)+ = sup{lwy (py(a))l,a € (Sy)1}, ce qui implique

‘HLyw)H* —sup {|wy(py(a))\,a € py(s\y)l} ‘ <e.

Mais la proposition 6.14 permet de supposer que l'algebre CO(Y)p§ est de type fini et on a
donc bien continuité de y +— || Ly(w)]||+« au point . O

6.6 Quelques remarques

Lemme 6.21 Soient V € L(E @¢(x) &) un unitaire multiplicatif régulier et & un sous-C(X)-
module fermé de €. Si V(€' @c(x)E') = &' @c(x) &', alors la restriction V' de V a &' @¢(x) &'

définit un unitaire multiplicatif régulier.

Démonstration :

Notons P, € L(&;) le projecteur orthogonal sur £, pour z € X; '’hypothése du lemme
signifie que V,, commute & P, ® P,.

Soient £, € & et x € X. Si a = (id ® we ) (XV), alors ay = Pra, P, € K(E,) C K(&;).
On peut donc relever a, en un projecteur h € K(&’), de sorte que |lay — hy| < € sur un
voisinage de z. On en déduit par partition de l'unité qu'il existe k € KC(E’) tel que |la—k|| < e,
d’ou C(V') € K(&'). Mais C(V"), = K(&.) pour tout z € X et donc C(V') = K(&’) par le
lemme 1.13. O

6.6.1 Soit (K, uy,) un systeme projectif de groupes localement compacts indexé par N* ou
les morphismes continus u, : K,11 — K, sont surjectifs. Notons K la limite projective des
K, et ©, le morphisme canonique de K dans K,,.

Considérons le C([0, 1])-module hilbertien £ = C([0,1], L?(K,dy)) ot du est une mesure
de Haar a droite sur K et le sous-C(X)-module £ des £ € £ tels que quel que soit le couple
(x,9) €10,1] x K vérifiant x > 1/n et O,(g9) =1, &(x,-) = &(x, g-).

Si Ve L(E @c(oa)) €) est le champ continu d’unitaires multiplicatifs régulier défini par
(Vn)(x,s,t) = n(z, st,t) pour n € C([0,1], L*(K x K,du ® du)), le lemme précédent montre
que sa restriction a &’ ®C([0 1)) &' est encore un unitaire multiplicatif régulier. Les fibres de la
C(X)-algeébre S sont S, = C*(K,11) pour 1/(n+1) <z < 1/n, §; = C*(K}) et Sy = C*(K).
Remarquons enfin que si le groupe K est compact, 'unité de C([0,1] x K) définit un champ
de vecteurs fixe pour la restriction V' de V' & & ®@¢(jo,1)) £'-

Soient p un nombre premier, K, les groupes Z/p"Z et K = Z, leur limite projective.
La construction précédente permet de définir un champ continu d’unitaires multiplicatifs
V' régulier de type compact. Sur un voisinage de 0, on ne peut relever simultanément qu’un
nombre fini de projecteurs centraux de Z (§0), ce qui implique que I'on ne peut pas généraliser
la proposition 6.14.

6.6.2 Soient G le groupe Z/27Z et Vi 'unitaire multiplicatif régulier associé agissant dans
L?(G) ® L*(G). Considérons le C([0, 1])-module hilbertien £ = L?(G) ®@¢ C([0, 1]) et le champ
continu d'unitaires multiplicatifs V' = (V)13 agissant dans E®¢(x)€. Comme (eg+e1)®1 € €
est fixe pour V ol e; € L?(G) désigne la fonction caractéristique du point i € G, le champ
continu d’unitaires multiplicatifs V' est birégulier et irréductible.

Soit £’ le sous-C([0, 1])-module C([0,1])(eg ® 1) & Cy([0,1[)(e1 ® 1) de €. Remarquons que
VE ®cx) &' = & ®c(x) £ et étudions la restriction V' de V' & &' ®@¢(x) &'. Si z € [0,1],
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I'unitaire multiplicatif V, est de type compact; V' ne peut cependant pas étre un unitaire
multiplicatif de type compact puisque le C([0, 1])-module (") = Cy([0,1])[(eo + e1) ® 1] des
champs de vecteurs fixes n’est pas plein.

7 EXEMPLES

7.1 Le champ des SU,(2)

Définissons la C*-algebre unifere A dont les générateurs a, v (normal) et f sont assujétis
aux relations suivantes ([51]) :

e f commute a a et 7,

e le spectre de f est [0, 1],

_ *
o U= < @ f;y ) est un unitaire de My(A).
v«
La C*-algebre commutative uniféere engendrée par f définit alors une structure de C([0, 1])-
algébre sur A.

Le but de cette section est d’apporter une démonstration simple de la proposition suivante :

Proposition 7.1 L’algebre Cy(]0,1])A est lalgébre des sections nulles a linfini d’un champ
continu de C*-algébres de Woronowicz sur 0,1] de fibres SU,(2).

Remarque : Partant des travaux de Rieffel sur les quantifications d’une variété C'°° munie
d’un crochet de Poisson ([41]), Sheu a construit dans [42] une déformation d’opérateurs ([42]
définition 2.2) de ’algebre de Poisson C*°(SU(2)) et Bauval s’est inspirée de ces résultats pour
montrer que la C(]0,1])-algebre A était un champ continu de fibres A, ([6]). Parallelement,
Nagy a montré plus généralement dans [35] que si N > 2, on pouvait munir la famille des
SU,(N), p €]0,1], définie par Woronowicz ([52]) d'une structure de déformation stricte au
sens introduit par Rieffel dans [41].

Commencons comme dans [6].2 par étudier les fibres 4, p € [0,1], de A.
Si z est un complexe de module 1, 'opérateur

a —fz2* [z 0 [ a —fv* z 0
2%y ot L0 z vt 0 z

est un unitaire de Mo (A). Donc si v € [0,1], le spectre Sp(7y,,) de 7, est invariant par rotation
dans le plan complexe de centre 0.

D’autre part, comme aa* = (1 — f2) + f2a*a et v*y =1 — a*a, si p est un point fixé de
0,1, Sp((vu)*vu) U {1} = p2Sp((vu)*vu) U {1}, ce qui implique en convenant que 0° = 1 que
Sp((3)" ) = 12", n € N} U {0} ([51] lemme A2.1).

Il en résulte que Sp(v,) = {z € C/|z| € p''} U {0}.

Si p =0, la C*-algebre engendrée par ag est 'algebre de Toeplitz T car ap(ap)* = 1. Par
ailleurs, g est un élément normal dont le spectre est {0} U {z € C/|z| = 1}, de sorte que la
représentation 7y de A dans espace de Hilbert H = [?(N) ®1?(Z) de base orthonormale (e, 1)
avec n € N et k € Z définie par :
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0 sin>0
enkt1 Sin=0

sin>0
sin=0

mo(f) =0, wo(a)emk:{ gnfl’k et Wo('y)en,k:{

se factorise & travers une représentation fidele de A°.
Si p € [0, 1], il résulte alors de [51]A.2 que la représentation 7, de A dans H définie par :

i ﬂ'u(f) =K,

o () = Zm [0 (e )" Lo ()™ — 7o (*) o ()" +1] et
n=1

o0

o Tu(v) = pmo(a*) mo(y)mo ()"
n=0
se factorise a travers une représentation fidele de A*. FEn développant ces formules, il vient
([51] théoreme 1.2)

V31— pure, sin>0
mu(a)en, = { K= En—1k

0 sin=0 et Wu(’Y)en,k = p"en kt1-

Considérons la C([0, 1])-représentation 7 = (m,) de A dans le C([0, 1])-module hilbertien
&€ = Cy([0,1[, H) et définissons le champ continu d’états ¢ sur L(€) par la formule ¢, (T) =
(1 — p?) > ™ {en0, Ten). Alors quel que soit p €]0,1[, ¢, est fidele sur L(l2(N)> ® C(S1)
et donc si I'on pose ¢ = ¢ om, ¢, est un état fidele sur la fibre A, ce qui implique que si
X est une partie compacte de |0, 1[, ¢ définit par restriction un champ continu d’états fideles
sur Ax.

Remarque : Si pour p €]0,1[, o, : A, — C(S') est le morphisme défini par o,(a,) = z et
ou(vu) =0, on a la suite exacte :

0 — K(B(N)) ® C(S") — 4,~5C(SY) — 0.

On va maintenant montrer que si @7 est la mesure de Haar sur A1 = SU(2), le systeme
des ¢, forme un champ continu d’états fideles sur [0, 1], ce qui démontrera grace au théoreme
3.3 que la C'(X)-algebre A est un champ continu de C*-algebres (voir aussi [35].3).

Pour ce faire, commencons par définir comme dans [51] :

a _ af~y*mamn sik>0
km,n = afTRarman g k<0
Alors, les combinaisons linéaires & coefficients dans Cy(]0,1]) des aj ., sont denses dans
Co(]0,1])A. Pour affirmer que le systeme des ¢, forme un champ continu d’états fideles sur
10,1}, il suffit donc de le vérifier sur les générateurs ay , . Or, au voisinage de 1, on a :
1— 2 1
S%(ak,m,n) = 5k:05m=nw — 5k:05m=nm7+1 = 901(ak,m,n)-
Démonstration de la proposition 7.1
Soit X une partie compacte de ]0,1] contenant 1 et considérons la restriction Ax =
C(X) Xc([0,1)) A de A & X. Si’on munit A|X de T'application ¢ : A\X — A|X X (x) A\X
définie par la formule (id ® §)(u) = ui2u1z dans M2 (A|x ®@c(x) A|x), alors (A|x,d,¢) est un
champ continu de pseudogroupes de Woronowicz car w, € Ma(A*) permet de définir sur A,

41



par la méme formule une structure de pseudogroupe de Woronowicz dont la mesure de Haar
est ¢, ([50] A.1). O

Remarque : Nagy a montré plus généralement que si p €]0, 1] et si N > 2, la mesure de Haar
sur SU,(N) est fidele sur SU,(N) ([36] théoreme 1.1).

7.2 La déformation du groupe ax + b vers SU,(2)

Soient X une partie compacte de 'intervalle ]0, 1] contenant le point 1 et §2 'espace locale-
ment compact des points (1, z) € X x C tels que |z| € (1 — p) N U{0} si p # 1. Considérons
lapplication positive et C'(X)-linéaire 7 de ’algebre involutive C.(€2) des fonctions continues
sur 2 a support compact a valeurs dans C'(X) définie par :

2T
A-w 8 () 5 sin
(F)() = reu

2m do
/ / 1 re’e "o dr sip=1
R4 2

Si & est le C(X)-module hilbertien complété de C.(Q) pour la norme |7(|£]2)]|*/2, on
va construire dans cette section un champ continu de C*-algebres de Hopf (A,d) engendré
par des multiplicateurs 3,g € M(A) C L(&;) et Iidéal C1(X) de C(X) de fibres A, =
SU,(2) si p # 1 et Ay = C*(ax + b) (proposition 7.7). On montre ensuite que (A,J) est
bisimplifiable (proposition 7.8), ce qui nous permet de construire un C'(X )-module hilbertien
Ep et un unitaire multiplicatif V' € L(Es ®¢(x) ) tel que la C(X)-algebre de Hopf L(Sy)
soit isomorphe a A (lemme 7.9). On démontre enfin Iexistence d’un unitaire U € L(Ep) tel
que le triplet (€3, V,U) forme un systéme de Kac (proposition 7.10).

On utilisera de maniere essentielle la définition suivante de Woronowicz :

Définition 7.2 (/53] definition 1.1) Si A est une C*-algébre et T est un opérateur linéaire
défini sur un sous-espace vectoriel dense D(T) C A a valeurs dans A, on dit que T est affilié
a A (noté TnA ) si et seulement si il existe z € M(A) tel que ||z|| < 1 et tel que les deux
assertions suivantes soient équivalentes :

1.2 € D(T) ety =Tz, 2. il existe a € A tel que v = (1 — 2*2)"/%a et y = za.

On utilisera aussi les caractérisations de l'existence d’un opérateur affilié a une C*-algebre
données dans le théoréme 2.3 et la proposition 2.6 de [53].

Remarque : Notons que Baaj avait déja obtenu des résultats similaires dans ses travaux sur
les multiplicateurs non bornés d’une C*-algebre ([1]).

7.2.1 Définissons dans L£(&;) les opérateurs « et 7y associé a la déformation que nous voulons
construire par les formules suivantes pour £ € &; :

(a€)(p, 2) = p/T — (1 — p)? 12228 (1, )
(¥§) (1, 2) = (1 — p)z&(p, 2) -

Remarque : Si 'on convient que &(u, z) = 0 pour (i, 2) € 2, on a
(&) (p,z) = p=1y/1— V22, 2 2).
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Définition 7.3 Soit © la C(X)-représentation non dégénérée de Co(C) dans le C(X)-module
&, définic pour [ € Co(C) par O(f)E(n 2) = F()E(m, 2).

On note g € L(E;) Vimage par © de la fonction z — z(1+|z|?)~Y2 et on définit opérateur
normal T' affilié a K(E;) image par © de la fonction z — z affiliée a Co(C) ([53] théoréme
1.2).

Définissons pour pu € X\{1} l'opérateur K, = (1 — p)~1(1 — ay,) € L((&r)y). On déduit
alors de I'égalité 2 — oy, — o, = |1 — ai|* 4 p?[y,]* la formule :

K+ K= (1= p)|Ku> + (1 = p)p?Tyuf? >0,

d’ott I'inégalité |1+ K, |*> > 1+ |K,|? Vopérateur (1+ K,)~! est donc de norme inférieure & 1.
Considérons en outre la représentation unitaire du groupe R* dans la fibre (£;); définie
par la formule (u€)(1,2) = t71¢(1,¢t712) pour t € RY et £ € &;.

Proposition 7.4 Définissons pour p € X lopérateur 3, dans L((E;),) par la formule swi-

vante : ) L
(1-p( =)+ Q-] =1+ K sip#l,
= / ugdt st pu=1.
0
a) L'opérateur 3 = (3,) appartient a L(E7).
b) 1l existe un opérateur fermé K affilié a K(E;) tel que :

o 3.KC(&;) est un domaine essentiel pour K,
o quel que soit x € K(&7), on a K(3z) = (1 — 3)x.

Démonstration :
a) Donnons-nous une fonction f € C°(C) de classe C* sur C a support compact. En
identifiant f & sa classe dans L?(C) = (&;)1, il vient :

[(1—p) + (1= wp) + (= 1)1 —un)] ' f+ hy
= (L= p) + (1= w7V f + Dy + 1

ou les normes des fonctions h;, et de h;t sont arbitrairement petites, pourvu que p soit suff-
isamment proche de 1. Par conséquent, 3A,(f) et de méme 3*A,(f) sont dans &;.

Comme de plus [|3,] < 1 quel que soit € X, on a par densité 3¢ € & et 3% € & quel
que soit £ € &, d’ou 3 € L(&;).

b) Posons a = d = 3 et b = ¢ = 1 — 3 et montrons que ces opérateurs satisfont aux
hypotheses de la proposition [53] 2.6, ce qui impliquera 'existence de K. Notons que les
seules représentations irréductibles de ’algebre KC(&;) sont les représentations canoniques m,
dans (&), pour € X.

Sip # 1, les opérateurs 7, (a) et 7, (b) sont bornés et il est facile de voir que les hypotheses
de la proposition [53] 2.6 sont vérifiées. Mais si u = 1, on a m1(a) = (1 + K1)~ ! et m1(b) =
Ki1(1+ K7)™! ot K est 'opérateur fermé antisymétrique qui engendre la représentation (u;)
de C*(R%) dans (&)1 = L%*(C) (i.e. tel que u; = t&1), de sorte que les hypotheses de la
proposition [53] 2.6 sont encore vérifiées. O
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Lemme 7.5 Soit E C L(&;) le C(X)-module engendré par l'idéal C1(X) des fonctions f €
C(X) nulles au point 1 et par les éléments de la forme ab ou a est dans la C(X)-algébre
engendrée par 3 et b est dans l'image par © de Cy(C); considérons enfin la C(X)-algébre
stellaire A engendrée par E dans L(E;).

a) Sil’on pose v = (1+|T|?)"1/2 € M(A), lidéal v*A est dense dans A.
b) Sim, estla représentation de M(A) dans M(A,), Uopérateur m (1 — 23) est unitaire.

Démonstration :

a) Posons Q = (44 K)™' = 3(14+33)7'. Alors ||Q|| < 1/4 et 3 = Q[1 —3Q] ™! est dans
'algebre fermée engendrée par @, de sorte qu’il nous suffit de montrer que 3v? et Q*v? sont
dans I’adhérence de v2A pour conclure.

— Comme |y, |a), = pag|vul, on a pour p € X\{1} I'égalité dans A, :
HKu|Fu| = |Fu|(KM - 1),
d’ott ‘Fu|23u =Q2+p+ NzK/L)_1|Fu|2 = BM[NQ +2+p- Mz)su]_l‘ru|2~
Par conséquent, en identifiant p & la fonction p — p, il vient :
302 =023 4 (24 p— D)3 023 (1— [+ (24 p— p?)3) 7)o
— De méme, si g # 1, p?(4 + K,)|[Tul> = |Tu2(4p? — p — 1 + K,,) dans A,; mais sur un
voisinage ouvert U de 1 dans X, on a 4 — p— 2 > 0, d’ou I'égalité :

U,%Qu = (M23u[1 + (4 —p—2)3,) 7 + au)“ﬁ

ot a, = vzf’)u([l 33,7 — 14 (p2 — p — 2)3u]—1) pour tout € U\{1}.

b) Il suffit d’apres le a) de montrer que les opérateurs r = (23*3 — 3 — 3*)1)2 et s =
(233* — 3 — 3*)(1 4 23*)"'v? sont dans C1(X)A.

— Si p € X est différent de 1,
(Bu +3;)v = 32+ Ky + Kj]3,07, = 233,07, + (1 — p)ry,

oury, = (1- u)_13Z[KH + KZ]B#UZ. Nous allons montrer que I'opérateur r, est borné par une
constante qui ne dépend pas de p # 1, ce qui impliquera que r appartient bien a C;(X)A.

Sip#1,ona K,+K;=(1- )| K> + (1 — p)p?|T,|% On déduit donc de linégalité
TP 3020 < 12 + i+ 2K~ < 1/2 Ta formule :

7101 < K21+ K )7 +1/2 < 3/2.

— De méme, en utilisant 1’égalité 3:(1+23;)_1 = (3+K3)~", on en déduit que (1 —u)ls, =
3ulKiP(3 4 Kj)v2 + 3,02 (3 4 K;) 1wy pour pu # 1.

Si U’ est un voisinage ouvert de 1 sur lequel 3 — ' — =2 > 1/2, on a donc pour
tout p € U'\{1} Iinégalité (1 — p)~|sull < K53+ K5) 7 +2 < 3 grace a la formule
DuPE 4+ K3 = (38—t — 2 4 2 L2 0

1

Proposition 7.6 Soit A la C(X)-algébre stellaire introduite dans le lemme précédent.

a) La C(X)-représentation canonique 6 de la C(X)-algébre stellaire A dans E; est un
champ de représentations fideles.
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b) Les opérateurs K et I sont affiliés a A.

Démonstration :

a) Sipe X\{1}, alors A, = SU,(2) et 'on a vu dans la section 7.1 que la représentation
6, de SU,(2) dans (&;), était fidele. Il s’agit donc d’étudier la fidelité de la représentation 6;
de Al.

Si 71 désigne la représentation de M (A) dans M (A;), 'opérateur m1 (1 —23) étant unitaire
(lemme 7.5 b)), 'opérateur 7 (3) engendre une représentation de Cp(R) ~ C*(R? ) tandis que
71(g) engendre une représentation de Cp(C).

Maintenant, si < 1,onal',(1+K,) = (24+uK,)T, et donc '3, = 3, [+ (2—p)3,] 71T
Par conséquent, si f1, fa € C.(C) sont a support compact,

m (fl(r)r 3f2(r)> = (fl(F)B[l + 37! ng(l“)).

La C*-algebre A; est donc un quotient de la C*-algebre pleine C*

max

(8) ~ Cp(C) x RY du

groupe & des matrices € M>(C) avec a € R’ et b € C. Mais & est moyennable, de

a b
0 1
sorte que A; est isomorphe a la C*-algebre réduite C (&) ~ 6,(A) de &.

b) Comme toute représentation irréductible de A se factorise a travers une représentation
d’une certaine fibre A, ~ 6,(A), les opérateurs a =d =3 € M(A)etb=c=1-3¢€ M(A)
introduits dans la proposition 7.4 vérifient les hypotheses du théoréeme [53] 2.3 pour la C*-
algebre A (en particulier, 34 est dense dans A), i.e. 'opérateur K est affilié a A.

Enfin, le lemme 7.5 implique que si v = (1 + |T|?)~1/2 € M(A), 'idéal vA est dense dans
A; Popérateur I' est donc affilié & A. O

Remarque : L’opérateur (14 |K|?)~! = 23(1+|1—23|?)"!3* est dans la C*-algebre engendrée
par 3 et définit donc un multiplicateur de 'algébre A.

Proposition 7.7 a) L'opérateur u = (1+|K|[>4 (1 —u)|T|?)~Y/2 est dans l’algébre M(A).

b) 1l existe des opérateurs fermés T et K affiliés a A @c(x) A tels que les images dans
A®c(x)A des produits tensoriels uA®qguA et vARqqvA soient des domaines essentiels

pour K et T et tels que :

— pour tous yi,y2 dans uA,

Ky ®@y2) = Ky1 @ yo + 31 @ Kya — (1 — p)[Kyr ® Kyo] + p(1 — p)[Tyr @ T )5

— pour tous y1,y2 dans vA,

T(y1 ® y2) = Ty ® aya + a*yy @ Tys.

c) 1l existe un unique morphisme C(X)-linéaire non dégénéré § : A — M(A ®¢(x) A) tel
que (T) =T et 6(K) = K.

Démonstration :

a) Donnons-nous @ € A et montrons que u?a € A, ce qui impliquera que u? et donc
u = (u?)Y/? sont dans M(A). Mais pour ce faire, si ' = (1 + |K|?)~1/2 € M(A), il suffit de
voir que ¢ = (u? — (u')})a = (1 — p)u?|T|?(v')%a € C1(X)A, ce qui est vrai puisque v2A est
dense dans A (lemme 7.5 a)) et si ||(v/)%a—v?b|| < e avec b € A, on a ||g— (1 — p)u?|g|?b|| < e.

2

b) Définissons dans M (A ®c(x) A) les opérateurs a, b, c et d par les formules :
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a=d=u®u,
b= (Ku)®@u+u® (Ku) = (1= p)[(Ku)© (Ku)] + p(1 = p)[(Tu) @ (Tw)],
c=uwK)®u+u® (uK)— (1 —p)[(uK)® (uK)] + p(l — p)[(ul’) @ (ul)].

Ils vérifient les hypotheses de la proposition [53] 2.6 puisque la C(X)-algebre stellaire A
est nucléaire et donc A ®c(x) A est un champ continu de C*-algebres sur X (corollaire 3.26),
ce qui implique que toute représentation irréductible de A ®¢(x) A se factorise a travers une
fibre A, ® A,, pour un certain p € X.

On démontre de la méme facon lexistence de Popérateur I' car a € M(A).

¢) Posons §(g) = T(1+ |T|2) Y2 et 6(3) = (1 4+ K) .

Si 0, désigne la représentation canonique de A dans (£;), pour p € X, les deux conditions
du(g) = (0 ®6,)00(g) et 6,(3) = (0, ®0,) o d(3) définissent de maniere univoque un
morphisme 0, de A dans M[A* ® A*] C L[(& ®c(x) Er)ul, de sorte que & se prolonge de
maniere unique en un morphisme co-associatif de A dans M (A @¢(x) 4). O

7.2.2 Attachons-nous maintenant & 1’étude de la bisimplifiabilité du champ continu de C*-
algebres de Hopf (A, §).

Proposition 7.8  a) Sia et b sont dans A et si f € Cy(C), les opérateurs §(b)[a @ f(T)]
et 6(b)[f(T') ® a] appartiennent tous deuzr ¢ A ®c(x) A.

b) Le champ continu de C*-algébres de Hopf (A, ) est bisimplifiable.

Démonstration : -

a) Posons u' = (14 |K|?)~'/2 € M(A) et considérons l'opérateur K, affilié a A ®Rcx) A
de domaine essentiel 'image dans A ®¢(x) A du produit tensoriel W A®qqu'A et tel que pour
tous y1,y2 dans u'A,

K, (y1 ®y2) = Ky1 @ y2 + y1 ® Kypo.

On a alors dans M (A ®¢(x) A) 'égalité :

1+K)'3201]=303-1+K)[1-3)33],

et comme 324 est dense dans A, il vient (1+ K,) [a® f(I)] € A ®c(x) A pour tout a’ € A
et tout f € Cp(C).

Maintenant, si ’'on montre que ((1+})_1—(1+fr)_1) la® f(I')] est dans C1(X) M (A®¢(x)
A), on aura (14 K) a® f(I)] € A®c(x) A et par densité §(b)[a @ f(I')] € A®c(x) A pour
tous b,a € A et f € Cy(C).

Mais il suffit pour cela d’établir que r = (K — K,)(14 K,)"![a’ ® f(I')] définit un élément
de C1(X)L(E;) pour un sous-ensemble dense de a’ € A et f € Cy(C) puisque la différence
(14+K)™' —(1+ K,)"! est bornée.

Sil’on se donne a’ = 32a aveca € Aet f € C.(C) a support compact, on a la décomposition
T =171+ 7T9 avec :

r= —[K3®(1-a)(1+K) " Bac fD)],
ro= uy @I+ E,)'a © f(D)] = p(3+ puK,)'ya @ T*A(T)].

On conclut en remarquant que (1 —a*)A et vA sont inclus dans C(X)A.
On montre de la méme fagon que 0(b)[f(I") ® a] € A ®¢(x) A.
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b) Posons v = (1 + |T|2)~1/2 et considérons 'opérateur T, = T®1+1® T affilié i la
C*-algebre A ®¢(x) A de domaine essentiel (v ® v)(A @c(x) A).-

Siae A, [av?®1](1+]|T,2)~" appartient & A®¢(x) Co(§2) puisque la fonction f(21, 22) =
(1 + |21 + 22/2) 711 + |21]*)7! est dans Cy(C x C). Par conséquent, si b € A, Popérateur
S(0)a(1 + TP2)~t @ 1](1 + |T,|?)"! définit un élément de A ®c(x) A d’apres I'assertion a).

Nous allons montrer que si o’ = av* et ¢ = v?c avec a,c € A, opérateur s = 6(b)[a’ ®

1)(1 + T2 YT — [T2)8(c’) est dans Cy(X)[A ®c(x) A, ce qui entrainera que la somme
d(b)[a" ® 1]0(c’) appartient & A ®c(x) A.
On a la décomposition s = s; + s2 + s3 avec :
|2

st= 0(0)a@1f(T®1L1& D) e ® W) x (1+4?),
so= 00)exl]f/T®1,1T)(1®1—-pa®a)i(d) et
e lf(MelL1el*)(1el—ua*®a*)i(d).

ou f/(zth) - f(zl7z2)( + ’zl‘ ) 2122

Maintenant, si 7 est la représentation de M(A ®¢(x) A) dans le quotient par l'idéal
C1(X)M(A ®¢(x) A) et si 'on pose rg = d(b)[a @ 1]f(I' ® 1,1 ® '), on a alors 7(s2) =
7(r2.0[(1 —a)c’]) = 0. De méme, 7(s3) = 0 tandis qu’il est immédiat de vérifier que 7(s1) = 0.

S§3 =

La densité de v*A dans l'algebre A implique pour a,b et ¢ dans A que §(b)(a ® 1)6(c) €
A®¢(x)A. En particulier, les opérateurs §(b*)(a*a @ 1)d(b) et donc (a®1)d(b) appartiennent a
A®c(x) A, d'ott la simplifiabilité & gauche puisque toutes les fibres de (A, d) sont simplifiables
a gauche.

Si o est la volte de A ®@¢(x) A définie par o(a ® b) = b ® a pour a,b € A, on montre de
méme que (0 06)(b)(a® 1) € A®¢(x) A quels que soient les éléments a et b dans A. O

Remarque : En utilisant I'égalité af(I') = f(ul)a pour f € Cp(C), il vient par la méme
démonstration que celle de Passertion b) que T'(14|T,|2) (T2 —|T|?) est dans C; (X) [A®c(x)
A] pour tout T' € (A ®¢(x) A)(v! ® 1), argument qui sera utilisé dans la démonstration de la
proposition 7.10.

7.2.3 Etudions maintenant le systéme des poids de Haar & associé au champ continu de
C*-algebres de Hopf (A,d) afin de définir les deux C'(X)-modules hilbertiens ¢ et Epge =
Eo ®c(x) Eo sur lesquels agiront les unitaires U et V' que l'on veut construire.

Fixons pour tout k£ € N une fonction continue gi sur Ry & valeurs dans [0, 1] égale a 1
sur 'intervalle [0, k] et nulle hors de Uintervalle [0,k + 1]; notons & l'image de la fonction
(i, z) = gi(]z|) dans &; et remarquons déja que pour a € A4, la suite des (&, a,) € C(X)
est croissante: en effet, si pour p € X\ {1}, ®, est une forme de Haar sur A*, on a pour tout
a € A et tout f € Cy(C) I'égalité ®,[f(T")a] = ®,laf(T)] ([50]); de méme, si &1 est un poids
de Haar sur A!, alors C.(f2) est dans le centralisateur de ®; ([44] 4.3).

Définissons le cone positif M3 des a € A tels que ®(a) = sup, (&, a&,) appartienne &
C(X). 1l est normiquement dense dans A, puisque si a € A, g,(|T])*agn(IT']) € MF quel
que soit n € N.

Deplus,sia € M;f, la suite des (&, a&,) converge uniformément vers ®(a) par le théoréeme
de Dini et est donc de Cauchy, i.e. pour tout € > 0, il existe un entier N € N tel que pour
tout n > N et tout m > n, on ait

0% (6] = (6rs0&e) = 01(5h0T1) = 20D) (600D - sE0) ) <
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Par conséquent, si 0 < b < a, la suite des (§,,b§,) € C(X) est aussi de Cauchy, ce qui signifie
que le cone ./\/lg est héréditaire.

Il s’en suit que le C'(X)-module Ng = {a € A,a*a € ME} est un idéal & gauche dense
dans A. Si 'on prolonge l'application C'(X)-linéaire ® au C-espace vectoriel Mg = NgNg
engendré par My, le séparé complété £ de Ng pour la semi-norme ||®(a*a)||*/? est un C(X)-
module hilbertien dont le produit scalaire est donné par la formule (Ag(a), Agp(b)) = ®(a*b)
pour a,b € N.

Remarque : SiT € M(A) est tel que la suite des (&,, T*TE,) converge dans C(X) et si (ug)
est une unité approchée de A, la suite des Ag(upT’) converge dans Eg; on notera AgT' cette
limite qui ne dépend pas du choix de (uy).

Soit Mg, q le cone positif des T € (A @¢(x) A)+ tels que :
(® @ P)(T') = Supp 1 (&n @ &m, T'(6n ® &m)) € C(X)

et soit Npge le C(X)-module des T € A ®¢(x) A tels que T*T € Mg 4. Le C(X)-module
engendré par les a ® b, a,b € Ng, est un sous-module dense de Noge, de sorte que I'on
identifiera le séparé complété de Npge pour la semi-norme |[(® @ ®)(T*T)||*/? et le C(X)-
module hilbertien ¢ Rc(x) Es.

Remarquons par ailleurs que le C(X)-module engendré par les éléments de la forme
d(a)(1 ®b) et le C'(X)-module engendré par les éléments de la forme §(a)(b® 1), a,b € N,
sont tous deux des sous-modules denses de Npge puisque (A, §) est bisimplifiable et si a et b
sont dans Ng, on a ’égalité :

D(Why (5),Ap(b) * a7 a) = P(a¥a* Wp,m)as0) = P(O*D)P(a"a) € C(X).

7.2.4 Définissons les opérateurs isométriques V et V sur & ®c(x) € par les formules suivantes
pour a,b € N :

V(Ae(a) @ Ae(b)) = Aegae(d(a) (1®D)),
V(A@@@(d(()) (CL & 1)) = Aq>(a) &® A@(b)

Comme V et V sont C(X)-linéaires et d’image dense, ils définissent deux unitaires de la

C*-algebre £(5q> Xe(x) Ea).

Lemme 7.9 Le champ continu de représentations fidéles canonique g de A dans Eg réalise
un isomorphisme isométrique C(X)-linéaire entre le champ continu A et la C(X)-algébre de
Banach L(S) associée a V.

Démonstration :

Si le vecteur n € Ep admet la décomposition 7 = Agb ot b € Ng et &€ = Ag(agn(|T]))
avec a € A et p € N, alors L(we ;) = (¢ ® ma)[(gp(|T'])a* @ 1)§(b)] € ma(A) puisque (A, §) est
bisimplifiable. Comme de plus (7¢),(A) ~ L,(S) quel que soit 1 € X, le lemme 1.13 permet
de conclure. O

On identifiera par la suite les deux C(X)-algebres de Banach A et L(S) a travers me. On
notera par ailleurs U, € L(£g,) est la phase de I'opérateur densément défini par la formule
As,(a) — Ag,(r(a)) pour a appartenant a une sous-algebre dense de L, (A) (cf [4] théoreme
5.2 et exemple 6.11 b)).

Proposition 7.10  a) Les unitaires multiplicatifs V et V sont corégquliers.
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b) L'opérateur U = (U,) appartient ¢ L(Es).

c) Le triplet (€, V,U) forme un systéme de Kac.

Démonstration :

a) Comme chaque (1, ®¢,)(V) est corégulier, il suffit pour démontrer la corégularité de V'
de voir que (wy, », ® id)(XV) € K(Ep) pour tous 1,72 € € (lemme 1.13). On peut de plus
par densité se limiter au cas ol 71 = a(y et n2 = Agb avec a € A, (1 € Ep\{0} et b € Av? on
v=(1+|T>)~12

Maintenant, si 'on montre pour tout 7" € (A ®c(x) A)6(v?) que la suite des éléments
(Ap ®id) (T" [gn(|T] ) ® 1]) converge dans le A module hilbertien £ ®¢(x) A vers un élément
noté (Ae ® id)(T"), il existera en particulier pour £ > 0 un nombre fini de couples (&;,d;) €
Ep X A tels que :

(A ®1id) (1@ a*)6(b) = 32, & @ di] || < ellGall™,
d’ott [[(wny p, @ id)(EV) = 20, azc [l < e

Donnons-nous 7' € A ®¢(x) A; posons T = T§ (v?) et montrons que la suite des éléments
(Ap ®id)(T'[gn(IT|) ® 1]) converge. Comme (gm — gn)? = g2, — g2 si m > n, on a 'égalité

I(Ae ® id)(T"[gm(IT]) © 1)) — (Ap @ id)(T"[ga(IT]) © 1))|* =

(@ e @ id)(IT'?) — (we, g, © id)(IT"*)]|?
et il s’agit donc de voir que la suite croissante des x, = (wg, ¢, ® id)(|T"|?) est de Cauchy
dans A.
Remarquons que l’'on peut supposer par densité que 'opérateur T appartient a ’espace
(A ®c(x) A)v* ® gr(|T])] pour un certain k € N puisque l'on a pour tout ¢ € A ®c(x) A
auto-adjoint et tout n € N 'inégalité :

(We, 0 ® id)[0(v?)qd (v%)] < [lall®(v*).

Si maintenant T et T, désignent les opérateurs ) et @1 +1@T affiliés & A ®¢(x) A
(propositions 7.7 et 7.8), la remarque suivant la proposition 7.8 implique que 'opérateur
Q=T+ |T,)2) (T2 — |T,|?) est dans I'algebre C1(X)[A ®c(x) A]. Mais par construction,
Q5(v?) = T(1 + |T,)2)~! — T6(v?), de sorte que si 6,, est la représentation fidele de A,, dans
(Er)p et si e > 0 est fixé, il existe un voisinage ouvert U de 1 dans X tel que pour tous
neNuelU:

6 0 (we, 60 @ id) [IT72 = (14 [T 2) TP + T2 7Y || < o/3.

Comme de plus la suite des gi(|T'|)?(id ® we, ¢, )[(1 + IT,[2)72] est de Cauchy dans Cp(f), il
existe un entier N € N tel que pour tous m >n > N et p € U, 0 < 8 (xm —zp) < €.

Maintenant sur le compact X\U, il existe par le théoréeme de Dini un entier N’ > N tel
que 0, (xm — x,) < € pour tous m > n > N’ et tout p € X\U, ce qui implique que la suite
des z,, est bien de Cauchy dans A.

On montre de méme que (w ® id)(V*E) € K(Ep) quel que soit w € L(E)s et done que V
est corégulier.

b) Commengons par rappeler que si g € X\{1}, alors &(|7,|%) = [vu]? et f2 * [vu]> = [7u]?
quel que soit z € C ([50] Al1.3), de sorte que UAa(f(|T'])) = Aa(f(|T'|)) quelle que soit la
fonction f € C.(R4) ([4] proposition 5.2).
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Maintenant, si R est I'isométrie C'(X)-linéaire de A dans £(£p) associée A l'unitaire V
(lemme 7.9), on a en notant ¢, € & le vecteur Ag(g,(|T'])) pour tout a dans Ng et tous
n,m € N I'égalité :

(R(a)n, R(a)Cm) = (L(a)UGn, L(a)Ulm) = (L(a)Gn, L(a)Gm)-

La suite des R(a)Aa(gn(|T'|)) converge donc dans Ep et la limite &, vérifie (&), =
Uu(Asa), quel que soit u € X, ce qui implique que UAga = &, € Es. Par conséquent,
lopérateur C(X)-linéaire U est isométrique et d’image dense dans &g, i.e. il définit un
opérateur unitaire de £(&s).

¢) Siw e L(E),, alors (w®id)(LV) = (id ® UwU) (V). Mais I'assertion b) implique que
UL(E) U = L(E); le C(X)-module C(V') engendré par les (id @w)(XV), w € L(E)x, est donc
K(€) par a), d’ou la régularité de V. O
Proposition 7.11 La C(X)-algébre de Hopf (S,0) associée ¢ V est un champ continu de
C*-algébres de Hopf.

Démonstration :
Comme V est régulier et (¢, ® ¢,)(V') est moyennable quel que soit 1 € X, la proposition
résulte du théoreme 5.8. O

Remarque : Posons pour s € R comme dans appendice A.1 de [50] :
fis(3) =1+ 1 —p) 11— p®)]! € C(X) et fis(g) =0.

L’application f;s se prolonge alors de maniére univoque en une représentation C(X)-
linéaire de S dans C'(X) puisque l'unitaire V,, est comoyennable quel que soit i € X; de plus
si a € S, 'application s — fis(a) est continue.

Définissons pour tout s € R l'unitaire us = (id ® fi5)(V) € M(S). L’application s
p(us) € L(Ep) est faiblement et donc fortement continue, de sorte que le groupe & un parametre
d’unitaires (p(us) ) définit une représentation non-dégénérée m de C*(R) = Cp(R) dans Ep; la
proposition 2.13 montre que cette représentation se factorise a travers une représentation 7
dans M(S) qui est non dégénérée par le théoreme 2.9.5 de [14].

Notons F I'image de la fonction t — ¢! affiliée & Cy(R) par 7; cet opérateur positif affilié
a S vérifie u, = Fs pour tout s € R. De plus, comme g(ﬁ”) = Fis @ Fis quel que soit s € R,
si 'on pose a = F/2) § comme dans [39], alors

~

d(a) = (a®a)n (S @cx) 9)-

7.3 Le “double quantique” associé a un systeme de Kac

On va appliquer la construction du “double quantique” introduite dans [15, 39] avec la
méthode de [4].8.

Donnons-nous un systeme de Kac (€, X',U). Notons Y le champ continu d’unitaires mul-
tiplicatifs c A0 oll o est la volte de L(E @¢(x) €); le triplet (£,),U) est alors un systeme de
Kac.

Définissons Z = o X(U @ U)X*(U @ U)o € L(E ®c(x) ). En adaptant les démonstrations
de lexemple b) de [4].8 comme dans le chapitre 4, on montre :
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Proposition 7.12 (théoréme [4].8.17) Le champ continu d’unitaires multiplicatifs V = (Z2{3X13212)Vou
agissant dans € @c(x) € Qc(x) € Qc(x) € est birégulier et lalgebre Sy associée a V' est égale
au produit tensoriel Sx @c(x) Sy au dessus de C(X).
Si on définit lisomorphisme T : Sx ®c(x) Sy — Sx ®c(x) Sx par la formule T(a ® b) =
Xo(b® a)oX*, alors Sy est une C(X)-algébre de Hopf pour le champ de coproduits dy =
(id RTR id)((SX X (53;).

On en déduit :

Corollaire 7.13 Le systéme des SL,(2,C), p €]0,1[ ([39]) admet une structure de champ
continu de C*-algébres.

Démonstration :

Soient X une partie compacte de ]0,1] et A la C'(X)-algebre stellaire nucléaire considérée
dans la section 7.1. Le champ continu d’unitaires multiplicatifs X’ associé au champ continu de
C*-algebre de Woronowicz A vérifie les hypotheses de la proposition 7.12. De plus, si p € X,
'unitaire (1, ®¢,)(X) est moyennable et comoyennable; la remarque qui suit la proposition 5.5
implique que (1, ®¢,)(V) est comoyennable quel que soit u € X et donc la C(X)-algebre Sy
associée au double quantique V' est un champ continu de C*-algebres de fibres (Sx), ® (Sx) L
(théoreme 5.8).

Enfin, si p € X\{1}, la fibre (Sv), = SL,(2,C) est une C*-algebre de Hopf pour le
coproduit (dy),, i.e. le coproduit construit dans [39] (4.16). O

7.4 Le champ des E,(2)

Etant donnée une partie compacte X de [1, 400 contenant le point 1, nous allons construire
dans cette section un champ continu d’unitaires multiplicatifs irréductible (V, U) tel que pour
tout p € X, la C*-algebre de Hopf moyennable (E,(2),0,) considérée par Woronowicz ([53])
et Baaj ([2, 3]) soit isomorphe & la C*-algebre de Hopf L, (Sy) associée a (1, ® ¢,)(V).

Soit 2 lespace localement compact des points (u,2) € X x C tels que |z| € p” U {0}
si u > 1. Lapplication p : © — X qui a (p,z) associe u est ouverte; donc Cp(2) est
un champ continu de C*-algebres sur X (proposition 3.14). L’application a : Cy(Q2) —
M(Cy(2) ® Co(2),Co(2 x Z)) qui & f € Cp(Q) associe af)(p,z,n) = f(p, p "z) définit
sur Cp(2) un champ de coactions de 'algebre Cy(Z), ce qui implique que la C(X)-algebre
A = Cy(2) xq Co(Z) est un champ continu de C*-algebres (corollaire 5.10). Notons que la
C(X)-algebre A®c(x) A est aussi un champ continu de C*-algebres sur X car A est nucléaire
(proposition 3.26).

Notons v le générateur de C*(Z) C M(A) et définissons 'opérateur normal n € Cp(2)
par la formule n[(u,z)] = z. Comme Cp(Q2) C M(A), n est affilié & A et on a la relation
v*nv = hn ou la fonction h € Cy(§2) associe a (u,z) le réel p. On notera D(n) C A le
domaine de 'opérateur n.

Proposition 7.14 [l existe un opérateur N affilié ¢ A ®c(x) A tel que image du produit
tensoriel algébrique D(n) ®q1g D(n) dans A®c(x) A soit un domaine essentiel pour N et pour
y1,y2 dans D(n),

N(y1 ® y2) = vy1 @ nya + ny; @ v¥ys.

De plus N est fermé.
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Démonstration :

Posons r = (14+n*n)"Y2 € M(A),a =d =77, b= vr@nr+nr@vr c=
v @nr+nr®rv* et soit m une représentation irréductible de A ®@c(x A.

Comme C(X) est inclus dans le centre de A®c(x)A, ™ se factorise a travers une représentation
de (A®c(x) A)z = Az ® Az ot T est un point de X. Les opérateurs w(a), 7(b), m(c) et 7(d)
satisfont alors aux hypotheses de la proposition [53]2.6 grace au théoreme [53]3.1 dans le cas
z # 1; le théoréme [53]2.3 permet donc de conclure comme dans le théoreme [53]3.2. O

Appelons § : A — M(A ®¢(x) A) 'unique morphisme vérifiant §(v) = v @ v et d(n) =
N (il est bien défini car (v* @ v¥)N(v ® v) = hN). Alors (0 ® id)od = (id® ) o dans

Définissons 'application positive v de I'algebre involutive C.(€2) des fonctions continues
sur ) a support compact a valeurs dans C(X) par les formules :

V() = (1 — 1) Euzj/fu/ﬂe’g) B i w1,

JEZ 27

/ / f(1,reyr dr.
R4

Soit M lensemble des f € Cy(R2)4 tels que v(f) € C(X)4 : c’est un cone héréditaire dense
dans le cone positif Cp(2)4 de Cp(2).

Fixons en effet pour & € N une fonction continue gy sur C a valeurs dans [0, 1] égale a 1 sur la
boule fermée B¢ (0, k) de centre 0 et de rayon k et nulle hors de la boule B (0, k+1). Définissons
alors g € Co(2) par gg(p, z) = gr(2). Si f € M}, alors v(fgy) converge simplement et donc
normiquement dans C(X) vers v(f). Par conséquent, si f' € Cy(Q) vérifie 0 < f/ < f,

0 <w[f'(g; — gi)l <vlf(g; — gi)] pour j =1,

de sorte que la suite des v(f'gr) € C(X) est de Cauchy. Or v(f'gx) converge simplement vers
v(f"); donc f' € M.

Si @ est I'action duale de « définie pour z € S! par @,(v) = zvet ,(n) =n, e = / a,dz
S1
est une espérance conditionnelle sur A & valeurs dans Cp(€2).

Posons ® = v o € et considérons le C'(X)-module Ng normiquement dense dans A des
a € A tels que ®(a*a) € C(X) : c’est un idéal & gauche puisque le cone M} est héréditaire et
®(a*a) € C(X) si et seulement si e(a*a) € M.

Le séparé complété £ de Np pour la semi-norme ||®(a*a)||'/? est un C'(X)-module hilber-
tien de produit scalaire

(Ap(a),Ap(b)) = ®(a*b) a,b € Ns.

Soit L la C'(X)-représentation de A dans E¢ définie pour a € A et b € N par L(a)As(b) =
Ag(ab). Comme N est normiquement dense dans A, L est non-dégénérée. De plus, L est un
champ de représentations fideles car si a € AL et p € X vérifient ®,(a) = 0, alors a* = 0.

Posons up = gr(n) € A et soit T € M(A) tel que ®(T*T) € C(X). Alors la suite
croissante des ®(7™u;T) converge normiquement dans C'(X) vers ®(T*T') par le théoreme de
Dini. Comme

0< (I)(T*( - U1)2T) < (I)(T T) — @(T*uiT) sig >,
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la suite des Ag(urT’) est de Cauchy et converge donc dans £ vers un élément {p. Mais si
T e A, & = Ag(T), de sorte que 'on pourra noter sans ambigiiité Ag(7") 1’élément Ep.

Rappelons que si w est un champ continu d’états sur A et a € A,
P(a*xw)=P(w=xa)=P(a) ([2] théoréme 3.2).

Donc si a et b sont dans Na, ®(wa,p),ae(0) * ¢ a) = @(b*D)P(a*a).
Soit 2 x x Q C X x C x C I’ensemble des triplets (p, 21, 22) tels que (u, 21) et (i, z2) soient
dans €. On peut alors définir

vRr =1, 0v,):C(QxxQ) =CX)et 2P =(rav)(exe).

Si Nage est 'ensemble des T € A ®¢(x) A tels que (& ® ®)(T*T) € C(X), 'image du produit
tensoriel algébrique No ®q19 No dans A ®c(x) A est normiquement dense dans Nage; donc

Eaga = o ¢ (x) Eo-
Notons V' I'isométrie de £ @¢ (x) o définie pour a,b € Na par :

VAq;(a) X Aq;(b) = A@@@((S(a)l X b)

V est C(X)- linéaire et (V&) = (), quel que soit p € X ([2] proposition 4.1 (a)); donc
V € L(Ep ®¢(x) ) est un champ continu d’unitaires multiplicatifs (non régulier). De plus,
sia€ A, (L N®L )o(a) = Vu(Lu(a) @ 1)V pour tout p € X ([2] proposition 4.1 (b)), de sorte
que (L ® L)o(a) = V(L(a) & L)V*.

Posons UAg f(n)vF = Ag(hv)~* f(—n) pour f € C.() et k € Z (ot h € Cy(£2) est définie
par h(p,z) = p). Comme les combinaisons linéaires d’éléments de ce type sont denses dans
&g, Vapplication U s’étend en un opérateur unitaire auto-adjoint de £(Eg) que 'on note U
([2]). I résulte de l'irréductibilité de ((¢, ®¢,,)(V'), Uy) démontrée dans [2] 5 et [3] que la paire
(V,U) définit un champ continu d’unitaires multiplicatifs irréductible.
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