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49, 4 (1999), 1305-1344

UNITAIRES  MULTIPLICATIFS  EN DIMENSION  FINIE
ET LEURS SOUS-OBJETS

par  S. BAAJ, E. BLANCHARD  et G. SKANDALIS

Dans cet article, nous étudions l'équivalent des sous-groupes pour
les unitaires multiplicatifs en dimension finie. Nous montrons que les
«sous-groupes» en notre sens correspondent aux sous-algèbres coïdéales
des algèbres de Hopf (cf. e.g. [17]) et donc aux facteurs intermédiaires des
inclusions de profondeur 2 (cf. [11]).

Notre approche donne donc un nouveau point de vue sur les sous-
objets des algèbres de Hopf et sur les facteurs intermédiaires. Il permet
de retrouver de façon souvent élémentaire un certain nombre de résultats
de ces deux cadres (e.g. des résultats de liberté de Masuoka - [16], un
résultat de finitude de [22]). Il nous permet aussi d'énoncer et démontrer
quelques résultats nouveaux (e.g-. intégralité de certains inverses de produits
scalaires, généralisation d'une construction de biproduits croisés - cf. [12],
[2l], [15]).

Le point de vue pris ici est celui de [1] : nous partons d'un unitaire
multiplicatif V ç. £(H (g) H) où 7i est un espace hilbertien de dimension
finie. Une question très naturelle est alors : Quels sont les sous-objets
de (7ï, V) ? Autrement dit, quels sont les sous-espaces H de 7Y tels que
V ( H ( ^ H ) = H 0 H 7

Cette question nous amène à étudier d'abord le cas des sous-espaces
comme ci-dessus de dimension 1, c'est à dire les vecteurs unitaires / e T~i
tels que V(f  ̂f) = f ̂  f. Dans le cas de l'unitaire multiplicatif d'un
groupe fini G, ( H = ^(û), V{()(s, t) = ̂ (st, t) , pour ^ e/ H ^ H = e2 ( Gx

Mots-clés : Unitaires multiplicatifs — Algèbres de Kac de dimension finie — Sous-facteurs.
Classification math : 46L05 - 47D35 - 16W30.
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G) , s, t 6 G) un tel / est (proportionnel à) la fonction caractéristique d'un
sous-groupe de G.

Dans le cas général, nous appelons un tel / un pré-sous-groupe de
V. À un tel pré-sous-groupe, correspondent deux sous-espaces de H, notés
Ht et Hf, qui dans le cas d'un sous-groupe Y d'un groupe G consistent
respectivement en le sous-espace des fonctions nulles hors de F (l'espace
H t ) et invariantes par translation à droite par F (l'espace Hf).

Nous obtenons aisément un équivalent dans notre cadre du théorème
de Lagrange : pour tout pré-sous-groupe /, on a dïmH  ̂dïmHf = dïmTï.

Il y a naturellement une relation d'ordre -< pour les pré-sous-groupes :
l'inclusion pour les Ht correspondants. Cette relation a un plus grand
élément, «le» vecteur fixe e et un plus-petit élément, «le» vecteur co-fixe ê.
De plus, l'espace des pré-sous-groupes est un treillis. Cela nous permet de
définir l'analogue dans notre cadre du sous-groupe engendré par une partie.

Si / et g sont deux pré-sous-groupes, |(/,^)|~2 est un entier. Il en
résulte qu'il y a un nombre fini de pré-sous-groupes et on peut même donner
une estimation (assez grossière) de leur nombre.

Nous disons qu'un pré-sous-groupe / est un sous-groupe (resp. un co-
sous-groupe) si V{Hf 0 Hf) = Hf (g) Hf (resp. V(Hf 0 Hf) = Hf 0 Hf) ;
nous montrons que cela a lieu si et seulement si le projecteur sur Hf (resp.
Hf) est dans le centre de l'algèbre S (resp. S) associée à V ̂ . Si / est à la
fois un sous-groupe et un co-sous-groupe, on dit que c'est un sous-groupe
normal. Les notions de sous-groupe, co-sous-groupe et sous-groupe normal
coïncident clairement avec celles introduites par Kac dans [12]. Les sous-
groupes et les co-sous-groupes forment un sous-treillis de l'ensemble des
pré-sous-groupes.

Enfin, les pré-sous-groupes permettent de classifier les sous-quotients
de V Le. les sous-espaces H de Ji tels que V ( H ( S ) H) = HÇ^H : pour un tel
Jf, il existe un unique couple (/, /) de pré-sous-groupes tels que / -< f et
H = Ht n Hf. Inversement, nous donnons plusieurs conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une telle intersection soit un sous-quotient. En
particulier, nous montrons que pour tout pré-sous-groupe / il existe un
plus grand pré-sous-groupe / (le normalisateur de /) tel que / -< f et
Ht H H . soit un sous-quotient.

v / Pour l'unitaire multiplicatif associé à un groupe fini G, l'algèbre S = C(G) associée
est commutative, donc tout pré-sous-groupe est un sous-groupe.
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Si / est un pré-sous-groupe, l'ensemble Df = { x e S, fï(x)e ç H f }
(où /t désigne l'antipode de S) est une sous-algèbre coïdéale (à droite)
i.e. une sous-algèbre involutive de S telle que 6(Df) C Df (g) 5 (où 6
désigne le coproduit de 5'). Réciproquement, toute sous-algèbre coïdéale
(à droite) D de S est de la forme Df. En ce sens, notre analogue du
théorème de Lagrange est une réécriture d'un résultat plus général de [16].
Notons que dans [16], ce théorème de Lagrange résulte d'un résultat plus
précis : S est un -D-module libre, dont nous donnons, dans notre cadre,
une démonstration nouvelle. Nous discutons aussi de nouveaux résultats
de liberté analogues à ceux de [16] : plus précisément, nous définissons
aussi une sous-algèbre coïdéale (à gauche) Gf = { y ç. 5, K,(y)ê e H f }
de 5. Nous montrons que l'espace vectoriel Bfj engendré par { xy , x ç
Df , y e Gf } est une sous-algèbre involutive de C(1-i) et que H est un
module libre (de rang 1) sur Bfj. Nous généralisons cela à une algèbre
Bf^g associée de façon analogue à deux pré-sous-groupes / et g.

Le coproduit de l'algèbre de Kac S (et donc l'unitaire multiplicatif
V) dépend uniquement des algèbres S et S et des vecteurs e et ê. On
peut en fait caractériser les quadruplets (5', S, e, ê) parmi les quadruplets
(A, B, /, /) où A et B sont des sous-(7*-algèbres de £(H) et /, / sont des
vecteurs (de norme 1) de "H.

A l'aide de cette caractérisation nous donnons une généralisation à
notre cadre du biproduit croisé (cf. [12], [2l], [15]) : à deux pré-sous-groupes
/ et g les plus éloignés possible i.e. tels que \(f,g)\~2 = dim7i(, nous
associons un nouvel unitaire multiplicatif W\ l'algèbre S associée à W
est l'algèbre Bg^g associée à g ; l'algèbre S est une algèbre Afj construite
de façon analogue. Cette construction s'interprète simplement en termes
d'inclusions de facteurs.

Dans le cas de deux sous-groupes G\, G  ̂ d'un groupe fini G tels
que G\G  ̂= G  ̂ G\ H G  ̂ == {e}, l'unitaire multiplicatif W est associé au
«biproduit croisé» de [2l], [15] (cf. aussi [12] et [1] §8).

De plus, par [11], les sous-algèbres coïdéales correspondent aux fac-
teurs intermédiaires d'une inclusion irréductible associée à 5'. Plusieurs de
nos résultats s'interprètent en termes de facteurs intermédiaires. En par-
ticulier, notre résultat de finitude est une réécriture (plus précise) d'un
résultat plus général de [22].

L'organisation de ce travail est la suivante :
Dans le premier paragraphe, nous faisons quelques rappels et complé-

ments pour les unitaires multiplicatifs sur un espace hilbertien de dimension
finie.
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Dans le deuxième paragraphe, nous donnons une caractérisation des
algèbres de Kac (et leur algèbre duale) parmi les couples de sous-algèbres
de C(H).

Nous introduisons ensuite les pré-sous-groupes, pour lesquels nous
donnons plusieurs résultats d'intégralité, ainsi que la relation d'ordre et
ses propriétés (paragraphe 3). Nous faisons le lien avec les sous-algèbres
coïdéales au quatrième paragraphe, ainsi que la construction de plusieurs
autres sous-algèbres associées à des pré-sous-groupes.

Au cinquième paragraphe, nous discutons les sous-groupes, co-sous-
groupes et sous-quotients.

Au sixième paragraphe, en nous aidant du paragraphe 2, nous don-
nons la généralisation du biproduit croisé mentionnée ci-dessus.

Nous interprétons enfin (paragraphe 7) nos résultats en termes d'in-
clusions de facteurs d'indice fini et de profondeur 2.

Nous remercions M. Izumi qui a attiré notre attention sur le lien entre
sous-algèbres coïdéales et sous-facteurs de [11] et D. Bisch pour plusieurs
conseils bibliographiques.

1. Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous fixons quelques notations et particularisons
à la dimension finie certaines constructions de [7] et [1]. Nous donnons en
outre quelques autres résultats plus spécifiques à la dimension finie (cf.
aussi [13]).

Notations. — Dans cet article, H désigne un espace hilbertien de
dimension finie n -  ̂ 0 et V e C{H (g) H) un unitaire multiplicatif sur H, i.e.
tel que V^V^V  ̂= V^V  ̂ (e C{H 0 H (g) 7ï)).

Rappelons (cf. [1]) que pour uj e C(1-iY on note L(o;) = (a;(g)id)(Y) e
C(H) et p(uj) =  (id (g) UJ)(Y) ; les ensembles S = { L{uj), uj ç C{HY } et
S = { p ( ^ ), ^ € C(HY } sont des sous-algèbres involutives de C(H). Les
applications 6 : x ̂  V(x (g) 1)V* de S dans S (g) 5' et î : x ̂  Y* (1 (g) x)V
de S dans S 0 S munissent S et S de structures de (7*-algèbres de Hopf.

1.1. Remarquons que L(uj) (resp. p{uj) ) ne dépend que de la restric-
tion de a; à S (resp. S). Les algèbres S et S sont en dualité via la forme
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bilinéaire /? : (L(o;),p(o/)) i-̂  (û;0a/)(V) = o;(p(o/)) = o/(L(o;)). Le pro-
duit (resp. coproduit) de S est dual pour f3 du coproduit (resp. produit)
de S : pour x, x' ç. S , 2/, 2/ € <S1, on a

/î(^, 2/) = (/? 0 /?)(^ 0 x', 6(y)) , /3(^ î/î/) = (/3 0 /?)(<^), î/ 0 2/').

Notons r la trace normalisée de C(H). Rappelons (cf. e.g. [l], §4)
que les restrictions de r à S et 5' sont des mesures de Haar : pour tout
x € S (resp y ç S) on a (id 0 r)6(x) = (r 0 id)<$(;r) = r(a;)l (resp.
(id 0 r)6(y) = (r 0 id)?(î/) == rQ/)l).

Rappelons que $ G 7^ est appelé fixe (resp cofixe) si, pour tout rj ç7i
on a y ($077) = $0 77 (resp. V(770$) = 77 0$)). Par [1] §4, L(r) (resp p(r))
est le projecteur orthogonal sur l'espace des vecteurs cofixes (resp. fixes)
de V. Comme (r^r)(Y) = r(L(r)) = T(p(r)), les projecteurs L(r) et p(r)
ont donc même dimension. Autrement dit, les dimensions de l'espace des
vecteurs fixes et des vecteurs cofixes coïncident.

On appelle multiplicité de V la dimension de l'espace des vecteurs
fixes. Rappelons (cf. [1]) qu'un unitaire multiplicatif de multiplicité m est
équivalent au produit tensoriel d'un unitaire multiplicatif de multiplicité 1
par 1 e/^C^^C771).

1.2. On suppose désormais que la multiplicité de Y est 1. Soient e un
vecteur fixe et ê € H un vecteur cofixe de norme 1. Soient (p l'état vectoriel
^e,e et $ l'état vectoriel uje.ê' Rappelons que y? et r coïncident sur S et que
fetr coïncident sur S. Comme L(r) = Qe.è-, on a l/^ = ̂ ^e) = ^(^ê,é) =
|(e,ê)[2. Quitte à multiplier ê par un scalaire de module 1 convenable, on
supposera désormais que (e,ê) = 7i~1/2.

Les applications K : L(uJ) ^—> L(uj*Y = (uj 0 id)(V*) et îï : p(uj) ^—>
p(ci;*)* = (id0a;)(V*) sont des antiautomorphismes involutifs de <S' et S
respectivement.

Comme K préserve l'involution de 5, l'application xe i-> K,(x)e est un
unitaire U ç C{H). On a U2 = 1. De plus, (M, V; £7) est un système de Kac,
au sens de [l], §6. En particulier, en désignant par S G £(7ï0H) la volte (i.e.
l'opérateur tel que ̂ 0rj) = 7^0^ les unitaires V = ([/0l)EVS(E/0l) et
V = S(£/0l)y(£70l)S sont multiplicatifs. De plus, EVW(l0[7) == 1 et,
pour x e S, ona<5(a:) = V* (10 x) V et pour .r e 5', ona<î(a;) = V(a;0l)y*.

Remarquons que Ue = e; de plus, si a; G £(M)* satisfait ù; = ù;* et
L(o;) = I/(^)*, alors UL(uS)e = L{uj)e. Appliquant ceci à 7i1/2^, on trouve
[/ê==ê.
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II s'ensuit que ê est un vecteur fixe et e un vecteur cofixe pour V et
V.

1.3. On a (id (g) c^,e)(Sy) = (id <g) ̂ )(SVyV(l 0 U)) = n-1/2 ;
de même, (^ê  ̂ id)(SV) = (^ê  ̂ id){T.VVV) = n-^U'. Pour ç e
Jf, on a donc L(^)e =  (id (g) o;ê,e)(Ey)$ = n-1/2^ et p(c^e)*<° =
(id 0 a;e,e)(Sy)*^ = n-1/2^. Comme e et ê sont séparateurs pour 5' et S
respectivement, on en déduit que, pour x ç S , y e 5 on a a; = n1/2!.̂  ;re)
et î/ = n1/2?^)* = n1/2/^^)).

En particulier, f3(x^y) = ^n^L^xe)^) = n1/2^^) =
nl/2(ê,^e).

Remarquons de plus que, pour y e S , on a 1ï(y) = n1/2/?^^), donc
Hy)ê = n1/2?^,^ = n172^ ̂  id)(Ey)î/ê = Uyè.

La transformation de Fourier. Pour a; G 5', on pose ^(x) =
n1/2/^^) ; pour y ç S, on pose :F(y) = n^^L^^yè)' Par ce qui précède,
pour a ; e 6 ' e t ^ / j E 5 o n a ^(^è = Uxe et f{y)e = yê. En particulier,
J-'of = K et ^'o^7 = /ï. On en déduit aussi que F O K = T QÎ QT = ïïo^'.

Nous caractérisons ci-dessous les éléments dont la transformée de
Fourier est positive, puis ceux dont la transformée de Fourier est centrale.

1.4. PROPOSITION.— a) Pour x ç S, les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) p(uJe,xe) ^ 0. (ii) La forme uje.xe est positive sur S. (iii) II existe une
forme positive ̂  ç. C(HY telle que x = L(^).

L'ensemble des x e S tels que p(uje,xe) ^ 0 est un cône convexe fermé
stable par le produit de S et invariant par K.
b) Pour y e S, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L(uje,yê) ^ 0. (ii) La forme uje,yè est positive sur S. (iii) II existe
une forme positive ip e C{HY telle que y = p(^).

L'ensemble des y ç S tels que L(ue,yê) ^ 0 est un cône convexe fermé
stable par le produit de S et invariant par 5ï.

Démonstration. — a) Posons y = ^(p(uJe,xe))' On a p{uJe,xe) ^ 0 4=^
y ^ 0 <^=^ la forme y(p est positive sur S'. Or, xe = n1/2^, d'où
l'équivalence (i) 4=^> (ii).

On a x = nL{ue,ye) donc, pour une forme '0, on a L(^) = x si et
seulement si ^ coïncide avec n^cjê^e sur 5, d'où (iii)=^(ii). La réciproque
résulte de ce que toute forme positive sur S peut se prolonger en une forme
positive sur C(H).
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Si uj et a/ sont des formes positives, ^ : x \—> (uj 0 a/)(V*(l (g) aQV)
est positive et L((jj)L(uj') = L(^). En outre, pour rr G 5, si ^(x) ^ 0 alors
.F(^(rr)) == ïî(.F(rc)) ^ 0. L'ensemble des x ç S tels que p(^e,xe) ^ 0 est
donc stable par le produit de S et invariant par K. Les autres assertions de
a) sont claires.

b) Se démontre de manière analogue (ou en remplaçant V par V).
D

Notons par la même lettre a la volte de S 0 S et celle de S 0 S (i.e.
Pautomorphisme donné par a{x (S) y) = y 0 x).

1.5. PROPOSITION.— Soit x CL S (resp. S). Alors p(o;e,o;e) (resp.
L(uje,xe)) est dans le centre de S (resp 5) si et seulement si 6(x) = a(6(x))
(resp. 6(x) = a(6(x)). L'ensemble des x e S (resp. S) tels que p(u^e,xe)
(resp. L(uje,xe}) est dans le centre de 6' (resp «5) est une sous-algèbre
involutive de 5' (resp. S).

Démonstration. — p{(^e,xe) (resp. L((jje,xe)) est dans le centre de
S (resp 5') si et seulement si la forme y ^—> (p(yp((jje,xe)) (resp. y i—>-
(p{yL(uje,xê))) est traciale sur S (resp. 5'). Or, $(yp(uje,xe)) = <ê, yp(^e,xe)ê)
== n~l/2{ê,y^^{x)e) = n-1/?^^),^) (resp. (p{yL{uj^xè)) = {e,yL(u;e,xe)e} =
n"1/2^,^/^) = n"1/?^*,^*)). Cela signifie donc que pour y ^ z E S (resp
^), on a ^(rr),^) = ^(^),^) (resp. /3(^,rr*) = /?(^,a;*)). Or
<î(K(a;)) = (^ 0 iï)(r6(x). La proposition résulte alors des formules de 1.1.

D

1.6. On note J : H —> H Pisométrie antilinéaire xe ^ x*e et
J : 7ï —» H Pisométrie antilinéaire L(uj)e \—^ L(o;*)e. Remarquons que
U = J J . Les applications J, J et U étant involutives, on a aussi
£/ = JJ. Pour y G 5', on a î/ê = n1/2^^,^)^ == n^-L^^e donc
J^/ê = nl/2L(^î/*)e = nl/2L(^/*^)e, vu que ^ est une trace sur 5'. Donc
J^/ê = ?/*ê. Enfin, Jp(o;)ê == JUp(uj)è = Jp(a;*)*ê = p{uj*)è.

Remarquons que, pour x ç. S, J x J 6 5", UxU 6 5" et J x J = n(x") ç.
S. De même, pour y e 5, Jî/J e 5', î/?/î7 e 5' et Jî/J = /ï(î/*) e ^. Donc
pour uj ç. C(H)*, la restriction à S (resp. 5') de la forme x ^—> uj{JxJ)

(resp. x i—» u} ( J x J ) ) ne dépend que de la restriction de uj à *S' (resp.
S). Pour $ e H, on a L(a;ê,^)*e = JL(^)e = n"172^ = L(^e,^)e,
donc L(ù;e,ç)* = -^(^ê,J^)- De même, p(a;e,$)* = p(^ r/-)- Comme la

restriction de toute forme à S (resp. S) coïncide avec un ujç^ (resp. un
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c^), on en déduit que, pour tout ^rj e H, on a : L(uj^V = L(ujj^j^} et
p^r=p^^).

1.7. PROPOSITION.— a) Pour tout x e S, y e S on a : r(xy) =
r(x)r(y) = (p(x)(p(y).

b) On a (id (g) r (g) id^V^s) = (id 0 r 0 id)^^) = O^e ̂  ^,e.
c) Pour tout x ç S, y G S on a : L(a;T) = r(x)e^ê et p{yr) = r(î/)(9e,e.

Démonstration. — a) On a V(*q/ 0 1)V* = (x (g) 1)?(2/). Donc

r(:q/) = (T(g)r)(^(g)l)

= (r (g) r)(V(xy (g) 1)V*) vu que r (g) r est une trace

=(T0r)(Cc(g)l)?(î/))

=T(a;(id(g)r)?(î/))

= r(x)r(y).

b) Pour o;,^' e C(HY, on a (a; 0 a;')(id (g) r (g) \à)(V^V^) = r{uj  (g)
id(g)a;')(Vi2V23) = r{L{uj)p(u}')) = r(L^))r{p^')) par a). Or r(L(uj)) =
cc;(p(r)) et r(p(cc/)) = ^'(L(r)). Donc (a; (g) ^)(id 0 r (g) id)(Yi2V23) =
(a;(g)a/)((9e,e(g)6>ê,ê).

c) Pour a; e /:(^)*, on a o;(L(ra;)) = r(xp(uj)) = r(x)uj(L(r)) ; de

même, uJ(p(ry)) = r(yL(uj)) = T(i/)a;(p(r)). D

1.8. COROLLAIRE.— Si p ç S et q ç S sont des projecteurs qui
commutent, on a àïm(pH) dim(g^) = ndim(p1-i H g7<) = r^llpelpllçêll2 .

Démonstration.— Cela résulte du calcul de r(pç) à l'aide de la
proposition 1.7.a). Q

II est facile de donner une description de l'espérance conditionnelle
de C(n) sur 6' :

1.9. PROPOSITION.— Pour tout T e C(U) on a Es(T) == (id 0
^e)(V^l^T)V).

Démonstration. — II suffit de vérifier cette formule pour T = ab avec
a ç S e t b ç S . On a (id0^e,ê)(^*(l0T)V) = (id0cc;ê,be)(^*(l0a)V) =
(id 0 ̂ bê)(V(a 0 1)V*) = r(6)a. ' D

On peut donner d'autres écritures pour Es par exemple Es(T) =
(o;ê,e 0 id)(Y(r 0 1)V*) = (id 0 r)(V(T 0 1)Y*), ainsi que des formules
analogues pour E-^.

0
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On peut remarquer que l'unitaire multiplicatif V (de multiplicité 1)
est entièrement déterminé par les algèbres S et S associées et les espaces de
ses vecteurs fixes et cofixes : par 1.3, pour uj ç. C(H)*, l'opérateur p(uj) est
l'unique élément y de S tel que, pour tout x ç S on ait (jj[x)  = n1/^, yxe).
On peut donner une description plus explicite de V en termes de S, S, e
et ê :

1.10. PROPOSITION.— Pour tout a, x ç S et tout b,y ç S, on a
{xe (g) yê, V(ae (g) bê)} = r(x"y*ab).

Démonstration. — On a {xe (g) yê, V(ae 0 bê)} = (xe 0 yê, 6(a)(e (g)
bê)) =^(xe,(ïd(S)^yê,bê)(6{a))e). Or (id0^e,bé)(^(a)) = (id(g)o;ê,e)(^*(l(g)
y"ab)V) = Es^ab); donc (xe, (id (g) (^yê,bê)(6(a))e) = (p^Es^ab)) =
r(x*y*ab). Q

1.11. COROLLAIRE.— On a (J (g) J)y(J (g) J) ==y*.

Démonstration.— Si a,x e S et b,y ç S, on a {(J<S)J)V(J^J)(xe<^)
yê),ae^bê) = {{J (g) J)(ae0bê),V(J (g) J)(xe<^yê)) =  (a* e (g) &* 6,^(^*60
2/*ê)) = rÇabx^y*) = (a-e (g) î/ê, y(ae (g) 6ê)). D

2. Une caractérisation des algèbres de Hopf en dualité.

Soit H un espace hilbertien de dimension finie (non nulle) n. On note
T la trace normalisée de C(H). Soient A,B c ^(^) deux sous-algèbres
involutives unitales. Nous donnons ici des conditions pour que A et B
soient des algèbres de Hopf en dualité, i.e. les algèbres S et S associées à
un unitaire multiplicatif. La première condition que nous imposons est une
condition de «carré commutatif»(cf. [19]).

2.1. LEMME.— Soient A,B C C(H) deux sous-algèbres involutives
unitales telles que, pour tout (a,b) ç Ax B, on ait r(ab) =  r(a)r(&).
a) Soit / e H de norme 1. Si 6. . ç A alors f est un vecteur trace pour B.
b) Si de plus dim B = n alors 6 r . est central dans A.

Démonstration.— a) Pour b ç B, on a {f,bf) = nr(6. rb) =
nr(0fj)r(b) =  r(&), d'où a).

b) Par a), / est un vecteur séparateur pour B ' , comme dimB ^
dim H, on en déduit que c'est un vecteur totalisateur pour B.
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Soit a e A. Pour tout b e B, on a {b*f^af) = nr(a0f fb) =

nr{a0..)r{b) = {b*f,f){f,af) donc a/ = {f,af)f (puisque / est un

totalisateur pour f?), donc a^. r == (/,a/)0r r. Appliquant cela à a*, on
trouve a0r f =  ̂ f f0"  D

Soient A,J3 C C(H) deux sous-algèbres involutives unitales de di-
mension n telles que, pour tout (a, b) € A x B, on ait r(ab) == r(a)r(b)
et /,/ € TY de norme 1 tels que 0r . € A et ^j e B. Remarquons que,

comme / est un vecteur trace pour 2?, on a | {fif)\  = n~1/2. On suppo-
sera désormais que (/, /) = n~1/2 (quitte à multiplier / par un scalaire de
module 1).

On note A l'injection canonique de C(H) dans L2^?^),?-). Définis-
sons Z,Z' : U (g) H -  ̂L2^^)^) par les formules Z(af (g) bf) = A(ab)
et Z'{af (g) bf) = A(ba). Il est clair que ce sont des isométries, donc des
unitaires (par égalité des dimensions). On pose enfin W = (Z')*Z.

2.2. LEMME.— a) Pour tout a,x ç. A et tout b^y e B, on a
{xf 0 yf, W{af 0 bf)) = r^y^ab).
b) Pour tout b e B et tout a ç A, on a ^^(^a/ 0 ̂ K^) = û et
n l/2(id0^^)(TV)=&.
c) Les propriétés suivantes sont équivalentes : (ï) W ç B ^ C,{H) ; (ii)
W e C(H) 0 A; (iii) TV e B 0 A.

Démonstration. — a) En effet, (xf (g) yf, W(af (g) &/)) = {Z'{xf (g)

î//), Z(a/ (g) bf)) = (A(^), A(a6)).

b) Pour a e A et b, y ç B, on a {yf, nl/2(^^^(g)id)(W)6/} = nl/2(/(g)

î/Â W(a/ 0 6/)) = n{0^ff 0 ̂ , IV (a/ 0 bf)) = nr(0f^ab) = (yf^ abf).

Comme / est totalisateur pour £?, on en déduit la première assertion.

En échangeant les rôles de A et B, on remplace W par SW*S, d'où
la deuxième assertion.

c) Comme / est totalisateur pour A et / séparateur pour B, tout
élément de -B* est la restriction d'une forme uj. ^ Si W e 50 £(7^), pour
tout uj ç. B*, on a {uj 0 id)(W) e A par b), donc W e B 0 A. On a montré
(i) 4==^ (iii). Echangeant les rôles de A et B, on trouve que (ii) ^==> (iii). D

Remarquons que sous les hypothèses du lemme 2.2.c), on a B =
{(id 0 uj)(W) , uj ç C(HY } et A = { (cj 0 id)(TV), ^ e £(^)* }.

Notons J A et JB les involutions de H définies par JA^Î) = a*/ et
JB^bf) = b*f (pour a e A et b e B).
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2.3. LEMME. — a) On a (JA 0 JB)W{JA 0 JB) = W*.

b) Si W e C(n) 0 A, alors J A ^ JA = B et JBÂJB = A.

c) Dans ce cas, JA^B = J a J A-

Démonstration. — a) Pour a, x G A et b,y € -B, on a ((JA 0
JB)W(JA^JB)(xf(S)yf),af(^bf) = ((JA0^)(a/06/),WVA0^)(^/0
yf)) =  {a*/ 0 &*/, iy(rr*/ 0 î/*/)) = r(^*2/*a&) = (xf 0 î//, W(a/ 0 6/)),
d'où a).

b) Pour b e B, on a JA^JA = ^^^((id 0 ^^^)(IV))JA =
nl//2(id0(JB^» ^ f^))(^*) ^ B, d'où la première assertion. La deuxième
assertion se démontre de façon analogue.

c) On a JA(/) = n^JAOfjf = L donc JB<W = «WA^W =

(JAbJAYf=JAJBbf. ' D

On suppose désormais que W € >C(7^) 0 A. On pose U = JAJB et
ï^=s([/0i)iy(î/0i)s.

2.4. LEMME. — Pour x, a e A et V, y ' e B1\ on a { y ' f (g) xf, W(b'f 0
a/))-TO/*rr*ya).

Démonstration. — On a {y'f^xf, W^f^af)} = {Uxf^y'f, W(Uaf^
Vf)). Posons ai = J B O ^ J B ^ ^i = J B ^ J B ? ^ = JB^YJB et y ^
<W)VB. On a^ai/ = l/a/, ^i/ = Î7.r/, ^/ = Vf et 2// = T/'/.
Donc { y ' f 0 a;/, W(y/ (g) a/)) = {a:i/ (g) y f , WÇa^f 0 &/)) = r(x^aib) =

rÇJB^ay^x^Ja) = r(&W*^*)- 0

2.5. LEMME. — a) Pour tout a e A on a Z(a 0 1)Z* = 71-^(0).

b) Pour tout 01,02 € A et 61,62 ê -S? on a (ai/ 0 b\f,W(6^j 0

l)W*(a2/062/))==n- l(Â62a2aî6î/}.

c) Pour tout ci,C2 G A et ^1,^2 G B1\ on a {d^f 0 ci/,iy*(l 0
0fJ)WW^c^)}=n-l{f,d^cW)^

d) On a W(0f f 0 1)W* = ÏV*(1 0 ̂ ^)W.

Démonstration. — a) est clair.

b) Comme Z'(aif 0 ̂ /) == Ar(bia.i), on a

(ai/ 0 6i/, lV(^j 0 l)Ty*(a2/ 0 &2/)) = <(A,(6iai), Z(^ 0 l^A,^))

= ï(a^^. ^6202) par a)

=n-l{f^a^f).
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c) Remarquons que, comme A = JB^JB et B' = J a B J B i pour tout
a e A et tout V e B' on a r(ab') = T(a)r(y). De plus, Ofj e B1 et 0fj e A.

Si on remplace le couple (A, B) par (B', A) on remplace W par IV (lemme
2.4) ; donc si on remplace le couple (A, B) par (A, B ' ) on remplace W par
EW*E; donc c) découle de b).

d) Soient ^1,02 G A et 61,62 ^ B; notons ci,C2 € A et ^1,^2 € -B'
les éléments tels que dif = dif et ^/ = c^/ ( 2 = 1,2). Remarquons que
l7c,*/ = JacJ = &:/ et [/</ = <*/. On a :

(ai/ ^) 6i/, W(0fj 0 l)W*(a2/ 0 &2/))

^n-^f^a^f)

=n-l{ayc^f,a'iU^f)

= n-1^, U{c2C\)Ud[f} car UciU € A'.

=n- l(^/,(c2cî)dî/)

= {dif 0 ci/, W*(l 0 0fj)W(d2f 0 C2/))

d'où le résultat. D

2.6. LEMME. — Notons TT : £(7^) —> C(H 0 7^) la représentation
x ̂  (Z'Y'KrWZ1.

a) Pour a€ A etbç B, on a 7r(a) = TV(a (g) 1)W* et 7r(6) = (1 0 b).

b) Pour tout  a; € £(7^) on a 7r(.r) = ÏV*(1 0 rc)^.

Démonstration.— a) La deuxième assertion est claire; la première
résulte du lemme 2.5. a).

b) Comme W ç A(g)B', cette égalité est vraie pour x € B par a). Par
le lemme 2.5.d), cela est aussi vrai pour x = ̂ f f- O1" ^(^) est engendré
par B et 6. p d'où le résultat. D

2.7. PROPOSITION. — Pour tout a ç A on a W(a <S> 1)W* ç A (g) A;
pour tout b e B on a W*(l (g) b)W e B (g) B.

Démonstration.— Par hypothèse W{a (g) 1)IV* e C(H) (g) A; par le
lemme 2.6, on a W (a (g) 1) W* = T^*(l(g)a)W e A^C{H), d'où la première
assertion. Quand on échange les rôles de A et B, TV est remplacé par
SW^S; la deuxième assertion résulte donc de la première. D

2.8. THÉORÈME. — Soient A, B C C(7i) deux sous-algèbres involu-
tives unitales de dimension n et /, / e 7Y de norme 1. On suppose que :
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a) Pour tout (a, b) ç. Ax B, on a r(ab) = r(a)r(b).

b) 0. . e A et 0yj ç B.

c) L'unitaire W e C{U 0 7ï) dénni par {xf (g) yf,W(af (g) 6/)} =
r(x*y*ab) pour tout a, a; e A et tout b,y  ̂B, est contenu dans B 0 C,{H).

Alors W est multiplicatif; les algèbres « S» et « S» associées sont A
et B ; le vecteur f est fixe et le vecteur f cofixe pour W.

Démonstration.— On a déjà montré que {(<jj  0 id)(W), cj ç
C{HY } = A et {(id 0 o;)(W),  ̂ e C(HY } = B. Il est clair que pour
tout ç e H, on a TV(/ 0 Q = / 0 ̂  et IV($ (g) /) = ç (g) /. La seule chose à
montrer est que IV est multiplicatif.

Par la proposition 2.7, on a ̂ 23 ̂ 12^2*3 e B<S>A<S>A et 1̂*2̂ 23 ̂ 12 ê
B (g) B (g) A ; donc 1̂ 1*2̂ 23̂ 12̂ 23 e B 0 C 0 A.

Pour x C Aetrf çl-i, comme W{f(^f) = f^f et lV*(/0î7) = /07^
on a

{f 0 / 0 /, HT2^23Wl2H%(^/ ̂  / ̂  ^))

= </ ̂  / 0 /, W23^12(^/ 0 / 0 Î7)}

= (/ ̂  /, ̂ ((^f,./ ^ ̂ (^ ̂  ^(^ ̂  ̂ )

= n-l/2(/ 0 /, W(^/ 0 y?)} lemme 2.2.b)
={f^f^f,W^(xf(^f^r])}

d'où l'on déduit que 1̂*2̂ 23 ̂ 12^23 = 1̂3 ? vu (lue / 0 / est séparateur
pour B (g) A. D

Remarquons que, comme la dimension de A est égale à celle de 7^,
l'unitaire multiplicatif W est irréductible. En fait, comme U = J A ^ B,
(7^, W, î7) est un système de Kac au sens de [1].

3. Pré-sous-groupes.

Soient H un espace hilbertien de dimension finie n -  ̂ 0 et V ç
C(H (g) H) un unitaire multiplicatif de multiplicité 1 sur 7i. On choisit
un vecteur fixe e de module 1 et on note ê le vecteur cofixe tel que
(e,ê)=n-1/2.

Pour ^ e H, posons H  ̂ = { T] e H, V(r] 0 Ç) = rj  (g) $} et
H  ̂ = { r ] ç H , V(^rî)=^rj}.
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3.1. LEMME. — Soit ç 6 H tel que |[^|| = 1. Notons ̂  Pétât vectoriel

^>

a) On à H  ̂= { 77 e H, I/(VQ77 = rj}  et H  ̂= {rj  e H, p^r] =  77}.

b) Oi2 a V(^ (g) ̂ ) C H 0 ̂  et y*(J^ 0 ̂ ) CH^H.

Démonstration.— a) Comme ||L(^)|| ^ 1, on a : LÇ^rj = rj ^==^
(77,L(^)77)=|[77||2 ̂  ^0^^077))= NI2 <=^ V(^ 077) =^077 .
La même démonstration s'applique pour p(ip).

b) Soient 77, (" € 7:fç. Alors 77 0 ^ 0 ç est invariant par Vi3 et ^23
donc par Visl^s = ^Î2^23^i2- Donc V{r]  0 Ç) 0 ̂  est invariant par ^23 i-e.
y(770C) e^0^.

La deuxième assertion se déduit de la première en remplaçant V par
sy*s. D

3.2. LEMME.— a) Soient ^i,$2^i^2 ê W tels que V(^i 0771) =
$i (g) 77i et V(^2 0^2) = ^2 0772. On a L(^^)L(o;^J = ^1^2)^(^1,772)
et P(^1,^)P(^1^2)  := ^1^2}P(^1,^)-

b) Soient f,g ç1-i tels que V(/ 0 g) = f <^> g. Pour tout $, 77 e 7Y les
opérateurs L(ù;çj) et p(ujg^Y commutent.

Démonstration.—  a) On a L(a^^2)L(ù;^^) = L(d;), où a;(rK) =

(^1^2 ^ ^i.^)(^*(l ^ ^)^) = <^tël ^ m)',(l ^ ^)^(6 ^ ^2)} =

($1 ̂ 2}^i, ̂  W' De même, ^(^i,^)?^,^) == P(^\ où a;(a>) = (^1,^2 ^
^i,^)(^^i)^*) = ^*(^^m),(^^i)^*(6^^)) = <m^2)^,^).

b) On a

L(^j)p(^,^)* = (^j 0 id 0 ̂ ,^(^2^2*3)

= (a;çj 0 id 0 c^)(V23 ̂ 12^13)

= (^j 0 id 0 e^) (12*3^12)

vu que V(/ 0 g) = f 0 ̂ . Or (o^y 0 id 0 ̂ ^)(V23^i2) = p(a^)*L(c^j).

D

3.3. PROPOSITION. — Soit f ç H , I l / I l = 1 tel que ̂ (/0/) = /0/.
Notons ̂  Pétât ^ == ci;yj.

a) L'opérateur L(^) est le projecteur sur H^ ; l'opérateur p(^) est le
projecteur sur Hf. Ces deux projecteurs commutent.

b) Pour tout ^ e H f ^ H f , V^ = ç.
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c) On a L(^)e == Ofje, p(^)ê = 0jjê, (e,ê) = (e,/)(/,ê) et
J/=J/=(7/=/si</,e}e]R.

d) On a Ht H H f = Cf et dïm(Hf)dim(Hf) = dim(^). De plus
Ke,/)|2dim(^) = Kê./^dim^) = 1.

Démonstration.— a) Par le lemme 3.2.a), L(^) et p(^) sont des
idempotents. Comme ||I/('0)|| ^ 1 et ||p(^)|[ ^ 1, ce sont des projecteurs.
Les égalités L(^)H = Ht et pWH = Hf résultent du lemme 3.1.a). Par
le lemme 3.2.b), les projecteurs L(^) et p('0) = p(^Y commutent.

b) Pour ç € H  ̂ , ^ € Hf , ̂  0 / 0 ç est invariant par V  ̂ et par ^23
donc par Vis.

c) On a (e,L(^)e) = ^(L(^)) = ^(p(^)). Or p(y?) étant le projecteur
sur l'espace des vecteurs fixes, par hypothèse réduit à Ce, on en déduit
(e,L('0)e) = |(/,e)|2 = {e^ôfje}. Comme L(^) — Ofj est positif, on a
L(^)e = ^/je. L'égalité p('0)ê = ^/jê s'en déduit en remplaçant V par
Sy*S. De plus, comme l'image du projecteur /?(</?) = 6e,e est contenue
dans Hf, on a p{^) =  p(^)p(^), donc (e,ê)e = p(y?)ê = p((p)p(^)ê =
p(^)((/,ê}/)=<e,/)(/,ê)e.

On a JL(^)e = I/(^)*e = L(^)e, JL(^)e = L(^)e = L(^)e. Comme
e est séparateur pour S, L(ip)e  ̂ 0; donc Jf = Jf = /, vu que / est
proportionnel à L(^)e. Donc Uf = J Jf = f.

d) On a ^(p(r)) = r(L(^)). Mais p(r) = 0e,e ; donc ^(p(r)) =
|{/,e)|2. D'autre part, nr(L('0)) est la dimension de Jf-^ (où n =
dimTï). Donc dim^ = n|(e,/)|2 = nKê.e)!2]^,/)!-2 par c) ; donc
Kê./^dim^) == 1. De même, |(e,/}|2 dim(JZf) = 1. On en déduit que
n^dimHUimHf = \{ê,e}\2 dimHf dimHf = Kê./^dim^-OKe,./'}!2

dïm{Hf) =  1. Or par le corollaire. 1.8, dïmHf^}Hf = n~1 dïmHf dïmH^

D

3.4. DÉFINITION. — On appelle pré-sous-groupe de V tout vecteur
f e H, tel que \\f\\ = 1, (/,e) > 0, V(f (g) /) = / 0/. Si/ est un pré-
sous-groupe, tes projecteurs L(uJfj) et p{^fj) se notent simplement Lf et

Pf'

Par hypothèse e et è sont des pré-sous-groupes.

Exemple.— Soit G un groupe fini. Notons V ç C^ÇG) (g) ^ÇG))
son unitaire multiplicatif, donné par la formule (V^){s^t) = ̂ {st^t\ pour
tout ç € ^2(G) (g) ^(G) = ^((7 x G), s,t ç G. Soit F un sous-groupe
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de G; alors iri-1/2^ est un pré-sous-groupe de Y, où \r désigne la
fonction caractéristique de F. Inversement, soit / e ^(G) un pré-sous-
groupe; alors, I l / I l = 1, /(l) = (ê,/) e R+ et, pour tout s,t ç G, on a
f{s)f(t) = f(st)f(t)', alors, l'ensemble F = {s e G, /(«) 7^ 0} est stable
par le produit de G; comme G est fini (et / ^ 0), F est un sous-groupe
de G; de plus, pour tout s,^ ç F, on a /(s^) = f(s) ; donc / = IFI-1/2^.
On voit alors que Hf est l'ensemble des fonctions supportées par F et
Hf est l'ensemble des fonctions invariantes à droite par F. La relation
dim^) dim(Hf) = dïm(7ï) (prop. 3.3.d) est le théorème de Lagrange.

3.5. PROPOSITION.— Soient /,p des pré-sous-groupes.

a) On a L(^)2 = (f,g)L(^f^ et p(c^)2 = (/,^)p(^,p). On a

^.f^) = ̂ (^/^)* et p(uj^g) = p(uJf^gY.

b) Les opérateurs L(uJf^g} et pg commutent. Les opérateurs p(^f,g) et
Lf commutent.

On note H^9 l'image de L(uj^g} et Hgj celle de p(cc^j).

c) On a dim(Jf^ H Hg) dïm{H9) = dim(Jf^) et dim(Hg f H
H9)dïm{Hg)=dïm{Hgj).

d) Onadim(Hf^nHg){f,g}{g,e} = </,e) etdim{Hg^nH9){f,g}{f^e}
{g, e) ; en particulier, (/, g) > 0.

e) On a dïm(H^ n Hg) dimÇHgj n H9) = (/, g}-2.

f) On a Hf c J^, ̂  C ̂ , ̂  C Hg^f et Hg c Hgj.

Démonstration. — a) Les deux premières assertions résultent du
lemme 3.2.a) ; les deux dernières de la proposition 3.3.c) et de 1.6.

b) résulte du lemme 3.2.b).

c) II résulte du corollaire 1.8, et de b) que ndïmÇH^9 H Hg) =
dimÇH^^dïmHg. Or n = dïmHgdïmH9. La deuxième assertion se
démontre de manière analogue.

d) De c) on déduit que (f,g}dïm(Hf^ n Hg)dïm(H9) = {f,g)
dimHf-9 = nr(L^^g)) == ruJf^g(p(r)) = n(/,e)(^e), donc {f,g} dim
(H^9 H H g) = dimHg{f^e}{g^e). On en déduit la première assertion vu
que (g ,e)2 dim Hg = 1. La deuxième assertion se démontre de manière
analogue, vu que </,e)(/,ê) = (g,e}{g,ê).

e) résulte immédiatement de d).
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f) On a L(^g)Lfe = </,e)L(^)*/ = (/,e)(/,^)/ = {f^}Lfe.
De même, L(uj^g)Lge = {g,e}L(uJf^g)g = {g,e}{f,g)g = (f,g)Lge. On en
déduit que L(^^g)Lf == {f,g}Lf et L(uj^g)Lg = {f,g}Lg, vu que e est
séparateur pour 5, d'où les premières assertions, vu que {f,g) ̂  0 (par d).
Les autres assertions s'en déduisent en remplaçant V par SV*S. D

3.6. COROLLAIRE.— II y a un nombre fini de pré-sous-groupes
pour V.

Démonstration. — II résulte immédiatement de la proposition précé-
dente que, si / et g sont des pré-sous-groupes distincts, (f,g}~2 est entier,
donc {f,g)  ̂2-1/2, donc ||/ - g\\2 ̂  2 - y/2, d'où le résultat. D

3.7. PROPOSITION.— a) Soient f et g des pré-sous-groupes. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) V(f ̂  9) = / ̂  ̂ . (ii) H9 c Hf. (iii) H f C H g. (iv) H  ̂ = Hf ;
(v) H^f  =  H f ; (vi) H^g =  Hg ; (vit) Hg  ̂= H g ;

Si f et g vérifient ces conditions, nous écrirons g -< f.

b) La relation -< est une relation d'ordre sur l'ensemble des pré-sous-
groupes de V, pour laquelle e est le plus grand élément et è est le plus petit
élément.

Démonstration.— a) (ii)=»(i) résulte de ce que g e H9. Si (i) est
vérifiée, pour tout ^ ç H9, on a V(f (g) $) = / 0 ç par la proposition
3.3.b), donc (i)=^(ii). (i) ^=^ (iii) en résulte remplaçant V par EY*S.
Par la proposition 3.5.f), (iv)=^(ii), (v)=^(ii), (vi)=^(iii) et (vii)=^(iii). Si
(i) est satisfaite, par le lemme 3.2.a), LfL(ijj^g} = L(uJf^g), LfL(ujgj) =

^gj) î P(^f.g)Pg == P^f.g) » P^g^Pg = p(^g,f) ^ donc (i) implique les
relations (iv) à (vii).

b) II est clair, par la condition (ii) que -< est une relation de préordre.
Sif^getg^f,onngçHfnHf=Cf.Comme\\f\\ == \\g\\ =1, <e,/} >
0 et (e, g) > 0, / = g. Il est clair enfin que e est le plus grand élément et
ê le plus petit. Q

3.8. PROPOSITION.— Soient f et g deux pré-sous-groupes. Si le
nombre entier {f,g}~2 est premier alors f et g sont comparables.

Démonstration. — Par la proposition 3.5.e) un des nombres din^Jf^D
Hg) ou dïm(Hgj H H9) est égal à 1 ; le résultat découle alors des proposi-
tions 3.5.e) et 3.7.a) (conditions (v) et (vii)). D
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3.9. PROPOSITION. — Soient f, g des pré-sous-groupes tels que
^/.

a) pgLf = Lfpg est le projecteur sur H g H H ^ .

b) On a Lgf = (^ f}g , {g, e} = {g^ f} </, e).

c) On a dïm(Hf)dïm(Hg) = ndim(Hg H HÎ) et dim(Hg H H^)

{f.9?=^

Démonstration. — a) résulte du lemme 3.2.b).

b) On a LjC = 0fje = {f,e)f. De même Lge = {g,e}g. Comme
Lg = LgLf, on en déduit que (/, e}Lgf = {g, e)g. Comme Lgf est colinéaire
à g, Lgf = {g, f}g. On a alors {g, f){f, e}g = (f, e)Lgf = Lge = {g, e)g.

c) La première assertion se déduit immédiatement du corollaire 1.8.
La deuxième de la proposition 3.5.e) et de 3.3.d), vu que H^9 = H  ̂ et
Hg,f =  Hg-

D

3.10. LEMME.— Soie V? un état sur C(U) tel que L(ip) soit un
projecteur. Alors V(L(-0)e (g) L{^)e) = L(^)e 0 L('0)e.

Démonstration. — La restriction de ^ à S est de la forme x(p, où x
est un élément positif de S. Posons $ = a;17^. Les restrictions de ^ et ̂ ^
à 5' coïncident, donc I/('0) = L(uj^^). On peut donc supposer que ̂  = uj  ̂^.
Par le lemme 3.1.a), L(^)H = H^.

Posons r] = L(-0)e; par le lemme 3.1.b), V(  ̂ (g) e) e H (g) 7^, d'où
77 = ^(^,^)e e J^. D

3.11. PROPOSITION.— a) Pour un projecteur orthogonal non nul
p G S les conditions suivantes sont équivalentes : (i) p (g) p ^ 6(p). (H)
6(p)(l (g) p) = p (g) p. (iii)  6(p){p 01) = p 0 p. fiv) /)(a;e,pe) ^ 0. ^
y?(p)-lp(^e,pe) est un projecteur orthogonal, (vi) f = \\pe\\~lpe est un
pré-sous-groupe et p = Lf.

b) Pour un projecteur orthogonal non nul p e S les conditions
suivantes sont équivalentes : (i) p 0 p ^ 6{p). (H) 6(p)(l 0 p) = p 0 p.
(iii)  6{p)(p 0 1) = p 0 p. (iv) L{^pè)  ̂ 0. (v) ^(p^L^pê) est
un projecteur orthogonal. (vi)f = ^pê^pê est un pré-sous-groupe et

P = P f '

Démonstration.— Montrons a). Remplaçant V par SV*E, on en
déduit b).
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(i) ̂  (vi). On a (p(g)p)y(pe(g)pe) =  (p(g)p)($(p)(l(g)p)(e(g)e) = pe(g)pe,
d'où il ressort, comme ||^(pe(g)pe)|| = ||pe(g)pe|| que y(pe(g)pe) =pe(g)pe.
Par ailleurs pe  ̂ 0, puisque e est séparateur pour S. Il s'ensuit que
/ = l/||pe||pe est un pré-sous-groupe. On a Ly(e) = (/,e)/ = pe, donc
Lf =p.

(vi)^(v). Si p = Lf, p^pe) = {e,f)p(uej) = (e,/)2?/ par la
proposition 3.7.a), condition (vi).

(v)=ï>(iv) est clair.

(iv)=^(ii). Si (iv) est vérifiée, il existe une forme positive  ̂ telle que
p =  L(-0) (prop. 1.4). Comme p  ̂ 0, ^(1) ^ 0; or e : L(uj)  ̂ o;(l)
est un caractère sur S\ donc ^(1) = e(p) =  1. Par le lemme 3.10,
(6{p)(l (g) p)(e 0 e) = V(pe (g) pe) = pe (g) pe, d'où (ii), vu que e (g) e est
séparateur pour S (g) 5'.

Il est clair que (ii) implique (i).

En changeant V en (U (g) 1)V*(£7 (g) 1), on change 6 en o- o 6. De
(i) ^=^ (ii), on déduit que (i) ^==^ (iii). D

3.12. COROLLAIRE. — Soient p ç. S et q ç. S des projecteurs tels que
pê  ̂ 0, qe  ̂ 0, pq = qp et r(pq) = 1/n. Alors ^pe^pe = ̂ qê^qê;
c'est un pré-sous-groupe f et Fon a p = Lf et q = p f .

Démonstration. — Comme 0e,ê est central dans S, on a pê = ê ;
de même, qe = e. On a alors (pe,çê) == (e.pqê) = (çe,pê) = n~1/2. Or
||pe||2 = ï(p) et ||gê||2 = r(g) ; donc ||pe||||çê|| = n-1/2. Donc pe et qê sont
(positivement) proportionnels. Alors p = n1/2!/^^) est proportionnel à
L(uje,qe), d'où l'on déduit que ç est de la forme pf (prop. 3.11.b), condition
(iv)). Comme Lfe est proportionnel à /, on en déduit que p = Lf. D

3.13. PROPOSITION. — a) Soit ^ un état sur C{H}. Il existe des pré-
sous-groupes f, g tels que {$ e H, L(^)$ = ç } = H f e t { ^ ç H , p(^ =
^ } = H g .

b) Soit K un sous-espace non nul de H. Il existe des pré-sous-
groupes f,g tels que { $ e H, V(Ç (g) $) = < (g) ^ , VC e ^} = ^/ et
UeM, v^O-^C^vce^}^.

Démonstration.— a) Notons (7 = [x e S , p{^e,xe) ^0}. Par la
proposition 1.4.a), (l+L(^))fc2-A; e (7, donc sa limite, qui est le projecteur
orthogonal p sur { ^ ç H, I/(^)$ = ç } aussi. L'assertion sur / résulte alors
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de la proposition 3.11.a) (condition (iv)). L'assertion sur g s'en déduit en
remplaçant V par SY*E.

b) II suffit d'appliquer a) à l'état  ̂ = k^^u^  ̂ où { ^ , i =

1,..., k} est une base orthonormale de K. D

3.14. COROLLAIRE. — L'ensemble des pré-sous-groupes ordonné par
-< est un treillis. Plus précisément, étant donné des pré-sous-groupes f
et f , il existe des pré-sous-groupes g et g ' tels que H^ H H^ = H9 et
H f H H f = Hgl  .

Démonstration. — Appliquons la proposition 3.13.b) à K = C/+C/'.
Soient ^, g ' des pré-sous-groupes tels que H ^ H ^ ' = H9 et HfHHf = Hgi ;
il est clair qu'alors g = inf(/, /') et g ' == sup(/, /'). D

Rappelons qu'une représentation de V dans un espace hilbertien K
est donnée par un unitaire X ç C(K 0 H) tel que X^X^V^ = V^X^ e
C{K 0 H 0 H). Comme toute représentation est un sous-multiple de la
régulière, on a évidemment :

3.15. COROLLAIRE.— Soient X e C(K (g) H) une représentation de
V et ^ ç K. Il existe un pré-sous-groupe f tel que {rj e H, X(^ 0 rj) =
(^rj)}=Hf. D

3.16. PROPOSITION.— Soit '0 un état de £(H).

a) Les ensembles des valeurs propres de module 1 de L(^) et de p(^)
sont des sous-groupes de [7(1) ; en particulier les valeurs propres de module
1 de L(-0) et de p(^) sont des racines de Punité.

b) II existe des pré-sous-groupes f et g tels que l'espace engendré par
les vecteurs propres de L(^) (resp. pW) associés aux valeurs propres de
module 1 soit H^ (resp. H g ) .

Démonstration. — II suffit d'établir les énoncés relatifs à L(^) ; les
énoncés relatifs à p{ip) s'en déduisent en remplaçant V par SV*E.

a) La restriction de '0 à S coïncide avec celle d'un état vectoriel
û;^^. Un nombre complexe A de module 1 est valeur propre de L(^) si
et seulement s'il existe $ e H non nul tel que V(Ç (g) ç) = A(C 0 $). Soit
G l'ensemble des valeurs propres de module 1 de L(^). Si A, A' ç G, il
existe $ et rj non-nuls avec V(Ç 0 ç) == A'(C 0 0 et V(Ç 0 rj) = A(C 0 rf) ;
on a alors ^12^13(0 0 $ 0 T?) = AA^C 0 $ 0 rj) donc AA' est valeur propre
de (^ 0 id 0 id)(Vi2Vi3) donc de L(^) 0 1 qui lui est conjugué. De plus 1
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est valeur propre de vecteur propre associé ê. Comme G est un sous-semi-
groupe compact (fini) de £7(1), c'est un sous-groupe.

b) Soit V/ l'état de C(H) tel que L(^') = L  ̂ où k est l'ordre du
groupe cyclique G. L'espace engendré par les vecteurs propres de L(^)
associés aux valeurs propres de module 1 est l'espace propre de L(^')
pour la valeur propre 1; il résulte de la proposition 3.13.a) qu'il est de
la forme H ^ . m

4. Pré-sous-groupes et sous-algèbres coïdéales.

Dans ce paragraphe, nous allons établir une correspondance naturelle
entre les pré-sous-groupes de V et les sous-algèbres coïdéales (cf. e.g. [17])
de la C*-algèbre de Hopf associée S. Nous donnons ensuite dans notre
cadre une démonstration très simple de résultats de [16], ainsi que d'autres
résultats analogues.

Commençons par rappeler la définition des sous-algèbres coïdéales
dans une algèbre de Hopf.

4.1. DÉFINITION ([17]).— Soit (A,<î) une algèbre de Hopf unifère.
Une sous-algèbre B de A contenant Punité est dite coïdéale à droite (resp.
à gauche) si 6(B) c B 0 A (resp. 6(B) c A (g) B ).

Revenons à présent aux algèbres de Hopf associées à notre unitaire
multiplicatif V de multiplicité 1. Si / est un pré-sous-groupe on pose
Rf = ULfU et \f = UpfU. Posons aussi Gf = [x e S, xe ç
H f } , Df == [x e 5, xe ç U H f } , Df = {x e S, xê e H f } et
G f = { x ç S, xêçUHf}.

4.2. PROPOSITION. — Soit / un pré-sous-groupe.

a) O n a G y = { L ( ^ j ) * , $ ç U} = {x ç 5, [x,pf\ = 0} = {x e
S , 6(x)(l (g) Lf) = x (g) Lf }. C'est une sous-algèbre coïdéale à gauche de
S, stable par Finvolution.

b) OnaDf ={L(^) , $ e H} = {x e 5, [x,\f] = 0} = {x ç
5, 6(x)(Lf (g) 1) = Lf 0 a;}. C'est une sous-algèbre coïdéale à droite de S,
stable par Pinvolution.

^ c) OnaDf = {p(a^), ^ ç H} = {x ç S , [x,Lf] = 0} = { r c e
5, 6(x)(pf 0 1) == py <g) .r }. C'est une sous-algèbre coïdéale à droite de S,
stable par Pinvolution.
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^ d ) OnaÔf={p(^f)  ̂ ç e H}  == { ^ e S^ [x^Rf] = 0} = {x e
S , <5(a;)(l 0 p/) = a; 0 pf }. C'est une sous-algèbre coïdéale à gauche de S,
stable par l'involution.

Démonstration. — a) Par le lemme 3.2.b), on a { L(c^j)* , $ ç H} C
{x G 5, [^,p/] = 0}. Si rcp^- = p^a;, on a xe = xpfe € ^f/, donc
x e Gf. Soit x e Gy. Alors, par 1.3, K(x) = n^^I-^e.Uxe), donc x =
n^L^^ê)* ; or L{ujuxe^èY = (^Uxe^d)(V^ = (a;e,[/p^e^id)(V*) =
(^Uxe ̂  id)(V*(Ày 0 1)) = {^Uxe ̂  id)((Àj (g) 1)V*) = L(c^e,A/ê)*. Or

\fê est proportionnel à /, donc x ç {L(^j)*, ^ e 7^}. Enfin, pour
rr ç 5, 6(x)(l 0 Ly) =x^Lf ^==^ 6{x)(l 0 L^)(e 0 e) = xe 0 Lye <=^>
V(xe <S> f) =xe(S) f -<=^ xe e Hf.

Il est clair que G f = { x ç S , [x,pf] = 0} est une sous-algèbre
involutive unitale de 5'. Si x e Gf , on a 6(x)(e 0 e) = V(x 0 l)(e (g) e) e
y(I:fy 0 ̂ fj) C 7^ 0 Jfy) par le lemme 3.1 ; donc 6(x) ç S (g) Gf.

b), c) et d) se déduisent de a) en remplaçant successivement V par
([/0l)y*(£/(g)l), SV*Set V. D

Notons que Gf = iï{Df) = J D f J e i Gf = ̂ (Df) = J D f J .

4.3. PROPOSITION.— a) L'application f \—^ Df (resp. f H-> Gf) est
une bijection entre pré-sous-groupes et sous-algèbres coïdéales à droite (resp
a gauche) de l'algèbre de Hopf S. L'application f i—^ Df (resp. f \—> Gf)
est une bijection entre pré-sous-groupes et sous-algèbres coïdéales à droite
(resp à gauche) de l'algèbre de Hopf S.

b) Toute sous-algèbre coïdéale (à gauche ou à droite) de S est stable
par l'involution de S.

Démonstration. — a) Soit B une sous-algèbre coïdéale à droite de
S. Posons H = Be. Par hypothèse, pour x € B et ^ e H, on a
V(xe 0 0 == 6(x)(e (g) Q ç H 0 H. Donc V{H 0 H) = H 0 H. Notons
p le projecteur sur H. Le projecteur p (g) 1 commute à Y, donc p e USU.
De plus, pour a;, y ç. B, on a V*(xe (g) ye) = 6{y)(xe <^ è) ç. H Ç^H. Donc
H ^ H C V{H (g) 7^), donc p 0 p ^ V(p 0 1)V*. Il résulte alors de la
proposition 3.11 (appliquée à Y), qu'il existe un pré-sous-groupe / tel que
p = \^ donc B == Df.

Si B est une sous-algèbre coïdéale à gauche, i^{B) est une sous-algèbre
coidéale à droite; l'assertion resp. s'en déduit. Les autres assertions s'en
déduisent en remplaçant V par V.

b) se déduit immédiatement de a) et de la proposition 4.2. D
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Comme e est un vecteur totalisateur et séparateur pour 5', on a
dim Df =  dim UHf =  dim Hf = dim Gf ; comme ê est un vecteur
totalisateur et séparateur pour 6', on a àimDf = dïmH  ̂ = dimUH-  ̂ =
dïmGf. On en déduit alors à l'aide de la proposition 3.3.d) :

4.4. COROLLAIRE (Théorème de Lagrange, cf. [18], [16]).— La di-

mension de toute sons-algèbre coïdéâle divise là dimension de S. D

4.5. PROPOSITION.— Soient f et g des pré-sous-groupes. Lf espace

vectoriel engendré par {xy, x ç. Df , y e G g } est une sons-algèbre

invointive de £(7^).

Démonstration. — On a

p(uj^gYL{uJf^) = (ujf^ (g) id 0 ̂ )(V2*3 î2) = (̂  0 id 0 ̂ ^(y l̂̂ is)

=^L(o;^)p(a;^)*,
i

où on a posé V*($ 0 77) = ̂  $z 0 T^, d'où le résultat. D
i

On note By^ la sous-algèbre définie dans la proposition 4.5. Rem-
plaçant V par V on en déduit que l'espace vectoriel engendré par {xy , x e
UDgU , y ç. Gf} est une sous-algèbre involutive de C^H)  ̂ notée Ag^f.

Remarque. — On peut donner la généralisation suivante à la propo-
sition 4.5 : soit A une (7*-algèbre munie d'une coaction SA '' A —> A 0 S
de 5'. Alors, avec les notations de [l], le sous-espace vectoriel de A>îS en-
gendré par { e(x)7r(o), a ç A, x e G g } est une sous-algèbre involutive
de A^S. En effet, pour a € A et $ € ?•(, on a 7TL(a)(l 0 p(^,^)*) =
(id (g) id (g) ^)(<5A(a)i2V23) = (id ^ id ^ ̂ ^(^(^ ^ ^) ° ^A(a)) =
(id0id0c^)(y2*3(($A0id)o<^(a)) = ^(id (g) id (g) cc^s^) (^2*3^(04)12) où

i

l'on a posé ^A(^) == S ̂  (g) s^.
î

Remarquons que, comme D^ est une sous-algèbre coïdéâle à droite de
5', le coproduit de 5" définit par restriction une coaction de S dans Df ; la
proposition 4.5 est donc un cas particulier du résultat ci-dessus.

4.6. LEMME. — On a : dïmBf^g = dïmHf dïmH9 = dimA^j.

Démonstration. — L'application  ̂ : x (g) y ^ xy est une application
linéaire bijective de S (g) 5 sur C^H), d'où la première assertion, vu que
Bf^g=^Df^Gg).
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La deuxième assertion en résulte en remplaçant V par V. D

4.7. LEMME.— Soit f un pré-sous-groupe. Le commutant de Gf
(resp. Df , Df , Gf) est UAf^U (resp. UB^fU , Aej , UBf^U).

Démonstration. — Par le lemme 3.2.b), ces deux algèbres commutent.
Par ailleurs Gf = {x G S , [x, pf] =  0 } D {USUynD  ̂ == (UAf^U}'. Donc
(?y = (UAf^eU)' ; le lemme résulte du théorème du bicommutant.

On en déduit les assertions «resp.» en remplaçant successivement V
par (U (g) 1)V*(U (g) 1), Sy*E et V. D

On peut immédiatement généraliser ce lemme :

4.8. PROPOSITION. — Soient f et g des pré-sous-groupes. Le commu-
tant de Bf^g (resp. Af^g) est UBgjU (resp. UAgjU).

Démonstration. — On a B^g == D^ H G'g = U(Bej H Bg^e)U. L'ap-

plication fi : x (g) y i—>- xy est une application linéaire bijective de S 0 S
sur £(M) ; donc B^ H B^e = l^((Dg (g) 5) H (5 (g) G/)) = B^j. L'assertion
«resp.» en résulte en remplaçant V par V. D

Le lemme 4.7 nous permet de donner, dans notre cadre, une démons-
tration immédiate de la généralisation par Masuoka du théorème de
Nichols-Zoeller (cf. [18], [16]).

4.9. THÉORÈME. — Soit B une sous-algèbre coïdéale (à gauche ou à
droite) de S. Alors S est un B-module (à gauche) libre.

Remarquons que, grâce à Pinvolution, on en déduit immédiatement
que S est un -B-module à droite libre.

Démonstration. — L'application x i—> xe est un isomorphisme de B-
modules entre S et "H. Le théorème se déduit facilement du lemme 4.7 et
du lemme élémentaire suivant.

4.10. LEMME.— Soient H un espace hilbertien de dimension finie
et A une sous-algèbre involutive unitale de C{H). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) II existe k 6 N — {0} tel que Hk soit un A-module libre.

(11) dimAdimA'^dimff)2.

Dans ce cas, H est un A module libre si et seulement si dim A divise
dimH.
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Démonstration.—Écrivons A = © My^(C). Pour i c i  no-
îGJ

tons r^ la multiplicité de la représentation correspondante. On a alors
dïmH = Y,niTi, dimA = ^n?, dim A' = ^;r?. Par Cauchy-Schwartz,

z i i

dim A dim A' ^ (dimjFf)2 avec égalité si et seulement s'il existe A ç R tel
que, pour tout î, ri  = Xrii. Remarquons que Hk est un A module libre si et
seulement s'il existe £ e N tel que, pour tout i e J, ÂT^ = ̂ . La première
assertion en résulte.

Dans ce cas, H lui-même est libre sur A, si et seulement si A = ri/ni
est entier. Or dim H =  ̂  n^ = A ̂  nj = A dim A. D

î Z

Le théorème résulte immédiatement des lemmes 4.7 et 4.10 (en
utilisant le lemme 4.6 et la proposition 3.3.d). D

4.11. COROLLAIRE.— Soient f et g des pré-sous-groupes tels que
f -< g. Alors Df est un Dg module libre.

Démonstration. — En effet, par le théorème 4.9, H est isomorphe D^
en tant que Dy-module, donc en tant que -Dp-module. Donc Dh est un
.Dp-module libre. Le corollaire résulte alors de la proposition 3.9.c). D

4.12. COROLLAIRE.— Soient /, /', g et g/ des pré-sous-groupes,
tels que f -< f et g ' -< g. Alors Bf^g est un Bf^g'-module libre.

Démonstration.—Notons k = dimBf^g/àimBf^g == dimDf/
dimDf. Par le corollaire 4.11, il existe a;i...,a^ tels que Df soit engendré
par les xi en tant que Df module. Alors Bf^g est engendré par les Xi en
tant que Bji ̂ -module. Par un argument de dimension, il en résulte que
Bf^g est un Bf ̂ -module libre. Remplaçant V par SY*E, on en déduit que
B f ' ^ g est un .B^^-module libre, d'où le résultat. D

En particulier, C(1~i) = Be,e est un JE^p-module libre. Donc, 7^ est
un By^-module libre, pour tout A; € N tel que la dimension de Bf^g divise
kn ̂ . II s'ensuit que H est un B^j-module libre de rang 1. Ce résultat est
analogue à [16]. On peut en fait donner ici une démonstration très simple
de [16]. Par le lemme 3.2.b), les algèbres Gf et Df commutent.

4.13. PROPOSITION (cf. [16] th. 3.1).— Le Gf (g) Df-module H est
isomorphe à G/ ® Df.

{- ) Ce résultat se déduit directement des lemmes 4.7 et 4.10. Notons qu'on peut aussi
en déduire une autre démonstration du corollaire 4.12 (analogue à celle de 4.11).
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Démonstration.— Par la proposition 1.7.a), la représentation TT :
Gf (g) Df -  ̂ C(H) a même trace normalisée que la représentation naturelle
TT' : Gf^Df —> C(H^H). Par le théorème 4.9, celle-ci coïncide avec la trace
normalisée de l'action de Gf (g) Df dans lui même. Or par la proposition
3.3.d), H et Gf (g) Df ont même dimension. D

5. Sous-groupes, co-sous-groupes et sous-quotients.

5.1. DÉFINITION.— Un pré-sous-groupe f est appelé sous-groupe
(resp. co-sous-groupe) si Lf (resp. p f) est dans le centre de S (resp. S) ;
il  est appelé sous-groupe normal s'il est à la fois un sous-groupe et un co-
sous-groupe. On appelle sous-quotient de V un sous-espace non nul H de
H tel que V(H 0 H) = H 0 H.

Par la proposition 3.11, un sous-groupe est donc donné par un
projecteur central p ç S tel que p <S> p ^ 6(p). Remarquons que par la
proposition 3.3.c), on a alors fï(p) = p; on en déduit que notre notion de
sous-groupe coïncide avec celle de [12].

5.2. PROPOSITION. — Soit H un sous-quotient.

a) II existe un unique pré-sous-groupe f ç H et un unique pré-sous-
groupe f e H tels que H c Hf et H c Hf.

b) On a H = Hf H Hf.

Démonstration. — a) L'unitaire V restreint à HÇ^H est multiplicatif
et il admet donc un vecteur fixe i.e. un vecteur / e H , non nul tel que
V(f <3) 0 = / ̂  pour tout $ e H. Comme V(f 0 /) = / 0 /, on peut
quitte à multiplier / par un scalaire, supposer que / est un pré-sous-groupe.
On a clairement H c H ^ . Si g est un pré-sous-groupe vérifiant la même
propriété o n a f ^ g e t g ^ f donc / = g (3.7.b). L'existence et l'unicité
de / se démontrent de façon analogue.

b) II est clair que H C Hf HJf^. Or d'après la proposition 3.9.c), on a

dïmÇH^Hf^f, f)2 = 1 ; comme l'unitaire V restreint à H est multiplicatif

et que l'espace des vecteurs fixes est réduit à C/, on a dïm{H){f, f}2 = 1
(cf. 1.2). D

5.3. PROPOSITION. — Soient /, / des pré-sous-groupes tels que f -<
f ; posons H = Hf H H ^ . Les conditions suivantes sont équivalentes :



UNITAIRES MULTIPLICATIFS 1331

(i) H est un sous-quotient, (ii) V(H^Hf) = H^Hf. (iii) V(Hf^H) =

H^H.  ( ï v ) V ( H ^ H f ) = H f ( S ) H f. (v) Y(/(8)/) e H^Hf.  (vi)
U H = H .

Démonstration. — Si (ii) est vrai, comme V(H^H) c V(Hf<S>H.) c
H ^ H f , (lemme 3.1.b), on a ^(ff <^ H) c (H  ̂Hf)nH <S> H  ̂= H (  ̂H.
Donc (ii)=^(i).

Si (iv) est vrai, comme V{H^H) c V{H^Hf) C ̂ 0^, (lemme
3.1.b), on a V{Hf^H) C (7ï0^)n^(g)ff^ = ̂ 0^. Donc (iv)=^(iii).

En remplaçant V par EV*E, on en déduit que (iv)=^(ii) et (iii)=^(i).

Supposons que (v) soit vérifiée. Alors V(?f 0 Lf)(ê 0 e) e ff. 0 Tî^.

Comme ê (g) e est séparateur pour 5 0 5, il en résulte que ( p. (g) Lf)V(pf 0
JL/) == ^(P/ ̂  Lf). Donc (v)==^(iv).

Montrons que (vi)=^(v). Par le lemme 3.1.b), on a V(/0/) G H ^ H.

et V(f^)f) e H^Hf, d'où Pon déduit que V(f^f) e UH^Hj.. Comme

de plus Y commute avec X^Rf, on a V(/0/) e (UH^UH^^UHf^H..

Supposons que (vi) est vérifiée. Comme Rfp.Rf est l'identité sur 7:f
(rappelons que .Ry = ULfU), on a RfPfRf ^ I//py; or r{Rfp.Rf) =

r(Rf)r{pf) (proposition 1.8 appliquée à V) ; il vient Lyp. = Rfpf, donc

l/Jf^ n H f = H ; donc Y(/ 0 /) e H 0 ̂ f.

Supposons enfin que (i) est vérifiée. En appliquant 1.3 à la restric-
tion de V à H 0 ff, on voit que pour ç e ff on a (id (g) ù;. .)(Sy)$ =

(dimJf-1/2)^ D'autre part, (id 0 ^)(SV) = (e.^-^e.^-^id 0

^(e),^e)(Sy) = (e,/)-l(ê,/)-l^(id0a;ê,e)(Sy)A^ = (e.^-^ê,/)-1

{e^ê}Rf\.. Donc ^î/Ay agit comme l'identité sur Jf. Donc (i)=^(vi). D

Soit Jf = H  ̂ D Jf. un sous-quotient. Remarquons que, (a;. . 0

id)(SY) = (e.^-^ê./y^^^A^^id)^^) = (e.^-^ê,/)-1^ 0

id)((^0l)SV(À^0l)) = <e,/)-l<ê,/)-l(^,^id)((l0A;)Sy(l(8)^)) =

(e, /^(ê, f}'1^, ê}\.URf par 1.3. On déduit alors de 1.3 que l'opérateur
«[/» associé à la restriction de V à H est la restriction de U h H.

5.4. COROLLAIRE.— Soient f et g des pré-sous-groupes tels que
f ~< 9 et {f,g) = 2~1/2. Alors Hf H H9 est un sous-quotient.
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Démonstration. — On a Uf = f et Ug = ^, donc Î/(J^ H Jf9) =
Jf/ H H9, vu que cet espace est de dimension 2. Le résultat découle de la
prop. 5.3. Q

5.5. COROLLAIRE. — S'oient H un sous-quotient, f.feH les pré-
sous-groupes tels que H = Hf H H r .

a ) S i ê ç H o n a f = ê, Hf =Het V(H^H) = U^H. Le projecteur
q sur H est dans le centre de S.

b) Si e e H on a f = e, Hf = H et V{H^H) = H^H. Le projecteur

sur H est dans le centre de S.

Démonstration. — a) L'égalité / = ê résulte de l'unicité de /; comme
He = U, on a Hf = H et l'égalité V(H^H) = H^H (équivalente à q e S ' )
résulte de 5.3. Comme q = Lf, q ç S ' , donc q e S H 5".

b) se déduit de a) en remplaçant V par EV*S. D

5.6. COROLLAIRE. — Pour un pré-sous-groupe f les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) / est un co-sous-groupe.

(ii) V ( H f ^ ) H ) = H f ^ H .

(iii) V(Hf 0 Hf) = Hf (g) ̂ y.

(iv) a(6(Lf))=6(Lf).

(V) £/^ = ̂ y.

(vi) Df = Gy.

Démonstration. — Comme la transformée de Fourier de pf est pro-
portionnelle à Lf, l'équivalence entre (i) et (iv) résulte de la proposition 1.5.
(i) ^=^ (ii) est claire. Enfin (ii) ^=^ (iii) résulte immédiatement de la prop.
5.3. Si (v) est satisfaite, pf = A/, donc (v)=^(i) ; par la proposition 5.3, tout
sous-quotient est invariant par U donc (ii)==^(v). Enfin (v) <=^ (vi) résulte
des définitions de Gf et Df. Q

En particulier (prop. 3.11), les co-sous-groupes de V sont donnés par
les projecteurs p € S tels que (r{6(p)) == 6(p) ̂  p®p. On retrouve la notion
de 'factor group' de [12]. Donc un sous-groupe normal est donné par un
projecteur central p e S tel que cr(6(p)) = 6(p) ^ p 0 p. Cette notion
coïncide donc avec celle de [12].
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On a aussi évidemment un analogue du corollaire 5.6 pour les sous-
groupes.

5.7. PROPOSITION. — La borne supérieure et la borne inférieure de
deux sous-groupes (resp. co-sous-groupes) est un sous-groupe (resp. co-
sous-groupe).

Démonstration. — Soient / et g deux sous-groupes (resp. co-sous-
groupes). Notons h leur borne inférieure. Notons A le centre de S (resp.
A = [x e S, 6(x) = a(6(x))}). Par hypothèse, Lf ç A et Lg ç A,
donc le projecteur orthogonal sur H11 == H  ̂ D H9 est un élément de A,
donc h est un sous-groupe (resp. un co-sous-groupe). Quand on change V
en EV*S, les pré-sous-groupes ne changent pas, l'ordre est changé en son
opposé, les sous-groupes deviennent des co-sous-groupes et vice-versa, d'où
la deuxième assertion. D

Normalisateur d'un pré-sous-groupe.

Soit / un pré-sous-groupe.

5.8. LEMME.— Pour^ e Hf etC € H , onaV(^Ç,) € 7ï^Hf <î===^
V(^ 0 C) e Hf 0 H.

Démonstration.— Par la prop. 3.11.a), on a (Lf (g) l)V(Lf (g) 1) =
(10 Lf)V(Lf 01)= (Lf (g) Lf)V. Donc (Lf 0 l)V(ç 0 C) = V($ 0 C) ^==^
( i (g)Ly)y($0C)=y($0C). D

5.9. PROPOSITION. — Soit / un pré-sous-groupe. Posons H = {^ ç.
Hf, V ( ^ H f ) c H ^ H f } .

a) On a V(H 0 H) = H (g) Tf, autrement dit lit est un sous-quotient.

b) H est le plus grand sous-quotient de vecteur fixe / i.e. tel que
/ e H C H t .

c) L'ensemble K = {$ e Hf, Y* (^ (g) Q C ̂  0 W } est le plus
grand sous-quotient de vecteur cofixe / i.e. tel que f ç. K C Hf.

Démonstration. — a) On a V(H (g) Hf) C 7^ 0 Hf par définition de
ff. On déduit alors du lemme 5.8 que V(H 0 fl^) C Hf 0 7^.

Pour  ^ Ç ^ H e t a e H f , V^(V(^ 0 C) 0 û) = ^12^13^23^ 0 C ̂  ̂ ) e
Ji^H^Hf,  donc V(ç 0 <) e 7< 0 ff .
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Pour$ ç H et a,C C H î , V^V^(^a^Ç) = V23^i2(Ç0^*(a(g)C)) e
H^n^H  car V^H^Hf) c Ht^H  (lemme 3.1.b) ; il  résulte du lemme
5.8 que V(ç (g) C) e H (g) 7^.

b) Si jHi est un autre tel sous-quotient, on a V^H^^H  ̂= H ^ ^ Hf ,
(prop. 5.3) donc J^i C H.

c) se déduit de a) et b) en remplaçant V par SY*E. D

Le pré-sous-groupe g vecteur fixe (resp. co-fixe) du plus grand sous-
quotient de vecteur co-fixe (resp. fixe) / s'appelle le normalisateur (resp
co-normâlisâteur) de /.

5.10. COROLLAIRE. — Soit / un pré-sous-groupe. Uensemble des pré-
sous-groupes f satisfaisant f -< f et tels que HfnHf soit un sous-quotient
est stable par borne supérieure et par borne inférieure.

Démonstration. — Soit H le plus grand sous-quotient de vecteur
cofixe /. L'ensemble, ordonné par l'inclusion, des sous-quotients de vecteur
cofixe / s'identifie avec l'ensemble des sous-groupes de la restriction de V
à H (g) H. Le résultat découle alors aisément de la proposition 5.7. D

6. Une généralisation du «biproduit  croisé».

Dans ce paragraphe, on fixe un unitaire multiplicatif V de multiplicité
1 dans un espace hilbertien H de dimension finie n et deux pré-sous-groupes
/ et g de V tels que </, g) == n-1/2. Le principal résultat est que les algèbres
Afj et Bg^g introduites au paragraphe 4 sont des algèbres de Hopf en
dualité (théorème 6.2). Cette construction généralise la construction du
«biproduit croisé» de [12], [2l], [15] (voir aussi [1] et [9]).

Commençons par quelques propriétés élémentaires vérifiées par le
couple (/,p) de pré-sous-groupes tels que {f,g} = n-1/2 ; certaines d'entre
elles nous serviront dans la démonstration du théorème 6.2.

6.1. PROPOSITION. — On a les identités suivantes :

a) LfLg = LgLf = (9e,ê et pfpg == pgpf = 0^.

b) (/,e)=^,ê}eé(/,ê)=^,e).

c) Pf(g) = Me et Lg(f) = (/,ê)ê.

d) PfLgPf = {g^^Pf et LgpfLg  = {f,ê)2Lg.

e) LgRf = 0e,é et Xfpg = 0e,e.
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Démonstration.— a) Posons x = LfLg - ô^e = Lf(Lg - ̂ ê,ê) et
V = P/^ ~ ee,e- On a a:*a: = LgLfLg - O^e et y^y = p^p/^ - 0e,e. De plus
r^x) = r(L^) - 1/n = {Lfe.Lge} - 1/n = {e,f){g,e){f,g) - 1/n. De
mêmerQ/*î/) = (ê,/)(p,ê) </,?)-1/n. Or {e,f}(g,e){f,g){êj}{g^}(f^g} =
1/n2. On en déduit que rÇx^x) == T(f/*2/) = 0, d'où a) et {ê,f}{g,ê}{f,g} =
1/n, d'où b).

c) On a pf(g) = p f p g ( g) et Lg(f) = LgLf{f). c) découle donc de a).

d) On a

PfLgPf = (^g.g ̂ id ̂  ̂ fj  ̂^/,/)(^23 ̂ 12^24)
= (d;^^ (g) id (g) 0;yj 0 Ct^j)(yi2Vl3V23^24)

= (^,^ (g) id 0 UJf^f 0 Ci;yj)(Vi2Vl3^34^23)

= (û;p^ (g) id 0 Cc;jj)(Vi2Vl3(l 0 1 (g) P/)^23).

Or

(id 0 id (g) ̂ j)(Yi3(l (g) 1 <g) p/)V23)

= (id 0 id 0 c^j)(Vi3(l 0 1 (g) p/)Y23(l ̂  1 0 Rf))

=  (id 0 id 0 ̂ j)(Yi3(l 010 (9yj)V23)

=py0py .

DoncpfLgpf = ̂ g,g<S>id)(Y(pf^pf)) = (^,p^0id)(y)p^ = {g,e){ujg^
id)(V)pf.

La deuxième assertion s'en déduit en remplaçant V par SV*S.

e) L^J^ est un projecteur plus grand que 0e,ê ; par ailleurs I/^^?/ est
proportionnel à LgpfLgRf = LgpfRfLg = LgOf^Lg qui est de rang 1,
d'où l'égalité. La deuxième assertion s'en déduit en remplaçant V par V.

D

Venons au résultat principal de ce paragraphe :

6.2. THÉORÈME.— II existe un (et un seul) unitaire multiplicatif
W ç. C(H 0 H) de multiplicité 1, pour lequel g est fixe et f cofixe et
tel que les C*-algèbres S et S associées sont respectivement Afj et B g ^ g.

Nous avons noté qu'un unitaire multiplicatif dans C(H 0 H) de
multiplicité 1 est déterminé par l'espace de ses vecteurs fixes, de ses vecteurs
cofixes et les <7*-algèbres S et S associées (cf. prop. 1.10) ; donc si un tel
opérateur W existe, il est unique.
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Notons r la trace normalisée de C(H). Le théorème 6.2 résulte de
la caractérisation des algèbres de Hopf en dualité donnée au paragraphe
2 (théorème 2.8). On a 0fj = Lf\f e Afj et 0g ̂  = Lgpg ç Bg^g. De
plus, dïmAfj = dïmBg^g = n (lemme 4.6, prop. 3.3.d). Nous devons donc
montrer :

— Pour tout a e Ayj et tout b e Bg^g on a r(ab) = r(a)r(b) (prop.
6.4 ci-dessous).

Il en résulte qu'il existe un unitaire W G C(U (g) H) tel que (ag 0
bf, W(cg 0 df)) = r(a*6*cd) pour tout a, c G Afj et tout 6, d ç -B^.

— On a W ç. Bg^g 0 C(H). En vertu de la prop. 4.8, il revient au
même de démontrer que, pour tout T e R(Dg), on a |T(g) 1, IV] = 0, (prop.
6.7) et que pour tout T ç \{Gg), on a [T 0 1, W] = 0 (prop. 6.11).

6.3. LEMME. — Pour tout a ç \(Df), tout x ç S et tout b € G g on
a r(axb) = r(a)r(x)r{b).

Démonstration. — Considérons les sous-algèbres D\ = A(Dy) (S)

1, D2 = L(S) 0 1, Ps = ^*(1 ̂  p{Gg))V.

Remarquons que l'espace vectoriel engendré par D\D  ̂ est A^g 0 1
et que l'espace vectoriel engendré par D^D  ̂ est V(Be,g 0 1)V* ; de plus,
D\ et PS commutent; donc l'espace engendré par d^d^ds, di ç Di est une
sous-C'*-algèbre D de £{T~i) 0 5'. La dimension de D est clairement ^ n2.

L'application a ==  id 0 £ : D —>• C(H) est une représentation.
Son image contient Xfpg = 6e,e et S donc tout C(H), vu que e est
totalisateur pour 5. Pour des raisons de dimension, on en déduit que a
est un isomorphisme. Comme D est un facteur, les traces T 0 r et T o a
coïncident.

On a (r(g)r)(aa;(g)l)V*(l(g)&)y) = roa{{ax^)l)V*(l0b)V) = T(a.r6).
Or r est la mesure de Haar de 5, donc (id 0 r)(V*(l 0 ̂ ) = r{b)l  ; donc
r{axb) = r(b)r{ax) = r(b)r(a)r(x) (prop. 1.7.a). D

6.4. PROPOSITION.— Pour tout a ç. Ayj et tout b e Bg^g on a
r(ab) = r(a)r(b).

Démonstration. — Pour a\ ç. \{Df), 02 € L'{Gf), 62 € ^(Dg),
et 63 € p(Gg), on a r^io^^s) = T(ai)T(a2&2)^(63) (lemme 6.3). Or
^(o^^) == (€,02^2^) = (p/e, a'zb'^Xge} ; or py02 = a2p/ et 62^ = A^
(prop. 4.2); enfin p/A^ = ^e,e; oi1 trouve {pfe.a^Xge) = {e^a'ze)(e^b^e}.
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On a donc rÇa^a^bs) == r(a\)r(a^)r(b'2)r{b3) = r{a\a'2}r(b^b^)^ d'où la
proposition. D

6.5. LEMME. — Pour tout b e Be,g, on a EA^ gW € ^ '

Démonstration. — Pour a € A^e ? x ç. S , b € Gg, on a arc ç Af^'
donc r(axb) = r(ax)r(b) (lemme 6.3), donc EA^ s(xb) == r(b)x. D

Considérons l'opérateur VF ç C(H 0 7<) donné par {ag (g) &/, lV(c<y 0
df)) = r(a*&*cd) pour tout a,c € Ayj et tout 6,d e B g ^ g .

Par le théorème 2.8, il nous reste juste à montrer que W ç. Bg^g 0

w-
Nous aurons besoin du lemme suivant :

6.6. LEMME. — a) On a (pg 0 1)V(1 (g) Xg) = V{pg <g) \g).

b) Pour tout a,f3 ç >{Df) on a [pp^ 0 1, (/3* (g) l)V(a (g) A^)] = 0.

Démoiistratioû. — a) On a E(l 0 î7)V*(p^ (g) 1)Y(1 0 À5)(l 0 <7)S =

V*(l 0 Pg)V(p^ 01)= ë(pg)(pg 0 1) = P^ 0 Pg (pFOp. 3.11.b), d^Ù à).

b) Par a) p^ 0 1 commute avec V(l 0 Àg). Les autres commutations
sont évidentes. D

6.7. PROPOSITION. — Pour tout T e R(Dg), on a [T 0 1, W] = 0.

Démonstration.— Soient x,a e Gf, y € ^,95 b ç D g , c e G^, et
a, /3 e A(Dj). On a [T, p^] = 0, donc Ta^ ç Hg = \(Df)g ; soit ai e A(Dj)
tel que Ta^ = a\g. De même, il existe un unique f3\ ç. \(Df) tel que
T*^ = ^g. On a

(rc^ 0 yf, (T 0 l)W(aa^ 0 cbf)) = (.r/3i^ 0 i//, W(aag 0 c&/))

= r(/3^*i/*aac6)

= r(^*2/*aca^i*).

De même

<rr^ 0 yf, W(T 0 l)(aa^ 0 cbf)) = r^y^aca^ b^).

Remarquons que ab(3^a^b(3* ç A^e et x*y*ac ç ^e,^' On a alors
rÇx^y^acab/S^) = r(2;a&/3^) et r(^*î/*acQifr/3*) = T(2;Q/l&/î*), où z =
EAf ê{x*y*ac). Par le lemme 6.5, z e 5.
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Comme z, 6e 5'etai,/?* ç X(S), onaT(/3*mi6) = (/?ê0^*e,y(aié0
6e)); de même, r{^zab) =  </3iê (g) ^*e,y(aê 0 6e)}. Or be ç UHg et
ê = {g.ê^Rfg = {g.è^Rfpgg.

Donc r(/3*2;ai6) = (^ê)-1^^, (/^0l)(/3* 0l)Y(ai 0À^)(ê0
&<°)) = {g,ê}~l{g 0 2;*e, (/?* 0 l)V(ai (g) \g)(pgRfê 0 6e)} par le lemme
6.6. Donc r(^za^b) = (^ 0 ^*e,V(ai^ 0 6e)). De même, r(^zab) =
(0ig ^> ^*e, V(a^ 0 6e)) = <r*/3^ 0 ̂ *e, y(a^ 0 6e)) = r(/î*mi6), d'où le
résultat. D

6.8. LEMME.— Soient ai e A(D^), 03 e L(Gf), 62 6 ^(^5) et
&i e P(G^).

a) On a {a^g.b^f) =  ̂ ^(o^e^iêXaie^e).

b) On a (Ub^f.a^g)  == 7ll/2([/6lê,a2e)<y62e,alê).

Démonstration. — a) On a [J?y,ai] = [-R^,6i] == 0 et RfRg = ^e,ê5
donc

(ai02^,6i62/) = 7^1/2<6îa2^e, a^Rfe}

= n172 {Rgb^e, Rfa^e}

=n l /2<6îa2e,6>ê,êaî62e)

= ^^((^e^iê^aie^e).

b) On a [p/,û2] = [^,62] = 0 et p^^  = 6^e, donc

{Ub^f.a^g} = ^^{ayjb^Xfè.Ubyja^pgè}

= ^^{pfayjb^pgUbyja^è}

= ^^{a^Ub^e^eUb^Uaiê}

=nl/2([76lê,a2e)(^62e,alê).

D

Notons JA '' xg ̂  x*g (x e Ayj) et JB '- yf ̂  y * f (y € ^^ ) les
involutions canoniques.

6.9. PROPOSITION.— On a JA^B = ^•

Démonstration. — Soient ai ç A(Z)y), 02 G ^(G/), ^2 G ^(-D^)
et 61 e p(G^). On a : (JA JB^\ f, ci^g) = (JAQ'2a'ig,JBb2bif) =
(a^g.b^b^f) = n^^û^e^ê^a^ê^e) par le a) du lemme précédent.
Or, (a^e,6îê) = {Ja'ze^Jb\è) = (J^J6lê,a2e) = (î76iê,a2e); de rxicme,
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(a^ê, b^e) == {Ub^e  ̂aie). Par le lemme 6.8.b), on a donc (JA^B^I/? 02^1^)
= {Ub^f.a^g).

Comme les b^b\f et les 0201(7 engendrent H, le résultat en découle
immédiatement. D

6.10 LEMME.— Pour a^x ç UAfjU et pour b^y ç. Bg^g on a :
{ag (g) &/, (1 (g) £/)W*(1 0 £/)(^ 0 î//)} = ï(a*6*^).

Démonstration. — Posons a\ === JAO^JA 5 ^i = JA^JA 5 ^i = J A ^ JA
et î/i = JAVJA' Alors ai,a;i e Ayj et 6i,î/i ç Bp^. On a {ag (g)
&/, (1 0 £7)iy*(l 0 <7)(^ 0 2//)) = ((JA^I? (g) JAbig), (1 0 ^)IV*(1 0
U)(JAXif ^ JAVig)) = {{JAaig(S)UJAbif),W^JAXig (S)UJAVif)) =
(TV(a^06î/), (^02/î/)) = T(&iaii/î^) = T(JA^*^*JA) = r(^a*6*).

D

6.11. PROPOSITION. — Pour tout T e X(Gg), on a [r 0 1, W] = 0.

Démonstration.— Si on remplace Y par SV*S, alors les algèbres
S et S sont échangées, toutes deux avec le coproduit opposé; les algèbres
Dg et G g sont échangées, Palgèbre Gf est transformée en Df et UDfU en
UGfU. Donc -Bp^ est inchangée et A^-j est transformée en UAfjU. Par
le lemme 6.10, W est alors transformée en (1 0 U)W*(1 0 [/).

La proposition 6.7 montre que

[(1 0 U)W^10 £/), (UGgU 0 1)] =0. D

6.12. Remarque. — On peut donner une formule explicite pour l'uni-
taire multiplicatif W : notons T : "H 0 H —> H l'application donnée par
T(^ 0 n} = aRgpfr], où a e UDfU est tel que aê = (/, ê)"1^^. On vérifie
que T*T = Rf 0 pj, donc T* est isométrique. On a

W = n(T 0 T)(l 0 Rg 0 A^ 0 l)Vl3^23^23^24(r* ̂  T*).

6.13. PROPOSITION.— a) e est un pré-sous-groupe de W ; on a
(^e,e (^ id)(lV) = \f et (id 0 uje^e)(W) = p g . La sous-algèbre coïdéale à
gauche (resp.,à droite) de l'algèbre de Hopf Afj (resp. Bg^g) associée est
UDfU (resp. Gg).

b) ê est un pré-sous-groupe de W ; on a (uje,ê ̂  id)(W) = Lf et
(id 0 CL^e)(lV) = Lg. La sous-algèbre coïdéale à droite (resp. à gauche) de
F algèbre de Hopf Afj (resp. Bg^g) associée est Gf (resp. Dg).
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c) Le pré-sous-groupe e de W est un sous-groupe (resp. un co-sous-
groupe) si et seulement si f (resp. g) est un co-sous-groupe de V ; le pré-
sous-groupe ê de W est un sous-groupe (resp. un co-sous-groupe) si et
seulement si f (resp. g) est un sous-groupe de V.

Démonstration. — a) Comme e est proportionnel à \/g et p gf , \f ç.
Afj et pg ç. B g ^ g, la première assertion résulte du corollaire 3.12. Notons
les coïdéaux relatifs à W avec un exposant W. On a G  ̂ = {x €
Afj, [x,(id^^e)(W)} = 0} 3UDfU, vu que (id 0 ̂ e,e)Qf) = P g'
Comme dim G^ = {g, e)~2 = dim Df, on a l'égalité. De même D^ = G g .

L'assertion b) se démontre de façon analogue.

c) e est un sous-groupe de W si et seulement si U(uje,e ̂  id)(W)U =
(^e,e 0id)(lV) ; par a), cela a lieu si et seulement si / est un co-sous-groupe
de V. Les autres assertions se montrent de façon analogue. D

6.14. Remarque.— On déduit de la proposition 6.13 que l'algèbre
A^g associée à l'unitaire multiplicatif W et à son pré-sous-groupe e est

USU. De même, l'algèbre B^ est S.

La construction ci-dessus associe à un triple! (V, /, g) consistant en
un unitaire multiplicatif V et deux pré-sous-groupes / et g le plus éloignés
possible, un unitaire multiplicatif W. Si on applique à nouveau cette
construction au triple! (TV,e,ê), on obtient donc V.

Si dans la construction de l'unitaire multiplicatif W on échange
les rôles de / et g , on obtient un unitaire multiplicatif Wr, de vecteur
fixe /, cofixe ^, les algèbres S et S associées étant Ag^g et Bfj. Or
Ag^g = J B g ^ g J et Bfj = JAjjJ; donc l'unitaire multiplicatif associé
est (J(g)J)STV*E(J(g)J) = ( J J B ® J J B W ( J B J ^ J B J ) , qui est équivalent
àÏV.

Si on part de (W,ê,e), on obtient donc l'unitaire V = (JBJ ^
J B J ) V ( J J B ^ J J a ) équivalent à V.

Plus généralement, soien! f,f,g,g des pré-sous-groupes tels que / -<
/, g -< g et {f,g} = ( g ^ f ) = n~1/2. Notons W l'unitaire multiplicatif
associé à (V,/,<?). On vérifie alors que :

— f et g sont des pré-sous-groupes de W.

— Les unitaires multiplicatifs construits à partir de (V,/,p) et
(W, /, g) coïncident.
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On en déduit alors que / et g sont des pré-sous-groupes de l'unitaire
multiplicatif W construit à partir de (Y, /, g) et que l'unitaire multiplicatif
construit à partir de (W^f.g) est conjugué à W.

7. Liens avec les sous-facteurs.

7.1. Inclusions de profondeur 2.

Soit N C M une inclusion irréductible de profondeur 2 d'indice fini
de facteurs de von Neumann de type II\ .

— Notons N C M C Mi C M .̂.. la tour de Jones de l'inclusion
JVC M.

— Posons S =  MI H N/ et S = M  ̂H M' contenues dans M^ Fl N ' qui
est isomorphe à un C(H) (par définition de la profondeur 2).

— Notons q e Mi H TV' le projecteur de Jones de l'inclusion N C M
et p G Ma D M' le projecteur de Jones de l'inclusion M C Mi. Ce sont des
projecteurs minimaux de M^ H N/ = C(H). Choisissons e, ê ç. H de norme
1 tels que pê = ê, qe = e et (e, ê) G R+.

Notons T la trace normalisée de Ma. Remarquons que, pour x € 5,
on a ^Mi (^) G MI H M' = Cl ; donc EM^ (x) = r(x). Donc, pour  x ç S et
y e MI on a r(xy) = r(.r)r(î/).

Notons alors V ç C(H®H) l'unitaire tel que, pour a,x ç S etb.y e S
on ait {xe 0 ̂ /ê, y(ae 0 bê)) = r(x*y*ab).

Notons aussi W e £(M (g) L^Mi)) tel que, pour a,x ç S et b,y e M-i
on ait {xe^y^r-» W(ae<S>b^r)} = r(x*y*ab). C'est l'image de y par la suite
des inclusions C{H} (g) C(H) C /;(^) 0 M^ C C(H (g) ̂ (Mi)).

Il est clair que W commute à 10 b pour tout b ç. M, d'où l'on déduit
que W € C,{H) 0 5'. Par le théorème 2.8 (en utilisant le lemme 2.2.c), on
en déduit que S et S sont des algèbres de Hopf en dualité. De plus, pour
x,yçMonfiW*{l(S)xqy)W==(l^x)W^l(S)q)W(l^y) e5(g)Mi. On
en déduit que l'application z \—^ W* (1 (g) z)W est une coaction (à gauche)
de S dans Mi dont l'algèbre des points fixes est M.

On retrouve ainsi un résultat d'Ocneanu; voir [2], [20] pour d'autres
démonstrations (dans le cadre des inclusions d'indice fini) et [14], [6] (dans
un cadre plus général).
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7.2. Pré-sous-groupes et facteurs intermédiaires.

Conservons les notations ci-dessus. Soit / un pré-sous-groupe de V'.
Posons Mf = {x € Mi, [x^Lf] = 0}. C'est un sous-facteur de M\
contenant M et Df C 5" = Mi r \ N ' . On en déduit que [Mf : M] ^ dimÔy.
Par ailleurs, comme Lf ^ p, on a L^ = ^-; donc, pour a; e Mf, on
a LfX^r = xLf^r = x^r'ï on en déduit que [Mf : M] ^ r(Lf)/r{p) =
dimDy ; on en déduit que Lf est le projecteur de Jones de Mf C Mi.

Réciproquement, soit M C P C Mi un facteur intermédiaire. Posons
Q = JM?' JM C /^(I/^M)) ; on a N C Q C M ; notons p\ e S le projecteur
de Jones de l'inclusion P C M\ et ci € 5 ' le projecteur de Jones de
l'inclusion Q C M. Comme [P : M] = [M : Ç], on a [P : M][Q : N] = [M :
7V], donc ï(pigi) = r(pi)r(çi) = r(p)[P : M]r(ç)[Ç : N] = dim{H)-\ Par
ailleurs, ci € P (car P est la construction de base de Q C M) et p\ e P7 ;
donc piçi = çipi. Par le corollaire 3.12, il existe un pré-sous-groupe / tel
quepi = Lf et ci = pf.

En d'autres termes, les Lf où / est un pré-sous-groupe, sont les pro-
jecteurs de Jones des facteurs intermédiaires M C P C Mi. L'applica-
tion P »—> JM?' JM est une correspondance bijective entre facteurs in-
termédiaires M C P C MI et facteurs intermédiaires N C Q C M. On en
déduit que les pf où / est un pré-sous-groupe, sont les projecteurs de Jones
des facteurs intermédiaires N C Q C M.

On en déduit une bijection (décroissante) / ^—> Nf entre pré-sous-
groupes et facteurs intermédiaires N C P G M. On retrouve ainsi, à l'aide
de la proposition 4.3, une bijection croissante (un isomorphisme d'ensem-
bles ordonnés) entre facteurs intermédiaires et sous-algèbres coïdéales à
gauche de l'algèbre de Hopf S [11] (voir aussi [5] où ce résultat est généra-
lisé au cas non compact).

Plusieurs de nos constructions s'interprètent alors :

— Le théorème de finitude (corollaire 3.6), est donc une conséquence
du fait que dans une inclusion d'indice fini il y a un nombre fini de facteurs
intermédiaires ([22]).

— Les sous-groupes correspondent aux facteurs intermédiaires Nf
tels que l'inclusion Nf C M soit de profondeur 2; les co-sous-groupes
correspondent aux facteurs intermédiaires Nf tels que l'inclusion N C Nf
soit de profondeur 2.



UNITAIRES MULTIPLICATIFS 1343

— Les sous-quotients correspondent aux couples de facteurs in-
termédiaires Nf , Nf tels que Nf c Nf et que l'inclusion Nf c N. soit de
profondeur 2.

— Des pré-sous-groupes / et g sont le plus éloignés possible si et
seulement si on a un carré commutatif et cocommutatif

N C Nf
n n

Ng c M.

Notons alors Mf la construction de base de Jones de l'inclusion Nf C M.
La construction du paragraphe 6, dit alors que l'inclusion Ng C Mf est
irréductible de profondeur 2.

On peut en fait donner une démonstration directe de ce résultat :

1. On a Ng H Mi = Gg C S = N ' H Mi. On a N ' H Mf = Df. Donc
Ng n Mf = (Ng n Mi) n (7V n Mf) = Gg n Df = c.

2. La construction de base appliquée à l'inclusion Ng C Mf donne
un facteur M g . On a M' H M^ = £^ c S = M' H Ms. On en déduit que
A^ H M^ contient l'algèbre Bg^g. Sa dimension est alors égale à l'indice de
Ng C Mf, d'où le résultat.
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