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UNITAIRES MULTIPLICATIFS EN DIMENSION FINIE
ET LEURS SOUS-OBJETS

par S. BAAJ, E. BLANCHARD et G. SKANDALIS

Dans cet article, nous étudions 1’équivalent des sous-groupes pour
les unitaires multiplicatifs en dimension finie. Nous montrons que les
«sous-groupes» en notre sens correspondent aux sous-algebres coidéales
des algebres de Hopf (cf. e.g. [17]) et donc aux facteurs intermédiaires des
inclusions de profondeur 2 (cf. [11]).

Notre approche donne donc un nouveau point de vue sur les sous-
objets des algébres de Hopf et sur les facteurs intermédiaires. Il permet
de retrouver de fagon souvent élémentaire un certain nombre de résultats
de ces deux cadres (e.g. des résultats de liberté de Masuoka - [16], un
résultat de finitude de [22]). Il nous permet aussi d’énoncer et démontrer
quelques résultats nouveaux (e.g. intégralité de certains inverses de produits
scalaires, généralisation d’une construction de biproduits croisés - cf. [12],
[21], [15]).

Le point de vue pris ici est celui de [1] : nous partons d’un unitaire
multiplicatif V € L{H ® H) o H est un espace hilbertien de dimension
finie. Une question trés naturelle est alors : Quels sont les sous-objets
de (H,V)? Autrement dit, quels sont les sous-espaces H de H tels que
VHRH)=HQ®H?

Cette question nous amene a étudier d’abord le cas des sous-espaces
comme ci-dessus de dimension 1, c’est & dire les vecteurs unitaires f € H
tels que V(f ® f) = f ® f. Dans le cas de l'unitaire multiplicatif d’un
groupe fini G, (H = £2(G), V(&)(s,t) = &(st,t), pour £ € H®H = £2(G x

Mots-clés : Unitaires multiplicatifs — Algébres de Kac de dimension finie — Sous-facteurs.
Classification math : 46105 — 47D35 — 16 W30.
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G), s,t € G) un tel f est (proportionnel ) la fonction caractéristique d’un
sous-groupe de G.

Dans le cas général, nous appelons un tel f un pré-sous-groupe de
V. A un tel pré-sous-groupe, correspondent deux sous-espaces de H, notés
Hf et H 7, qui dans le cas d’un sous-groupe I' d’un groupe G consistent
respectivement en le sous-espace des fonctions nulles hors de I' (I’espace
HY) et invariantes par translation & droite par ' (I’espace Hy).

Nous obtenons aisément un équivalent dans notre cadre du théoréme
de Lagrange : pour tout pré-sous-groupe f , on a dim H/ dim H s =dimH.

Il y a naturellement une relation d’ordre < pour les pré-sous-groupes :
inclusion pour les HY correspondants. Cette relation a un plus grand
élément, «le» vecteur fixe e et un plus-petit élément, «le» vecteur co-fixe é.
De plus, l’espace des pré-sous-groupes est un treillis. Cela nous permet de
définir ’analogue dans notre cadre du sous-groupe engendré par une partie.

Si f et g sont deux pré-sous-groupes, |(f,g)|™2 est un entier. Il en
résulte qu’il y a un nombre fini de pré-sous-groupes et on peut méme donner
une estimation (assez grossiére) de leur nombre.

Nous disons qu’un pré-sous-groupe f est un sous-groupe (resp. un co-
sous-groupe) si V(Hf @ Hf) = Hf @ HY (resp. V(H; ® Hf) = Hy ® Hy);
nous montrons que cela a lieu si et seulement si le projecteur sur H/ (resp.
Hy) est dans le centre de P’algebre S (resp. §) associée 3 V (1), Si f est & la
fois un sous-groupe et un co-sous-groupe, on dit que c’est un sous-groupe
normal. Les notions de sous-groupe, co-sous-groupe et sous-groupe normal
coincident clairement avec celles introduites par Kac dans [12]. Les sous-
groupes et les co-sous-groupes forment un sous-treillis de I’ensemble des
pré-sous-groupes.

Enfin, les pré-sous-groupes permettent de classifier les sous-quotients
de V i.e. les sous-espaces H de H tels que V(HQ H) = H® H : pour un tel
H, il existe un unique couple (f, f) de pré-sous-groupes tels que f < f et
H=H'nH 7 Inversement, nous donnons plusieurs conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’une telle intersection soit un sous-quotient. En
particulier, nous montrons que pour tout pré-sous-groupe f il existe un
plus grand pré-sous-groupe f (le normalisateur de f) tel que f < f et
HfNnH 7 soit un sous-quotient.

(1) Pour Punitaire multiplicatif associé & un groupe fini G, Palgeébre S = C(G) associée
est commutative, donc tout pré-sous-groupe est un sous-groupe.
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Si f est un pré-sous-groupe, ’ensemble Dy = {z € S, k(z)e € Hf }
(ou k désigne Pantipode de S) est une sous-algébre coidéale (& droite)
i.e. une sous-algebre involutive de S telle que §(Ds) C Dy ® S (ou §
désigne le coproduit de S). Réciproquement, toute sous-algébre coidéale
(& droite) D de S est de la forme Dy. En ce sens, notre analogue du
théoréme de Lagrange est une réécriture d’un résultat plus général de [16].
Notons que dans [16], ce théoréme de Lagrange résulte d’un résultat plus
précis : S est un D-module libre, dont nous donnons, dans notre cadre,
une démonstration nouvelle. Nous discutons aussi de nouveaux résultats
de liberté analogues & ceux de [16] : plus précisément, nous définissons
aussi une sous-algébre coidéale (3 gauche) Gy = { y € §, R(y)e € Hf }
de S. Nous montrons que P’espace vectoriel By s engendré par {zy, z €
Ds, y € G 7} est une sous-algébre involutive de L£(H) et que H est un
module libre (de rang 1) sur By ;. Nous généralisons cela & une algebre
By 4 associée de fagon analogue & deux pré-sous-groupes f et g.

Le coproduit de algébre de Kac S (et donc P'unitaire multiplicatif
V) dépend uniquement des algebres S et S et des vecteurs e et é. On
peut en fait caractériser les quadruplets (S, S ,€,€) parmi les quadruplets
(A, B, f, f) o A et B sont des sous-C*-algebres de L(H) et f, f sont des
vecteurs (de norme 1) de H.

A Daide de cette caractérisation nous donnons une généralisation a
notre cadre du biproduit croisé (cf. [12], [21], [15]) : & deux pré-sous-groupes
f et g les plus éloignés possible i.e. tels que |(f,g)|~2 = dimH, nous
associons un nouvel unitaire multiplicatif W; ’algebre S associée & W
est I'algeébre By 4 associée & g; ’algeébre S est une algébre Ay ¢ construite
de facon analogue. Cette construction s’interpréte simplement en termes
d’inclusions de facteurs.

Dans le cas de deux sous-groupes G, G2 d’un groupe fini G tels
que G1G2 = G, G1 N Gy = {e}, Punitaire multiplicatif W est associé au
«biproduit croisé» de [21], [15] (cf. aussi [12] et [1] §8).

De plus, par [11], les sous-algébres coidéales correspondent aux fac-
teurs intermédiaires d’une inclusion irréductible associée a S. Plusieurs de
nos résultats s’interprétent en termes de facteurs intermédiaires. En par-
ticulier, notre résultat de finitude est une réécriture (plus précise) d’un
résultat plus général de [22].

L’organisation de ce travail est la suivante :

Dans le premier paragraphe, nous faisons quelques rappels et complé-
ments pour les unitaires multiplicatifs sur un espace hilbertien de dimension
finie.
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Dans le deuxiéme paragraphe, nous donnons une caractérisation des
algebres de Kac (et leur algébre duale) parmi les couples de sous-alggbres
de L(H).

Nous introduisons ensuite les pré-sous-groupes, pour lesquels nous
donnons plusieurs résultats d’intégralité, ainsi que la relation d’ordre et
ses propriétés (paragraphe 3). Nous faisons le lien avec les sous-algébres
coidéales au quatrieme paragraphe, ainsi que la construction de plusieurs
autres sous-algebres associées a des pré-sous-groupes.

Au cinquiéme paragraphe, nous discutons les sous-groupes, co-sous-
groupes et sous-quotients.

Au sixiéme paragraphe, en nous aidant du paragraphe 2, nous don-
nons la généralisation du biproduit croisé mentionnée ci-dessus.

Nous interprétons enfin (paragraphe 7) nos résultats en termes d’in-
clusions de facteurs d’indice fini et de profondeur 2.

Nous remercions M. Izumi qui a attiré notre attention sur le lien entre
sous-algébres coidéales et sous-facteurs de [11] et D. Bisch pour plusieurs
conseils bibliographiques.

1. Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous fixons quelques notations et particularisons
& la dimension finie certaines constructions de [7] et [1]. Nous donnons en
outre quelques autres résultats plus spécifiques & la dimension finie (cf.
aussi [13]).

Notations. — Dans cet article, H désigne un espace hilbertien de
dimension finie n # 0 et V' € L(H ® H) un unitaire multiplicatif sur H, i.e.
tel que ViaVigVag = VosVia (E L:(H RQH® H))

Rappelons (cf. [1]) que pour w € L(H)* on note L(w) = (w®id)(V) €
L(H) et p(w) = (id ® w)(V); les ensembles S = { L(w), w € L(H)*} et
S = {p(w), w € L(H)*} sont des sous-algebres involutives de £L(H). Les
apphcatlons 6:2— V(z®1)V* de S dans S® S et iz V(1®D)V
de S dans S ® S munissent S et S de structures de C*-algebres de Hopf.

1.1. Remarquons que L(w) (resp. p(w) ) ne dépend que de la restric-
tion de w & S (resp. S). Les algébres S et S sont en dualité via la forme
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bilinéaire § : (L(w), p(w')) — (w ® w')(V) = w(p(w')) = w'(L(w)). Le pro-
duitj\ (resp. coproduit) de S est dual pour 8 du coproduit (resp. produit)
de S :pourz,z' € S, y,y' € S,0n a

Bzz’,y) = (B B)(x®,8(y), Blx,yy) = (B0 (6(),y0y).

Notons 7 la trace normalisée de L£(H). Rappelons (cf. e.g. [1], §4)
que les restrictions de 7 & S et S sont des mesures de Haar : pour tout
z €S (respy € §) on a (id ® 7)é(z) = (1 ®id)é(z) = 7(z)1 (resp.
(id® 7)é(y) = (7 ®id)é(y) = 7(y)1).

Rappelons que £ € H est appelé fixe (resp cofixe) si, pour tout n € H
ona V({®n) =£®n (resp. V(n®E) = n®¢)). Par [1] §4, L(r) (resp p(1))
est le projecteur orthogonal sur I’espace des vecteurs cofixes (resp. fixes)
de V. Comme (7 ®7)(V) = 7(L(7)) = 7(p(7)), les projecteurs L(7) et p(7)
ont donc méme dimension. Autrement dit, les dimensions de I'espace des
vecteurs fixes et des vecteurs cofixes coincident.

On appelle multiplicité de V la dimension de ’espace des vecteurs
fixes. Rappelons (cf. [1]) qu’un unitaire multiplicatif de multiplicité m est
équivalent au produit tensoriel d’un unitaire multiplicatif de multiplicité 1
par 1 € L(C™ ®@C™).

1.2. On suppose désormais que la multiplicité de V est 1. Soient e un
vecteur fixe et € € H un vecteur cofixe de norme 1. Soient ¢ ’état vectoriel
We,e €t @ ’état vectoriel we ;. Rappelons que ¢ et T coincident sur S et que
@ et 7 coincident sur S. Comme L(t) =0s¢s,0nal/n=70:¢) = ¢(fce) =
|{e, €)|?. Quitte & multiplier é par un scalaire de module 1 convenable, on
supposera désormais que (e, &) = n~1/2,

Les applications & : L(w) — L(w*)* = (w @ id)(V*) et K : p(w) —
p(w*)* = (id ® w)(V*) sont des antiautomorphismes involutifs de S et S
respectivement.

Comme « préserve P'involution de S, 'application ze — k(x)e est un
unitaire U € L(H). On a U? = 1. De plus, (H, V,U) est un systéme de Kac,
au sens de {1], §6. En particulier, en désignant par ¥ € L(H®H) la volte (i.e.
Popérateur tel que £(®n) = n®E), les unitaires V= (ULIVEU®I1) et
V= Z(U®1)V(U®1)Z sont multiplicatifs. De plus, EVVV(1®U) =1 et,
pour z € S,onaé(z) = V*(1®x)V et pour z € S, on a 6(1;) V(z®1)V*.

Remarquons que Ue = e; de plus, si w € L{H)* satisfait w = w* et

L(w) L(w)*, alors UL(w)e = L(w)e. Appliquant ceci & n'/?3, on trouve
Ue
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Il s’ensuit que € est un vecteur fixe et e un vecteur cofixe pour V et
V.

1.3. On a (id @ ws ¢)(ZV) = (id ® we e)(zvvvu ®U)) = n~1/2;
de méme, (wes ® id)(ZV) = (wee ® id)(EVVV) = n~2U. Pour ¢ €
H, on a donc L(wee)e = (id ®@ wee)(ZV)E = n~Y2¢ et p(wee)*e =
(id ® we o) (ZV)*¢ = n~1/2¢. Comme e et é sont séparateurs pour S et §
respectivement, on en déduit que, pour TES,ye Sonaz =nl/ 2L(wé,m)
ety = nl/zp(wyé,e) 1/2"5(0(“% ye)

En particulier, 8(z,y) = ﬂ(nl/ *Lweze),y) = n'?wege(y)
n/2(¢, yxe).

Remarquons de plus que, pour y € S, on a R(y) = n'/2p(we 4¢), donc
R(y)é = n'/2p(we ye)é = n'/?(we, e ® id)(ZV)yé = Uyé.

La transformation de Fourier. Pour x € S, on pose F(z) =
nY/2p(we ze) ; poUr y € S, on pose F(y) = nl/zL(we ye)- Par ce qui précede,
pour z € Set y € S on a F(z)é = Uze et f(y)e = yé. En particulier,
FoF =k et FoF =F&. On en déduit aussi que]-'on—fo}'o}'— KolF.

Nous caractérisons ci-dessous les éléments dont la transformée de
Fourier est positive, puis ceux dont la transformée de Fourier est centrale.

1.4. ProposITION. — a) Pour x € S, les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) p(we,ge) = 0. (ii) La forme ws . est positive sur S.  (iii) Il existe une
forme positive 1 € L(H)* telle que x = L(¢).

L’ensemble des x € S tels que p(we ze) = 0 est un céne convexe fermé
stable par le produit de S et invariant par K.
b) Pour y € S , les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L(weye) = 0. (ii) La forme we 4z est positive sur S.  (iii) II existe
une forme positive ¥ € L(H)* telle que y = p(v)).

L’ensemble des y € S tels que L(we yz) > 0 est un céne convexe fermé
stable par le produit de S et invariant par K.

Démonstration. — a) Posons y = K(p(we ze)). On a p(we ze) > 0 <=
y > 0 <= la forme y@ est positive sur S. Or, ze = nl/2yé, d’on
I’équivalence (i) <> (ii).

On a z = nL(weyes) donc, pour une forme 3, on a L(y) = x si et
seulement si 9 coincide avec n'/2w; 4o sur S, d’ou (iii)=>(ii). La réciproque
résulte de ce que toute forme positive sur S peut se prolonger en une forme
positive sur L(H).
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Si w et w’ sont des formes positives, ¥ : z — (w @ W' )(V*(1 ® z)V)
est positive et L(w)L(w’') = L(¢). En outre, pour z € S, si F(z) > 0 alors
F(x(x)) = B(F(z)) > 0. L’ensemble des z € S tels que p(wege) > 0 est
donc stable par le produit de S et invariant par k. Les autres assertions de
a) sont claires.

b) Se démontre de maniére analogue (ou en remplagant V par V).
O

Notons par la méme lettre o la volte de S® S et celle de S® S (i.e.
l’automorphisme donné par o(z ® y) =y ® ).

1.5. PROPOSITION. — Soit z € S (resp. S). Alors P(we ze) (resp.
L(we,ze)) est dans le centre de S (resp S) si et seulement si §(z) = o(6(x))
(resp. 6(z) = a(é(z)) L’ensemble des z € S (resp. S) tels que p(we ze)
(resp. L(we ze)) est dans le centre de S (resp S) est une sous-algebre
involutive de S (resp. S).

Démonstration. — p(we,ze) (resp. L(wege)) est dans le centre de

S (resp S) si et seulement si la forme y — &(yp(wece)) (resp. y —

(yL(we z¢))) est traciale sur S (resp. S). Or, P(yp(we,ze)) = (€, Yp(We,ze)€)

0126, yr(x)e) = = 8(s(2), ) (resp. P(yL(waae)) = (e, yL(ws ze)e) =

’1/2(6 yzé) = n~13(y*,z*)). Cela signifie donc que pour y,z € S (resp

S), on a f(k(x),yz) = B(x(z),2y) (resp. Byz,z") = fB(zy,z7)). O

6(k(z)) = (k ® k)ab6(z). La proposition résulte alors des formules de 1.1.

O

1.6. On note J : H — H lisométrie antilinéaire ze — x*e et
J : H — M lisométrie antilinéaire L(w)e — L(w* Je. Remarquons que
U = J J. Les apphcatlons J, J et U étant involutives, on a aussi
U = JJ. Pour y € S, on a yé = 111/2L(u.)e we)e = n'/2L(yp)e donc
Jye = n'2L(py*)e = nl/ZL(y P)e, vu que @ est une trace sur S. Donc
Jyé = y*é. Enfin, Jp(w)é = JUp(w)é = Jp(w*)*é = p(w*)é.

Remarquons que, pour z € S, JzJ € S, UzU € S' et JzJ = /-c(x
S. De méme, pour y € S, JyJ € &, , UyU € S et JyJ = ®(y*) € S. Donc
pour w € L(H)*, la restriction a S (vesp. S) de la forme z — w(JzJ)

(resp. z — w(fa:f)) ne dépend que de la restriction de w a S (resp.
S). Pour £ € H, on a L(wse)*e = JL(weg)e = n~Y2J¢ = L(we se)e,

donc L(wee)* = L(weje). De méme, p(wee)* = p(w ng) Comme la

restriction de toute forme & S (resp. S) coincide avec un ws ¢ (resp. un
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We,¢), on en déduit que, pour tout £, € H, on a : L(we n)* = L(wye,5y) €t
p(wen)* = p(w3, 3,)-

1.7. ProposITION. — a) Pour tout £ € §, y € S on a : 7(zy) =
(@) (y) = o(x)P(y)-
b) On a (ld RXTR® ld)(VlQl/23) = (ld RTX 1d)(V23V12) = Ge‘e ® aé,é.
c) Pour tout x € S, y € Sona: L(zt) = 7(x)0e ¢ et p(yr) = 7(y)0e,c.

o~

Démonstration.— a) On a V(zy ® 1)V* = (z ® 1)5(y). Donc
T(zy) = (r®7)(zy®1)

=(r@7)(V(zy®1)V*)  vuque T ® 7 est une trace
= (r®7)((z ®1)8(y))
= 7(z(id ® 7)5(y))
=7(z)7(y)-

b) Pour w,w’ € L(H)*, on a (w ® w')(id @ 7 ® id)(V12Va3) = 7{w ®

id ® w')(V12Vas) = 7(L(w)p(w")) = 7(L(w))7(p(w’)) par a). Or 7(L(w)) =

w(p(1)) et T(p(v')) = W' (L(1)). Donc (w @ w)(id ® 7 ® id)(Vi2Va3) =
(W W) (fee ®0zc).

¢) Pour w € L(H)*, on a w(L(rz)) = 7(zp(w)) = T(x)w(L(7)); de
méme, w(p(y)) = 7(yL(w)) = T(y)w(p(7))- u
1.8. COROLLAIRE.— Sip € S et q € S sont des projecteurs qui
commutent, on a dim(pH) dim(gH) = ndim(pH N gH) = n?||pe||?||gé||2.
Démonstration. — Cela résulte du calcul de 7(pg) & l'aide de la
proposition 1.7.a). O
Il est facile de donner une description de ’espérance conditionnelle

de L(H) sur S :

1.9. ProposiTION. — Pour tout T € L(H) on a Es(T) = (id ®
we,e) (V1@ T)V).

Démonstration. — 1l suffit de vérifier cette formule pour T' = ab avec
a€SetbeS. Ona (id®wé,é)(V*(1®T)V) = (id®Wé’bé)(V*(1®a)V) =
(id (024 wé,bé)(V(a ® I)V*) = 'r(b)a. O

On peut donner d’autres écritures pour Eg par exemple Eg(T) =
(we,e @A) (V(T @ 1)V*) = (id ® 7)(V(T ® 1)V*), ainsi que des formules
analogues pour Ez.
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On peut remarquer que l'unitaire multiplicatif V' (de multiplicité 1)
est entierement déterminé par les algebres S et S associées et les espaces de
ses vecteurs fixes et cofixes : par 1.3, pour w € L(H)*, Popérateur p(w) est
P’unique élément y de S tel que, pour tout z € S on ait w(z) = n/2(¢,yze).
On peut donner une description plus explicite de V en termes de S, §, e
et é:

1.10. ProrosiTioN. — Pour tout a,x € S et tout b,y € §, on a
(ze @ yé,V(ae ® bé)) = T(z*y*ab).
Démonstration. — On a (ze ® yé,V(ae ® bé)) = (ze ® yé,8(a)(e ®

bé)) =A<:B€, (id ® wyé7bé)(6(a))e) . Or (id ® Wyé,bé)(é(a)) = (id ® Wé,é)(‘?* 1®

y*ab)V) = Eg(y*ab); donc (ze, (id ® wyeps)(6(a))e) = p(z*Es(y*ab)) =
7(x*y*ab). O

1.11. COROLLAIRE. — On a (J @ )V (J® J) = V*.

Démonstration.— Sia,z € Set b,y € S, ona ((J@f)V(J@f)(ze@

yé),ae@bé) = ((J® J)(ae®@bé),V(JQ J)(ze @ yé)) = (a*e®@b*é,V(z* e ®
y*é)) = t{abz*y*) = (ze @ yé,V(ae @ bé)). o

2. Une caractérisation des algébres de Hopf en dualité.

Soit H un espace hilbertien de dimension finie (non nulle) n. On note
7 la trace normalisée de L(H). Soient 4,B C L(H) deux sous-algebres
involutives unitales. Nous donnons ici des conditions pour que A et B
soient des algebres de Hopf en dualité, i.e. les algebres S et S associées a
un unitaire multiplicatif. La premieére condition que nous imposons est une
condition de «carré commutatif»(cf. [19]).

2.1. LEMME. — Soient A, B C L(H) deux sous-algébres involutives
unitales telles que, pour tout (a,b) € A x B, on ait 7(ab) = 7(a)7(b).
a) Soit f € H de norme 1. Si Of’ i€ A alors f est un vecteur trace pour B.
b) Si de plus dim B = n alors 8 7.7 est central dans A.

Démonstration.— a) Pour b € B, on a (f,bf) = nr(f; ;b) =
nt(0; ;)7(b) = 7(b), d’'olt a).

b) Par a), f est un vecteur séparateur pour B; comme dimB >
dim H, on en déduit que c’est un vecteur totalisateur pour B.
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Soit a € A. Pour tout b € B, on a (b*f,af) = nt(ab; :b) =
nt(ab; )7(b) = (b*f, f)(f af) donc af = (f,af)f (puisque f est un
totalisateur pour B), donc af PF= (f,af)0 # 7~ Appliquant cela a a*, on
trouve aef, i= 0 7.7 O

Soient A, B C L(H) deux sous-algébres involutives unitales de di-
mension n telles que, pour tout (a,b) € A x B, on ait 7(ab) = 7(a)7(b)
et f,f € H de norme 1 tels que 0f~,f~ € A et 05 € B. Remarquons que,
comme f est un vecteur trace pour B, on a |[{f, f)| = n~Y/2. On suppo-
sera désormais que ( f 0= n~1/2 (quitte & multiplier f par un scalaire de
module 1).

On note A l'injection canonique de £L(H) dans L2(L(H), 7). Définis-
sons Z,Z' : H®H — L*(L(H), ) par les formules Z(af ® bf) = A(ab)
et Z'(af @ bf) = A(ba). 1l est clair que ce sont des isométries, donc des
unitaires (par égalité des dimensions). On pose enfin W = (Z')*Z

2.2. Lemme. — a) Pour tout a,z € A et tout by € B, on a
(f @yf,W(af ®bf)) = 7(z*y"ab).
b) Pour tout b € B et tout a € A, on a n'/?(w;,. ®id)(W) = a et
n12(id @ wy. ) (W) = b.
¢) Les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) W € B ® L(H); (ii)
We L(H)® A; (iii) W € B® A.

Démonstration.— a) En effet, (zf @ yf, W(af ® bf)) = (Z'(zf ®
vf), Z(af ®bf)) = (A(yz), Aab)).

b) Poura € Aet b,y € B,ona (yf, n'2(w; , ®id)(W)bf) =n'2(f®
yf, W(af ®bf)) =n(0; ;f ®yf, W(af @bf)) = nr(0; jy*ab) = (yf, abf).
Comme f est totalisateur pour B, on en déduit la premlere assertion.

En échangeant les roles de A et B, on remplace W par YW*¥, d’ou
la deuxiéme assertion.

¢) Comme f est totalisateur pour A et f séparateur pour B, tout
élément de B* est la restriction d’une forme w; ... SiW € B ® L(H), pour
tout w € B*, on a (w®1id)(W) € A par b), donc W € B® A. On a montré
(i) <=> (iii). Echangeant les rdles de A et B, on trouve que (i) <> (iii). O

Remarquons que sous les hypothéses du lemme 2.2.c), on a B =
{[dRw)(W), we L(H)*} et A={(w®id)(W), we L(H)*}.

Notons J4 et Jp les involutions de H définies par Ja(af) = a* f et
Jp(bf) =b*f (poura € Aet b€ B).



UNITAIRES MULTIPLICATIFS 1315

2.3. LEMME. — a) On a (J4 ® Jg)W(Ja ® Jg) = W*.

b) SiW € L(H) ® A, alors JaoBJs = B et JgAJp = A.

¢) Dans ce cas, JaJg = JpJa.

Démonstration. — a) PouAr a,r € Aet by € B, on a {(Ja®
JB)W(Ja®JB)(zf®yf),af@bf) = (Ja®JB)(af ®bf), W(Ja®JB)(zf®
yf) = (@ fRv f,W(z*f®y"f)) = 7(z*y*ab) = (zf @ yf, W(af ® bf)),
dotr a).

b) Pour b € B, on a JabJa = n'/2J4((id ® wy.p J(W))Ja =

n1/2(1d®(.]3wb*f~ £JB))(W*) € B, d’oti la premitre assertion. La deuxieme
assertion se démontre de fagon analogue.

c) On a Ja(f) = n'/2Ja0; ;f = f, donc JpJabf = Jp(JabJa)f =
(JabJa)*f = JaJpbf. o
__ On suppose désormais que W € L(H)® A. On pose U = JaJp et
W=3Ue WU .

2.4. LEMME.— Pourz,a € Aetb',y € B, on a (y'f@xf,ﬁ(b’f@
af)) = 7(y"*z*ba).

Démonstration.— Ona (y fezf, W(b’f@af)) = (Uzfoy' f,WUaf®
b'f)). Posons a3 = Jpa*Jp, 1 = Jpz*Jp, b = Jp(t/)*Jp et y =
Je(y')*Jp. On a a1f = Uaf, of = Uzf, bf = Vf et yf = ¢'f.
Donc (y'f @ zf, W' f ® af)) = (z1f @ yf, W(a1f ® bf)) = T(z]y*a1b) =
T(Jg(Way*z*)*Jg) = T(Vay'*z*). O

2.5. LEMME. — a) Pour tout a € Aon a Z(a® 1)Z* = n.(a).

b) Pour tout aj,ax € A et by,by € B, on a (a1f ® blf,W(GfA,f ®
DW*(a2f ® baf)) = n~1(f, baazaibi f).

c¢) Pour tout c¢i1,c2 € A et dy,d2 € B, on a (dlf ® clf,/W*(l ®
0; YW (daf ® o)) = 1 (f, dacacids f).

d) On a W(af,f ® I)W* = W*(l ® of,f)W'

Démonstration. — a) est clair.

b) Comme Z'(a;f ® b,f) = A,(b;a;), on a

(a1 f @ b1 f,W(0; ; ® DW*(azf ® bof)) = (Ar(bra1), Z(6; ; ® 1) Z* A, (b205))
= 7(a7b10; sbaaz) par a)
=n"Hf, baazath’ f).



1316 S. BAAJ, E. BLANCHARD, G. SKANDALIS

¢) Remarquons que, comme A = JgAJg et B’ = JgBJg, pour tout
a € Aettout V' € B' onar(ab’) = 7(a)r(t'). Deplus, 055 € B et 0; ; € A.
Si on remplace le couple (A, B) par (B’, A) on remplace W par w (lemme
24)\ ; donc si on remplace le couple (A, B) par (A, B’) on remplace W par
EW*X; donc c) découle de b).

d) Soient aj,a; € A et by,by € B; notons cy,ca € A et di,dy € B’
les éléments tels que a;f = d;f et b;f = ¢;f (i = 1,2). Remarquons que
Ucf=Jpeif=bfetUalf=d;f.Ona:

(arf @b f,W(0; f ® YW* (azf ®baf))

=n"(f, baaza}b} f)

=n"Ha3Uc f,a1U¢ f)
=n"Nabf,U(cac})Uatf) car UcU € A'.
=n"Yd3f, (cac})d} f)

= (df@af, W (106; )W (daf @ cof))

d’ott le résultat. a

2.6. LEMME. — Notons 7 : L(H) — L(H ® H) la représentation
z— (Z'YVm(2)Z'.

a) Pourac Aetbe B,onan(a) =W @a1)W* et n(b) = (1Db).
b) Pour tout x € L(H) on a w(z) = W*(l ® :1:)/‘/17

Démonstration. — a) La deuxiéme assertion est claire; la premiere
résulte du lemme 2.5.a).

b) Comme WeAQB , cette égalité est vraie pour z € B par a). Par
le lemme 2.5.d), cela est aussi vrai pour z = 67 ;. Or L(H) est engendré

par B et 0f P d’ou le résultat. O

2.7. PROPOSITION. — Pour touta € Aona W@ 1)W* € AQ A;
pour tout b€ BonaW*(1@b)W € B® B.

Démonstration. — Par hypothése W(a ® 1)W* € L(H) ® A; par le
lemme 2.6, on a W(a®1)W* = W*(1 ®a)W € A® L(H), d’ott la premiére
assertion. Quand on échange les réles de A et B, W est remplacé par
YW*Y; la deuxiéme assertion résulte donc de la premiere. O

2.8. THEOREME. — Soient A, B C L(H) deux sous-algebres involu-
tives unitales de dimension n et f, f € H de norme 1. On suppose que :
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a) Pour tout (a,b) € A x B, on a 7(ab) = 7(a)7(b).
b) 015,!: € Aet of,f € B.

¢) L’unitaire W € L(H ® H) défini par (zf @ yf, W(af ® bf)) =
T(z*y*ab) pour tout a,z € A et tout b,y € B, est contenu dans BQ L(H).

Alors W est multiplicatif; les algébres « S» et « S» associées sont A
et B; le vecteur f est fixe et le vecteur f cofixe pour W.

Démonstration. — On a déja montré que {(w ® id)(W), w €
LH)*}=Aet {{dQw)(W), we L(H)*} = B. Il est clair que pour
tout E€H,onaW(f@€&) =fR¢&et WE® f) =€ f. La seule chose &
montrer est que W est multiplicatif.

Par la proposition 2.7, on a WasW12W3; € BRAQA et Wi, WasWig €
B®B® A; donc WiHhWasWi,Wi, e BRCR® A.

Pour x € A et n € H, comme W(f®f) =fofet W*(fen) = fen,
on a

(F & F® f,WirWasWiW5s(zf @ f ®@1))
=(f®f®f, WasWi2(zf ® f @ 1))
= {f @ [, W((wj,; ®id)(W) @ 1)(f @ n))
=n"V2{f® f,W(zf®n)) lemme 2.2.b)
=(fRfof,Wizf®fon)

d’ou lon déduit que W,WasWi2 W35 = Wiz, vu que f ® f est séparateur
pour B® A. O

Remarquons que, comme la dimension de A est égale & celle de H,
Punitaire multiplicatif W est irréductible. En fait, comme U = J4Jp,
(H,W,U) est un systéme de Kac au sens de [1].

3. Pré-sous-groupes.

Soient H un espace hilbertien de dimension finie n # 0 et V €
L(H ® H) un unitaire multiplicatif de multiplicité 1 sur H. On choisit
un vecteur fixe e de module 1 et on note € le vecteur cofixe tel que
(e,8) =n~1/2,

Pour ¢ € H, posons He = {n € H, V(n®E& = n®E} et
Hi={neM, V(Een =€Ean}.
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3.1. LEMME. — Soit £ € H tel que ||€]| = 1. Notons ¢ I'état vectoriel
We e

a) Ona H® ={neM, L(y)n=n} et He = {n € H, p())n =n}.

b) On a V(He ® He) C H® He et V*(Hé ® HS) C HE @ H.

Démonstration. — a) Comme |L(¢)|| < 1, on a: L{Y)n = n <=

(L)) = nl> <= €@, V(E®N) =Inl*> = V(E®n) =£@n.
La méme démonstration s’applique pour p(1)).

b) Soient n,{ € H¢. Alors n @ { ® £ est invariant par Vi3 et Va3
donc par Vi3Va3 = V5 Va3Viz. Done V(n ® ) ® £ est invariant par Va3 i.e.

La deuxieme assertion se déduit de la premiére en remplagant V par
SV*E. O

3.2. LEMME. — a) Soient &1,&2,m1,m2 € H tels que V({1 @ m1) =
&1@m et V(& ®m) =& ®n2. On a L{wg, ) L(wn, n,) = (€1, &2) Lwn, 1n,)
et p(wey 65)P(Wny na) = (M1, M2)P(Wey )

b) Soient f,g € H tels que V(f ® g) = f ® g. Pour tout &, 1 € H les
opérateurs L(we,f) et p(wgn)* commutent.

Démonstration. — a) On a L(we, ¢,)L(wy, n,) = L(w), ott w(z) =
(w€1,§2 ® w’llynz)(V*(l ® $)V) = (V(§1 ® 771)7(1 ® x)V(£2 ® 772)) =
(El,&)wmmz (x) De méme, p(w&,ﬁz)p(wmmz) = p(‘”)? ol w(w) = (w‘fl,éz ®
Wy )(V (@@ 1)VF) = (V*(£&1@m), (@ 1)V (£2@m2)) = (M1, M2)we, 62 (T)-

b) On a
L{we,1)p(wgn)" = (we,r ® id @ wp,q)(V12V23)
= (e, ®id © wy ) (Vg3 VazVas)
= (we,r ®1d @ wy,g)(Va3V12)
vuque V(f®g) = f®g. Or (we,5 @id @ wy,¢)(Va3Vie) = p(wg,n)* L(we,f)-
|
3.3. ProposiTioN. — Soit f € H, ||f|| =1tel que V(f® f) = f® f.
Notons 1 I'état i = wy 5.

a) L’opérateur L(1) est le projecteur sur H/ ; I'opérateur p(1) est le
projecteur sur Hy. Ces deux projecteurs commutent.

b) Pour tout ¢ € Hf @ HY , V€ =¢.
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) On a L(p)e = bpre, p(p)é = 0558, (e,&) = (e,f)(f,é) et
Jf=Jf=Uf=fsi(fe) ek

d) On a H N Hf = Cf et dim(Hf)dim(H;) = dim(H). De plus
(e, £)I? dim(H;) = |(é, f)|* dim(H) = 1.

Démonstration. — a) Par le lemme 3.2.a), L(v) et p(¢) sont des
idempotents. Comme ||L(¥)|| < 1 et ||p(¥)|| < 1, ce sont des projecteurs.
Les égalités L(y)H = H’ et p(y))H = Hj résultent du lemme 3.1.a). Par
le lemme 3.2.b), les projecteurs L(v)) et p(¥) = p(p)* commutent.

b) Pour £ € HY, ( € Hf,( ® f ® € est invariant par Vi2 et par Va3
donc par Vi3.

c) On a (e, L(p)e) = o(L(¥)) = ¥(p(¥)). Or p(¢) étant le projecteur
sur ’espace des vecteurs fixes, par hypothese réduit & Ce, on en déduit

(e, L(p)e) = |(f,€e)|> = (e,0f,re). Comme L(¢p) — b5 ¢ est positif, on a
L(y)e = Oy se. Légalité p(y)é = 0¢ sé s’en déduit en remplacant V par
YV*X. De plus, comme I'image du projecteur p(p) = 6. est contenue
dans Hy, on a p(p) = p(p)p(¥), donc (e,é)e = p(p)é = p(p)p(¥)é =
p(0)((f,€)f) = (e, F){f, E)e.

Ona JL(y)e = L(y)*e = L(y)e, JL(1)e = L(¥*)e = L()e. Comme
e est séparateur pour S, L(v)e # 0; donc Jf = ff = f, vu que f est
proportionnel & L(v)e. Donc U f = fJf = f.

d) On a ¥(p(7)) = 7(L(4)). Mais p(r) = be.; donc ¥(p(7)) =
|(f,e)|?. D’autre part, nT(L(1))) est la dimension de Hf (ot n =
dimH). Donc dim Hf = n|(e, f)|*> = n|(é,¢€)|?|(¢, f)|~2 par c); donc
|(&, £)|>dim(H7) = 1. De méme, |{e, f)|?dim(H;) = 1. On en déduit que
n~ldim Hf dim H; = |(¢,€)|>dim Hf dim H; = |(¢, f)|> dim(H7)|(e, f)|?
dim(H{) = 1. Or par le corollaire. 1.8, dim Hy N H/ = n~! dim H; dim H/.

O

3.4. DEFINITION. — On appelle pré-sous-groupe de V' tout vecteur
feH, telque|fll=1, (fe) >0, V(f® f) = f® f. Si f est un pré-
sous-groupe, les projecteurs L(wy,s) et p(wy,¢) se notent simplement Ly et
P

Par hypothese e et é sont des pré-sous-groupes.
Exemple.— Soit G un groupe fini. Notons V € L(£*(G) ® £2(G))

son unitaire multiplicatif, donné par la formule (V¢)(s,t) = £(st,t), pour
tout £ € £2(G) ® £2(G) = £2(G x G), s,t € G. Soit I' un sous-groupe
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de G; alors |I'|~'/2xr est un pré-sous-groupe de V, ol xr désigne la
fonction caractéristique de I'. Inversement, soit f € £2(G) un pré-sous-
groupe; alors, ||fll = 1, f(1) = (é, f) € R, et, pour tout s,t € G, on a
F(8)f(t) = f(st)f(t); alors, ensemble I' = {s € G, f(s) # 0} est stable
par le produit de G; comme G est fini (et f # 0), T est un sous-groupe
de G; de plus, pour tout s,t € T, on a f(st) = f(s); donc f = ||~/ 2xr.
On voit alors que HY est I’ensemble des fonctions supportées par I' et
Hy est I'ensemble des fonctions invariantes & droite par I'. La relation
dim(HY) dim(H;) = dim(*) (prop. 3.3.d) est le théoréme de Lagrange.

3.5. PropoSITION. — Soient f, g des pré-sous-groupes.
a) On a L(wy,g)? = (f,9)L(wy,g) et plwyg)? = (f,9)p(wy,g)- On a
L(wy,g) = L(wy,g)* et p(wy,g) = p(wys,g)*

b) Les opérateurs L(wy 4) et py, commutent. Les opérateurs p(wy q) et
L commutent.

On note H'9 I'image de L(wy,4) et Hy, s celle de p(wy, s)-

¢) On a dim(H®9 N H,)dim(HY) = dim(H9) et dim(Hy; N
H9)dim(H,) = dim(Hy ).

d) On adim(H?9NHy)(f, g9)(g, €) = (f, €} et dim(Hg sNH){f,g)(f, €)
(g, €e); en particulier, (f,g) > 0.

e) On a dim(H'9 N Hy)dim(Hy ; N HY) = (f,g) 2.

f)Ona H c H9, HIC H/9, Hy C Hy s et Hy C Hy z.

Démonstration. — a) Les deux premiéres assertions résultent du
lemme 3.2.a); les deux derniéres de la proposition 3.3.c) et de 1.6.

b) résulte du lemme 3.2.b).

c) Il résulte du corollaire 1.8, et de b) que ndim(HH9 N H,) =
dim(H/9)dim Hy,. Or n = dim H,dim HY9. La deuxi®me assertion se
démontre de maniére analogue.

d) De c) on déduit que (f,g)dim(HS9 N Hy)dim(HY) = (f,g)
dim B9 = n7(L(wsg)) = mwyp(p(r)) = nif,e){g,e), donc (£,g)dim
(HH9 N Hy) = dim Hy(f,e){g,e). On en déduit la premitre assertion vu
que (g,e)? dim H, = 1. La deuxiéme assertion se démontre de maniére
analogue, vu que (f,e)(f,é) = (g,€e)(g, é).

e) résulte immédiatement de d).
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) On & L(wpg)Lse = {f,e)Llwre)'f = (f,e)f)f = {fg)Lye.
De méme, L(wsg)Lge = (g,€)L(wsg)g = (9,€)(f,9)9 = (f,9)Lge. On en
déduit que L(wy,g)Ly = (f,g)Ly et L(wsg)Lg = (f,g)Lg, vu que e est
séparateur pour S, d’ou les premiéres assertions, vu que (f, g} # 0 (par d).
Les autres assertions s’en déduisent en remplacant V' par XV*X. O

3.6. COROLLAIRE.— Il y a un nombre fini de pré-sous-groupes
pour V.

Démonstration. — 1l résulte immédiatement de la proposition précé-
dente que, si f et g sont des pré-sous-groupes distincts, (f,g) 2 est entier,
donc (f, g) <22, donc || f — g||2 > 2 — V2, d’ott le résultat. O

3.7. PROPOSITION. a) Soient f et g des pré-sous-groupes. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
Q) V(feg) =fe®g (i) HYcC Hf. (ii) Hf C H,. (iv) H/9=HY;
(v) H9S =H7;  (vi) H,g = Hy; (Vi) Hgg = Hy;

Si f et g vérifient ces conditions, nous écrirons g < f.

b) La relation < est une relation d’ordre sur I’ensemble des pré-sous-
groupes de V', pour laquelle e est le plus grand élément et é est le plus petit
élément.

Démonstration. — a) (ii)=(i) résulte de ce que g € HY. Si (i) est
vérifiée, pour tout £ € HY, on a V(f ® £) = f ® £ par la proposition
3.3.b), donc (i)=>(ii). (i) <= (iii) en résulte remplacant V par ZV*X.
Par la proposition 3.5.f), (iv)=-(ii), (v)=-(ii), (vi)=-(iii) et (vii)=-(iii). Si
(i) est satisfaite, par le lemme 3.2.a), LyL(wysy) = L(wyg), LfL(wg f) =
L(wg,f), P(ws,g)Pg = P(wrg)s P(wg,5)Pg = Pwg,s), done (i) implique les
relations (iv) & (vii).

b) Il est clair, par la condition (ii) que < est une relation de préordre.
Sif<getg=< f,onag€ HNHf =Cf.Comme ||f|| =gl =1, (e, f) >
Oet (e,g) >0, f =g. Il est clair enfin que e est le plus grand élément et
¢ le plus petit. O

3.8. PropPOSITION. — Soient f et g deux pré-sous-groupes. Si le
nombre entier (f,g)~2 est premier alors f et g sont comparables.

Démonstration. — Par la proposition 3.5.€) un des nombres dim(H/9n
Hy) ou dim(Hy s N HY) est égal & 1; le résultat découle alors des proposi-
tions 3.5.c) et 3.7.a) (conditions (v) et (vii)). O
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3.9. ProposITION. — Soient f, g des pré-sous-groupes tels que
g=r
a) pgLs = Ly¢p, est le projecteur sur Hy N HY.

b) OH a Lgf = <g7f>g7 <g7e> = <g7f><fve)
¢) On a dim(H')dim(H,) = ndim(H, N HY) et dim(H, N HY)
(f,9)* =1

Démonstration. — a) résulte du lemme 3.2.b).

b) On a Lse = b5 e = (f,e)f. De méme Lse = (g,e)g. Comme
Ly = LyLy, on en déduit que (f,e)Lyf = (g, €)g. Comme L, f est colinéaire
ag, Lyf = (g, f)g- On a alors (g, )(f,e)g = (f,e) Ly f = Lge = (g, €)g.

¢) La premiére assertion se déduit immédiatement du corollaire 1.8.
La deuxiéme de la proposition 3.5.e) et de 3.3.d), vu que H¥9 = Hf et
Hgaf = Hg'

a

3.10. LEMME. — Soit 9 un état sur L(H) tel que L(y) soit un
projecteur. Alors V(L{y)e ® L(v))e) = L(¢)e ® L(v)e.

Démonstration. — La restriction de 1 a S est de la forme TP, ou T
est un élément positif de 5. Posons & = £'/2¢. Les restrictions de 1 et we ¢
as coincident, donc L(v) = L(wg ¢). On peut donc supposer que ¥ = we ¢.
Par le lemme 3.1.a), L())H = HE¢.

Posons n = L(v)e; par le lemme 3.1.b), V({ ® e) € H ® H,, d’ou
n= L(wg,g)e € H,,. a

3.11. ProposITION. — a) Pour un projecteur orthogonal non nul
p € S les conditions suivantes sont équivalentes : (i) p®p < §(p). (ii)
ép)(1®p) =p@p. (iii) (p)p®1) =p®p. (iv) p(wepe) > 0. (V)
©(p) ' p(we,pe) €st un projecteur orthogonal. (vi) f = ||pel|~'pe est un
pré-sous-groupe et p = Ly.

b) Pour un projecteur orthogonal non nul p € S les conditions
suivantes sont équivalentes : (i) p®p < 6(p). (i) s(P)(1®p) =p®p.
(i) 6(p)(p® 1) = p®p. (iv) L{wepe) = 0. (v) P(p) *L(wepe) est

un projecteur orthogonal. (vi)f = ||pé|~'pé est un pré-sous-groupe et
P = py-
Démonstration. — Montrons a). Remplacant V par XV*X, on en

déduit b).
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(i) = (vi). On a (p®p)V (pe®@pe) = (p®p)S(p)(1®p)(e®e) = pe@pe,
d’ott il ressort, comme ||V (pe @ pe)|| = ||pe ® pe|| que V (pe ® pe) = pe ® pe.
Par ailleurs pe # 0, puisque e est séparateur pour S. Il s’ensuit que
f = 1/||pe|lpe est un pré-sous-groupe. On a L¢(e) = (f,e)f = pe, donc
Ly =p.

(vi)=(v). Si p = Ly, p(wepe) = (€, f)p(we,s) = (e, f)?ps par la
proposition 3.7.a), condition (vi).

(v)=(iv) est clair.

(iv)=-(ii). Si (iv) est vérifiée, il existe une forme positive 1 telle que
p = L(¥) (prop. 1.4). Comme p # 0, (1) # 0; or € : L{w) — w(1)
est un caractére sur S; donc ¥(1) = e(p) = 1. Par le lemme 3.10,
(6(p)(1 @ p)e®e) = V(pe ® pe) = pe @ pe, d’ou (ii), vu que e @ e est
séparateur pour S® S.

11 est clair que (ii) implique (i).

En changeant V en (U ® 1)V*(U ® 1), on change § en ¢ o 8. De
(i) <= (ii), on déduit que (i) < (iii). a

3.12. COROLLAIRE. — Soient p € S et g € S des projecteurs tels que
pé # 0, ge # 0, pg = gp et T(pg) = 1/n. Alors |lpe|~'pe = [l¢él| = qé;
c’est un pré-sous-groupe f et 'on ap = Ly et ¢ = py.

Démonstration. — Comme 6; ; est central dans S, on a pé = é;
de méme, ge = e. On a alors (pe,qé) = (e,pgé) = (ge,pé) = n~/2. Or
llpell* = 7(p) et ||gé||*> = 7(g); donc ||pellllgé]| = n~'/2. Donc pe et gé sont
(positivement) proportionnels. Alors p = n!/2L(wg pe) est proportionnel &
L(we q¢), d’olt 'on déduit que g est de la forme py (prop. 3.11.b), condition
(iv)). Comme Lye est proportionnel & f, on en déduit que p = Ly. O

3.13. ProPOSITION. — a) Soit ¢ un état sur L(H). Il existe des pré-
sous-groupes f,g tels que {£ € H, L(Y), =€} =Hf et {£ € H, p(v)€ =
£} = H,.

b) Soit K un sous-espace non nul de H. Il existe des pré-sous-

groupes f,g tels que {£ € H, V((®¢&) =(®¢, V¢ € K} = Hf et
{EeM, V(ERO)=¢®(,V(EK}=H,.

Démonstration. — a) Notons C = {z € S, p(weze) > 0}. Par la
proposition 1.4.a), (1+L(¢))¥27* € C, donc sa limite, qui est le projecteur
orthogonal p sur {{ € H, L(¢)€ = £ } aussi. L’assertion sur f résulte alors
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de la proposition 3.11.a) (condition (iv)). L’assertion sur g s’en déduit en
remplagant V par TV*X,

b) 1l suffit d’appliquer a) & létat ¥ = k1Y we, ¢, ou {&, @ =

1,...,k} est une base orthonormale de K.

3.14. CorOLLAIRE. — L’ensemble des pré-sous-groupes ordonné par
< est un treillis. Plus précisément, étant donné des pré-sous-groupes f
et f, il existe des pré-sous-groupes g et ¢’ tels que Hf N H' = HY et
Hf N Hf/ = Hg/ .

Démonstration. — Appliquons la proposition 3.13.b) 4 K = Cf+Cf’.
Soient g, g’ des pré-sous-groupes tels que HINH! = HY et HiNHf = Hgy;
il est clair qu’alors g = inf(f, f') et ¢’ = sup(f, f'). O

Rappelons qu’une représentation de V dans un espace hilbertien K
est donnée par un unitaire X € L(K ® H) tel que X12X13Vo3 = Vo3X12 €
L(K @ H® H). Comme toute représentation est un sous-multiple de la
réguliére, on a évidemment :

3.15. CoroLLAIRE. — Soient X € L(K ® H) une représentation de
V et £ € K. Il existe un pré-sous-groupe f tel que {n € H, X(£®n) =
(E®n)}=H'. O

3.16. PROPOSITION. — Soit ¢ un état de L(H).

a) Les ensembles des valeurs propres de module 1 de L(v) et de p()
sont des sous-groupes de U(1) ; en particulier les valeurs propres de module
1 de L(v) et de p(v) sont des racines de 'unité.

b) Il existe des pré-sous-groupes f et g tels que ’espace engendré par
les vecteurs propres de L(1) (resp. p(1)) associés aux valeurs propres de
module 1 soit HY (resp. Hy).

Démonstration. — 11 suffit d’établir les énoncés relatifs & L(v); les
énoncés relatifs & p(1) s’en déduisent en remplagant V par LV*XL.

a) La restriction de ¢ & S coincide avec celle d’un état vectoriel
w¢¢- Un nombre complexe A de module 1 est valeur propre de L(v) si
et seulement §'il existe £ € H non nul tel que V(¢ ® £) = A(¢ ® &). Soit
G Densemble des valeurs propres de module 1 de L(v). Si M, € G, il
existe £ et 7 non-nuls avec V(( ® &) = M((®€&) et V((®n) = A ®n);
on a alors VoVi3(C ®@£Q® 1) = AV (¢ ® £ ® n) donc A\ est valeur propre
de (¥ ® id ® id)(V12Vi3) donc de L(¥) ® 1 qui lui est conjugué. De plus 1
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est valeur propre de vecteur propre associé é. Comme G est un sous-semi-
groupe compact (fini) de U(1), c’est un sous-groupe.

b) Soit 9’ 'état de L(H) tel que L(¢') = L(¥)* ol k est I'ordre du
groupe cyclique G. L’espace engendré par les vecteurs propres de L(v)
associés aux valeurs propres de module 1 est ’espace propre de L(vy')
pour la valeur propre 1; il résulte de la proposition 3.13.a) qu’il est de
la forme HY. ]

4. Pré-sous-groupes et sous-algébres coidéales.

Dans ce paragraphe, nous allons établir une correspondance naturelle
entre les pré-sous-groupes de V' et les sous-algébres coidéales (cf. e.g. [17])
de la C*-algebre de Hopf associée S. Nous donnons ensuite dans notre
cadre une démonstration trés simple de résultats de [16], ainsi que d’autres
résultats analogues.

Commencons par rappeler la définition des sous-algebres coidéales
dans une algebre de Hopf.

4.1. DeFiNiTION ([17]). — Soit (A,8) une algébre de Hopf unifere.
Une sous-algébre B de A contenant I’unité est dite coidéale & droite (resp.
& gauche) si 6(B) C BQ A (resp. 6(B) C A® B).

Revenons & présent aux algebres de Hopf associées & notre unitaire
multiplicatif V' de multiplicité 1. Si f est un pré-sous-groupe on pose
Ry = ULsU et Ay = UpsU. Posons aussi Gy = {z € S, ze €
Hy}, Dy ={z € S, e € UHs}, Dy = {z € 5, 2¢ € H' } et
Gy={zeS,2ecUH'}.

4.2. PropPosITION. — Soit f un pré-sous-groupe.

a)OnaGy={L(wes)*, E€cH}={z€8, [z,p5]] =0} ={x €
S, §(x)(1® Ls) = @ Ly }. C’est une sous-algébre coidéale & gauche de
S, stable par I'involution.

b) On a Dy = {L(wse), E€H}={z €S, [z,Af]] =0} ={z €
S, 6(z)(Lf ® 1) = Ly ® z }. C’est une sous-algébre coidéale a droite de S,
stable par involution.

¢) Ona Dy ={p(wse), E€H}={z €8, [1,Lf] =0} ={z ¢
S, &(z) (pf ®1) = ps @z }. Cest une sous-algébre coidéale a droite de S,
stable par involution.
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d) Ona Gy ={plwes)*, E€H}={z €8, [z,R] =0} ={z €
S, S(x)(1® ps) =z ® py }. C’est une sous-algébre coidéale a gauche de S,
stable par I'involution.

Démonstration. — a) Par le lemme 3.2.b),on a { L(we,)*, E€ H} C
{z € S, [z,pf] = 0}. Si xpy = psz, on a re = zpre € Hy, donc
z € Gy. Soit € Gy. Alors, par 1.3, k(z) = n'/2L(ws yze), donc z =
nl/zL(wUze,é)* y OT L(wUze,é)* = (wé,Uze ®1d)(V*) = (wé,Up_fze®id)(V*) =
((J)é,Uze ® id)(V*()\f ® 1)) = (CL)é’Ua;e (24 ld)((}\f ® 1)V*) = L(C(JUwe,)\fé)*. Or
Asé est proportionnel & f, donc € {L(wey)*, € € H}. Enfin, pour
z€S,6x)(1®Ls)=z@L; < 6(z)(1QLs)(e®e) =ze® Lre <—
V(ize® f) =ze® f <= ze € Hy.

Il est clair que Gy = {z € S, [z,pf] = 0} est une sous-algebre
involutive unitale de S. Siz € Gy, ona 6(z)(e®e) =V(z®1)(eQe€) €
V(Hy ® Hf) C H® Hy) par le lemme 3.1; donc é(z) € S ® Gy.

b), c) et d) se déduisent de a) en remplacant successivement V' par
UV (U®1),ZV*Z et V. O

Notons que G = x(Ds) = JD;J et Gy = R(Dy) = JD;J.

4.3. ProposITION. — a) L’application f — Dy (resp. f — Gjy) est
une bijection entre pré-sous-groupes et sous-algébres co1dea]es a droite ( resp
& gauche) de l'algébre de Hopf S. L’application f — Df (resp. f — G t)
est une bijection entre pré-sous-groupes et sous-algébres coidéales a droite
(resp & gauche) de lalgébre de Hopf S.

b) Toute sous-algébre coidéale (& gauche ou & droite) de S est stable
par linvolution de S.

Démonstration. — a) Soit B une sous-algébre coidéale & droite de
S. Posons H = Be. Par hypothése, pour £ € B et £ € H, on a
V(ize® €) = 6(z)(e®€&) € HR® H. Donc V(H ® H) = H ® H. Notons
p le projecteur sur H. Le prOJecteur p®1 commute & V,doncp € U SU.
De plus, pour z,y € B, on a V*(ze ® ye) = 8(y)(ze ® €) € H ® H. Donc
HeH C VH® ‘H), donc p®p < V(p ® 1)V*. 11 résulte alors de la
proposition 3.11 (appliquée & 17), qu'il existe un pré-sous-groupe f tel que
p = Ay, donc B = Dy.

Si B est une sous-algébre coidéale & gauche, x(B) est une sous-algebre
coidéale a droite; P’assertion resp. s’en déduit. Les autres assertions s’en
déduisent en remplagant V par V.

b) se déduit immédiatement de a) et de la proposition 4.2. O
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Comme e est un vecteur totalisateur et séparateur pour S, on a
dimDy = dimUH; = dimH;y = dimGy; comme & est un vecteur
totalisateur et séparateur pour §, on a dim D s = dim H f =dimUHf =
dim G f- On en déduit alors & I’aide de la proposition 3.3.d) :

4.4. CoroLLAIRE (Théoréme de Lagrange, cf. [18], [16]). — La di-
mension de toute sous-algébre coidéale divise la dimension de S. O

4.5. PropPoSITION. — Soient f et g des pré-sous-groupes. L’espace
vectoriel engendré par {zy, ¢ € Dy, y € Gy} est une sous-algébre
involutive de L(H).

Démonstration.— On a
P(wn,g)* L{wye) = (wre ®id @ wg,y)(VazViz) = (wre @ 1d ® wg ) (Vi2Vas Vi)
= Z L((Uf,gi)p(wm,g)*,

o1 on a posé V*(£ ®n) = D, & ® 4, d’olt le résultat. O

On note By  la sous-algebre définie dans la proposition 4.5. Rem-
plagant V par V on en déduit que Pespace vectoriel engendré par {zy, = €
UDyU, y € G5} est une sous-algébre involutive de £L(H), notée Ay ¢.

Remarque. — On peut donner la généralisation suivante a la propo-
sition 4.5 : soit A une C*-algébre munie d’une coaction 64 : A - A® S
de S. Alors, avec les notations de [1], le sous-espace vectoriel de AxS en-
gendré par {5(.’12)7‘((&), a €A, z¢€ @g} est une sous-algébre involutive
de AxS. En effet, pour a € A et £ € H, on a TL(a)(1 ® p(we,g)*) =
(1d ® id ® w6 (64(a)12V3) = (id ® id ® wy,e) (Vis(id @ 6) 0 8a(a)) =
(1d ® id ® wg.c) (V35 (84 ®id) 084(a)) = Y(id @ 1d ® wy,e,) (VosSa(as)12) ot

i

Pon a posé 64(a) = a; @ s;.
i

Remarquons que, comme Dy est une sous-algebre coidéale 3 droite de
S, le coproduit de S définit par restriction une coaction de S dans Dy; la
proposition 4.5 est donc un cas particulier du résultat ci-dessus.

4.6. LEMME. — On a : dim By g = dim Hy dim HY = dim A ;.

Démonstration. — L’application y : £ ® y — zy est une application
linéaire bijective de S ® S sur £L(H), d’ou la premiére assertion, vu que
By,g = m(Ds ® Gy).
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La deuxiéme assertion en résulte en remplacant V par V. O

4.7. LEMME/)\.“ Soit f un pré-sous-groupe. Le commutant de Gy
(resp. D¢, D¢, Gy) est UAs U (resp. UB; fU, Ae s, UBsU).

Démonstration. — Par le lemme 3.2.b), ces deux algébres commutent.
Par ailleurs Gy = {zx € S, [z,pf] =0} D (USU)'ND}; = (UA;,U)". Donc
Gy = (UA;U) s le lemme résulte du théoréme du bicommutant.

On en déduit les assertions «resp.» en remplagant successivement V'
par U@ )V*(U®1),EV*E et V. O

On peut immédiatement généraliser ce lemme :

4.8. PrROPOSITION. — Soient f et g des pré-sous-groupes. Le commu-
tant de By g (resp. Ay ) est UBy sU (resp. UAg fU ).

Démonstration.— On a B} , = D} N @; = U(Be,s N Bg)U. L'ap-
plication p : £ ® y — xy est une application linéaire bijective de S ® S
sur L(H); donc Be,s N By,e = u((Dg ® 8) N (S ® Gy)) = By, 5. L'assertion
«resp.» en résulte en remplacant V par V. ]

Le lemme 4.7 nous permet de donner, dans notre cadre, une démons-

tration immédiate de la généralisation par Masuoka du théoréeme de
Nichols-Zoeller (cf. [18], [16]).

4.9. TutorEME. — Soit B une sous-algébre coidéale (a gauche ou a
droite} de S. Alors S est un B-module (4 gauche) libre.

Remarquons que, grace a ’involution, on en déduit immédiatement
que S est un B-module & droite libre.

Démonstration. — L’application £ — ze est un isomorphisme de B-
modules entre S et H. Le théoréme se déduit facilement du lemme 4.7 et
du lemme élémentaire suivant.

4.10. LEmMME. — Soient H un espace hilbertien de dimension finie
et A une sous-algébre involutive unitale de L(H). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) I existe k € N — {0} tel que H* soit un A-module libre.
(ii) dim Adim A’ = (dim H)?.

Dans ce cas, H est un A module libre si et seulement si dim A divise
dim H.
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Démonstration. — Ecrivons A = & M,,(C). Pour i € I no-
i€l

tons r; la multiplicité de la représentation correspondante. On a alors
dimH = Y n;r;, dimA = Y n?, dim A’ = Y r2. Par Cauchy-Schwartz,
: 3 i

1 1
dim Adim A’ > (dim H)? avec égalité si et seulement s’il existe A € R tel
que, pour tout i, r; = An;. Remarquons que H* est un A module libre si et
seulement s’il existe £ € N tel que, pour tout 7 € I, kr; = ¢n;. La premiére
assertion en résulte.

Dans ce cas, H lui-méme est libre sur A, si et seulement si A = r;/n;
est entier. Or dim H = ) n;r; = AY_n? = Adim A. O
i i

Le théoréme résulte immédiatement des lemmes 4.7 et 4.10 (en
utilisant le lemme 4.6 et la proposition 3.3.d). O

4.11. CoroLLAIRE. — Soient f et g des pré-sous-groupes tels que
f < g. Alors Dy est un Dy module libre.

Démonstration. — En effet, par le théoréme 4.9, H est isomorphe DJ’ﬁ
en tant que Dg-module, donc en tant que Dg-module. Donc D’; est un
Dg-module libre. Le corollaire résulte alors de la proposition 3.9.c). O

4.12. COROLLAIRE. — Soient f, f', g et ¢’ des pré-sous-groupes,
tels que f < f' et g’ < g. Alors By 4 est un By o-module libre.

Démonstration. — Notons k = dimBy,/dimBy g = dimDy/
dim Dy.. Par le corollaire 4.11, il existe x;..., zx tels que Dy soit engendré
par les x; en tant que Dy module. Alors By, est engendré par les z; en
tant que By g-module. Par un argument de dimension, il en résulte que
By 4 est un By g-module libre. Remplacant V par XV*X, on en déduit que
By g est un By g-module libre, d’oli le résultat. a

En particulier, L(H) = Bz e est un By g-module libre. Donc, H* est
un By g-module libre, pour tout k£ € N tel que la dimension de By, , divise
kn (2. 1l s’ensuit que H est un By ;-module libre de rang 1. Ce résultat est
analogue & [16]. On peut en fait donner ici une démonstration trés simple
de [16]. Par le lemme 3.2.b), les algébres Gy et D ¢ commutent.

4.13. PROPOSITION (cf. [16] th. 3.1).— Le G§ ® ﬁf-module H est
isomorphe a4 Gy ® Dy.

@ Ce résultat se déduit directement des lemmes 4.7 et 4.10. Notons qu’on peut aussi
en déduire une autre démonstration du corollaire 4.12 (analogue 3 celle de 4.11).
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Démonstration. — Par la proposition 1.7.a), la représentation =« :
Gy ® D ¢ — L(H) a méme trace normalisée que la représentation naturelle
7' : Gy®@Ds — L(H®H). Par le théoréme 4.9, celle-ci coincide avec la trace
normalisée de 'action de Gy ® D ¢ dans lui méme. Or par la proposition
3.3d), Het Gy ® ﬁf ont méme dimension. a

5. Sous-groupes, co-sous-groupes et sous-quotients.

5.1. DeFINITION. — Un pré-sous-groupe f est appelé sous-groupe
(resp. co-sous-groupe) si Ly (resp. ps) est dans le centre de S (resp. S);
il est appelé sous-groupe normal s’il est & la fois un sous-groupe et un co-
sous-groupe. On appelle sous-quotient de V un sous-espace non nul H de
Htelque VIHQ H)=HQ®H.

Par la proposition 3.11, un sous-groupe est donc donné par un
projecteur central p € S tel que p ® p < 6(p). Remarquons que par la
proposition 3.3.c), on a alors k(p) = p; on en déduit que notre notion de
sous-groupe coincide avec celle de [12].

5.2. PrROPOSITION. — Soit H un sous-quotient.

a) 1l existe un unique pré-sous-groupe f € H et un unique pré-sous-
groupe f € H tels que HC Hf et H C H;.

b) OnaH:HfﬁHfm

Démonstration. — a) L’unitaire V restreint & H ® H est multiplicatif
et il admet donc un vecteur fixe i.e. un vecteur f € H, non nul tel que
V(f®¢) = f®E& pour tout £ € H. Comme V(f® f) = f @ f, on peut
quitte & multiplier f par un scalaire, supposer que f est un pré-sous-groupe.
On a clairement H C HY. Si g est un pré-sous-groupe vérifiant la méme
propriété on a f < g et g < f donc f = g (3.7.b). L’existence et 1'unicité
de f se démontrent de fagon analogue.

b) 1l est clair que H C Hf ﬂHf. Or d’apres la proposition 3.9.c), on a

dim(HnH f)( f, f)2 = 1; comme 'unitaire V restreint & H est multiplicatif

et que Pespace des vecteurs fixes est réduit & Cf, on a dim(H)(f, f)2 =1
(cf 1.2). o

5.3. ProrosITION. — Soient f, f des pré-sous-groupes tels que f =<
f;posonsH=H'nH 7 Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) H est un sous-quotient. (i) V(H®H')=H®H'. (i) V(H;®H) =

H;®H. (v)V(H;@H/)=H;H/. (v)V(fof)€H;®H'. (vi)
UH =H.

Démonstration. — Si (ii) est vrai, comme V(H®H) C V(H;®H;) C
H®H;, (lemme 3.1.b), ona V(H ® H) C ('H®Hf~)ﬂH®Hf =H®H.
Donc (ii)=(i).

Si (iv) est vrai, comme V(H;®H) C V(H;®H;) C H® H};, (lemme
3.1b),ona V(H;®H) C (’H®Hf)ﬂHf~®Hf = H;® H. Donc (iv)=>(iii).

En remplacant V par TV*X, on en déduit que (iv)=>(ii) et (iii)=-(i).

Supposons que (v) soit vérifiée. Alors V(p; ® Lf)(é®e) € H; ® H !,
Comme é ® e est séparateur pour S ® S, il en résulte que (pf ® Lf)V(pf ®
Ls)=V(p; ® Ly). Donc (v)=(iv).

Montrons que (vi)=>(v). Par le lemme 3.1.b), on a V(f® f) € H®H;
et V(f@f) € H® Hf , d’ou I'on déduit que V(f® f) € UHf®Hf. Comme
de plus V commute avec A ;®Ry, on a V(fof) e (UHfﬁUHf)®UHfﬂHf.

Supposons que (vi) est vérifiée. Comme Ryp;Ry est 'identité sur H
(rappelons que Ry = ULsU), on a RgpsRy > Lgpy; or T(prfRf) =
T(Rf)T(pf) (proposition 1.8 appliquée a V); il vient Lgp; = Rsp;, donc
UH/NH;=H;donc V(f@ f) e HQ H.

Supposons enfin que (i) est vérifiée. En appliquant 1.3 & la restric-
tion de V & H ® H, on voit que pour § € H on a (id ® ws ;)(EV)E =
(dim H-/2)¢. D’autre part, (id ® ws ) (EV) = (e, /)~We, fY~1(d ®
wa;(e),Re)(EV) = (e, /) THE, F) T R (id @ we ) (EV)A; = (e, f) 718, )~
(e,€)RsA;. Donc Ry ¢ agit comme lidentité sur H. Donc (i)=>(vi). O

Soit H = Hf n H § un sous-quotient. Remarquons que, (wf’ F®
id)(ZV) = (e, /)7 (&, /) " (Whyen;e ®ID(BV) = (e, /)&, /) Hwee ®
id)(Ry®1EV(A;®1)) = (e, F)71{&, f) 7 (we,e®1d) (1@ )TV (1®Ry)) =

(e, f)~1(g, f)_l(e,é)AfURf par 1.3. On déduit alors de 1.3 que 'opérateur
«U» associé & la restriction de V' a H est la restriction de U & H.

5.4. COROLLAIRE.— Soient f et g des pré-sous-groupes tels que
f=<get{f,g) =212 Alors H; N HY est un sous-quotient.
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Démonstration.— On a Uf = f et Ug = g, donc U(Hy N HY) =
Hy N HY, vu que cet espace est de dimension 2. Le résultat découle de la
prop. 5.3. (]

5.5. COROLLAIRE. — Soient H un sous-quotient, f, f € H les pré-
sous-groupes tels que H = Hf N H 7

a)Siéc Honaf=¢, Hf = H et V(H®H) = H®H. Le projecteur
q sur H est dans le centre de S.

b)Sie€ Honaf=e, Hy = H et V(H®H) = HQH. Le projecteur
sur H est dans le centre de S.

Démonstration. — a) L’égalité f = é résulte de 'unicité de f ; comme
H;=H,ona Hf = H et I'égalité V(H® H) = HQH (équivalente d g € S’)
résulte de 5.3. Comme g =Ly, g€ S;doncge SNS".

b) se déduit de a) en remplagant V par XV*X. O

5.6. COROLLAIRE. — Pour un pré-sous-groupe f les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f est un co-sous-groupe.
(i) V(HF@H)=H;®H.
(i) V(Hf ® Hf) = Hf @ Hy.
(1v) o(8(Ly)) = 6(Ly).

(v) UHy = Hy.
(vi) Dy =Gy.

Démonstration. — Comme la transformée de Fourier de py est pro-
portionnelle & Ly, ’équivalence entre (i) et (iv) résulte de la proposition 1.5.
(i) <= (ii) est claire. Enfin (ii) <= (iii) résulte immédiatement de la prop.
5.3. Si (v) est satisfaite, pf = Ay, donc (v)=>(i); par la proposition 5.3, tout
sous-quotient est invariant par U donc (ii)=>(v). Enfin (v) <= (vi) résulte
des définitions de G et Dy. O

En particulier (prop. 3.11), les co-sous-groupes de V' sont donnés par
les projecteurs p € S tels que o(8(p)) = 6(p) = p®p. On retrouve la notion
de ‘factor group’ de [12]. Donc un sous-groupe normal est donné par un

projecteur central p € S tel que o(6(p)) = 6(p) > p @ p. Cette notion
coincide donc avec celle de [12].
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On a aussi évidemment un analogue du corollaire 5.6 pour les sous-
groupes.

5.7. ProPOSITION. — La borne supérieure et la borne inférieure de
deux sous-groupes (resp. co-sous-groupes) est un sous-groupe (resp. co-
sous-groupe).

Démonstration. — Soient f et g deux sous-groupes (resp. co-sous-
groupes). Notons h leur borne inférieure. Notons A le centre de S (resp.
A={z €S, §(z) = 0(6(x))}). Par hypothese, Ly € A et Ly, € A,
donc le projecteur orthogonal sur H* = Hf N HY est un élément de A,
donc h est un sous-groupe (resp. un co-sous-groupe). Quand on change V
en YV*Y, les pré-sous-groupes ne changent pas, 'ordre est changé en son
opposé, les sous-groupes deviennent des co-sous-groupes et vice-versa, d’ou
la deuxiéme assertion. 0O

Normalisateur d’un pré-sous-groupe.
Soit f un pré-sous-groupe.

5.8. LEMME.— Pour{ € Hf et ( € H,onaV((®() e HRH/ —
V(E®C¢) e H @ H.

Démonstration. — Par la prop. 3.11.a), on a (Ly @ )V(L; ® 1) =
(1 ® Lf)V(Lf ® 1) = (Lf ® Lf)V. Donc (Lf ® 1)V(§® C) = V(f ®C) —
ALV =V(E®]). 0

5.9. PROPOSITION. — Soit f un pré-sous-groupe. Posons H = {£{ €
Hf, V(E®Hf)cH® Hf }.
a)OnaV(H® H) = HQ® H, autrement dit H est un sous-quotient.

b) H est le plus grand sous-quotient de vecteur fixe f i.e. tel que
feHCH/.

c) L’ensemble K = {¢£ € Hy, V*(Hf ® §) C Hf @ H} est le plus
grand sous-quotient de vecteur cofixe f ie. tel que f € K C Hjy.

Démonstration. — a) On a V(H ® Hf) C H® HY par définition de
H. On déduit alors du lemme 5.8 que V(H ® Hf) c Hf @ H.

Pour §,( € H et a € HI , Va3(V(E®@() @) = ViaV13Vas(€®(®a) €
HOH®Hf, donc V(€E®() e H® H.
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Pour{ € Heto,( € Hf, V12V13(£®a®() = VasVi2 (€@ V*(a®()) €
H!@H®H car V*(H ® Hf) ¢ Hf @ H (lemme 3.1.b); il résulte du lemme
5.8 que V({®() € HQH.

b) Si H; est un autre tel sous-quotient, on a V(H; @ Hf) = H; ® H,
(prop. 5.3) donc Hy C H.

c) se déduit de a) et b) en remplagant V par ZV*X. O

Le pré-sous-groupe g vecteur fixe (resp. co-fixe) du plus grand sous-
quotient de vecteur co-fixe (resp. fixe) f s’appelle le normalisateur (resp
co-normalisateur) de f.

5.10. COROLLAIRE. — Soit f un pré-sous-groupe. L’ensemble des pré-
sous-groupes f satisfaisant f < f et tels que H fﬂH f soit un sous-quotient
est stable par borne supérieure et par borne inférieure.

Démonstration. — Soit H le plus grand sous-quotient de vecteur
cofixe f . L’ensemble, ordonné par I'inclusion, des sous-quotients de vecteur
cofixe f s’identifie avec ’ensemble des sous-groupes de la restriction de V
a H ® H. Le résultat découle alors aisément de la proposition 5.7. O

6. Une généralisation du «biproduit croisé».

Dans ce paragraphe, on fixe un unitaire multiplicatif V' de multiplicité
1 dans un espace hilbertien H de dimension finie n et deux pré-sous-groupes
f et gde V tels que (f, g) = n~1/2. Le principal résultat est que les algebres
As s et By, introduites au paragraphe 4 sont des algebres de Hopf en
dualité (théoréme 6.2). Cette construction généralise la construction du
«biproduit croisé» de [12], [21], [15] (voir aussi (1] et [9]).

Commencons par quelques propriétés élémentaires vérifiées par le
couple (f,g) de pré-sous-groupes tels que (f,g) = n~'/2; certaines d’entre
elles nous serviront dans la démonstration du théoréme 6.2.

6.1. ProrPosSITION. — On a les identités suivantes :
a) LyLg=LgLs =0:¢ et pspg = pgps = bee.

b) (f,e) = (g,€) et (f,€) = (g,€).

c) ps(g) = (g,e)e et Ly(f) = (f, é)é.

d) psLeps = (g,€)’ps €t LopsLg = (f,€)*Ly.

e) LyRs = 0:¢ et Appg = Oc c.
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Démonstration. — a) Posons ¢ = LgLy — 0se = Lg(Lg — 0e:) et
Y=pfpg—0bee. Onaz*c=LoLsLy— 0z et y*y = pgpspg — be.c. De plus
r(@*z) = H(LsLy) — 1/n = (Lye, Lye) — 1/n = (e, £)(g, e)(f, 9) — 1/n. De
méme 7(y"y) = (&, f)(9,€){f, 9)—1/n. Or (e, F)(g, e)(f, 9)(&, [}{9,€)(f, 9) =
1/n%. On en déduit que 7(z*z) = 7(y*y) = 0, d’'otr a) et (&, f){g,€){f,g) =
1/n, d’ou b).

c) On a ps(g) = prpg(g) et Ly(f) = LgL¢(f). ¢) découle donc de a).
d)On a

PsLgps = (wg,g ®id @ wy,r @wy,5)(VasVi2V24)
= (wg,g ®id @ wy,f @ wy,5)(V12V13VasVas)
= (wg,g ®id @ wy, 5 ® wy,5)(Vi2V13V34V23)
= (wg,g ®d @ wy ) (Vi2V13(1 ® 1 ® pf)Va3).

(i[d®id @ wys5)(Vis(1 ® 1 ® py)Vas)
= (id®id®wysf)(Vi3s(1®1® ps)Vas(1 ® 1 ® Ry))
= (id®idQuwy,f)(Via(1 ® 1 Q 05 £)Va3)
= ps Q ps-
Donc pyLgps = (wg,g®1d)(V(ps ®pf)) = (wg,p,9®@id)(V)ps = (g, €)(wg,e®
id)(V)py.
La deuxiéme assertion s’en déduit en remplacant V' par XV*3.
e) LyRy est un projecteur plus grand que 0; ¢ ; par ailleurs Ly Ry est

proportionnel & LgpsLgRs = LgpsRsLg = Lgbf sLg qui est de rang 1,
d’olt ’égalité. La deuxiéme assertion s’en déduit en remplagant V par V.

O

Venons au résultat principal de ce paragraphe :

6.2. THEOREME. — II existe un (et un seul) unitaire multiplicatif
W € L(H ® H) de multiplicité 1, pour lequel g est fixe et f cofixe et
tel que les C*-algébres S et S associées sont respectivement Ay ¢ et By 4.

Nous avons noté qu’'un unitaire multiplicatif dans L(H ® H) de
multiplicité 1 est déterminé par I’espace de ses vecteurs fixes, de ses vecteurs
cofixes et les C*-algébres S et S associées (cf. prop. 1.10); donc si un tel
opérateur W existe, il est unique.
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Notons 7 la trace normalisée de £(H). Le théoréme 6.2 résulte de
la caractérisation des algebres de Hopf en dualité donnée au paragraphe
2 (théoréme 2.8). On a 055 = LAy € A et 0549 = Lgpg € By 4. De
plus, dim Ay ¢ = dim By 4 = n (lemme 4.6, prop. 3.3.d). Nous devons donc
montrer :

— Pour tout a € Ay s et tout b € By 4 on a 7(ab) = 7(a)7(b) (prop.
6.4 ci-dessous).

Il en résulte qu'’il existe un unitaire W € L(H @ H) tel que {(ag ®
bf, W(cg ® df)) = T(a*b*cd) pour tout a,c € Ay ¢ et tout b,d € By 4.

— On aW € By, ® L(H). En vertu de la prop. 4.8, il revient au
méme de démontrer que, pour tout T' € R(Dy), on a [T ®1, W] = 0, (prop.
6.7) et que pour tout T € A\(Gy), on a [T ® 1, W] = 0 (prop. 6.11).

6.3. LeMME. — Pour tout a € A(.b\f), tout z € S et tout b € é} on
a 7(azxb) = 7(a)T(z)7(b).

Démonstration. — Considérons les sous-algébres D; = )\(l/)\f) ®
1,D;=L(S)®1, D3 =V*(1Q p(Gy))V.

Remarquons que 1’espace vectoriel engendré par DDy est Ay ® 1
et que ’espace vectoriel engendré par D, D3 est V(Bé,g ® 1)V*; de plus,
D, et D3 commutent ; donc ’espace engendré par didads, d; € D; est une
sous-C*-algebre D de L(H) ® S. La dimension de D est clairement < n?.

L’application ¢ = idd® ¢ : D — L(H) est une représentation.
Son image contient Afp, = .. et S donc tout L(H), vu que e est
totalisateur pour S. Pour des raisons de dimension, on en déduit que o
est un isomorphisme. Comme D est un facteur, les traces T® 7 et To o
coincident.

Ona (r®7)(az®1)V*(1®b)V) = Too((az® 1)V*(1®b)V) = 7(azxd).
Or 7 est la mesure de Haar de S, donc (id® 7)(V*(1®b)V) = 7(b)1; donc
7(azb) = 7(b)7(az) = 7(b)7(a)7(x) (prop. 1.7.a). m

6.4. PROPOSITION. — Pour tout a € Aysy et tout b € By, on a
T(ab) = 7(a)7(b).

Démonstration. — Pour a; € )\(f)f), az € L(Gy), by € L(Dy),
et b € p(@g), on a 7(ajazbebs) = 7(a1)7(azb2)7(bs) (lemme 6.3). Or
T(agb2) = (e,azbae) = (pre,azba)ge); or pras = azps et badg = Agby
(prop. 4.2); enfin psAy = 6, ¢; on trouve (pre, azbarge) = (e, aze)(e, bae).
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On a donc 7(ai1a2b2b3) = 7(a1)7(a2)7(b2)7(b3) = 7(ajaz)7(bebs), d’ou la
proposition. O

6.5. LeMME. — Pour tout b € B; 4, on a E4,,(b) € S.
Démonstration. — Pour a € Afs, £ €5, b€ ég, on aaxr € Ajsg,
donc 7(azd) = 7(az)7(b) (lemme 6.3), donc E4, ,(zb) = 7(b)z. O

Considérons Popérateur W € L(H ® H) donné par (ag ® bf, W(cg ®
df)) = 7(a*b*cd) pour tout a,c € Ay s et tout b,d € By 4.

Par le théoréme 2.8, il nous reste juste & montrer que W € By, ®

L(H).

Nous aurons besoin du lemme suivant :

6.6. LEMME.— a) On a (py @ NV (1 ® Ay) = V(p, ® A).

b) Pour tout a, 3 € A(ﬁf) ona[pgRf®1,(6*® INZCT: Ag)l = 0.

Démonstration. — a) On a £(1® U)V*(pg o1V A(I®U)E =
V*(1®pg)V(pg®1) = 5(/’9)(/’5] ®1) = pg ® pg (prop. 3.11.b), d’ots a).

b) Par a) py ® 1 commute avec V(l ® Ag). Les autres commutations
sont évidentes. O

6.7. ProposITION. — Pour tout T € R(Dy), ona [T ® 1, W] = 0.

Démonstration. — Soient z,a € Gf, y € Bgg, b€ Dy, c € Gg, et
o, B € /\(Df) Ona (T, pg] =0,donc Tag € Hy = )\(Df)g soit a € )\(Df)
tel que Tag = a1g. De méme, il existe un unique (; € )\(Df) tel que
T*Bg = f1g- On a

(zBg @ yf, (T ® 1)W(aag ® cbf)) = (zf19 @ yf, W(aag ® cbf))
= 7(Bz"y" acch)
= 1(z*y*acabfy).
De méme
(zBg @ yf, W(T ® 1)(acg ® cbf)) = T(z*y"aca1bf").
Remarquons que abfi,a1b8* € Af: et z*y*ac € Bey. On a alors

r(z*y*acabB;) = T(zabB}) et T(z*y*aconbB*) = 7(2a1b8%), ou z =
Ea, . (z*y*ac). Par le lemme 6.5, z € S.
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Comme z,b € Set a;,8* € )‘(§), onaT(f*za:b) = (BéRz*e, V(alé@)
be)); de méme, T(ffzab) = (/1é® z*e,f}(aé ® be)). Or be € UHy et
é=(g,e)"'Rpg = (g,€) ' Rypyg.

Done 7(8*2a16) = {g,6) (g @ 2%, (s Ry @ 1)(8* @ 1)¥ (a1 © A,)(6®
be)) = (g,€) g ® 2%e,(B* ® 1)V (a1 ® A\g)(pgRsé @ be)) par le lemme
6.6. Donc 7(8*za1b) = (B9 ® z*¢,V(a1g ® be)). De méme, (8} zab) =
(B1g ® 2*e,V(ag @ be)) = (T*Bg @ z*e, V(ag ® be)) = 7(B*za1b), d’ott le
résultat. O

6.8. LeMME. — Soient a; € )\(ﬁ\f), ag € L(Gy), by € L(Dy) et
b € p(Gg).

a) On a (a1a29,bibaf) = n'/?{aze, b1€)(a1€, bae).

b) On a (Ubgb, f,aza:9) = n'/2(Ub,¢é, aze)(Ubge, a1 ).

Démonstration. — a) On a [Rf,a1] = [Rg,b1] = 0 et RfRy = e,
donc

n'/2(blazRye, albyRye)
= n1/2(Rgb‘{age, Ryaibse)

= n1/2(b”{age, B¢ caibae)

(a1a29,b1b2f)

= n1/2<026, b1é> (alé, bg@).
b) On a [pf,az] = [Ag,b2] =0 et pspy = b ¢, donc

(Ubaby f, aza19) = n'/?(a5Ubi A sé, UbsUay pgé)
=n'%(p;a3Ubsé, p,UbsUay &)
= n1/2(a§Ub1é, 0, UbsUa€)
=n2(Ubyé,aze) (Ubge, ar8).

d
Notons J4 : zg — z*g (z € Asy) et Jp : yf — y*f (y € Bgg) les

involutions canoniques.

6.9. PROPOSITION. — On a J4Jg =U.

Démonstration. — Soient a; € )\(Z/D}), ay € L(Gy), by € L(D,)
et by € p(Gg). On a : (JAJBbgblf,agalg) = <JA(12alg, JBb2b1f) =
(atabg, bibsf) = n'/%(a3e,bié)(até, bie) par le a) du lemme précédent.
Or, (ake,bié) = (Jage, J01€) = (JJb1é,a2e) = (Ubié,aze); de wmlme,
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(ajé,bze) = (Ubge,a1€). Par le lemme 6.8.b), on a donc (JaJpbabi f, aza1g)
= (Ub2b1 f, aza19).

Comme les bob; f et les aga1g engendrent H, le résultat en découle
immédiatement. O

6.10 LEMME. — Pour a,z € UAy ;U et pour b,y € Bggy on a :
(ag@bf, 1@ U)W*(1 @ U)(zg ® yf)) = T(a*b*zy).

Démonstration. — Posons a1 = JaaJa, 1 = JaxJa, b1 = JabJa
et y3 = JayJa. Alors a3, € Ajy et by,y1 € Bggy. On a (ag ®
bf,(1 @ UYW*(1 @ U)(zg ® yf)) = ((Jaarg ® Jabig),(1 @ U)W*(1 ®
U Jaz1f ® Jarrg)) = ((Jaarg ® UJabif), W*(Jaz1g @ UJayrf)) =
(W(aig®bif), (z19®yi f)) = T(braryiz]) = 7(Jabay*z*Ja) = T(zya*d*).

O

6.11. PropPosITION. — Pour tout T € /\(ég); onalT’'®1,W]|=0.

Demonstramon — Si on remplace V par TV*X, alors les algebres
S et S sont échangées, toutes deux avec le coproduit oppose les algebres
Dy et G sont échangées, 'algébre Gy est transformée en D ret U D U en
U G fU. Donc By, est inchangée et Ay ¢ est transformée en UAf ¢U. Par
le lemme 6.10, W est alors transformée en (1 Q@ UYW*(1 ® U).

La proposition 6.7 montre que

(1@ U)W*(18U),(UG,U & 1)] = 0. O

6.12. Remarque. — On peut donner une formule explicite pour 'uni-
taire multiplicatif W : notons T' : H ® H — H l’application donnée par
T(E®n) = aRgpsn, olia € UﬁfU est tel que aé = (f,é) ! R¢€. On vérifie
que T*T = Ry ® py, donc T™ est isométrique. On a

W=n(TQT)(1® Ry ® Ay ® 1)V13V23Va3Vou(T* @ T*).

6.13. PROPOSITION. — a) e est un pré-sous-groupe de W; on a
(We,e ® 1) (W) = Af et (id @ we,e)(W) = py. La sous-algébre coidéale a
gauche (resp..a droite) de lalgébre de Hopf Ay s (resp. By 4) associée est
UﬁfU (resp. @g).

b) & est un pré-sous-groupe de W; on a (wee ® id)(W) = Ly et
(id ® we,e)(W) = L. La sous-algébre coidéale a droite (resp. & gauche) de
Palgébre de Hopf Ay s (resp. By 4) associée est Gy (resp. Dgy).
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¢) Le pré-sous-groupe e de W est un sous-groupe (resp. un co-sous-
groupe) si et seulement si f (resp. g) est un co-sous-groupe de V' ; le pré-
sous-groupe é de W est un sous-groupe (resp. un co-sous-groupe) si et
seulement si f (resp. g) est un sous-groupe de V.

Démonstration. — a) Comme e est proportionnel & A¢g et pgf, As €
Af s et pg € By 4, la premiére assertion résulte du corollaire 3.12. Notons
les coidéaux relatifs & W avec un exposant W. On a GY = {z €
Af s, [2,(ild ® wee)(W) =0} D UDfU vu que (id ® we,e)(W) = py.

A

Comme dim G¥ = (g,e)~2 = dim Df, on a 1’égalité. De méme DW G,.
L’assertion b) se démontre de fagon analogue.

c) e est un sous-groupe de W si et seulement si U(we . ® id)(W)U =
(We,e ®1d)(W); par a), cela a lieu si et seulement si f est un co-sous-groupe
de V. Les autres assertions se montrent de fagon analogue. O

6.14. Remarque. — On déduit de la proposition 6.13 que l’algébre
AZVe associée a l'unitaire multiplicatif W et a son pré-sous-groupe e est
USU. De méme, ’algebre B s est S.

La construction ci-dessus associe & un triplet (V, f,g) consistant en
un unitaire multiplicatif V' et deux pré-sous-groupes f et g le plus éloignés
possible, un unitaire multiplicatif W. Si on applique & nouveau cette
construction au triplet (W, e, &}, on obtient donc V.

Si dans la construction de 1'unitaire multiplicatif W on échange
les roles de f et g, on obtient un unitaire multiplicatif W', de vecteur
fixe f, cofixe g, les algebres S et S associées étant Agg et By Or
Agy = JBg gJ et Byy = JAf fJ donc I'unitaire multiplicatif associé
est (JRNHEW*S(J®J) = (JJ5®JJ5)W (JgJ®JgJ), qui est équivalent
aw.

Si on part de (W,é,e), on obtient donc unitaire V' = (JBf ®
Je)WV(JJp ® JJg) équivalent & V.

Plus généralement, soient f, f , g, § des pré-sous-groupes tels que f =<
f, 9 <get{f,g = {(g,f) = n~1/2. Notons W I'unitaire multiplicatif
associé & (V, f, g). On vérifie alors que :

— f et g sont des pré-sous-groupes de W.

— Les unitaires multiplicatifs construits & partir de (V,f,§) et
(W, £, §) coincident.
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On en déduit alors que f et g sont des pré-sous-groupes de 'unitaire
multiplicatif W’ construit & partir de (V, f, §) et que I'unitaire multiplicatif
construit & partir de (W', f, g) est conjugué a W.

7. Liens avec les sous-facteurs.
7.1. Inclusions de profondeur 2.

Soit N C M une inclusion irréductible de profondeur 2 d’indice fini
de facteurs de von Neumann de type I1;.

— Notons N C M C M; C M,... la tour de Jones de !'inclusion
NCM.

— Posons S = M;NN'et S= MyNM' contenues dans My N N’ qui
est isomorphe & un L(H) (par définition de la profondeur 2).

— Notons g € M1 N N’ le projecteur de Jones de l'inclusion N ¢ M
et p € My N M’ le projecteur de Jones de Vinclusion M C M. Ce sont des
projecteurs minimaux de My N N’ = L(H). Choisissons e, é € H de norme
1 tels que pé = &, ge = e et {e,é) € R;.

Notons 7 la trace normalisée de M. Remarquons que, pour x € S,
on a Ep, (z) € My N M’ =C1; donc Ep, (z) = 7(z). Done, pour z € S et
y € My on a 7(zy) = 7(z)7(y).

Notons alors V' € L(H®H) l'unitaire tel que, pour a,z € Set b,y € S
on ait (ze @ yé,V(ae ® bé)) = 7(z*y*ab).

Notons aussi W € L(H ® L?(M;)) tel que, pour a,z € S et b,y € M;
on ait (xe @ y&,, W(ae®b¢;)) = (z*y*ab). C’est 'image de V par la suite
des inclusions £(H) ® L(H) C L(H) ® Mz C L(H ® L?(M;)).

11 est clair que W commute & 1 ® b pour tout b € M, d’ou 'on déduit
que W € L(H) ® S. Par le théoréme 2.8 (en utilisant le lemme 2.2.c), on
en déduit que S et S sont des algebres de Hopf en dualité. De plus, pour
2,y € Mona W*(1®zqy)W = 1@ 2)W*(1® W(18y) € S® M;. On
en déduit que l'application z — W*(1 ® z)W est une coaction (& gauche)
de S dans M, dont Palgebre des points fixes est M.

On retrouve ainsi un résultat d’Ocneanu; voir [2], [20] pour d’autres
démonstrations (dans le cadre des inclusions d’indice fini) et [14], [6] (dans
un cadre plus général).
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7.2. Pré-sous-groupes et facteurs intermédiaires.

Conservons les notations ci-dessus. Soit f un pré-sous-groupe de V.
Posons My = {x € My, [z,Lg] = 0}. Clest un sous-facteur de M;
contenant M et Dy C § = My N N’. On en déduit que [M; : M] > dim Dy.
Par ailleurs, comme Ly > p, on a L& = &;; donc, pour £ € My, on
a Lzl = xLs& = x&; on en déduit que [My : M] < 7(Ly)/7(p) =
dim D ¢ on en déduit que Ly est le projecteur de Jones de My C M.

Réciproquement, soit M C P C M; un facteur intermédiaire. Posons
Q=JuP'Jy C L(L*(M));ona N C Q C M;notons p; € S le projecteur
de Jones de l'inclusion P C M; et ¢; € S le projecteur de Jones de
Pinclusion @ C M. Comme [P: M]=[M :Q],ona[P: M][Q:N]=[M:
N, donc T(p1q1) = 7(p1)7(q1) = 7(P)[P : M]7(g)[Q : N] = dim(H)~ L. Par
ailleurs, ¢; € P (car P est la construction de base de Q C M) et p; € P';
donc p1g1 = q1p1. Par le corollaire 3.12, il existe un pré-sous-groupe f tel
que p1 = Ly et g1 = py.

En d’autres termes, les Ly ou f est un pré-sous-groupe, sont les pro-
jecteurs de Jones des facteurs intermédiaires M C P C M;. L’applica-
tion P > JpP'Jy est une correspondance bijective entre facteurs in-
termédiaires M C P C M; et facteurs intermédiaires N C @ C M. On en
déduit que les ps ol f est un pré-sous-groupe, sont les projecteurs de Jones
des facteurs intermédiaires N C Q C M.

On en déduit une bijection (décroissante) f — Ny entre pré-sous-
groupes et facteurs intermédiaires N C P C M. On retrouve ainsi, & 'aide
de la proposition 4.3, une bijection croissante (un isomorphisme d’ensem-
bles ordonnés) entre facteurs intermédiaires et sous-algebres coidéales a
gauche de Palgébre de Hopf S [11] (voir aussi [5] ol ce résultat est généra-
lisé au cas non compact).

Plusieurs de nos constructions s’interprétent alors :

— Le théoréme de finitude (corollaire 3.6), est donc une conséquence
du fait que dans une inclusion d’indice fini il y a un nombre fini de facteurs
intermédiaires ([22]).

— Les sous-groupes correspondent aux facteurs intermédiaires Ny
tels que l'inclusion Ny C M soit de profondeur 2; les co-sous-groupes
correspondent aux facteurs intermédiaires N tels que I'inclusion N C Ny
soit de profondeur 2.
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— Les sous-quotients correspondent aux couples de facteurs in-
termédiaires N 7 Ny tels que Ny C N 7 et que Pinclusion Ny C N P soit de
profondeur 2.

— Des pré-sous-groupes f et g sont le plus éloignés possible si et
seulement si on a un carré commutatif et cocommutatif

N C Nf
N N
N, C M.

Notons alors My la construction de base de Jones de l'inclusion Ny C M.
La construction du paragraphe 6, dit alors que l'inclusion Ny, C M est
irréductible de profondeur 2.

On peut en fait donner une démonstration directe de ce résultat :

1.0naN,NM; =Gy, C8=N'NM.OnaN NM; =Dy Donc
Nin My = (N,n M) N(N'NMf) =Gyn Dy =C.

2. La construction de base appliquée & l'inclusion Ny C My donne
un facteur M}. On a M'NM] = D, C § = M’ N Ma. On en déduit que
N; N M, contient l’algébre By 4. Sa dimension est alors égale & I'indice de
Ny, C My, d’ou le résultat.
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