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AUTOUR DU CONCEPT D'ECHANTILLON EXTRAPOLABLE

Léo Gerville-Réache!

YUniversité de Bordeaux, CNRS, UMR 5251, France, leo.gerville-reache@u-bordeaux.fr

Résumé : La théorie des sondages se concentre sur 1’estimation statistique de quantités dans
une population finie a partir de la sélection et de 1’observation d’une partie de cette population. Tillé
(2001) propose la définition suivante : « On appelle sondage, toute étude partielle d 'une population
donnée en vue de son extrapolation a la totalité de celle-ci » Qu’entend-on par extrapolation ?
Comment nommer, sélectionner et observer cette partie de la population qui permet cette
extrapolation ? Partant de quelques citations marquantes sur ces questions, cette communication
tente de poser précisément le probleme et les enseignements qui en découlent.

Mots-clés. Plan de sondage, représentativité, extrapolation, estimateur sans biais linéairement
invariants.

Abstract. Sampling theory focuses on the statistical estimation of finite population quantities
from the selection and observation of a subset of this population. Tillé (2001) proposes the
following definition: "We call survey, any partial study of a population for extrapolation to the
whole of it." What is extrapolation? How to name, select and watch this part of the population that
makes this extrapolation possible? From a few notable citations on these issues, this paper attempts
to ask precisely the problem and solutions that follow.

Keywords. Sampling, representativeness, extrapolation, unbiased estimator linearly invariant.

1 Introduction

Dans la littérature statistique, le mot extrapolable, associé a celui d’échantillon et bien moins
fréquent que celui de représentatif. Pour certains auteurs, le concept de représentativité est pourtant
intimement lié a celui d’extrapolation statistique.

Pour J. Neyman, en 1934, « Si nous nous intéressons a un caractere collectif X d’une population
et utilisons des méthodes d’échantillonnage et d’estimation nous permettant d’attribuer a chaque
échantillon X possible un intervalle de confiance X1(X), X2(2) tel que la fréquence d’erreur dans
[affirmation que X1(X) < X < X2(X) ne dépasse pas la limite 1 - ¢ déterminée a [’avance, quelles
que soient les propriétés de la population, j’appelle cette méthode d’échantillonnage
representative.» Selon Neyman, c’est bien la possibilité d’extrapoler a la population, avec une
précision calculable, les résultats de 1’échantillon qui confére a la méthode d’échantillonnage son
caractere représentatif.

Pour H. Chernoff (1960) : « On dira qu'un échantillon est représentatif d'une population si la
distribution des données est précisément celle d'un échantillon pris au hasard avec remplacement
dans la population ». Selon Chernoff, un échantillon représentatif est un échantillon aléatoire
simple. Il est clair que cette définition est plus restrictive que celle de Neyman. Elle permet
néanmoins, comme Neyman le sous entend, 1’extrapolation.

Pour Philippe Dutarte (2005) « Voila une expression qui, si elle n’est pas précisée, peut signifier a
peu prés n'importe quoi. Un échantillon constitué selon la méthode des quotas est evidemment
«représentatif » des criteres correspondants aux quotas (sexe, age, catégorie socioprofessionnelle,
région, taille de la commune...) selon lesquels il a été fabriqué. Mais on n’a aucun moyen de savoir
Jjusqu’a quel point il est « représentatif » de ce pour quoi il a été prélevé, c’est-a-dire le sujet du
sondage, l’opinion, le pourcentage que l’on cherche a évaluer. L’expression « représentatif de la



population frangaise », que l’on lit souvent dans la presse, préte évidemment a confusion. On a
[’impression que [’échantillon est « représentatify de tout ce que [l'on veut. En statistique, on
deésigne plutot par « échantillon représentatif », un échantillon ou le hasard permet d’éviter les
biais inconnus et d’appliquer le calcul des probabilités. La méthode optimale pour obtenir un
échantillon « représentatif » est celle du sondage aleatoire stratifié optimal. ». Selon Dutarte, le
terme représentatif est ambigu. La représentativité de certaines caractéristiques n’engendre pas
nécessairement la représentativité des variables d’intérét. Il conclut néanmoins par une définition
qui sous entend la possibilité d’extrapolation via I’absence de biais et le calcul des probabilités.

Pour finir ce court échantillon de citations, qui n’est qu’une infime partie de la littérature, Tillé
(2001) écrit, « Le concept de représentativité est aujourd'hui a ce point galvaudé qu'il est désormais
porteur de nombreuses ambivalences. Cette notion, d'ordre essentiellement intuitif, est non
seulement sommaire mais encore fausse et, a bien des égards, invalidée par la théorie. ». Selon
Tillé, le terme a conduit a tellement d’approximations et d’erreurs qu’il ne peut plus faire partie du
vocabulaire de la théorie des sondages. Ce point de vue est légitime mais, en 1’absence de définition
statistique, celui-ci est abandonné aux utilisateurs peu scrupuleux. Ce n’est pourtant pas la premiére
fois qu'un tel probléme se pose aux statisticiens : définir statistiquement un terme du langage
courant dont tout le monde (ou presque), statisticien ou non, a une idée plus ou moins précise.
Prenons le terme «significatif ». Dans le langage courant, le Larousse propose : «qui exprime
guelque chose nettement, sans ambiguité ». La communauté statistique s’est appropriée le terme et
lui a donné une définition statistique que I'on peut résumer ainsi « En statistiques, un résultat est dit
statistiguement significatif lorsqu'il est improbable qu'il puisse étre obtenu par un simple hasard».

Méme si, comme le montre I'ouvrage collectif publié par I'INED (Voir Selz 2013), la question de la
représentativité en statistique est toujours d'actualité, nous nous concentrons ici sur le concept
d’échantillon extrapolable qui est, selon Tillé (2001), au cceur de la théorie des sondages : « On
appelle sondage, toute étude partielle d’une population donnée en vue de son extrapolation a la
totalité de celle-ci ».

2 Estimateur linéairement invariant en theorie des sondages

Nous cherchons a définir le concept d’échantillon extrapolable. Cette extrapolation passe
nécessairement par les propriétés statistiques des estimateurs qui seront construits a partir du plan
d'échantillonnage.

Les notations et définitions de cette partie suivent celles de Tillé (2001). Soit U, une population de
N unités: U ={1,...,k,...,N}. Soit y=(V;,..., Yy,- Yy )" l€s valeurs réelles prises par la variable

d’intérét y par les unités de U. Soit Y =(y,,...,;,....Y,), Pensemble des valeurs prises par
I’ensemble des variables (d’intérét ou pas) des unites de U.

Définition 1 : Un échantillon non-ordonné sans remise s est un n-uplet non-ordonné sans remise
d’unité de U. s est un sous-ensemble (au sens ensembliste) de U. On note § = {s|s cuU }\@.

Définition 2 : Un plan de sondage (non ordonné) sans remise p(.) est une loi de probabilité sur §
telle que :
p(s)=0pourtoutses et » p(s)=1.

ses

On note S, la variable aléatoire prenant les valeurs s € .S avec probabilité p(s)>0.

Définition 3 : Un plan de sondage est de taille fixe n si



S={scUlJ#s=n|

Définition 4 : La probabilite d’inclusion 7z, est la probabilit¢é pour une unité d’appartenir a
I’échantillon. Ces probabilités découlent du plan de sondage :

7, =Y p(s), pour tout k eU

sok

Dans la suite, on supposera que 7, >0 pour toutk eU .

Definition 5 : La probabilité d’inclusion 7,, est la probabilité pour un couple d’unités d’appartenir
a I’échantillon. Ces probabilités découlent du plan de sondage :

Ta= Y. P(s), pour toutk,leU, k=1

sok,sol

Définition 6 : Un estimateur d’une moyenne est dit linéaire s’il peut s’écrire sous la forme

Yo =Wy (S)+ ZWk (S) Yy
keS
Définition 7 : Un estimateur d’'une moyenne est dit linéaire homogene s’il peut s’écrire sous la
forme
Yin = ZWk (S) Yy
keS

Définition 8 : Un estimateur d’une moyenne est dit linéairement invariant si pour tout changement
d’origine et d’unité du vecteur Y =(Y;,..., Y, Yy )' €0 Y*=(a+by,,..,a+by,,...,a+by, ) alors,

?*LI =a+ bf/u

Dans la suite on se place dans le cadre des plans de sondages sans remise de taille fixe (selon les
définitions 2 et 3).

3 Echantillon extrapolable : proposition de définition et propriétés

Avant de proposer une définition, il est nécessaire de s’accorder un point de départ. Nous devons
convenir qu’un échantillon aléatoire simple, (issu d’un plan de sondage ou chaque échantillon a la
méme probabilité de sélection) est un échantillon extrapolable. En effet, il est difficile d’accepter la
théorie des sondages, et de ne pas supposer qu’a minima, un échantillon aléatoire simple n’est pas
extrapolable.

On se doit alors de remarquer que la propriété essentielle d’un plan simple est que la fonction de
répartition théorique de la variable d’intérét dans 1’échantillon est égale a sa fonction de répartition
empirique dans la population. Cette propriéte est le fils conducteur de la définition qui suit.

Echantillon extrapolable : Un échantillon s est extrapolable a la population U si et seulement si, il
est issu d’un plan d’échantillonnage permettant de construire une deuxieme phase au dit plan
(produisant un échantillon d’une seule unité, noté S') tel que, quelque soit la variable d’intérét y,
ona:

. 1
PYE)=Yo) = Ll ¥ Yo < (Yoo Yoo V).



ouy(S") est la variable aléatoire générée par le plan de sondage en deux phases (i e. y(S) estla

variable aléatoire qui, quelque soit y, € R, prends la valeur y, avec probabilite —Zl 5e=vo)

Cette définition n’impose pas que la fonction de répartition théorique de la variable d’intérét dans
I’échantillon soit égale a sa fonction de répartition empirique dans la population, elle impose, d’une
certaine maniére, la possibilité de la reconstruire.

Définition équivalente 1 : Un échantillon s est extrapolable a la population U si et seulement si :
PkeS)=mE[P(ke S'|S)]=%, pour tout k eU

N

Preuve : Il est clair que si P(keS')zi, pour tout k eU alors, P (y(S '):y0)=%21{yk=yo},

VYo ©(Vireor Yoo Yy ) - SEP(Y(S) =Y, ) = Zl yi—y,) + SANS perte de généralité, on s'intéresse au

ou les wvaleurs de y(S') sont toutes différentes. Dans ce cas P(y(S'):yO):N

VYo = (Vi ,yk,...,yN) et, comme dans ce cas, P(y(S)=yY,)=P(keS’), on a bien

P(keS )_ , pour toutk eU .

Ce définition équivalente nous dit qu’un échantillon est extrapolable s’il est « équivalent » a un

échantillon aléatoire simple, dans le sens ou 7, E[P(k eS' |S)] =—, pour toutk eU .

B : Il est clair qu’un plan de sondage a stratification proportionnelle aux effectifs produit des
échantillons extrapolables.

Définition équivalente 2 : Un échantillon s est extrapolable a la population U si et seulement si il
existe des w, (s) €]0;1] pour tout k eU et tout s — S tels que:

D W, (s)p(s) =1/ N pour toutk eU avec > w,(s)=1 pour toutse.S.

sok kes

Preuve : Posons w,(s)=P(k eS'|s), alors on a clairement Zwk(s):l, pour toutse .S et on a

kes

également E[P(k €S'|S) |=Y"w(s)p(s) =1/ N pour toutk €U .

sok

Cette définition équivalente nous montre que 1’extrapolation est conditionnée par les probabilités
des échantillons et non par les seules probabilités d’inclusion du premier ordre.

Propriété 1 : Si un échantillon s est extrapolable a la population U alors il existe des
W, (S) €]0;1] pour toutk eU et touts — S, avec Zwk(s):l, pour tout s € S tels que:

kes

> > W (s)p(s) = > Wi (5)p(s)

kel sok seS kes



Preuve : Si. > w(s)p(s)=1/N pour toutk eU , alors > > w,(s)p(s)= > 1/N =1 et comme

sok keU sok keU

D w (s)=1 pourtoutse .S, alors > > w (s)p(s) =D p(s)=1.

kes seS kes sesS

Cette propriété nous dit que, si 1’échantillon est extrapolable, les unités k et les échantillons s
jouent des roles « symétriques ».

Propriété 2 : Si I’échantillon s est extrapolable a la population U alors il existe un estimateur sans
biais linéairement invariant pour la moyenne de toutes variables d’intéréts.

Preuve : soit Y, 1’estimateur linéaire homogéne suivant :

?R = ZWk (S)Yk .

keS

De la condition Zwk (s)p(s) =1/ N pour tout k €U , on déduit que Yy, est sans biais :

sok

E(Va)= E(Zwk(s)ykj =2 P() D W (S)Y, = Zi P(SIW (8) Vi lyeq)

keS scS kes scs k=1
N N N l N
=22 POW(S)ViLyy = D Vi D POW ()L = D Y 2 Wi () P(S) = =D
k=1 scs k=1 scS k=1 sok N k=1

Et de la condition Zwk (s)=1, pour tout s € S, on déduit que Yy, est linéairement invariant :

kes

?*R = Zwk (S)(a+by,) = zawk (S)+bw, (S)y,

keS keS
= Zawk (S)+ wak Sy = azwk (S)+ bZWk Sy =a+ b)_A/R
keS keS keS keS

En 1977 Patel et Dharmadhikari ont établi les conditions nécessaires et suffisantes (CNS), sur les
probabilités d’inclusion de premier et second ordre, de I’existence d’un estimateur Sans biais
linéairement invariant pour une moyenne ou une somme. lls montrent en particulier, comme le sous
entend 1’expression la variance de I’estimateur d’Horvitz-Thompson, que la connaissance des
probabilités des €chantillons n’est pas nécessaire, celle des probabilités de premier et deuxieéme
ordres est nécessaire et suffisante. On a ainsi le corolaire suivant.

Définition équivalente 3 : Un échantillon s est extrapolable a la population U si et seulement si les
probabilités d’inclusion de premier ordre =z, et de second ordre 7, , pourtoutk,leU, k=1 sont

telles que la matrice Cnxn, defini par ¢, =(n-1)z, /n et ¢, =—x, /n estde rang N-1.

NB : si I’échantillon est stratifi¢é en m classes, alors 1’échantillon sera extrapolable si et seulement si
le rang de C est N-m.

4 Conclusion

La définition proposée exprime la volonté «d’équivalence » entre la fonction de répartition
théorique de la variable d’intérét dans 1’échantillon et sa fonction de répartition empirique dans la
population. Nous avons traduit cette « équivalence » par la 1’existence théorique d’une deuxiéme
phase de sondage conduisant, au final, a un échantillon aléatoire simple de taille un.



Le concept d’échantillon extrapolable a une population n’est pas une question philosophique. C’est
une question statistique dont les contraintes peuvent étre formalisées et qui pourrait produire un
espace de développement théorique propre. Il est notable que cette modélisation « intuitive » de la
notion d’échantillon extrapolable conduise a une condition suffisante d’existence d’un estimateur
sans biais linéairement invariant pour une moyenne (ou une somme).

Comme souvent en théorie des sondages, 1’estimateur sans biais linéairement invariant qui découle
de la définition d’un échantillon extrapolable n’a pas de forme explicite (sauf dans le cas d’un plan
simple). Pour autant, le fait méme de son existence nous semble une raison suffisante pour explorer
plus avant ce domaine.
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